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Abstract. This article deals with some theorems on the principal argument of
coTpiex numbers. This paper is a framework of the lecture on the argument
of coTpiex numbers. Moreover, it presents some remarks on the formula
which is used in the Computer programme DERIVE and in the graphing cal-
culators of type TI to calculate the arguments of coTpiex numbers.

W podstawowej literaturze z algebry i analizy matematycznej (np. Gleich-
gewicht, 2000; Leja, 2006; Mostowski, Stark, 1970), w ktérej rozwazane sa za-
gadnienia poswiecone liczbom zespolonym, nie ma kompleksowego opracowania
pojecia argumentu liczb zespolonych. Z moich doswiadczeh wynika, ze studiujacy
teorie liczb zespolonych maja trudnosci w ustaleniu argumentu gtéwnego liczb ze-
spolonych, szczegolnie wtedy, gdy zachodzi potrzeba wykorzystania w tym celu
funkcji cyklometrycznych.

W tym artykule opracowane sg twierdzenia pozwalajace wyrazi¢ argument
gtéwny liczb zespolonych za pomoca funkcji cyklometrycznych. Wyjasniony i udo-
wodniony jest réwniez wzoér (twierdzenie) stosowany w programie komputerowym
DERIVE i kalkulatorach graficznych typu TI do obliczania argumentow gtéwnych
liczb zespolonych.

Artykut jest propozycjg wyktadu o argumencie gtéwnym liczb zespolonych
w ramach tematyki: ,Ciato liczb zespolonych”.

1. Argument gtéwny liczby zespolonej

Symbolem R oznaczamy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
W tym artykule bedziemy korzysta¢ z funkcji cyklometrycznych:
arcsina;, X E [—1, 1],
arccos”, x G [—1, 1],
arctga;, x G I,

arcctg X, X GR,
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jako funkcji odwrotnych do funkcji trygonometrycznych:
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ctgx, z € (0,

tgx, x € (
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W literaturze matematycznej (np. Gleichgewicht, 2000; Leja, 2006), w rozdzia-
tach dotyczacych liczb zespolonych mozna spotkaé dwie rozne definicje argumentu
gltownego liczby zespolone;j:

DEFINICIA 1.1
Argumentem gtéwnym niezerowej liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbe
rzeczywista o € [0, 27) taka, ze

a b

COSPp = —F——= 1 sSinp=-——=x.
RV Ve

DEFINICIA 1.2
Argumentem gtéwnym niezerowej liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbe
rzeczywista ¢ € (—m, | taka, ze

a b

Cosw:\/ﬁ 1 SIH¢ZW.

Argument gléwny niezerowej liczby zespolonej z oznaczamy symbolem arg z.
Najpierw podamy i udowodnimy twierdzenia o argumentach gltéwnych liczb
zespolonych w sensie definicji 1.1.

TWIERDZENIE 1.3
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gldwny ¢ € [0,2m)
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:

(a) ¢ = arcsin ==, gdy 0 < ¢ < §;

(b) ¢ =7 — arcsin ﬁ, gdy T < < 37;

(¢) ¢ = 27 + arcsin ﬁ, gdy %7‘( < < 2m.

Dowdd. 7 okreslenia argumentu gléwnego niezerowej liczby zespolonej wy-
nika, ze

b
VaZ b2

sinp =
(a) Niech 0 < ¢ < 5. Wowczas

b

(p = arcsin
(b) Niech Z < ¢ < 37. Wowezas

™
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Wobec tego
sin(¢ — ) = —sin(m — ¢) = —sinp = _—b,
czyli
. —b
Sln((p — 7T) = \/GQjW
Zatem

. —b

@ — 7 = arcsin ——.
va? 4 b2
Poniewaz funkcja arcsin jest nieparzysta, wiec

b
VET R

(p = T — arcsin
() Niech 27 < ¢ < 2m. Wowczas

—g<<p—271’<0.

Wobec tego
(¢ — 27 = arcsin a%—i—bzv
czyli
(¢ = 2m + arcsin

b

TWIERDZENIE 1.4
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gldwny ¢ € [0,2m)
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:

(a) ¢ = arccos ﬁ, gdy 0 < p < 5
(b) ¢ = 27 — arccos ﬁ, gdy ™ < ¢ < 2m.

Dowdd. 7 okrelenia argumentu gléwnego niezerowej liczby zespolonej wy-
nika, ze
a

VET

cosp =
(a) Niech 0 < ¢ < 7. Wowczas

(p = arccos

a

VaZ+b?

(b) Niech 7 < ¢ < 27. Wowczas
O<p—m<m.

Wobec tego
—a

Nk

cos(p — ) = cos(m — @) = —cosp =
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czyli
cos(p —m) = E———
Va2 + b2
Zatem
—a
— T = arccos ——.
4 va? + b2
Poniewaz arccos(—z) = m — arccosz, wiec
(¢ = 27 — arccos L.
va? +b?

TWIERDZENIE 1.5
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument glowny ¢ € [0,2m)
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:
s
Z, gdyb>0,
(A) Jezelia =0, to p = §
5™, gdy b < 0;
(B) Jezeli a # 0, to:
(a) p =arctg 2, gdy 0 < ¢ < §;
(b) ¢ =7 + arctg g, gdy 5 << %W;
(c) ¢ = 27 + arctg g, gdy 37 < p < 2r.
Dowdéd. Dowdd warunku (A) jest oczywisty.

Udowodnimy warunek (B). Z okreslenia argumentu gléwnego niezerowej liczby
zespolonej wynika, ze

b

tgo=—.

a
(a) Jezeli 0 < ¢ < 3, to ,
@ = arctg —.
a

(b) Niech T < ¢ < 37. Wowczas

m ™
——<p-T< <.

2 2
Wobec tego
b
tg(p—m=tgp="—,
a wiec
 — m = arctg —,
a
czyli

b
= tg —.
© 7r—|—arcga

() Niech 27 < ¢ < 27. Wowczas

—g<<p—27r<0.
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Wobec tego
b
tg (¢ —2m) =tgp =,
a wiec
b
p — 27 = arctg —,
a
czyli

b
p = 27 + arctg —.
a

TWIERDZENIE 1.6
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtdwny ¢ € [0,2m)
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:
- 0, gdya >0,
(A) Jezeli b= 10, to p =
m, gdy a < 0;
(B) Jezeli b # 0, to:
(a) ¢ = arcctg §, gdy 0 < ¢ < 7;
(b) ¢ = m +arcctg §, gdy ™ < ¢ < 2.

Dowdd. Dowdd warunku (A) jest oczywisty.
Udowodnimy warunek (B). Z okreslenia argumentu gléwnego niezerowej liczby
zespolonej wynika, ze

a
ctg p = 3

(a) Jezeli 0 < ¢ < 7, to

Y = tg —
arcc .
g b

(b) Niech 7 < ¢ < 27. Wowczas

O<p—m<m.

Wobec tego
a
ctg (p —m) =ctgp =4,
a wiec
a
@ — m = arcctg —,
b
czyli

@ = m + arcctg %.

Nastepnie podamy twierdzenia o argumentach gléwnych, w sensie definicji
1.2, liczb zespolonych. Pomijamy dowody tych twierdzen, gdyz sg analogiczne do
dowodow poprzednich twierdzen.
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TWIERDZENIE 1.7
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtdwny ¢ € (—7, )
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:

(a) ¥ = arcsin #, gdy —T < <5
(b) 1ﬁ=ﬂ'—arcsinﬁ, gdy g < <7
(c) P = —w—arcsinﬁ, gdy —m <1 < _%'

TWIERDZENIE 1.8
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtéwny ¢ € (—7, |
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocg nastepujgcych warunkow:

(a) 1 = arccos T I 0< Y <

(b) ¥ = —arccos ==, gdy —m < <0.

TWIERDZENIE 1.9
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtdwny ¢ € (—7, |
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:

Z, gdyb >0,
(A) Jezeli a =0, toz/){2 9

—5, gdy b < 0;
(B) Jezeli a # 0, to:
_ b T T .
(a‘) w - arctg a’ gdy ) < w < 27
(b) ¥ =7 +arctg 2, gdy T < <7;
(¢) ¥ = —7 + arctg g, gdy —m < < —3.

TWIERDZENIE 1.10
Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtéwny ¢ € (—7, |
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:
. 0, gdya >0,
(A) Jezeli b= 10, toy =
m, gdy a < 0;
(B) Jezeli b # 0, to:
(a) ¥ = arcctg ¢, gdy 0 < < 7;
(b) ¥ = —m + arcctg ¢, gdy —m <1 <O0.

2. Obliczanie argumentu gtéwnego liczby zespolonej za pomocg pro-
gramu komputerowego DERIVE lub kalkulatoréw graficznych typu
TI

DERIVE

Funkcja standardowa PHASE (z) w programie DERIVE lub opcja angle w kal-
kulatorach graficznych typu TI (np. TI-92) podaja warto$¢ argumentu 1) liczby
zespolonej z = a + bi, gdzie b # 0, w postaci wzoru, ktory w symbolice stosowanej
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w polskiej literaturze matematycznej mozna zapisa¢ nastepujaco:

P = —arctg% + sgn(b) - g

Ponizsze twierdzenie i jego dowdd wyjasniaja sposob obliczania argumentu
liczby zespolonej za pomoca podanego wzoru.

TWIERDZENIE 2.1

Jezeli z = a + bi jest niezerowgq liczbg zespolong, to argument gtdwny ¢ € (—7, |
liczby zespolonej z wyznaczony jest za pomocq nastepujgcych warunkow:

o 0, gdya > 0,
(a) Jezelib =0, to ¢ =

(b) Jezeli b #£ 0, to

m, gdy a < 0;

1) = —arctg % + sgn(b) -

N

Dowdéd. Dowdd warunku (a) jest oczywisty.
W dowodzie warunku (b) wykorzystamy rownosé:

arctg x + arcctg x = g (1)

dla kazdego x € R.

Poniewaz b # 0, wiec 0 < ¥ < 7w lub —7 < ¢ < 0. Zakladamy najpierw, ze
0 <y <m Wowczas b > 0, czyli sgn(b) = 1. Z warunku (a) w twierdzeniu 1.10
wynika, ze

1) = arcctg %.

Poniewaz arcctg § = § — arctg § na mocy réwnosci (1), wiec

a ™
G arctg o+ 55

czyli
1) = —arctg % + sgn(b) - 3
Nastepnie zakladamy, ze —7 < ¢ < 0. Woéwezas b < 0, czyli sgn(b) = —1.
Z warunku (b) w twierdzeniu 1.10 wynika, ze

1) = —m + arcctg %.
Stosujac rownosé (1), otrzymujemy:
a m
= —arctg - — —
G 83~ 5

czyli

1) = —arctg % + sgn(b) -

|3
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