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Abstract. This paper presents a structural approach to widely known numeri-
cal averages. Several equivalent conditions for a seguence to be an arithmetic
seguence are formulated and proved. Further, these conditions, expressed by
the arithmetic mean, are transferred by an isomorphism to other structures
with other averages.

1. Definicje srednich i wybrane twierdzenia o $rednich

Definicja 1
Srednig m liczb nazywamy funkcje M : (0, oo)m — > (0, oo) spetniajaca warunki:

(1) min{x1,x2,**m,%} < M(x!,x2,°¢.,% ) < max{x!,X2,¢¢¢,xm},
(2) jesSli Xi <yidlaie{l,2,..., m}, to M(XBb X2,%¢¢,xm) < M(YyDbYy2,*¢e, ym)-

Uwaga: Dla niektérych s$rednich zamiast standardowej dziedziny (0, oo)m be-
dziemy przyjmowali zbior Mm lub 7m, gdzie | jest przedziatem.

Przyktady $rednich:
A(Xi,x2,...,xm) = £Z Xi ($rednia arytmetyczna),
2=1
G(xi,"2,...,xm) = y/x\ eX2 eeeeexm (Srednia geometryczna),
/ m 1\
HXX mmpm) = | Y —J ($rednia harmoniczna).
Wiadomo, ze
H(xi,x2,%¢¢,3'm) " G{xi, eoeyXrnf N A.(X\N X2, ¢ o ?2Xrn}
dla (*1,22,¢¢¢, xm) G (0, oo)m.

On averages
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Niech

1
. 1 & "
Mu(ﬂcl,xg,...,a:m):<gzgcf> , gdzie z; e Ry dlai € {1,2,...,m}.

Mozna udowodnié, ze:

(1) MEIPOO Mu(ml,mg, ey L) = min{Z1, o, ..., T Ty

(2) M_l(:cl,:cg, ces @) = H(x1, 22,0y Tm),s

(3) thig%)Mu(xl,xg, cey Zm) = G(T1, T2, ..., T )y

(4) Mi(z1,29,...,2m) = A(21, T2, ..., Tm),

(5) ”li_)rrolo Mu(ml,mg, ey @) = max{z1,To,...,Tm}

Dowody rownosci (1), (2), (4), (5) sa oczywiste. Dowdd réwnosci (3) mozna znalezé
np. w (Kourliandtchik, 2006, s. 145).

Niech
m m
15 e
Lp(T1, @0, ..., ) = ——t ==L gdiex; €eRy dlaie{1,2,...,m}.
-1 -1
oy Y
i=1 i=1
Fatwo udowodnié, ze:
(1) lim Ly(xi,22,...,%m) =min{x1,z2,...,Tm},
p——00

LO(x17x27"'7xm) = H(xbea‘”axm)?

)
)

4) Li(z1,22,...,2m) = A(T1,22,. .., Tm),
)

lim Ly(z1,22,...,2m) = max{z1,22,...,Tm}.

Definicja $redniej Heinza:

1
(zhy'F + 2 THyH), gdzie z,y Ry, p € [O, —] )

DN | =

H#(xvy) =

Zauwazmy, ze:
(1) Ho(z,y) = A(z,y),
(2) Hy(z,y) = G(z,y),



O srednich [57]

(3) Hy(z,y) < Hu(z,y) < Ho(z,y).

Definicja sredniej logarytmicznej:

Yy—x

E =7~ i R,.
(2, y) T — gdzie 7,y € Ry

Mozna wykazadé, ze:
Tty

2

Vry < E(z,y) <
(zob. Witkowski, 2004, s. 111).

Inne spojrzenie na $rednie uzyskujemy wykorzystujac osiagniecia J. Aczela
i J. Dhombresa, ktorzy zdefiniowali podobnie jak A. Kolmogorow Srednig dwoch
liczb (odpowiednio m liczb) nastepujaco:

DEFINICJA 2

Mg (z,y) = f~ (M)

Mf(.’l?l,.’lfz,...,:(?m) :f_l (%;f(xz)>a

gdzie f: I — R jest funkcja ciggla i silnie monotoniczna, a I jest przedzialem
zawartym w R.

Srednimi w sensie definicji 2 zajmowali sie m.in.: Aczel i Dhombres (1989), Hardy,
Littlewood i Polya (1952), Kolmogorow (1930), Powazka i Wachnicki (2004).

Jest oczywiste, ze kazda Srednia w sensie definicji 2 jest Srednig w sensie defi-
nicji 1. Zauwazmy, ze dla:

(1) f(z) =2 mamy My(z,y) = % = Az, y),
(2) f(z) =Inz mamy My(z,y) = /2y = G(2,y),

(3) 7(@) = L mamy My(e,y) = (3 (2 +2)) = Hiz)

4) f(z) = a* mamy My(z,y) = My(x,y).

Jest widoczne, ze mozna uzyska¢ réwnosci analogiczne do powyzszych takze
dla m liczb, gdzie m > 2.

J. Dhombres rozpatrywat §rednig My jako pewne dziatanie wewnetrzne w zbio-
rze I i udowodnil twierdzenie, ktére podaje warunki konieczne i wystarczajace na
to, by dziatanie wewnetrzne w I bylo $rednig w sensie definicji 2.

Oto to twierdzenie:

TWIERDZENIE 1 (ACZELA-DHOMBRESA)
Dziatanie binarne o w przedziale I jest Srednig w sensie definicji 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia warunki:
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2. Podejscie strukturalne do srednich

Rozwazmy (R, *), gdzie x x y = % Niech f bedzie izomorfizmem struktury
(R4, 0) na (R, %), okreslonym wzorem f(z) =Inz. Wtedy dla z,y € Ry mamy:

flzoy) = fx)« fy),

a wiec
1 1
In(z o y) = w

| | 1
T oy =exp (W) = exp (5 lnﬂcy) = exp(ln /zy) = /xy.

Mozna zatem powiedzie¢, ze (R, o), gdzie x oy = ,/xy, jest struktura izomor-

ficzna ze struktura (R, %), gdzie z xy = %
L Ly=1y — 220 et izomor-

Podobnie struktura (R4, A), gdzie x A y = (%(z " .
ficzna ze struktura (R, *), gdzie zxy = IQﬂ Izomorfizmem jest funkcja okreslona
wzorem f(z) =271, z € R,.

Rowniez struktura (R, V), gdzie vy = (§(z* + y”))% jest izomorficzna ze
struktura (Ry, ), gdzie vy = % Izomorfizmem jest funkcja okreslona wzorem
flz) =at, z e Ry

Nadmienmy tutaj, ze analogiczne zwiazki beda prawdziwe, gdy zamiast dziatan
binarnych bylyby rozpatrywane dziatania m-argumentowe.

W dalszej czesci pracy wykorzystamy to strukturalne podejscie do Srednich
do ,przeniesienia” pewnych wlasnosci struktury (R,x*) badz (R, *) z dzialaniem
gredniej arytmetycznej na struktury izomorficzne, czyli np. na (Ry,o), (Ry,A),
(R4, V) (okreslone powyzej).

3. O witasnosciach sredniej arytmetycznej dla wyrazow ciggu arytme-
tycznego

Niech:
Ney = {k,k+1,k+2,...} =N\{0,1,...,k— 1}, gdzie k jest ustalona liczba
dodatnia,
mN = {m, 2m,3m, ...}, gdzie m € Na,
R™ — oznacza zbior nieskoriczonych ciaggébw o wyrazach z R,

1,2,3,...,m T
Ni Y oznacza zbior ciagébw m-wyrazowych o wyrazach z Nj.
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W dalszym ciggu symbolem A,,, gdzie m € Ny, oznacza¢ bedziemy operator
Ap: RN NS0 R

zdefiniowany wzorem:
1 m
Am njs b ey VM = :A 1 29 N
((an), (K, k2, .. ko)) = — ; ak; = Alak, , ak ak,,)

Niech m € N oraz

M(m) = {(an) € N{"*™ : 3" a; € mNy .

i=1

TWIERDZENIE 2
Jezeli (ay,) jest ciggiem arytmetycznym oraz (k1,ka, ..., km) € M(m), to

Am((an), (k1y k2, o km)) = aa,, ((n), (k1 kzyeekm)) -

Zanim podamy dowdd tego twierdzenia, zilustrujmy go na konkretnym przy-
kladzie ciagu arytmetycznego.
Przyjmijmy m = 3 oraz (a,) = (1,3,5,7,9,11,13,15,...). Wtedy:

As((an), (1,1,4)) = %(1 +147) =3,
AA5((n),(1,1,4)) = QL (14144) = 02 = 3,
As((an),(2,3,7)) = %(3 +54+13) =1,
AA5((n),(2,3,7)) = QL (24347) = A4 = 7.
Dowdd twierdzenia 2. Niech a, = a1 + (n — 1)r, gdzie r jest réznica ciagu

arytmetycznego (ay,) oraz ki + ko + ... + kp, = ms dla pewnego s € N;. Stad oraz
z definicji operatora A,, mamy:

Am((an), (k1, ks - km)) =

S|-

<
Il
—

(ar —r +kjr)

I
3=

Il
_

J

i(m(éh —r)+ Z k;r)

m

E(m(al — 1) + msr)
=ay — 7T+ 8r
=a1+(s—1)r

= a,

O T ks

= QA (), (k1 yk2yeeeokm )
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TWIERDZENIE 3

Ciag (ay) jest ciggiem arytmetycznym <= Vnen, %ﬂ” =any1
Dowdd. Zauwazmy, 7e warunek 2219 — g, ., jest réwnowazny kolejno

warunkom an42 + G = 2ap41, Gnt2 — Gpt1 = Apt1 — G dla dowolnie ustalonego
n € Ny.

Wtiasno$¢ opisang w tezie twierdzenia 2, odpowiadajaca ustalonemu ciagowi
z M (m) oznaczmy symbolem S, (od stow: $rednia arytmetyczna). Wiemy juz, ze
wlasnos¢ S, przy kazdym wyborze ciagu z M(m), przystuguje ciagom arytme-
tycznym.

Zanim péjdziemy dalej, rozpatrzmy nastepujacy przyktad:

PRZYKEAD 1
Z twierdzenia 2 wynika, ze jesli (ay) jest ciagiem arytmetycznym, to

Qp + Qp + Gpy3

3 = An+41-

Pokazemy, ze odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.

Warunek Za"gw = apy1 rownowazny warunkowi a,is = 3an+1 — 2a, po-
traktujmy jako zalezno$¢ rekurencyjna, zwiazek miedzy wyrazami ciaggu o trzech
poczatkowych wyrazach rownych odpowiednio 0, 1, 1. Dostaniemy ciag (0, 1,1, 3,1,
7,—3,...), ktory nie jest ciagiem arytmetycznym.

Przyjmijmy oznaczenia:
A — zbiér nieskoniczonych ciggéw arytmetycznych o wyrazach z R,
M'(2) ={(n,n+2):n €Ny},
Mm)={(n,n+1,n+1,...,n+1,n+2)€ Nil’Q"“’m} :n € N},
gdy m > 2.
Udowodnimy

TWIERDZENIE 4
(an) € A <= (an) ma wltasnosé S, dla kazdego ciggu z M'(m).

Dowdéd. Gdy m = 2, twierdzenie 4 jest rbwnowazne twierdzeniu 3.
Przyjmijmy zatem, ze m > 3.
Wynikanie ,,=” otrzymujemy z twierdzenia 2. Wykazemy teraz wynikanie ,,<=".
Dla dowolnie ustalonego n € N; mamy:

p + Q1 + Ani1 + ...+ Qg1 + Qpy2
m = Qnt(m—2)-(ntD4n+2 = Ap41.

Stad kolejno:
an + (m - 2)an+1 + Ap42 = Many1,

ap + Ant2 = 2Gn41,
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an + An+2
2
(an) € A (ostatni krok na podstawie twierdzenia 3).

= an—i—l,

7 twierdzen 2 i 4 wynika

TWIERDZENIE 5
Jesli m € Ng, to: (an) € A <= (an) ma wlasno$é S, dla kazdego ciggu z M (m).

Z twierdzen 4 i 5 dostajemy

TWIERDZENIE 6
Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) (an) €

(2) Vinems (ks koo ) eM(m) Am((@n)s (k1 k2, oo km)) = aa, (n), (k1 koo k) s
(3) VimemsY(n,...n+2)em m)Am((an), (ny. .., n+2)) = aa,, (), (n....n4+2)) = An+1,
(4) FmemsV (ke koo )eM(m) Am((@n)s (k1 k2, oo km)) = aa, (n), (k1 koo ko)) s
(5) Fmem:Yn,...nr2)em (m)Am((an), (ny ..., n+2)) = aa,, (), (n....n4+2)) = Ant1-

Niech teraz J oznacza przedzial zawarty w R, za$§ I to R lub R;. Ponadto
niech 1 oznacza $rednig arytmetyczng n liczb z I, a f: J — I niech bedzie
bijekcja. Przy tych oznaczeniach prawdziwe jest

TWIERDZENIE 7
Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(1) Cigg (f(bn)), gdzie b, € J dla n € Ny jest arytmetyczny,
(2) VoneNa¥ (ks ko, somyemt T HAm ((f(bn)), (k1, k2, - oo k)
= 0 (), (K ke sk
(3) YmetaY(n,.mt2ienr f (A ((F(bn)), (n,. .. ,n +2)))
= bA,.((n),(n,..,n+2)) = bnt1,
(4) ImeNY(ky koo om)em f T (Am(F(0n)), (k1 ks - i)

= DA, ((n), (k1 k2o k)5

(5) 3mEN2v(n,...,n+2)eM’f_1(Am((f(bn))’ (TL, ceesn At 2)))

= QA,,((n),(n,...,n+2)) = bn+1-

Dla dowodu tego twierdzenia wystarczy powolaé sie na twierdzenie 6 oraz na
to, ze warunek (2) z twierdzenia 7 jest rownowazny warunkowi

A ((f(bn)), (k1y k2, ooy km)) = F(ba,. ((n), (k1 skzyekim)))-
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Jako wniosek z twierdzenia 7 otrzymujemy

TWIERDZENIE 8

Jesli I oznacza przedzial, ¢ oraz Y oznaczajg dziatania m-argumentowe, gdzie m €
Na, odpowiednio w zbiorach I oraz R i ponadto Y(x1,Za,..., &) = % Z;’;l T,
a funkcja f ustala izomorfizm struktury (I,¢) na (R,1), to dla kazdego ciggu (by)
o wyrazach z I, takiego, Ze (f(by)) € A oraz dla kazdego ciggu (k1,ka,... km) €
M(m) zachodzi rowno$é @(b,,bis, - - -, bk,,) = b1 som 4 .

j=

Dowdd. Niech (by,) oznacza ciag o wyrazach z I, dla ktorego ciag (f(bn)) € A.
Ponadto niech (k1, k2, ..., kn) € M(m). Korzystajac z twierdzenia 7, mamy

b A () (bt ki) = (A ((f(bn)), (K1, ka2 km)))
= f_1(¢(f(bk1)v f(bkz)v res 7f(bkm)))
= (p(bkl,bkz,...,bkm).

Ustalajac w twierdzeniu 8 struktury (R4, ¢) 1 (R, %), gdzie

1 m
V(XT1, T2y ooy Ty = Ez;% oraz f(z)=Inz,
iz

dostajemy jako wniosek

TWIERDZENIE 9
Cigg (by,) o wyrazach z Ry jest ciggiem geometrycznym wiedy i tylko wtedy, gdy

VmGsz(klykznu,km)EM(m) Tkal : bkz et bkm =by1 Z;":l kj*

m

Ustalajac w twierdzeniu 8 struktury (R4, ¢) i (R, %), gdzie

-1

1 Zm 1 Zm

1

QD(Z’l,.T,’z,...,Im): — :I:] ¢(x17x27"'7xm):_ Ly
177,j=1 m_j:l

oraz f(x) =z~ dostajemy jako wniosek

TWIERDZENIE 10
Cigg (bn) o wyrazach z Ry jest ciggiem harmonicznym, czyli ciggiem spetniajgcym
warunek 3.V pen, ;}rl — bt =1 wtedy i tylko wtedy, gdy

-1

1 e~
Vm€N2v(kl»k2»~~~vkm)eM(m) E Z bkj - b% Z}"=1 K
i=1
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4. Roéine rodzaje Srednich

Niech f(z) = Z;”Ig, gdzie ¢ # 0, dc > 0, ad — be # 0, x € (=%, 00). Szkic
wykresu funkcji f przedstawia rysunek 1 lub rysunek 2.

W przypadku, gdy a, b, c,d sa tak dobrane, ze rysunek 1 przedstawia wykres
funkcji f, zdefiniujemy $rednig x o y dwdch liczb z,y w zbiorze (—%, oo) tak, by
funkcja f byla izomorfizmem struktury ((—%oo)7 o) na strukture ((%,00), *), gdzie
ey — L.

d -
- N . /

s

o

Rysunek 1. Rysunek 2.

soy= g1 (LELEIW),

Wiemy juz, ze

2

Po wykonaniu stosownych obliczeri dostajemy

_2cay+d(@ty) _ 2zy+ Lz ty)

zo =
Y clx+y)+2d x+y+2.%

Przyjmijmy teraz, ze A = ¢ oraz z o y = My(z,y). Wtedy

c

C 2zy 4 Mz +y)

M.
jest Srednia w sensie definicji 1. .
Zauwazmy, ze Mo(z,y) = H(z,y) oraz My (z,y) = %, gdzie symbolem

Mo (x,y) oznaczyliémy granice limy_, M,y (z,y).
O funkeji My : R2 — R? mozna udowodnié, ze:
(1) H(z,y) < Mi(z,y) < A(,y),
(2) VYaine0,00) M < A2 = My, (z,y) < My, (z,y)].

Oczywiscie mozna probowa¢ na bazie funkcji f okresli¢ wzorem $rednig dla
wiekszej liczby zmiennych. Nie trzeba przekonywac o trudnosciach rachunkowych,
ktore by sie pojawily.
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Do zdefiniowania nowych $rednich péjdziemy nieco inng droga.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

Kl(ml,...,mm) +)\K2(961,...,96m)

My(z1,.. . Tm) = T ,

gdzie A € [0, 00), K1, K2 sa $rednimi w sensie definicji 1, okreslonymina I'™ (I jest
przedziatem).
Zauwazmy, ze M) jest $rednig okreslong na I™, poniewaz

min{zy,...,zn} < K1(z1,...,2m) < max{z1,...,Tn},

Amin{zq,...,2m} <A Ko(x1,...,2m) < Amax{z1,...,Tm},
skad po dodaniu stronami tych nieréwnosci, a nastepnie pomnozeniu otrzymanej
nierownosci przez 1 dostajemy:
min{z1,...,Tm} < Mx(x1,...,Tm) < max{zi,..., Ty}
To, ze funkcja M) jest niemalejaca ze wzgledu na kazda zmienna, wynika z tego,
ze M)y jest suma dwoch funkeji niemalejacych ze wzgledu na kazda zmienng.
Przy dodatkowym zatozeniu K; < Ko otrzymujemy

Ki <My <K, dla)e|0,00).
Przy dodatkowym zatozeniu K; > Ko otrzymujemy
Ky < My <K, dla)e|0,00).

Istotnie, przyjmijmy najpierw, ze K1 < Ky. Wtedy warunek

Ky + M\K»
Ki<—<K
1 T 2

jest réwnowazny warunkowi
K1(1 + /\) < K1+ MK < Kz(l + /\),

ktory jest zdaniem prawdziwym przy kazdym ustalonym A € [0, 00) oraz kazdym
ustalonym ciagu z I™.
W przypadku dodatkowego zatozenia Ky > Ko dowdd jest analogiczny.

Poniewaz
0 Ky — K,

o T aEN
wiec przy kazdym z zatozen: K; > Ko albo tez K1 < Ko, funkcja M), jest funkcja
monotoniczng parametru A.
Zauwazmy dalej, ze

Mo(z1, ... 2m) = Ki(21,...,Zm),

Moo(z1,. .oy Tm) = Ko(21, .-+, Tm),
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gdzie Mo (1, ..., Ty) oznacza limy_o My(z1, T2, ..., Tm).
Wychodzac od trzech §rednich K, Ks, K3, okreslonych na wspoélnej dziedzinie
I'™, zdefiniujemy funkcje My , na I"™ nastepujaco:
Ks(x1,...,2m) + pi (xl’"“’wm)ﬂ{\m(wl"“’wM)
1+p

My (1,0, %m) =

I+ K31,y Tm) +pK (@1, - Tn) F A Ko (21, Tm)
(I+p)(1+A) ’

gdzie A, pu € [0, 00).
Nietrudno pokazac, ze przy dowolnych A, 1 € [0, 00) funkcja My, jest $rednia
w sensie definicji 1. Ponadto zauwazmy, ze:

Kz + pK,
)\,0 3 O,M 1+/,L )
Ky 4+ MK, Ks + pK,
M = M. =
A,00 1+ A ) 00, 14 1+N ;
MOoo :Kla Moo,oo :KQ-

Symbole M) o0, Mo,00, Moo, us Moo,00 0znaczajy odpowiednie granice. Przyj-
mujac we wzorze okreslajacym funkcje My ,: K3 = H, Ko = G, K1 = A oraz
I = (0,00) (gdzie jak wyzej H, G, A oznaczaja odpowiednio $rednia harmoniczna,
geometryczna, arytmetyczng), dostajemy

(1+NH + pA+ G
(1+p)(1+N) =

dla dowolnych A, pu € [0,00) oraz (z1,...,%m) € R
Zauwazmy tez, ze jeSli rozwazane $rednie Ki, Ko, K3 sa $rednimi w sensie
definicji 1, to obie $rednie My oraz M) , sa Srednimi w sensie tej definicji.
Powyzej okreslony proces konstrukcji nowych $rednich mozna ,,przedtuzac”.
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