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O średnich*

Abstract. This paper presents a structura l approach to widely known numeri- 
cal averages. Several equivalent conditions for a seąuence to be ап arithm etic 
seąuence are formulated and proved. Further, these conditions, expressed by 
the arithm etic mean, are transferred by an isomorphism to other structures 
w ith  other averages.

1. Definicje średnich i wybrane twierdzenia o średnich

D e f in ic ja  1
Średnią m liczb nazywamy funkcję M  : (0, oo)m — > (0, oo) spełniającą warunki:

(1) m in { x 1, x 2, • • ■ ,% }  <  M ( x  ! , x 2, • • . , % )  <  m a x { x ! , X 2 , • • • , x m},

(2) jeśli Хі <  уі dla i  e {1, 2 , . . . ,  m }, to  М ( х ъ x 2, • • •, x m) <  М ( у ъ y2, • • •, ym)-

Uwaga: D la n iektórych średnich zamiast standardowej dziedziny (0, oo)m bę­
dziemy przyjm owali zbiór Mm lub 7m, gdzie I  jest przedziałem.

P rzykłady średnich:

A(x  i , x 2, .. . , x m) =  £ Z Xi (średnia arytmetyczna),
2=1

G ( x i , ^ 2, . . . ,  x m) =  y/x\  • X2 • • • • • x m (średnia geometryczna),

/  m 1 \

H{xi,X2 , ■ ■ ■,x m) =  I У  — J  (średnia harmoniczna).

W iadomo, że

H ( x  i , x 2 , • • • , J^m) ^  G { x i ,  • • • ч Xrn ĵ ^  A.(x\^ X2, • • • ? Xrn ĵ

dla (^ 1, ^ 2, • • •, x m) G (0, oo)m.
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Niech

Мц(х\ ,Х2,  ■ ■ . ,X m) gdzie Xi g R+ dla i  e { 1 ,2 , . . . ,  то}.

Można udowodnić, że:

(1) lim  M J x 1, x 2, . . . , x m) =  m m { x 1, x 2, . . . , x m},
(A—У — OO

(2) M _ i ( x i , x 2, ■ ■ . , x m) =  H { x ! , x 2, ■ ■ . , x m),

(3) lim i M l_l ( x1, x 2, . . . , x m) =  G { x i , X 2 , . . . , x m),
fi—>0

(4) M 1(x1, x 2, .. . , x m) =  A ( x ! , x 2, .. . , x m),

(5) lim  M J x i , x 2, . . .  , x m) =  ma,x{x1, x 2, . . .  , x m}.
(A—)-00

Dowody równości (1), (2), (4), (5) są oczywiste. Dowód równości (3) można znaleźć 
np. w (Kourliandtch ik, 2006, s. 145).

Niech
m

m /  у х г

m

L p( x ! ,X 2, . . . , x m) =  m =  ------ , gdzie Xi G M+ dla i  G {1, 2,

M
1

M
1

2=1 2=1

Łatwo udowodnić, że:

(1) lim  L p(x1,X2 , . . . , x m) =  т іп { ж і ,ж 2, . . . , ж ш },
p—У — OO

(2) L 0( x ! ,X 2, .. . , x m) =  H (x ! ,X 2, . . .  , x m),

(3) L i ( x i , x 2) =  y/x j x 2,

(4) L i (x 1, x 2, .. . , x m) =  A ( x ! , x 2, .. . , x m),

(5) lim  L p( x i , x 2, .. . , x m) =  m a x { x 1, x 2, . . .  , x m}.
p—)-oo

Definicja średniej Heinza:

gdzie ж, у G M+, fi G

Zauważmy, że:

(1) H 0(x ,y )  =  A (x ,y ) ,

(2) H i  (x,y)  =  G(x ,y ) ,
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(3) H i ( x , y )  <  Нц(х,  у) <  Н 0(х,у).

Definicja średniej logarytmicznej:

У — ж
Е ( х , у )  =  ----------- :------ , gdzie х , у  € К + .

log у — log X

Można wykazać, że:
,_ _  4 X + у

y/xy  <  E ( x , y )  <  - —

(zob. W itkowski, 2004, s. 111).

Inne spojrzenie na średnie uzyskujemy wykorzystując osiągnięcia J. Aczela 
i J. Dhombresa, któ rzy zdefiniowali podobnie ja k  A. Kołmogorow średnią dwóch 
liczb (odpowiednio m  liczb) następująco:

D e f in ic ja  2

M f ( x , y )  =  f  1 f ( x )  +  f ( y )

M f ( x 1, x 2, . . . , x m) =  f  1 ( — Y 2 f ( X i ) \ ,
\ m i=l )

gdzie / :  I  — > Ш jest funkcją ciągłą i silnie monotoniczną, а I  jest przedziałem 
zawartym w IR.

Średnimi w sensie defin icji 2 zajmowali się m.in.: Aczel i Dhombres (1989), Hardy, 
L ittlew ood i Polya (1952), Kołmogorow (1930), Powązka i Wachnicki (2004).

Jest oczywiste, że każda średnia w sensie defin icji 2 jest średnią w sensie defi­
n ic ji 1. Zauważmy, że dla:

( ! )  f ( x ) =  x  mamy M f ( x , y ) =  ^  =  A(x ,y ) ,

(2) f ( x )  =  l n x  mamy M f ( x ,  y) =  yjxy  =  G(x, y),

(3) f { x )  =  l  mamy M f (x ,y )  =  ( |  ( j  +  ^ ) )  =  H ( x , y ) ,

(4) f ( x )  =  xv  mamy M f (x ,y )  =  М м(ж,у).

Jest widoczne, że można uzyskać równości analogiczne do powyższych także 
dla m  liczb, gdzie m  >  2.

J. Dhombres rozpatryw ał średnią M f  jako pewne działanie wewnętrzne w zbio­
rze I  i udowodnił twierdzenie, które podaje warunki konieczne i wystarczające na 
to, by działanie wewnętrzne w I  było średnią w sensie defin icji 2.

Oto to  twierdzenie:

T w ie r d z e n ie  1 (A c z e l a -D h o m b r e s a )
Działanie binarne o w przedziale I  jest średnią w sensie definicj i  2 wtedy i tylko 
wtedy, gdy spełnia warunki:
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(1) X o x  =  X,

(2) x o y  =  y o x ,

(3) (x O y) o (z O w) =  (x O z) O (y O w),

(4) funkcja ф(х) =  x  о у jest ciągła dla każdego ustalonego у E I ,

(5) funkcja ф(х) =  x  о у jest ściśle monotoniczna dla każdego ustalonego у E / .

2. Podejście strukturalne do średnich

Rozważmy (R, *), gdzie ж * у =  Niech /  będzie izomorfizmem s truk tu ry  
(R+, o) na (R, *), określonym wzorem f ( x )  =  ln x. W tedy dla ж, у E R+ mamy:

f { x o y )  =  f ( x ) * f ( y ) ,

a więc
Іпж +  Іпг/1п(ж o yj  =  ------ --------,

ж O 2/ =  ехр +  =  exp Q  Іпжг/^ =  e xp (ln y/xy) =  ^ x y .

Można zatem powiedzieć, że (R+, o), gdzie х о у  =  y/xy,  jest s truk tu rą  izomor­
ficzną ze s truk tu rą  (R, *), gdzie x  * у =

Podobnie s truktura  (R+ , Д), gdzie х  Д у =  ( \ ( \  +  ^ ) _1) =  jest izomor­
ficzna ze s trukturą  (R, *), gdzie x  * у =  Izomorfizmem jest funkcja określona 
wzorem f ( x )  =  ж- 1 , x  E R+.

Również s truktura  (R+ , V), gdzie жѴ?/ =  ( \ ( x ^  +  у jest izomorficzna ze 
s truk tu rą  (R+ , *), gdzie x * y  =  Izomorfizmem jest funkcja określona wzorem 
/(ж )  =  ж G R+.

Nadmieńmy tu ta j, że analogiczne związki będą prawdziwe, gdy zamiast działań 
binarnych by łyby rozpatrywane działania m-argumentowe.

W  dalszej części pracy wykorzystamy to  strukturalne podejście do średnich 
do „przeniesienia” pewnych własności s truk tu ry  (R, *) bądź (R+ ,* )  z działaniem 
średniej arytmetycznej na s truk tu ry  izomorficzne, czyli np. na (R+ ,o), (М+ ,д ) , 
(R+, V) (określone powyżej).

3. O własnościach średniej arytmetycznej dla wyrazów ciągu arytme­
tycznego

Niech:
N& =  {&, к +  1, к +  2 , . . . }  =  N \  { 0 , 1 , . . . ,  к — 1}, gdzie к jest ustaloną liczbą 
dodatnią,
mN =  {m , 2m, 3m , . . gdzie m  G N 2,
RNl -  oznacza zbiór nieskończonych ciągów o wyrazach z R,
^ { 1,2,3,...,m} _ oznacza zk i6 r ciągów m -wyrazowych o wyrazach z N 1.
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W  dalszym ciągu symbolem A m, gdzie m  E N 2, oznaczać będziemy operator 

A m : RNl x  N + ’3’- ’m} — >. к

zdefiniowany wzorem:
^ m

А т{{^п) 1 (fc 1 ? ^2? • • • ? fcm)) =  ^   ̂«+  =  ^(«fci ? «к2 ? • • • ? «fc™ )•
J = 1

Niech m  E N oraz

A f(rn ) =  { (a n) G n J1’2’" ” ™1 : ^ « г G m N i}
i= l

T w ie r d z e n ie  2
Jeie/г (an) jest ciągiem arytmetycznym oraz (Aą, &2, . . . ,  fcm) G M ( m ) ,  to 

А т((ап), (fcl? • • • ? ^m)) =  «Am((n),(fci,fc2,...,fcm)) •

Zanim podamy dowód tego twierdzenia, z ilustru jm y go na konkretnym  przy­
kładzie ciągu arytmetycznego.

P rzy jm ijm y m  =  3 oraz (an) =  (1, 3, 5, 7, 9 ,1 1 ,1 3 ,1 5 ,...) . W tedy:

Tł-3((an)j (1 ? 1? 4)) =  - (1  +  1 +  7) =  3,

f l A 3( ( n ) , ( l , l , 4 ) )  =  R l ( l + l + 4 )  = « 2 = 3 ,

А з ((an), (2, 3, 7)) =  - (3  +  5 +  13) =  7,

« A 3((n), (2,3 ,7 ))  =  « i  (2 +3+7 )  = « 4  =  7.

Dowód twierdzenia 2. Niech an =  a\  +  (n — 1 )r, gdzie r  jest różnicą ciągu 
arytmetycznego (an) oraz Aą +  k2 +  . . .  +  km =  ms  dla pewnego s G N i. Stąd oraz 
z defin icji operatora mamy:

 ̂ m
Am ((«n) ? (fcl ? ^2 ? • • • ? fcm)) =  ^   ̂«fcjm  .

J=1 
 ̂ m

=  — V ( « i  — r  +  A+r) 
m ^

3 =1
 ̂ m

=  — (m (a i -  r)  +  fc7r) 
m ^

3 =1

=  — (m (a i — r) +  msr)  
rn

=  u i — r  +  sr 

=  a i +  (s -  l ) r

=  «s

=  « +  iггг 2̂ 7 = 1
« A m ((n),( fc i, fc2,...,fcm ))*
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T w ie r d z e n ie  3
Ciąg (an) jest ciągiem arytmetycznym Упепi Qti+^+Qti =  an+\.

Dowód. Zauważmy, że warunek an+2+an =  an+ i  jest równoważny kolejno 
warunkom an+2 +  Rn =  2an+ i,  an+2 — Rn+ i =  Rn+i — Rn dla dowolnie ustalonego 
n e N 1.

Własność opisaną w tezie tw ierdzenia 2, odpowiadającą ustalonemu ciągowi 
z M ( m )  oznaczmy symbolem Sa (od słów: średnia arytmetyczna). W iemy już, że 
własność Sa, przy każdym wyborze ciągu z M (m ), przysługuje ciągom arytm e­
tycznym.

Zanim pójdziemy dalej, rozpatrzm y następujący przykład:

P r z y k ł a d  1
Z tw ierdzenia 2 wynika, że jeśli (an) jest ciągiem arytmetycznym, to

R n  +  R n  +  R n + 3
^ — Rn+i-

Pokażemy, że odwrotna im plikacja nie jest prawdziwa.
Warunek 2Qti43Qti+3 =  an+1 równoważny warunkowi ап+з =  3an+i  — 2an po­

trak tu jm y  jako zależność rekurencyjną, związek między wyrazami ciągu o trzech 
początkowych wyrazach równych odpowiednio 0 ,1 ,1 . Dostaniemy ciąg (0,1 ,1 , 3,1, 
7, —3, . . . ) ,  k tó ry  nie jest ciągiem arytmetycznym.

P rzy jm ijm y oznaczenia:

A  -  zbiór nieskończonych ciągów arytmetycznych o wyrazach z IR,

M '( 2) =  {(n , n +  2) : n G N 1},

M '(m )  =  {(n , n +  1, n +  1 , . . . ,  n +  1, n +  2) G : n ^  N 1},

gdy m  >  2.

Udowodnimy 

T w ie r d z e n ie  4
(an) G A  (an) ma własność Sa dla każdego ciągu z M ' ( m ) .

Dowód. Gdy m  =  2, twierdzenie 4 jest równoważne twierdzeniu 3. 
P rzy jm ijm y zatem, że m ^  3.
Wynikanie „=>” otrzym ujemy z tw ierdzenia 2. Wykażemy teraz wynikanie „*<=” . 
D la dowolnie ustalonego n E N 1 mamy:

a n +  R n + i +  R n + i +  • • • +  R n + i +  Rn+2

m
a n-\-(m — 2) ■ (n-\-l)-\-n-\-2 — Rn+1-

Stąd kolejno:
Rn T  (rn 2)nn_|_i T  Rn+2 — R^Rn+i? 

CLn T  Rn+2 =
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Qjn  +  R n + 2  __
2 =  a n + b

(an) E A  (ostatni krok na podstawie tw ierdzenia 3).

Z twierdzeń 2 i 4 wynika 

T w ie r d z e n ie  5
Jeśli m E N 2, to: (an) E A  (an) ma własność Sa dla każdego ciągu z M ( m ) .

Z twierdzeń 4 i 5 dostajemy 

T w ie r d z e n ie  6
Następujące warunki są równoważne:

(1) (^n ) £ A,
(2 )  (k i , k2 , . . . , k rn) E M ( r n ) Ĵ - r n { {0 jn )   ̂ (&1? ^2 }  • • • 7 ^ m ) )  =  R / I  m ((n)  , (k l  ,k,2 ,... , km))  У

(3) Vmęp̂ 2 ( ( ^n) ? (R? • • • ? ПТ2) )  ®Am((n),(n,...,n+2)) Rn+1;

(4 )  (^1? ^2? • • • ? ^ m ) )  RA m ((n)  , (k l  ,k,2 ,... , km))  У

( 5 )  3 m ęp^2 V ^ n?>>>?n_(_2)eM / ( m ) 4 - m ( (R n ) ?  (R? • • • ?  П Т 2 ) )  R A m ( ( n ) , ( n , . . . ,n + 2 ) )  R n + 1 -

Niech teraz J  oznacza przedział zawarty w IR, zaś /  to  IR lub 1R+ . Ponadto 
niech ip oznacza średnią arytmetyczną n liczb z / ,  a / :  J  — >• /  niech będzie 
bijekcją. Przy tych oznaczeniach prawdziwe jest

T w ie r d z e n ie  7
Następujące warunki są równoważne:

(1) Ciąg (f ( b n )), gdzie bn E J  dla n E N i jest arytmetyczny,

(2) VmGN2V(/Cl , /c2 5 • • • ? km )ем Г Ч А ш ( и ( Ь п)) ,(ки к2, . . . , к т)))

ЬA m ( (n ) , ( k i  ,k2 ,■ ■ ■ ,km ) ) ;

(3) VmGN2V(nv..?n+2)GM ' / _1(^ m ((/(^ n ) ) , (n, • • • , П +  2)))

=  ^ A m ( ( n ) , ( n , . . . ,n + 2 ) )  =  ^ n + 1 ;

(4) 3mGN2V(, b , 2v. . , ^ ) GM/  (4 m (( /(6 n)), (A î, Â2, • • •, кш)))

ЬA m ( (n ) , ( k i  ,k2 ,■ ■ ■ ,km ) ) ;

(5) 3mGN2V/(nv..?n+2)GM//  1(^4m ( ( / ( N ) ) , N , . . . , n  +  2)))

^^4™ ((тс),(7г,...,7 г+2 )) ^ n + 1 *

Dla dowodu tego twierdzenia wystarczy powołać się na twierdzenie 6 oraz na 
to, że warunek (2) z tw ierdzenia 7 jest równoważny warunkowi

4 m ( ( / ( ^ n ) ) ?  (^1? ^2? • • • ? ^ m ) )  / ( ^ A m ((n),(fci,fc2,...,fcm )) )*
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Jako wniosek z tw ierdzenia 7 otrzym ujemy 

T w ie r d z e n ie  8
Jeśli I  oznacza przedział, cp oraz ip oznaczają działania m-argumentowe, gdzie m  E 
N 2 , odpowiednio w zbiorach I  oraz R  i ponadto ф (х і , Х 2 , • • •, #m) =  ^  Ŷ ą L i  х і ? 
a funkcja f  ustala izomorfizm struktury (I,(p) na (IR, ip), to dla każdego ciągu (bn) 
o wyrazach z I ,  takiego, że (f ( b n )) G A  oraz dla każdego ciągu (fci, &2, . . . ,  km) G 
M ( m )  zachodzi równość (p(bk±, 6/c2, . . . ,  bkm) =  bi_ j2 m_1 kś •

Dowód. Niech (ftn) oznacza ciąg o wyrazach z / ,  dla którego ciąg (f ( b n)) G A. 
Ponadto niech (fci, &2, • • •, fcm) £ M ( m ) .  Korzystając z tw ierdzenia 7, mamy

dostajemy jako wniosek 

T w ie r d z e n ie  9
Ciąg (bn) o wyrazach z R + jest ciągiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

oraz f{pc) =  x  dostajemy jako wniosek 

T w ie r d z e n ie  10
Ciąg (bn) o wyrazach z R + jest ciągiem harmonicznym, czyli ciągiem spełniającym

bAm((n),(k l tk2, - ,km)) =  f  (fci, k2, k m)))

=  ip(bk1, 6fc2, • • •, ).

Ustalając w twierdzeniu 8 s truk tu ry  (R+ ,(^) i (R, ip), gdzie

( f (x1, x 2, . . . , % ) oraz f ( x )  =  lnx ,

V m GN2V (fe i,fe 2 ,...,fem )G M (m )  6_L kj  '

Ustalając w twierdzeniu 8 s truk tu ry  (R+ ,(^) i (R, ip), gdzie

warunek ЗгУпе^ 1Ьп _̂1 — 6n 1 =  r  icted?/ i tylko wtedy, gdy

-1
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4. Różne rodzaje średnich

Niech f ( x ) =  gdzie c ^  0, dc >  0, ad — bc ^  0, x  e ( ^ , o o ) .  Szkic
wykresu funkcji f  przedstawia rysunek 1 lub rysunek 2.

W  przypadku, gdy a, 6, c, d są tak dobrane, że rysunek 1 przedstawia wykres 
funkcji / ,  zdefiniujemy średnią х  о у  dwóch liczb x , y  w zbiorze (—^,oo) tak, by 
funkcja /  była  izomorfizmem s truk tu ry  ( (—^oo), o) na strukturę  ((^ , oo), *), gdzie

R y s u n e k  2.

W iemy już, że

X o y  =  f -- i  Z '/(X ) +  f ( y )

Po wykonaniu stosownych obliczeń dostajemy

2 cxy +  d(x  +  y) 2 xy  +  7 (x +  y)

c(x + y) + 2d Х +  У +  2 • ^

P rzy jm ijm y teraz, że A =  ^ oraz х  о у  =  M \ ( x ,  y). W tedy

M \ ( x , y )
2 xy  +  X(x +  y) 

x у 2Л

jest średnią w sensie jiefin icji 1. _
Zauważmy, że M o ( x , y )  =  H ( x , y )  oraz M OQ(x,y)  =  gdzie symbolem

M o o (x ,y )  oznaczyliśmy granicę lim Â oo M \ ( x , y ) .

O funkcji M \  : 1R̂_ — > IR2 można udowodnić, że:

(1) H ( x , y )  <  M x (x,y)  <  А (ж, 2/),

(2) VAbA2G[0,oo)[Ai <  Л2 = >  М А і(ж,г/) <  M x 2(x,y)] .

Oczywiście można próbować na bazie funkcji /  określić wzorem średnią dla 
większej liczby zmiennych. Nie trzeba przekonywać o trudnościach rachunkowych, 
które by się pojaw iły.
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Do zdefiniowania nowych średnich pójdziemy nieco inną drogą.
P rzy jm ijm y następujące oznaczenie:

, ,  , , _ K i ( x i , . .., Хщ ) + \ K 2{ x i , . . . , %m)
l V l \ \ X \ , . . . , X m ) — 1 +  \  ’

gdzie A G [0, oo), К \ , К ъ  są średnimi w sensie defin icji 1, określonymi na I m ( /  jest 
przedziałem).

Zauważmy, że M \  jest średnią określoną na / m, ponieważ

m i n { x i , . . .  , x m}  <  К і ( х ъ .. . , x m) <  m a x { x i , . . .  , x m},

A m i n j ^ i , . . .  , x m}  <  A • K 2( x i , . . .  ,жш) <  A m a x { ^ i , . . .  , z m},

skąd po dodaniu stronam i tych nierówności, a następnie pomnożeniu otrzymanej 
nierówności przez dostajemy:

m in { x i , .. . , x m}  <  M \ ( x  i , . . .  , x m) <  m a x { x i , . . .  , x m}.

To, że funkcja Мд jest niemałejąca ze względu na każdą zmienną, wynika z tego, 
że M \  jest sumą dwóch funkcji niemałejących ze względu na każdą zmienną.

Przy dodatkowym założeniu К  i  ^  K 2 otrzym ujemy

K i  ^  ^  K 2 dla A G [0, 00).

Przy dodatkowym założeniu K i  ^  K 2 otrzym ujemy

K 2 ^  ^  K i  dla A G [0, 00).

Istotnie, p rzy jm ijm y najpierw , że K i  ^  K 2 . W tedy warunek

K i  <
K i  +  A K 2 

1 +  A
< К  2

jest równoważny warunkowi

K i ( l  +  A) <  K i  +  AK 2 <  i f 2( l  +  A),

k tó ry  jest zdaniem prawdziwym przy każdym ustalonym A E [0, 00) oraz każdym 
ustalonym ciągu z I 171.

W  przypadku dodatkowego założenia K i ^  i ^2 dowód jest analogiczny.
Ponieważ

K 2 - K 1

(1 +  A)2 ’

więc przy każdym z założeń: K i ^  i ^2 albo też ^  i^ 2, funkcja M \ jest funkcją 
monofoniczną parametru A.

Zauważmy dalej, że

M q(x i  ? • • • ? ^m) — -^1 (^1 ? • • • ? %гп)ч 

Moo ( ^ i , • • • , =  -^2 (^1 ? • • • ? %rn)\



O średnich [65]

gdzie М ооО ь . . .  , x m) oznacza lim Â oo M A(x i,  x 2, • • •, x m).
Wychodząc od trzech średnich K \ ,  iF2, АГ3, określonych na wspólnej dziedzinie 

7m, zdefiniujemy funkcję M Aj/i na І ш następująco:

■^■X,fi{xi ? • • • ? %m) —
g 3(s i,  ■ ■ ■ , x m) +  ....

1 +  /i

(1  +  Л ) К з ( ж 1 ,  . . . , X m ) - \ - . . . , Жт ) , . . . , x m )

(1  +  / i ) ( l  +  A )

gdzie A, fi £ [0, oo).
N ietrudno pokazać, że przy dowolnych A, /i £ [0, oo) funkcja M Aj/i jest średnią 

w sensie defin icji 1. Ponadto zauważmy, że:

AG, o =  K s, = і^з +  p K \  
1 T  /і

AG,oo

M 0,oo

i f i  +  a k 2
1 +  A

К ъ

M oo .,, =
К з  +

1 +  /І

^00,00 =  i f 2.

Symbole M a)00, M o)00, M oô ,  M ^ ^ oo oznaczają odpowiednie granice. P rzy j­
mując we wzorze określającym funkcję М л?/І: АГз =  H ,  K 2 =  G, K i  =  A  oraz 
/  =  (O, 00) (gdzie ja k  wyżej i7, G, A  oznaczają odpowiednio średnią harmoniczną, 
geometryczną, arytmetyczną), dostajemy

„  (1 +  A ) H  +  f iA  +  A f iG
(1 +  /і )( 1 +  A)

<  A

dla dowolnych A, j i  £ [O, 00) oraz (aą, . . . ,  x m) £ IR™.
Zauważmy też, że jeśli rozważane średnie АГі ,702,АГз są średnimi w sensie 

defin icji 1, to  obie średnie M \  oraz są średnimi w sensie tej definicji.
Powyżej określony proces konstrukcji nowych średnich można „przedłużać” .
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