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Tożsamości dla uogólnionych symboli Newtona*

Abstract. In  the present w ork the coefficients o f the po lynom ia l (1 +  z +  z2 +
. . .  +  z ^ ~ 1)n are studied. They m ay be trea ted as a generalization o f the 
b inom ia l coefficients. Num erous iden tities  for these coefficients are proved. 
F urther, the basie properties o f these numbers are provided.

L. Comtet (1974, s. 77) podaje, że Andre w 1875 r. oraz Montel w 1942 r. 
zajmowali się wielomianami postaci

n(fl-l) , 4

(1 + z  +  z2 +  ... +  z^~ 1)n =  Г ’Л - А  ( n e N ,  ^ > 2 ) .  (1)
3=0 '  '

W ostatnich latach znaleziono zastosowanie współczynników (symboli) 
przy badaniu tzw. uogólnionych liczb Fibonacciego i uogólnionych wielomianów 
Fibonacciego (Belbachir, Bouroubi, Khelladi, 2008; Hoggatt, Bicknel, 1973; Koshy, 
2001; Philippon, Georghin, Philippon, 1983; Schork, 2008).

Pojawiło się też wiele własności tych współczynników (Belbachir i inni, 2008; 
Bollinger, 1986; Kallos, 2006; Walser, 2000).

W tej pracy podamy elementarne dowody dwóch znanych z literatury wła­
sności oraz szereg nowych tożsamości dla liczb (nj M), które w pewnym sensie są 
uogólnieniami symboli Newtona. Ze względu na widoczne związki z klasycznym 
trójkątem Pascala, nierozerwalnie związanym z nauczaniem matematyki w szko­
łach średnich, materiał przedstawiony w artykule szczególnie nadaje się do wyko­
rzystania w kształceniu przyszłych nauczycieli matematyki (np. na seminariach). 
Niebanalne uogólnienia i rozumowania są też kształcące dla studentów matematy­
ki, którzy winni mieć na swoich studiach możliwość do tworzenia „własnej mate­
matyki” .

Zbiór liczb naturalnych większych bądź równych od к oznaczać będziemy sym­
bolem Nfc.

D e f in ic j a

Wielomian Wn(z) =  anzn +  an- \z n~x +  ... +  ao, an ф 0 o współczynnikach zespo­
lonych nazywamy wielomianem lustrzanym, gdy as =  an- s dla s E  {0,1, 2 . . . ,  n}.

Identities for the generalized Newton symbols
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Łatwo można udowodnić 

T w ie r d z e n ie  1
Wielomian W (z) E C[z] stopnia n jest lustrzany wtedy i tylko wtedy, gdy

Na podstawie twierdzenia 1 łatwo wykazuje się także następujące 

T w ie r d z e n ie  2
Iloczyn wielomianów lustrzanych jest wielomianem lustrzanym.

Udowodnimy 

T w ie r d z e n ie  3
Jeżeli Wn(z) G C[z\ jest wielomianem lustrzanym, to suma kwadratów jego współ­
czynników jest równa „środkowemu” współczynnikowi wielomianu lustrzanego 
W%(z), czyli jeśli Wn(z) =  anzn +  an_ izn_1 +  ... +  ao jest wielomianem lustrza­
nym stopnia n, to Y^=  o =  gdzie bn jest współczynnikiem przy zn wielomianu

Dowód. Ponieważ Wn(z) jest wielomianem lustrzanym, to

Wn(z) • Wn(z) =  (CLnZn +  CLn- iZ n 1 +  . . . +  ao) • (а0 %П +  CLlZn 1 +  .. • +  CLn),

stąd współczynnik przy zn wielomianu W%(z) jest równy a% co kończy do­
wód twierdzenia 3.

Wykorzystując fakt, że wielomiany

są lustrzane, co łatwo uzasadnić, wykorzystując warunek podany w twierdzeniu 1 
oraz twierdzenie 3, dostajemy

W n io se k  1
Dla dowolnych n E N, fi G N2 zachodzi równość

dla z ^  0.

(Wn(z))2.

Zauważmy, że (”j 2) =  (” ) i tożsamość podana we wniosku 1 przyjmuje postać

(3)
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Tożsamość (3) jest znaną tożsamością z literatury; wynika ona także wprost 
z tożsamości Cauchy’ego dla symboli Newtona:

r, 5 G N (4)

(Graham, Knuth, Patashnik, 2002, s. 198).
Z określenia wielomianów zadanych wzorem (1) wynika wprost po podstawie­

niu z =  1

W n io se k  2
Dla dowolnych n G N, /i G N2 zachodzi równość

Z tożsamości algebraicznej
m

E +2 • E
j =1 0

oraz wniosków 1 i 2 dostajemy

(5)

W n io se k  3
Dla dowolnych n G N, fi G N2 zachodzi równość

E
1)

U,IL
І

n, fl
j

=  fl 2 n 2П, fl
(m - 1 ) 4

(6)

Zgodnie z określeniem współczynników (nj M) dolny indeks j  może przyjmować
wszystkie wartości ze zbioru {0 ,1 , 2 , . . . ,  (fi — l)n } . Wygodnie jest rozszerzyć zakres 
zmienności tego indeksu do zbioru liczb całkowitych Z. Przyjmijmy zatem umowę 
obowiązującą w całej pracy: (n̂ )  =  0, gdy к Z oraz к < 0 lub к > (fi — 1 )n.

L e m a t  1 (B e l b a c h ir , B o u r o u b i, K h e l l a d i, 2008)
Dla dowolnych n G N, fi G N2 prawdziwe są równości:

(i) (У 1) = 1 dla к £ {0 ,1,2, . . . , / /  — 1},

(ii) (П +fclł ̂  = J2 Q T)) dla & € (0,1, 2,..., -  l)(n + 1)}.

Tożsamości (i) oraz (ii) podane w lemacie 1 wynikają wprost z definicji liczb 
( ^ )  oraz tożsamości
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L emat 2 (G r a h a m , K n u t h , Patash n ik , 2002, s. 188) 
Dla dowolnych Z, m E N, l < m  zachodzi równość

Udowodnimy teraz

m — 1
l

T w ie r d z e n ie  4
Dla dowolnych n, 5 £ N, fi £ N2 zachodzi równość

m
l +  1

77/, fl T  1

£
J+0 j  /  V5 -  І

(7)

Tożsamość (7) podana została w pracach (Belbachir i inni, 2008) oraz (Schork, 
2008). Przyjmujemy, że w tożsamości (7) składniki sumy odpowiadające wskaźni­
kom j ,  dla których s — j  < 0  lub s — j  > n jest równe zero.

Dowód. Zastosujemy indukcję ze względu na zmienną 5. 

Gdy s =  0, to (n-^+1) =  1 dla n e N i /л e N2.
Ponieważ

dla n £ N i fi £ N2 , twierdzenie jest zatem prawdziwe dla 5 =  0.
Przyjmijmy teraz, że dla dowolnie ustalonego 5 £ N oraz dowolnych n £ N,

/i £ N2

Tl, fl +  1
к = £ ( *  dla fc £ { 0 , 1 , ,  s).

Pokażemy, że
H

s + 1  /  ^  \  3

3 J \ k ~  3

П, Ц -\-1\ ѵ—ѵ ( s +  1 — j ,  /Л
=  £

J+0

77/

5 +  1 -  j

Z lematu 1 wiemy, że

77/ + 1, fi T 1 
5 + 1

Stąd otrzymujemy
3=o

=  £  [s  +  i +- j )  dla n e N i Ц +  1 G N2.

77/ + 1, fl +  l \  Z77/, fl +  1
5 + 1 5 +  1 J +

1 1 \  /  1 177/, fl +  1 \  v /  77/, fl +  1
S -  7- E T  - E

7 = 0

(8)

Kładąc w tożsamości (8) za n kolejno 0,1, 2,. . . ,  77,—1 i dodając stronami otrzymane 
równości i biorąc pod uwagę fakt, że (°^А̂ 1) =  0, otrzymamy
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Wykorzystując teraz założenie indukcyjne, a następnie lemat 2, dostajemy:

n— 1 /2 — 1
П, (1 1

5 + 1
/c, fi +  1 

s — i= EE
k = 0 2=0 
n— 1 (i—l

= EEE
/c=0 2=0 j^O 
( 1—1

' s - 1 -  3 , V \ I  n
j  J \ s +  l - i - j

■s — i — i, u \ (  к
:  % - і - і

=  Y . Y .
2 =  0 0

( 1 - 1

= EE
2 = 0 Ĵ 2 

( 1 - 1

= EE
2 = 0 J+0

s -
j  ~ i J \s  +  l - j  

s ~ j,  M
j  ~ i J V s +  1 -  J

=  T  ) Y
+  Vs +  1 - j7  +  V

/2-1
5 -

Na podstawie tożsamości (ii) lematu 1 otrzymujemy

n, fi +  1^ _ y ^ /^ 5  +  l - j ,  /1
5 + 1 J+0

n
5 + 1 j

To kończy dowód twierdzenia 4.

Trójkąty Pascala zbudowane z symboli (nj^) oraz ilustracja twierdzenia 4

Klasyczny trójkąt Pascala, a właściwie jego fragment związany z rozwinięciem 
(1 +  z)n przedstawiamy poniżej (tablica 1). Liczby występujące w tym trójkącie 
na liniach tworzących z kolumną jedynek kąt o mierze j  pojawiają się we wzorach 
podanych poniżej.

1

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15

Tablica 1.

Wzory:

1

6 1
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(Y) = © + ©
(Y) = © + 2©
(Y) = © + 3© + ©
(Y )  = f f l + 4 © + 3 ©

(Y) = © + 5© + 6© + ©
wynikają wprost z twierdzenia 4, gdy przyjmiemy w nim fi =  3, s =  0,1,2,3,4, 5, 6. 
Wyznaczają one pierwszych siedem kolumn w następnym trójkącie Pascala zwią­
zanym z rozwinięciem (1 +  z +  z2)n.

i  ( T )
1 1 1
1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1
1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21

Tablica 2.

Poniższe wzory zbudowane na bazie tablicy 2 w sposób analogiczny jak odpowied­
nie wzory na bazie tablicy 1:

(Y) = ©
(Y) = ©
(Y) = © + ©
(Y) = ffl+2ffl + ©
(Y) = ro + a©+3ffl
(Y) = © + ->©+6©+ 2©
(Y) = ffl+5ffl+l°ffl + 7© + ©
ilustrują twierdzenie 4, gdy ц =  4 i wyznaczają siedem pierwszych kolumn w na­
stępnym trójkącie Pascala, związanym z rozwinięciem (1 +  z +  z2 +  z3)n.

(пі 5)
1 1 1 1
1 2 3 4 3 2 1
1 3 6 10 12 12 10 6 3 1
1 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1
1 5 15 35 65 101 135 155 155 135 101 65 35 15 5 1
1 6 21 56 120 216 336 456 546 580 546 456 336 216 120 56 21

Tablica 3.

Poniższe wzory zbudowane na bazie tablicy 3 w sposób analogiczny jak odpowied­
nie wzory na bazie tablicy 1:



Tożsamości dla uogólnionych symboli Newtona [73]

( V )  =  (Э  

(T) = G)
(”i6) = G) + G)
Ci5) = (”) +2(”) + G)
("Л = G)+3(S)+3(;) + G)
(Y) = G) + 4G)+«G)+4G)
W  =  (3  +  5G) +  ioG ) +  ioG ) +  3G)
ilustrują twierdzenie 4, gdy fi =  5 i wyznaczają siedem pierwszych kolumn w na­
stępnym trójkącie Pascala, związanym z rozwinięciem (1 -h z -h z2 -h z3 -h z4)n.

Obserwując tablice 1, 2, 3, zauważamy, że trzy pierwsze kolumny tablicy 2 
oraz cztery pierwsze kolumny tablicy 3 są takie same jak odpowiednie kolumny 
w tablicy 1. Nie jest to przypadek. Prawdziwe jest bowiem

T w ie r d z e n ie  5
Jeśli s G N i fi G N2 i s < fi — 1, to

n, fl 
s

n +  s — 1
, n G N1 . (9)

Dowód. Tożsamość (9) została wykazana w pracy (Belbachir i inni, 2008). 
Do uzyskania tej tożsamości użyto zaawansowanych narzędzi, w tym wielomianów 
Bella. My wykażemy tę tożsamość, używając bardzo prostych narzędzi matema­
tycznych. Zastosujemy indukcję względem n.
Gdy n =  1, to

\ _  -L ^la 5 e {0,1, 2, . . . ,  fi — 1}.

Ponieważ (1+ -̂1) =  (*) = 1 , zatem twierdzenie 5 jest prawdziwe, gdy n =  1. 
Przyjmijmy teraz, że dla dowolnie ustalonego n ^  l i  każdego s E {0,1, . . . ,  /i — 1} 
mamy

Gi, /Л  /n  +  5 — D 
. 5 /  V 5

Pokażemy, że

n +  l , / i \  / n  +  1 +  (5 — 1)
dla s G {0,1, . . . ,  fi — 1}.

Z lematu 1 wiemy, że

( " Y ’" ) .......o- d c + i ».

Ponieważ s ^  fi — 1, zatem

+ 1,/Л  =  f n , f i \  +  /  n ,fi П4 fi 
0
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Wykorzystując teraz założenie indukcyjne, a następnie lemat 2, otrzymamy:

n +  1,/i
5

n s — 1\ f  n -\- s — 2
s У  +  V  s - 1

n +  s — 1\ f  n -\- s — 2
n — 1 /  n — 1

n +  s \ fn  +  5
П )  V 5

n +  1 +  (5  -  1)
5

П +  1 — 1 n — 1

n \  /n  — l \
n  — l )  — 1 /

To kończy dowód twierdzenia 5.

W tej części pracy podamy pewne tożsamości dla współczynników (п̂ ) . 

T w ie r d z e n ie  6
Prawdziwe są następujące równości:

(I) Y  (_1)fe =  \ ( l  ~ (_1)n) ’ 9dńe n eN , fi e N 2,
0 '  '

( ii)  y  ( - 1)" ( n ’ X k 2) =  cosT ’ 9dzie n G N’ » € N’

(III) £  ( - l ) fc =  ѵ^зіп gdzie n € N, /z e N,

(IV) Y  (_1)fe ( П’ 4̂ 1+  3)  =  cos gdzie n e l ,  ( i e N ,
/c^O '  '

(v) Y (^Ѵі3) = sin T’ n G N> vG N’

(VI) S ( - l ) ‘ ( n ' 42*+ 1/с̂ О к

(Ѵ П )  E f - ^ C W i 1
0 4

1, gdzie n e N, ja e N1 , 

0, gdzie n E N, fi G N1 .

Dowód. Ze wzoru (1) wiemy, że

( i +  г  +  г 2 + . . .  +  ^ - i )n (10)

Podstawiając w (10) w miejsce z liczbę —1, otrzymujemy (I). Podstawiając w (10) 
w miejsce г  liczbę i, otrzymujemy tezy od (II) do (VII).
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Udowodnimy teraz 

T w ie r d z e n ie  7
Prawdziwe są następujące równości:

(A) " • " ' = £  ( - i y  ( ”  j  ( ”  -  1 +  кГ  3’ “ ) , ф іе
j =0 n — 1

oznacza cechę z liczby

(B)
n ,/x E l m, fi \ ( n — m, fi * .

I I I ) , дсше m, n G N, m ^  n,
,v 7 ^0  '  '  V k -  J

(C) ' f ‘) = £  (”/ )  (fc - 2iJ • " £ N- " £ N2’

(D ) =  g ( - i ) W A b j

/i G N2 , cl ók,iis oznacza deltę Kroneckera.

j  l п^ \  ( n \ n G N, 5 G N, 5 < n ;

Dowód. Tożsamość (A) została wykazana w pracy (Belbachir, Bouroubi, Khel- 
ladi, 2008) przy użyciu tożsamości algebraicznej

(1 +  z +  z2 +  . . .  +  z» - 1) 71 =  (1 -  z^ )n • (1 -  z )~n.

Wykażemy teraz (B).
Korzystając z tożsamości algebraicznej

(1 +  z +  . . .  +  z» - 1) 71 =  (1 +  z +  . . .  +  z» - 1) 771 • (1 +  z +  . . .  +  z» - 1)71- 771, 

otrzymujemy

Porównując współczynniki przy zk, dostajemy (B).

Dowód (C).
Korzystając z tożsamości algebraicznej 

(1 + z2 +  (z2)2 +  ... +  (*2)/1- 1)n( l + z)n = ( l  +  z + z2 +  ... +  z2» -1)11, 

otrzymujemy
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Porównując współczynniki przy zk, dostajemy (C).

Dowód (D).
Wychodząc od tożsamości algebraicznej

(1 -  z^)n =  (1 +  z +  ... +  z ^ -1)71 • (1 -  z)n,

otrzymujemy

Porównując współczynniki przy potęgach z, dostajemy (D).

Tożsamość (B) jest niewątpliwie uogólnieniem tożsamości Cauchy’ego dla kla­
sycznych symboli Newtona.

Przyjmując ji =  2 w tożsamości (B), dostajemy tożsamość Cauchy’ego (4). 
Zauważmy tutaj również, że wniosek 1 wynika teraz także z tożsamości (B). Przyj­
mując bowiem w tożsamości (B) n =  2m oraz к =  (fi — 1 )m i korzystając z faktu, 
że

jest lustrzany, dostajemy tożsamość (2), wykazaną na innej drodze we wniosku 1. 
Przyjmując ja =  2 w (C) i (D), otrzymujemy następujące tożsamości:

dla m G N, fi E N2 , j  G {0,1, . . . ,  (m — l) / i} ,

gdyż wielomian

Kładąc w ostatniej tożsamości к =  n, otrzymamy

(u )

Podobnego typu tożsamość
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nosi nazwę tożsamości Dixona (zob. Comtet, 1974, s. 174). 
W pracy (Comtet, 1974, s. 168) podano tożsamość

Kładąc w tej tożsamości z =  —1 i wykorzystując (11), otrzymamy tożsamość

Zauważmy jeszcze, że łącząc na różne sposoby tożsamość (7) z twierdzenia 4 
z tożsamościami (А), (В), (C) z twierdzenia 7, można uzyskać całą serię różnych 
tożsamości, np. łącząc (7) z (B), otrzymamy:
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