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Abstract. The article presents conclusions concerning mathematization, which
is a very vital mathematical activity, as well as conclusions concerning mo-
delling and a model, including a mathematical model. Mathematical models
are products of mathematization in certain real situations and they are used
by people with different mathematical experience, not necessarily by mathe-
maticians. They are used to describe a variety of phenomena, practically
from all spheres of human activity. A very special type of mathematical
models are the so-called probabilistic models of random experiments. The
finat part of our work concerns the means of constructing such models.

...tworzona przez nas matematyka wyraza pewne prawidtowosci, ktére
od nas nie zaleza i to wlasnie tym prawidtowosciom (zapewne tylko nie-
ktéorym z nich) odpowiada konstrukcja Swiata. Poniewaz jednak do tych
prawidtowosci mamy dostep tylko przez tworzone przez nas struktury ma-
tematyczne, mozemy twierdzi¢, ze struktura $wiata odpowiada pewnym ,na-
szym strukturom matematycznym”.

ks. Michat Heller (2006a, s. 80)

Wstep

W artykule zostang zaprezentowane uwagi na temat matematyzacji, ktora jest
bardzo istotng aktywnoscig matematyczna, a takze uwagi na temat modelowania
i modelu, aw tym modelu matematycznego. Modele matematyczne sg produktem
matematyzacji pewnych rzeczywistych sytuacji i sa wykorzystywane przez osoby
o réznym doswiadczeniu matematycznym, niekoniecznie matematykéw. Stuza opi-
sywaniu réznorodnych zjawisk, praktycznie ze wszystkich dziedzin ludzkiej aktyw-
nosci. Mozna wiec stwierdzi¢, ze modele matematyczne petnig funkcje ,ustugowe”.
Szczegblnym typem matematycznych modeli sgtak zwane modele probabilistyczne
doswiadczen losowych. Zagadnieniu ich konstruowania zostanie po$wiecona ostat-
nia czes¢ pracy.

Potrzeba ksztattowania umiejetnosci modelowania zjawisk otaczajgcej nas rze-
czywistosci przyczynita sie do tego, iz na zagadnienia te zwraca sie uwage podczas
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matematycznego ksztalcenia uczniéw i studentéw. Zauwazmy, ze dydaktycy mate-
matyki w rézny sposéb formuluja cele nauczania przedmiotu, okreslajac je bardzo
szczegdtowo albo do$é ogolnie np.: (Krygowska, 1981, 1986, s. 25-26; Turnau,
1990, s. 28-37). Sformutowania celéw zaleza zaréwno od poziomu ksztalcenia, dla
ktorego sa przeznaczone, a takze od podstaw programowych. Jednoczesnie, jak
pisze S. Kucharczyk (1998): Uczgc matematyki (niezaleznie od poziomu edukaciji),
trzeba dostrzegaé co najmniej 3 jej warto$ci:

1. wyrabianie umiejetnosci poprawnych wnioskowan, $cistego opisywania faktow
i ich rozumienia;

2. rozwijanie twdrczej wyobraini (geometrycznej, arytmetycznej, algebraiczney,
kombinatorycznej itd.);

3. ksztattowanie samodzielnych postaw w rozwigzywaniv zadan.

Do podstawowych zadan, jakie stawia sie nauczaniu matematyki, zalicza sie
ksztaltowanie umiejetnosci postugiwania sie metodami matematycznymi, w za-
kresie materialu objetego programem nauczania, a takze zapoznanie uczacych sie
z zastosowaniem tych metod w innych dziedzinach, zwlaszcza w naukach przyrod-
niczych i technice.

Dobitnie wyrazila to Z. Krygowska (1986, s. 26), stwierdzajac, ze: znaczenie
uczenia sie matematyki w ramach ogolnego ksztatcenia polega miedzy innymi na in-
telektualizacyi postaw i zachowan szerokich warstw spoteczeristwa, rozwijanej przez
kontakt mtodego umystu na etapie szkolnym z elementami nauki tak podstawowej
[matematyki| dla ludzkiej kultury.

Jak zaznaczaja J. Filip i T. Rams: Matematyka jest bardzo waznym elemen-
tem kultury, dlatego mtode pokolenie musi jg przyswajaé, skonstruowac ,od nowa”.
Zmusza go do tego m.in. konieczno$é coraz szerszych zastosowan matematyki.

Wzrost znaczenia matematyki, jaki obserwugje sie w ostatnich dziesiecioleciach
wynika przede wszystkim z doniostosci jej zastosowan. Praktyczna przydatnosé
matematyki polega gtownie na tym, Ze:

a) matematyka umozliwia bardzo doktadny opis zjawisk,

b) matematyka pozwala na przewidywanie nowych zjowisk, utatwia nowe od-
krycia (Filip, Rams, 2000, s. 20-21).

Celem nauczania matematyki jest nie tylko poznawanie przez uczniéw tresci
okredlonych programem nauczania, ale przede wszystkim ksztaltowanie wlasciwej
postawy intelektualnej uczacego sie. Jak pisze Z. Krygowska: chcemy bowiem
uczycé dzis nie tylko matematyki, chcemy ksztatcié poprzez matematyke (1977).

G. Choquet (1963) stwierdza, ze: Wszelkie myslenie matematyczne sktada sie
z cyklow, wiekszych lub mniejszych; w kazdym z nich mozna wyréznié¢ z grubsza
biorgc nastepujgce stadia; obserwacja, matematyzacja, dedukcja, zastosowanie. Te
cztery stadia sq bardzo istotne, w szczegolnosci nie uwzgledniajgce ich, czysto de-
dukcyjne nauczanie bytoby jatowe i krzywdzitoby ucznia.

Zdaniem H. Freudenthala, koncepcje ,,matematyki dla wszystkich” nalezy ukie-
runkowywaé na umiejetnosci matematyzowania (por. Freudenthal, 1977). Z pogla-
dem tym koresponduje zdanie G. Treliriskiego, ktoéry stwierdza, ze: dla nauczania
matematyki praktyczne zapoznanie uczniow z procesem matematyzacyi jest bardzo
wazne. Autor dodaje, ze bledy tu popetnione majqg glebokie konsekwencje (zob.
Treliniski, 1982, s. 39).
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1. Matematyzacja i modelowanie

Proces matematyzacji jawi sie jako jeden z istotnych sktadnikéw matematycz-
nego my$lenia (por. Choquet, 1963). Pierwsze proby matematyzacji sa tak stare,
jak stara jest matematyka, ktora powstawala jako narzedzie opisu Swiata realnego.
Udokumentowane proby matematyzacji zwiazane z mierzeniem takich wielkosci
jak dlugosé, pole czy objeto$¢ siegaja czasow starozytnej Grecji. Udane proby
matematyzacji dziatalnosci rachunkowej datowaé mozna juz na koniec Sredniowie-
cza, a towarzyszy ona tworczej dzialalnosci cztowieka do dnia dzisiejszego (por.
Opial, 1979). Matematyzacja nie jest wiec aktem jednorazowym ale procesem,
przy czym z jej rozwojem zmieniala sie i zmienia nadal sama matematyka. Proces
matematyzacji (...) w szerokim stowa znaczeniu, naktada sie na proces ksztattowa-
nia samej matematyki, ktora niezaleznie od tego, zZe bierze w matematyzacy gtowny
udzial, rozwija sie na zasadach jakiejs swojej wewnetrznej logiki, w pewnej mierze
od tego procesu zaleznej, ale takze i w duzym stopniu niezaleznej (Opial, 1979).

Procesowi matematyzacji towarzysza rézne trudnosci. Gléwng przeszkoda,
zdaniem H. Steinera (1986, s. 179-181), jest to, ze problemy nie sq stawiane, czy
wybierane przez matematyzujgcego matematyka, lecz przychodzq do niego z ze-
wnglrz, tzn. z niematematycznych praktycznych lub teoretycznych dziedzin wiedzy
i doswiadczenia. (...) Jezeli ma powstaé model matematyczny sytuacyi, umozliwia-
jacy sformutowanie jednego lub wiecej probleméw w precyzyjnej terminologit w je-
zyku modelu, to pierwszym zadaniem matematyzujgcego matematyka, a zarazem
jego pierwszq trudnoscig, jest zrozumienie tych ludzi i ich klopotow. Sted wynika,
ze matematycy bedg musieli dyskutowaé swoje idee takze z ekspertami w danej
dziedzinie i podawaé interpretacje ograniczonych modelem sformutowarn sytuacyi
i odnoszgcych sie do niej problemow.

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze stowo ,matematyzacja’ ma szerokie i r6z-
norodne znaczenie, a terminy matematyzacja i budowanie modeli matematycznych
pojawity sie w latach sze$édziesigtych, w zwigzku z nowym podejSciem do problemdw
w takich dziedzinach, jak np. nauki spoteczne (Steiner, 1986, s. 177). W zwiazku
z tym faktem zaistniala naturalna potrzeba zdefiniowania pojecia matematyzacji.
W zaleznosci od tego, kto i co matematyzowal, pojawily sie rézne okreélenia tego
procesu.

Przez matematyzacje H. Freudenthal (1977, s. 44) rozumie porzgdkowanie rze-
czywistosci wtedy, gdy odbywa sie ono za pomocg matematycznych Srodkow. Za-
znaczy¢ tu nalezy, ze rzeczywisto$é jest tu rozumiana dosé szeroko, wtacza sie w nia
takze sama matematyke.

Podobnie ten termin rozumie S. Turnau (1985, s. 71-72), okreslajac mate-
matyzacje jako opisywanie sytuacji konkretnej za pomocg poje¢ matematycznych
otrzymany za$ w wyniku matematyzacji opis — modelem matematycznym tej sytu-
acyi.

Nieco inng definicje matematyzacji podaje G. Trelinski (1996), ktory stwier-
dza, ze: matematyzacja to niededukcyjne rozumowanie, ktore prowadzi do opisu
uktadu stosunkéw w pewnej sytuacji (konkretnej, wyobrazonej lub abstrakcyjnej),
za pomocq jezyka matematyki. Zauwazmy, ze potozony jest tu nacisk na rozumo-
wanie nie bedace procesem dedukcyjnym.

Takie rozumienie matematyzacji, jakie prezentuja H. Freudenthal, S. Turnau
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czy G. Treliniski, jest zgodne z rozumieniem tego pojecia przez Z. Krygowska. Nie-
mniej Z. Krygowska (1977, s. 48) rozumie to pojecie szerzej, uwzgledniajac w nim
nie tylko 1° konstrukcje matematycznego schematu dla jakiegos uktadu stosunkdw,
ujetego przez analize rzeczywistej, wyobrazonej lub juz abstrakcyjnej sytuacji, lub
sprecyzowanego w innej dziedzinie pojeé¢ np. w innej nauce, ale takze 2° konstruk-
cje jeszcze na wpot poglgdowego schematu myslowego, ktory w dalszym ciggu nauki
mogtby byé przeksztatcony i wlgczony do petnego schematu matematycznego.

W kazdej z przedstawionych powyzej definicji matematyzacji stwierdza sie, ze
jest ona matematycznym opisem zlozonych stosunkéw realnego §wiata. Nie wy-
jasnia sie jednak, w jaki sposéb ten opis powstaje ani czym sie charakteryzuje.
Wiecej informacji na ten temat mozna odnalezé w pracy D. Wheelera (1986). Au-
tor dokonuje préby przyblizenia pojecia matematyzacji poprzez podanie pewnych
cech (zdolno$ci) niezbednych do jej realizacji (przeprowadzenia). Wymienial:

— zdolnosé postrzegania zaleznosci, idealizowania ich w twory czysto myslowe
i operowania na nich w mysli, w celu wytworzenia nowych zaleznosci. To jest
zdolnosé interioryzacyi, dziatan lub spostrzezen po to, aby zadaé sobie pytanie ,,Co
by byto gdyby. .. ?”,

— zdolnosé dokonywania przeksztatcen — od dziatan do spostrzezen, od spostrze-
zen do wyobrazen, od wyobrazen do pojeé, jak rowniez wewngtrz kazdej z tych kate-
gorii — zmieniania uktadu odniesienia, skupienia na nowo uwagi na zaniedbanych
cechach sytuacji, przerabianie problemow;

— zdolnosé do koordynowania i kontrastowania rzeczywistosci © wyobrazen, syn-
tezowania systemow spostrzezen, wyobrazen, opisow, jezyka © symboliki. Kiedy te
dziatania zastosuje sie do czystych zwigzkow, oderwanych od specyficznych przy-
ktadow, ich produkty bedq wowczas matematykg (zob. Wheeler, 1986, s. 110).

Przedstawione wazne cechy procesu matematyzacji u$wiadamiaja ztozonosé
i duzy stopient komplikacji tego procesu, w ktérym wazne sa umiejetnosci idealizo-
wania, abstrahowania, schematyzowania, interioryzowania, weryfikowania uzyska-
nych konstrukcji mys$lowych. W tym procesie istotna jest umiejetno§¢ kodowania
i dekodowania informacji oraz zdolnos¢ do syntetyzowania i integrowania wszyst-
kich wymienionych dziatan.

W tej samej pracy D. Wheeler (1986, s. 110-111) dokonuje proby syntetycz-
nego ujecia ztozonego procesu matematyzacji stwierdzajac, ze jest ona dziataniem
tworzenia rownowaznosci przez przeksztatcenie. Zwraca on takze uwage na fakt, ze
matematyzacja jest procesem, ktorego inicjowanie lezy w zasiegu mozliwosci i zdol-
nosci kazdego. Sktadniki tego procesu sq znane, a dziatajg dzieki umiejetnosciom,
ktore kazdy cztowiek powinien mieé (poniewaz w gruncie rzeczy zastosowanie tych
umiejetnosci mozna znaleZé np. w procesie uczenia sie¢ mowy).

Przedstawiona przez D. Wheelera obszerna charakterystyka procesu matema-
tyzacji, aczkolwiek podaje jej istotne cechy (niezbedne do jej realizacji zdolnosci
i umiejetnosci), nie podaje jednak bezposrednich recept, w jaki sposéb mozna ja
realizowa¢. Te za§ mozna odnalez¢ w propozycji H. Steinera (1986, s. 179-184),
ktory podaje ikoniczno-stowny przepis, jak te matematyzacje realizowaé¢ w kolej-
nych krokach. W jego przepisie proces matematyzacji ma jakby cechy schematu

Leytujac swoja wypowiedz z artykutu Humanizacja edukacji matematycznej, zamieszczonego
w Mathematics Teaching w roku 1975
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blokowego. Istotna role w tym procesie odgrywa ,sprzezenie zwrotne” do kontekstu
poczatkowego.
Zdaniem autora, punktem wyjscia dla procesu matematyzacji jest dana sytu-
acja S i jeden lub wiecej probleméw Py, Ps, ... zwigzanych z ta sytuacja.
T(Q)

Rysunek 1.

KROK 1. Oswojenie z sytuacjq, szczegdlnie w ,otoczeniu” danych problemdw;
obserwacja, zbieranie informacyi ¢ danych, byé moze koncentracja na jednym lub
matej liczbie wybranych problemow. (...)

KROK 2. Analiza informacji i danych; poczgtek schematyzacji i upraszczanie
sytuacyi w powigzaniu z pojeciami matematycznymi w podejsciu juz to o charakterze
pragmatycznym inzynierskim, juz to sktaniajgcym sie bardziej ku konstrukcjom
teoretycznym. (...)

KROK 3. Powrdt przez sprzezenie zwrotne do kontekstu poczgtkowego; inter-
pretacja wzgledem sytuacyi; dalszy cigg sterowanej obserwacji ¢ dalsze zbieranie
informacji z perspektywy ,,mysli przewodnich” i hipotez. (...)

KROK . Rozpoczecie rozwijania schematu w kierunku bardziej wypracowanego
modelu; faza bardziej teoretycznej pracy; reprezentacja jednego lub kilku wybranych
problemow w jezyku modelu; lokalna organizacja logiczna; proby rozwigzywania
problemow.

KROK 5. Patrz krok 8. Ponadto: interpretacja pierwszych wynikéw (dekodo-
wanie) ich krytyczna ocena wzgledem sytuacji; ewentualne dalsze wypracowywanie
teorii ewentualnie wraz z poprawkami schematyzacyi lub poszczegolnych sktadowych
modelu; byé moze rozpoczecie pracy catkowicie od nowa z alternatywng ideg modelu
i metod.
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KROK 6. Stawianie i badanie dalszych problemdw; rozszerzanie modelu i dal-
sze jego wypracowywanie; globalna organizacja logiczna; bardziej abstrakcyjne sfor-
mutowanie teorii, wltgczenie do bardziej ogdlnych teorii matematycznych.

KROK 7. Interpretacja rozszerzonego modelu lub teorii w rozwazanej sytuacyi;
w szczegdlno$ci zastosowanie nowych wynikéw do sytuacyi.

KROK 8. Interpretacja i zastosowanie uogolnionego modelu czy teorii w innych
dziedzinach, réznych od danej na poczqtku, wewnagtrz matematyki lub poza nig.

KROK 9. Ocena catego procesu i weryfikacja jego wynikow; dyskusja modeli
alternatywnych; ewentualnie odkrycie podstawowych brakéw czy waznych przypad-
kow, ktore nie pasujqg do poje¢ modelu lub nawet prowadzq do paradoksow; préby
rozwiniecia poprawionej lub nawet catkowicie nowej schematyzacyi, ktora moze pro-
wadzié do nowych modeli i teorii obejmujgcych zarowno dawng, jak i nowq sytuacje
i zwigzane z nig problemy.

Ponadto pierwsze trzy kroki przedstawionych etapéw matematyzacji H. Ste-
iner uzupelnia komentarzami, z ktérych najistotniejszy wydaje sie komentarz do
kroku 3. Autor decyzje powrotu w kroku 3 do sytuacji wyjSciowej S uzaleznia od
konkretnego problemu. W pewnych sytuacjach, zdaniem autora, krok ten mozna
calkowicie pominag.

Podany przez H. Steinera opis procesu matematyzacji jest do$¢ obszerny. Au-
tor stara sie opisa¢ niejako w spos6b algorytmiczny bardzo trudny, ztozony i niejed-
noznaczny proces budowania i oceny przydatnosci modeli matematycznych. Za-
uwazmy, ze omawiany przepis koresponduje z koncepcja heurystycznej strategii
rozwigzywania probleméw autorstwa G. Polyi (1993). Krok 1 omawianej kon-
strukcji jest tozsamy z wyodrebniong przez G. Polye pierwsza faza rozwiazywania
probleméw. Pozostale kroki strategii polyowskiej realizowane moga by¢ tu wie-
lokrotnie, np. ,rzut oka wstecz’” moze by¢ realizowany w krokach 3, 5 oraz 9.
W ujeciu H. Steinera proces matematyzacji jest wiec traktowany jako problem do
rozwiazania.

Analiza podanych definicji sktania m.in. do refleksji, ze poszczegolne okreslenia
terminu matematyzacja ktada nacisk na rézne jej aspekty. Warto zwrécié¢ uwage,
ze omawiany termin, niezaleznie od interpretacji, jest rozumiany jako aspekt ludz-
kiej aktywnosci (matematycznej). Fakt ten potwierdza wypowiedz Z. Semadeniego
(2003, s. 112), ktorego zdaniem termin matematyzacja moze by¢ rozumiany tro-
jako:

NajczeSciej spotykane ujecie — to okreslanie tym stowem kazdego przejScia od
jakiegos konkretnego, niematematycznego zagadnienia pochodzgcego z szeroko ro-
zumianej rzeczywistosci do jego wyrainie okreslonego, adekwatnego mo-
delu matematycznego.

Drugie mozliwe podejscie — to traktowanie matematyzowania jako ludzkiej
aktywnodci, polegajgcej na opisywaniu (lub na prébach opisu) i analizo-
waniu zwiazkéw miedzy wyréznionymi elementami rzeczywistosci z uzyciem ma-
tematyki, ale bez wykorzystywania jakiego$ jasno okreslonego mo-
delu.

W pewnych sytuacjach chodzi o matematyzacje w ramach gotowego juz frag-
mentu matematyki, dokonang przez eksperta, znajgcego dobrze odpowiedni frag-
ment matematyki, a jej celem jest rozwiqgzanie jakiego$ problemu, potrzebnego
np. NZYnierom.
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W pracy (Behnke, Hammersley, Krygowska, Pollak, 1968), ktora jest protoko-
tem z dyskusji na temat istoty matematyzacji, S. Sobolev wyr6znia trzy poziomy
matematyzacji odpowiadajace poziomom zastosowania matematyki.

Pierwszy z nich kierowany jest do zawodowych matematykow, ktorzy powinni
posuwaé nauke do przodu. Chodzi tu o tworzenie réznych teorii matematycznych,
dla ktoérych w danej chwili nie musimy umieé wskaza¢ zjawisk, ktére one modeluja.
Przytacza sie tu przyklad zastosowania geometrii nieeuklidesowej do opisu teorii
wzglednosci.

Drugi poziom adresowany do inzynieréw, fizykow, a takze matematykow, to
tworzenie modeli, ktore nigdy nie sq doktadne, ale sq usprawiedliwione odczuciem
wynikajgcym z dosSwiadczen. (...) W wielu przypadkach rachunek zastepuje sie
przez doSwiadczenia, tatwiejsze i bardziej efektywne na tym poziomie niz rachunek
matematyczny.

Trzeci poziom to tworzenie modelu doktadnego dla sytuacji pozamatematycz-
nej. Zdaniem S. Soboleva, jest to by¢ moze najtrudniejsze. Ten ostatni typ uwa-
zany jest za najwazniejszy, gdy méwimy o ksztalceniu przez matematyke.

Analiza przedstawionych okreslen wskazuje na ztozonos$¢ terminu matematy-
zacja oraz na fakt, ze umiejetno$¢ matematyzowania jest uniwersalng ludzkq zdol-
nos$cig, podobnie jak postugiwanie sie jezykiem i rysunkiem, a jednoczesnie mate-
matyzacja, rozumiana jako aktywnos$é, nie jest aktywnoscig elementarng i wymaga
tworczego myslenia (por. Treliniski, 1982).

Obecnie coraz czeéciej zamiast o matematyzacji mowi sie o modelowaniu?.

Zdaniem Z. Semadeniego: Chodzi w zasadzie o to samo, rdznica polega na in-
nym roztozeniu akcentéow (...) 1° przy modelowaniu chodzi z requly o konkretny
problem lub jakis zespot problemdw, a nie o matematyzacje catej dziedziny wiedzy,
2° przy modelowaniu wiekszy nacisk kladzie sie na obejmowanie catego procesu
prowadzgcego od pierwotnej sytuacji z rzeczywistosci do modelu oraz na koniecz-
no$é powrotu do wyjsciowego problemu, 3° przy modelowaniu szczegdlnie wazna
jest dzis rola komputeréw (Semadeni, 2003, s. 112-113).

1. Biatynicki-Birula i I. Biatynicka-Birula (2002) zwracaja uwage na fakt, ze
w modelowaniu rzeczywisto$ci mozemy wyodrebnié trzy fazy: Pierwsza faza ta
najtrudniejsza, bo nie poddajgca sie Zadnym precyzyjnym regutom, to dobor mo-
delu do danego fragmentu, czy tez do pewnych aspektow rzeczywistosci. Druga faza
to stworzenie algorytmu, wedtug ktorego model bedzie dziatat. Przez algorytm
rozumiemy tu zbidr requt postepowania, ktorych systematyczne stosowanie prowa-
dzi zawsze do rozwigzania problemu. Faza trzecia, duzo tatwiejsza, choé czesto
Zmudna i czasochtonna, to sprawdzenie réznych hipotez badawczych i wyciggnie-
cie wnioskow. Oczywiscie, o wartosci kazdego modelu decyduje na kovicu zgod-
no$é uzyskanych za jego pomocg wnioskow z rzeczywistosciq, ktorg miat on opisac.
Ci sami autorzy zwracaja takze uwage na réznice miedzy modelowaniem i two-
rzeniem teorii opisywanych zjawisk. Stwierdzaja: Granica jest nieostra. Niektdore
teorie sq tylko prostymi modelami, za$ niektore modele zastugujg na miano petnej

2W Encyklopedii szkolnej PWN. Matematyka, Fizyka, Chemia (2006) czytamy: Modelowa-
nie — doswiadczalna lub mat. metoda badania ztozonych uktadow, zjawisk i proceséw (...) na
podstawie tworzenia ich modeli (...). M. matematyczne polega na tworzeniu modeli mat. i wy-
korzystywaniu aparatu mat. do ich analizy.
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teorii. Wydaje nam sie, ze roznica jednak istnieje ¢ polega na tym, iz przy budowa-
niu teorii staramy sie wwzgledniaé wszystkie znane nam czynniki, majgce wptyw
na przebieg badanych zjawisk. Przy budowie teorii dgzymy do doskonatosci. Nato-
miast przy konstruowaniu modelu celowo rezygnujemy z petnego opisu, aby uzyskaé
jak najprostszy schemat, w ktorym staramy sie uwzgledniaé tylko niektore wybrane
cechy zjawisk. Bardzo czesto pomocny jest w tym rachunek prawdopodobieristwa.
(...) Pozwala on bowiem zastgpi¢ petng wiedze o badanym zjewisku przez wiedze,
ktorg umownie mozna nazwaé wiedzq Srednig. W ten sposob uzyskujemy przy-
blizone, najbardziej prawdopodobne wyniki, ktére czesto sq najlepszymi wynikami,
na jakie nas staé, bo petna wiedza jest praktycznie niedostepna (Biatynicki-Birula,
Biatynicka-Birula, 2002).

Problemy zwiazane z modelowaniem s przedmiotem zainteresowan wielu oséb,
zaro6wno matematykow-teoretykow, dydaktykéow matematyki, ale takze przedsta-
wicieli praktycznie wszystkich nauk (poczawszy od budownictwa, biologii, medy-
cyny, a skonczywszy na historii). Publikacji zwiazanych z samym modelem i mo-
delowaniem jest wiele i maja one rézny charakter. Dotychczas zwréciliSmy uwage
tylko na kilka z nich, gdyz nie sposéb omoéwié¢ tu wszystkich artykutéw i ksiazek
poswieconych tym zagadnieniom.

Znaczenie terminu model

Z pojeciem modelowania w oczywisty sposob taczy sie termin model. Przeana-
lizujmy, jak we wspolczesnej literaturze rozumie sie to stowo. Istotng uwage czyni
Z. Semadeni (2003, s. 141), ktory stwierdza — za Freudenthalem i Bochenskim —
ze: Wazne jest uswiadomienie sobie, Ze stowo to [model] ma wiele réznych zna-
czeni, nieraz przeciwstawnych (Freudenthal, 1991, s. 38; Bocheriski 1992,
s. 144)°.

W Encyklopedii popularnej PWN (1980) czytamy, ze: Model, [to] uktad fiz.
(m. fiz.) lub opis mat. (m. mat.) o wltasnosciach zblizonych do wlasnosci obiektu
modelowanego. Okreslenie to nie wyjasnia istoty modelu. Termin model nie jest
tatwy do precyzyjnego zdefiniowania. W naukach przyrodniczych podejmuje sie
liczne proby okreslenia jego znaczenia. M. Bartkiewicz (1994) stwierdza: Nie spo-
s0b je [definicje| wszystkie omawiaé, warto jednak zwrdcié uwage na nagbardziej
charakterystyczne. I tak: wedtug A. Anzenbachera: w jezyku potocznym ro-
zumiemy przez model kopie jakiego$ przedmiotu juz istniejacego (np.
latajgce modele samolotow) lub wzor, wedtug ktorego jakis przedmiot
ma byé wykonany (np. model budowanego kosciota). W nauce model
jest to konstrukcja, ktora w wiadomym uproszczeniu oddaje wtasciwosci
pewnego zjawiska naturalnego i pozwala na dedukcyjne wyprowadzenie
i sqdy, ktore mozna sprawdzié doswiadczalnie®. Model jest tu wiec pomocq
w mysleniu; upraszczajge dane zjawisko czyni je wyobrazalnym, przejrzystym; przy-
ktadem — model atomu Bohra. Wspdtczesnie mowi sie o modelowym charakterze

3Freudenthal, H.: 1991, Rewvisiting Mathematical Education. China Lectures, Kluwer Acade-
mic Publishers, Dordrecht;

Bochenski, J. M.: 1992, Wspdtczesne metody myslenia, Wydawnictwo W drodze, Poznan.

4 Anzenbacher, A.: 1987, Wprowadzenie do filozofii, Krakow.
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teorii empirycznych w ogdle. Rozumie sie przez to co nastepuje: redukcja
tematyczna i abstrakcja metodyczna, w jakich teorie empiryczne skon-
struowane, pozwalajg w gruncie rzeczy na zbudowanie jedynie modelu
natury, a wiec na przedstawienie pewnego aspektu rzeczywistosci w sen-
sie uproszczenia. Pod wzgledem filozoficznym obowigzuje wobec wszel-
kich konstrukcji modelowych w teoriach empirycznych ostrzezenie, aby
nie mylié modeli z tym, co one nasladujqg, tzn. ,,nie ontologizowac ich’.
(...) Ostatnio wiele méwi sie o modelach matematycznych. Zdaniem J. M. Bo-
chenskiego nie chodzi tu o nowy pogled, ale o nowe stowo — bo owe modele
to po prostu zdania wyjasniajgce, napisane w jezyku matematycznym.
Stowo model w logice uzywa sie wrecz w przeciwnym znaczeniu. Tam
rzeczywisto$é (reprezentowana przez klase statych) jest modelem teorii
matematyczno-logicznej, a nie odwrotnie’.

Zauwazmy, ze w proponowanych definicjach zwraca sie uwage na fakt, ze w mo-
delu chodzi o uproszczony obraz rzeczywistosci, tzn. obraz pozbawiony pewnych
cech, uznanych w danej sytuacji za drugorzedne.

T. Grabinska (1994), dokonujac proby zdefiniowania stowa model, pisze: W li-
teraturze metodologicznej, a takze poswieconej szczegdtowym rozwazaniom fizykal-
nym termin model uzywany jest w roznych znaczeniach, czesto zamiennie z termi-
nami teoria czy interpretacja. W tej samej pracy T. Grabinska zwraca uwage
na fakt, ze: rozumienie bowiem terminu model, jego relacji do teorii czy (lub) inter-
pretacji nie tyle jest zrelatywizowane do klasyfikacji, ale (jak czesto w przypadku
Klasyfikacji w metodologii bywa) w duzej mierze zalezy od przyjetego stanowiska
teoriopoznawczego.

Pojecie modelu odniesione do teorii aksjomatycznej, takiej jak teoria logiczna
lub matematyczna, albo odniesione do jezyka sformalizowanego, oznacza odwzoro-
wanie zbioru zdan (teorii, jezyka) w uktad, w ktérym wszystkie zdania zbioru sq
prawdziwe. Teoria aksjomatyczna lub jezyk sformalizowany mogq wiec mieé wiele
modeli, ktore czesto w takich razach nazywa sie interpretacjamsi.

Autorka zwraca tez uwage na fakt, ze model danej teorii wystepuje czesto
jako tak zwany model semantyczny: Jest on uktadem indywiduow, klas, relacji lub
funkcgi, ktore sq przyporzgdkowane odpowiednim danym teorii, w postaci denotacji
terminow statych lub wartosci zmiennych w taki sposdb, aby zinterpretowane ak-
sjomaty teorii byly spetnione. Model w sensie semantycznym jest wiec korelatem
pewnego jezyka. Modele semantyczne ograniczajq sie jednak do struktur abstrakcyy-
nych, w odroznieniu od zasiegu teorii, ktory jest okreslony przez uktad empiryczny.

Ponadto T. Grabinska podkresla role modelu w badaniu teorii aksjomatycz-
nych: Badaniem modeli teorii aksjomatycznych zaymuge sie teoria modeli. Logiczny
i sformalizowany aparat teorii modeli umozliwit zbadanie ogdlnych problemow teo-
rii, jak np. definiowalnosé pojeé, niesprzecznosé i zupetnosé teorii, niezaleinosé
aksjomatow, a takze zwigzki miedzy teoriami matematycznymi. Niektorzy uwa-
zajq, ze teoria modeli umozliwia takze wnikanie w jezyk systemow dedukcyjnych
1 okreslenie relacji miedzy pojeciami syntaktycznymi a semantycznymi.

5Bertalanfy. L.: 1965, Zur Geschichte theoretischer Modelle in der Biologie, Studium Generale
5, 290.
SBocheniski, J.: 1989, Wspdtczesne metody myslenia, Poznan.
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Na trudnosci zwigzane ze zdefiniowaniem stowa model zwraca takze uwage
K. Tempczyk (1994), piszac: Zakres pojecia model jest trudny do sprecyzowania,
nawet w nauce, ze wzgledu na wieloznaczno$é tego terminu. Zwykle modelami
nazywamy pewne wytwory umystu lub rgk cztowieka, ktore odtwarzajg lub nasladujq
pewne obiekty i zjawiska materialne.

Ponadto K. Tempczyk (ibidem) zwraca uwage na jeszcze inne, bardzo istotne,
znaczenia stowa model wiazace sie z zagadnieniem modelowania: W nauce i tech-
nice mowi sie czasami o modelowaniu, gdy wtasnosci jednego uktadu odtwarzamy
za pomocg innego uktadu, ktory pod wzgledem badanych cech jest identyczny z pierw-
szym. Na przyktad pewne uktady elektryczne i mechaniczne opisuje sie za pomocq
tego samego rownania rézniczkowego. W rownaniu tym wystepujg zadane para-
metry, ktore w pierwszym przypadku majg sens elektryczny (opdr, indukcyjnosé
i pojemnosé). Opierajgc sie na tej formalnej identycznosci wtasnosci obu rodza-
jow uktadow mozna jedne zastepowac drugimi, tworzgc mechaniczne modele pro-
cesow elektrycznych @ przeciwnie. W tym sensie, w jakim rozumie sie tutaj stowo
model, mozna podobnie mowi¢ o modelach w matematyce, gdy za pomocq zadanej
bazy rekonstruujemy wszystkie sktadniki przestrzeni. Baza to jakby obiekty, kito-
rymi dysponujemy ¢ za ktorych pomocqg chcemy skonstruowaé wszystkie pozostate
sktadniki catego zbioru.

R.F. Barton (1974, s. 13) zwraca uwage na fakt, ze do tworzenia modeli nie-
zbedny jest pewien zaséb wiadomosci i umiejetnosci: Aby utworzyé model, musimy
co§ wiedzie¢ o interesujgcym nas systemie przedmiotowym”. Wiedza, z ktdrej ko-
rzystamy, przy tworzeniu modelu, moze sktadaé sie z powszechnie uznanych praw
lub zasad dotyczgcych systemow przedmiotowych, bedgcych przedmiotem badani.
(...) Model jest konkretnym, interpretacyjnym wyrazem teorii albo jednej lub kilku
hipotez (...) przez okreslenie interpretacyjny” rozumiemy, ze modele nie sq¢ tworem
natury — sq¢ zbudowane przez cztowieka. (...) W kazdym jednak przypadku zakta-
damy, zZe ttem dla konkretyzacji przy budowie modelu jest istniejgca pierwotnie
teoria.

I. Bialynicki-Birula i I. Bialynicka-Birula (2002) zwracaja uwage na mozli-
wos¢ potraktowania modelu jak pewnej struktury (matematycznej), bedacej para
obiektoéw: zbioru elementéw rzeczywistosci i regul nimi rzadzacych. Stwierdzaja
oni, ze: Zbior elementow rzeczywistosci, przyjetych jako istotne dla danego zagad-
nienta, oraz regut, ktore nimi rzqdzq, bedziemy nazywali modelem. Wybor tych
elementow oraz okreslenie requt ich dziatania jest istotq modelowania. Trafnosé
tego wyboru oceniamy przez porownanie wynikow uzyskanych przy uzyciu modelu
2 rzeczywistoscig®.

Zauwazmy, ze pomimo duzej réznorodnos$ci w okreslaniu znaczenia terminu
model wszystkie definicje tacza pewne wspolne charakterystyczne cechy. Mowi
sie wiec o upraszczaniu rzeczywistosci i pozostawianiu tylko jej istotnych cech.

7system, ktory chcemy poznaé, prazedmiot badania czy doswiadczenia, np. rzeczywistosé

8 Autorzy w swej pracy wyjas$niaja, w jaki sposéb nalezy ocenié trafnosé wyboru modelu: Ce-
lem nauki jest opisywanie, ttumaczenie © przewidywanie otaczajgcego nas swiata. Rzeczywistosé
jest jednak zbyt ztozona mna to, by mozna jg byto opisaé doktadnie, bez stosowania uproszczer
1 przyblizeni. Dlatego, gdy pragniemy opisaé wybrane zjawisko, bierzemy pod uwage jedynie te
elementy rzeczywistosci, o ktorych sqdzimy, ze majqg na to zjawisko istotny wplyw (Bialynicki-
Birula, Bialynicka-Birula, 2002).
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Fakt ten podkresla W. Kula®, stwierdzajac, ze: konstruowanie modelu jest zada-
niem delikatnym i prawie zawsze dyskusyjnym. Wymaga wyabstrahowania jednych
elementéw, a pominiecia innych (za Bartkiewicz, 1994).

M. Bartkiewicz (1994) dokonuje zestawienia pogladéw na temat istoty uprasz-
czania rzeczywistosci przy konstrukcji modelu. Zauwaza, ze: Autorzy definiujgcy
pojecie modelu zwracali uwage na te same charakterystyczne jego cechy. Mowili oni
badz o upraszczaniu przez model obrazu rzeczywistosci, bgdz tez o takim uprasz-
czaniu, ktore eliminuje tylko cechy uboczne, pozostawiajgc w tym uproszczonym ob-
razie (modelu) cechy istotne. Owe cechy istotne Todd'® okresla mianem crucial
aspects, Clarcell — essential factors, Nowak nazywa je czynnikami istotnymi,
Braudel'? i Kula'® natomiast piszq o schemacie uproszczonym i abstraho-
waniu jednych elementow, a pomijaniu innych.

Z tymi pogladami koresponduje zdanie T. Grabinskiej, ktora zwraca uwage na
istotne kategorie myslowe niezbedne przy konstrukcji modelu. W pracy (1994) czy-
tamy: Metodg zabiegow przygotowawczych, ktora prowadzi do zbudowania modelu
jest abstrakcja. Polega ona na wyrdznieniu przedmiotow oderwanych, skoncep-
tualizowanych, przedstawionych w postaci pojeé cech i relacji, kategorii. (...) Po-
rownaniu obiektu empirycznego z modelowym stuzy analogia. Jest ona wyrazona
jako relacja podobieristwa (analogia pozytywna) lub rdéznic (analogia negatywna)
za pomocg wnioskowania o pewnej cesze przedmiotu, na podstawie jego podobien-
stwa (réznicy) do innych przedmiotéow magjgcych te ceche. Jesli te inne przedmioty
majg swoje modele, to badany przedmiot jest ustawiony, za posrednictwem analogii,
w perspektywie znanych modeli. Ponadto, oprdcz analogii pozytywnych ¢ negatyw-
nych wystepuja analogie neutralne wtedy, gdy nie sq znane te pierwsze, model zas
jest zbudowany. Wyrdznienie (wyabstrahowanie) istotnych cech nie wystarczy, je-
Sli cechy te nie dadzq sie przyporzgdkowaé pojeciom teoretycznym, a wiec jesli nie
poddadzq sie idealizacji (ze wzgledu na teorie modelu). Z drugiej strony cel mode-
lowania wyznacza idealizacje innego rodzaju (ze wzgledu na modelowane zjawisko),
polegajacg na zaniedbaniu tych innych nieistotnych cech lub okresleniu ich wartosci
granicznych. Idealizacja wiec jest w istocie czesciq modelu. Odpowiada za okresle-
nie pewnych zaleznosci dla nie zachodzgcych warunkéw doskonatych (ze wzgledu
na cel modelowania i charakterystyki teorii modelujgcych).

W literaturze mozna takze odnalez¢ proby okreslenia formalnej definicji mo-
delu jako struktury bardziej ztozonej, niz miato to miejsce w propozycji I. Bialyni-
ckiego-Biruli i I. Bialynickiej-Biruli (2002). Na przyktad R. Wojcicki'* (za Zeidler,
1994), utozsamia adekwatny model deskrypcyjny, budowany za pomocq aparatu
konceptualnego danej teorii (...) z uktadem E = (p,Z,J,E*, V), gdzie p jest kon-
kretnym jednostkowym obiektem empirycznym (systemem empirycznym lub przy-
padkiem okreslonego zjawiska empirycznego, = — zbiorem stwierdzen dotyczgcych

9Kula, W.: 1962, Teoria ekonomiczna ustroju feudalnego. Préba modelu, Warszawa.

10Todd, W.: 1972, History as applied science, A Philosophical Study, Detroit.

1 Clarce, D.: 1972, Models and paradigms in contemporary archeology, D.L. Clarce (ed.),
London.

12Braudel, F.: 1992, Kultura materialna, gospodarka i kapitalizm XV-XVIII wieku. Struktury
codziennosci, t. 1, Warszawa.

BKula, W.: 1962, Teoria ekonomiczna ustroju feudalnego. Préba modelu, Warszawa.

14wWojcicki, R., Teorie w nauce, Warszawa 1991.
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E, J - funkcjg kodu interpretacyjnego umozliwiajgcq przektad dowolnego zdania
ze zbioru Z na zdanie dotyczgce p, = — rzeczywistym zakresem stosowalno$ci E
do p, a V zbiorem procedur umozliwiajgcych efektywne rozstrzygniecie dowolnego
zdania X nalezgcego do . Dla tak okreslonego modelu deskrypcyjnego zostat po-
dany warunek adekwatnosci stwierdzajgcy, iz dla dowolnego zdania A, nalezgcego
do Z* spetniona jest réwnowaznosé: A\ wtedy i tylko wtedy, gdy J(N\). Zaktada sie
rowniez, ze wszystkie zdania nalezgce do J(E*) sq rozstrzygalne.

Modelem obiektu p nazywa sie kazdy obiekt E pomyslany jako mo-
del p, ktory spetnia wszystkie wymogt modelu adekwatnego, procz byé
moze wymogu adekwatnodci [13], s. 77'5. P. Zeidler (1994) zauwaza, ze:
We wspotczesnych zmatematyzowanych naukach empirycznych pod pojeciem mo-
delu deskrypcyjnego rozumie sie uktad rownan matematycznych oraz warunkow nie-
zbednych do ich rozwigzania. Oczywiscie, obiekt p (np. zjawisko empiryczne) moze
by¢ konceptualizowany za pomocg roznych aparatow matematycznych, co sprawia,
12 mogq istnieé alternatywne modele deskrypcyjne tego samego obiektu.

Ze wzgledu na mozliwo§é istnienia wielu alternatywnych modeli tego samego
obiektu nie mozna poprzesta¢ na powyzszej definicji modelu. Powinna ona zostaé¢
uzupelniona kolejnymi warunkami. Propozycje takich warunkéw podaje R. Woj-
cicki: Pierwszy z nich stwierdza, Ze wraz z E zostal okreslony praktycznie nie-
ograniczenie liczny, zbior F' taki, ze E nalezy do F, a kazdy z elementéw F (al-
ternatywnych modeli) spetnia warunki natozone na E précz byé moze warunku
adekwatno$ci. Drugi warunek ustala, iz dla kazdego modelu nalezgcego do F' okre-
Slone jest prawdopodobienistwo tego, zZe jest on modelem adekwatnym do obiektu p
(za Zeidler, 1994).

Weczesdniejsze rozwazania wskazuja zaréwno na wiele mozliwych interpretacji
znaczenia terminu model, jak i na istnienie modeli réznego rodzaju, przy czym
w niektorych sytuacjach mamy do czynienia z ich podziatlem, w innych zas z kla-
syfikacja modeli.

W Encyklopedii popularnej PWN (1980) znajdujemy nastepujace typy modeli:

e Model nominalny, metod., uktad zatozen przyjmowany w danej nauce, w celu
utatwienia (lub umozliwienia) rozwigzania pewnego problemu badawczego.

o Model realny, metod., przedmiot lub uktad przedmiotow (zdarzen sytuacji)
spetniajgcych zatozZenia danej teorii (m. r. teorii); uktad przedmiotéw (zda-
rzen, sytuacji) dostatecznie podobny do uktadu badanego, ale prostszy i ta-
twiej dostepny badaniom (m. r. uktadu).

o Model teoretyczny, metod., konstrukcja hipotetyczna odwzorowujgca dany ro-
dzaj rzeczywistoSci w sposcb uproszczony, sprowadzajgcy jej cechy do zwigz-
kow nagistotniejszych, budowana w celach heurystycznych.

Z kolei T. Grabiriska (1994) wyréznia tylko dwa typy modeli: nominalne oraz
realne (materialne). Jej zdaniem model nominalny to przedstawienie obiektu rze-
czywistego w postaci uktadu symboli lub upraszczajgeych zatozen, model za$ realny
(materialny) jest przedmiotem lub zjawiskiem, ktdre wyobrazajg obiekt modelo-
wany. (...) Taki modelowy przedmiot jest uproszczeniem modelowanego obiektu

15ibidem
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ze wzgledu na liczbe elementow sktadowych, relacji miedzy nimi, skale wielkosci,
stopien wyabstrahowania obiektu modelowanego ze Srodowiska.

Model realny jest, zdaniem autorki, wtdrny wobec modelu nominalnego dlatego,
ze bez uprzedniego teoretycznego wyobrazenia modelowanego obiektu, niemozliwe
bytoby zbudowanie przedmiotu modelowanego (...). Relacje modelu realnego do no-
minalnego okresla sie jako realizacje lub interpretacje.

Poréwnujac okreslenia encyklopedyczne z przedstawionymi przez T. Grabin-
ska, zauwazamy, ze model teoretyczny jest w istocie modelem nominalnym. Po-
twierdzeniem tego spostrzezenia jest kolejna wypowiedz T. Grabinskiej: Jezeli
model nominalny jest wyrazony w postaci pewnych pomyslanych symboli teore-
tycznych @ relacyi, to zwykto sie go nazywaé teoretycznym.

Innego podzialu modeli (okreslanych jako idealizacja matematyczna) dokonuja
R. Hooke i D. Shaffer (1969, s. 18-25), wyrdzniajac modele przyczynowe i modele
opisowe. Ich zdaniem, model przyczynowy to taki model, ktory usituje skopiowaé
fizyczne czynniki wpltywajgce na badane zjawisko. (...) Zaden model przyczynowy
nie jest doskonalq reprezentacjq sytuacji fizycznej, ktorg usituje nasladowaé (czy,
jak mowimy, symulowaé). Modele sq¢ sporzgdzane przez cztowieka; mogq one byé
uzyteczne, pomystowe, a nawet genialne, ale zawsze sq jedynie niedoskonatym ob-
razem wydarzen, ktore odzwierciedlajg. Natomiast model opisowy to taki model,
ktory podaje adekwatny opis badanego zjawiska, ale nie usituje opisywac jego przy-
czyn. Najwazniejszymi modelami opisowymsi sq modele teorii prawdopodobienstwa
(Hooke, Shaffer, 1969, s. 18).

Pozostaje jeszcze zastanowic¢ sie nad potrzeba konstruowania modeli i ich uzy-
tecznoscia.

L. Garding (1993) zwraca uwage na fakt, ze: W naukach Scistych wartosé mo-
delu jest sprawdzana poprzez analize logiczng i doswiadczenie. Dlatego konieczne
jest bardzo wyrazne rozroznienie miedzy modelem i tq cze$cig zewnetrznego Swiata,
ktory ow model ma przedstawiaé. Tym samym zwraca on uwage na to, ze ze
wzgledu na uproszczenia, model nigdy nie jest wiernym odzwierciedleniem rzeczy-
wistosci, nie mozemy zatem utozsamia¢ modelu z rzeczywistoscia. Ten sam poglad
prezentuje K. Tempczyk (1994), zauwazajac, ze: matematyczne modele proceséw
zachodzgcych w przyrodzie sq przyblizone, a ich efektywnos$é zalezy od stopnia tego
przyblizenia. Nie mozna, opierajgc sie na modelu, wyciggaé wnioskow wykraczajg-
cych poza to, co w nim zawarto. Pomimo tych niedogodnosci jesteSmy skazani na
konstruowanie modeli, gdyz, zdaniem K. Tempczyka, nie ma innej drogi rozwoju
nauki, poniewaz nie mozna uchwyci¢ i doktadnie opisaé catego bogactwa otacza-
jacego nas Swiata przyrodniczego i spotecznego. Z tego powodu w filozofii nauki
uwaza sie, ze tworzenie modeli jest podstawowym zadaniem nauki.

2. Model matematyczny

W dalszej czesci pracy podamy uwagi dotyczace modeli matematycznych, kto-
rym w dotychczasowych rozwazaniach nie po$wiecono zbyt duzo uwagi.

Jak juz wspomniano wczes$niej, opis otrzymany w wyniku matematyzacji pew-
nej sytuacji okreslamy terminem model matematyczny.

Modele matematyczne wedtug Stownika jezyka polskiego (1982) to: zalezno-
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Sci opisujgce wyidealizowane zjawiska fizyczne lub ekonomiczne, przyrzady mate-
matyczne stuzgce do rozwigzywania albo do ilustrowania tych zaleznos$ci, takze:
interpretacje roznych pojeé i teorii matematycznych.

Podobna definicje znajdujemy w Popularnej encyklopedii powszechnej (1999):
model matematyczny — opis zaleznosci przyczynowo-skutkowych pomiedzy wielko-
Sciami (fiz., chem., biol. itp.) charakteryzujacymi badany obiekt, wyrazony (przy
zatozonym stopniu uproszczenia) w formie sformalizowanego zapisu matematycz-
nego, zwykle w postaci réwnania (réwnar).

J. von Neuman i O. Morgenstern (za Steiner, 1986) stwierdzaja, ze: Modele te
[geometryczno-matematyczne| sq konstrukcjami teoretycznymi o precyzyjnej, wy-
czerpujgeej i niezbyt skomplikowanej definicji i muszq byé podobne do rzeczywi-
stosci pod tym wzgledem, ktory jest istotny dla aktualnych badan. Podsumowujgc
szezegotowo: definicja powinna byé precyzyjna i wyczerpujgca, tak aby stosowanie
metod matematycznych byto mozliwe. Konstrukcja nie powinna byé niepotrzebnie
skomplikowana, aby to ujecie matematyczne mogto wyjsé poza banalny formalizm
t da¢ kompletne rezultaty numeryczne. Warunek podobienistwa do rzeczywistoSci
jest konieczny, by cata operacja miata wartosé. Podobienstwo to musi byé zwy-
kle ograniczone do kilkw rysow uznanych za aktualnie istotne, gdyz, w przeciwnym
przypadku, powyzsze warunki bytyby wzajemnie ze sobg sprzeczne'S.

Analizujac przytoczone okreslenia modelu matematycznego, zauwazamy, ze
w kazdym z nich model matematyczny jest modelem w sensie okreslen prezentowa-
nych w poprzednim rozdziale. Jedyna réznice stanowi jezyk tego modelu. Jest to
jezyk matematyki (sformalizowany zapis matematyczny).

Fakt ten zauwaza T. Grabinska (1994), stwierdzajac, ze model matematyczny
jest szczegdlnym typem modelu nominalnego, ktérego jezyk jest zaczerpniety z teo-
rii matematycznej. Ponadto dla omoéwienia istoty modelu matematycznego au-
torka przywotuje prace Mary Hesse!”, w ktorej wyroznia sie model matema-
tyczny w inny sposéb. Zamiennie nazywa [sie] go potformalnym. Wyraza on
okreslong tresé matematyczng niektorych aksjomatow (np. w jezyku teorii prawdo-
podobienstwa lub geomnetrii) lub jest interpretacjq wszystkich lub niektérych statych
i zmiennych pozalogicznych teorii (np. odpowiednio — czestosci lub stosunkéw cza-
soprzestrzennych) (za Grabinska, 1994).

W tej samej pracy T. Grabiniska powotuje sie rowniez na poglady M. Blacka
dotyczace funkcji modeli potformalnych: Black'®, twierdzi, ze takie pétformalne
modele nie majg mocy eksplanacyjnej i nie petnig funkcji poznawczych. Ich znacze-
nie jest $cisle instrumentalne ¢ nadajq sie przede wszystkim do porzgdkowania ma-
teriatu empirycznego, systematyzacji faktow (jak np. w psychologicznych teoriach
uczenia). Mogq mieé takze moc predyktywng, gdy poza tzw. analogig formalng
wystepuje w nich takze analogia materialna (jak np. w grach losowych).

Jak juz wspomniano, T. Grabinska traktuje model matematyczny jako mo-
del teoretyczny (nominalny z jezykiem matematyki). Z tym pogladem nie jest
zgodna koncepcja J. Miska, zdaniem ktorego: Model matematyczny (...) nie jest
tozsamy z modelem teoretycznym. Model matematyczny to powierzchowne przed-

16yon Neuman, J. Morgenster, O.: 1975, Theory of Games and Economic Behavior, New
York.

17Por. Hesse M. B.: 1963, Models and analogies in science, London.

18Por. Black M.: 1962 Models and metaphors, New York.
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stawienie zjawiska lub obiektu za pomocq wybranych termindw ¢ relacji matema-
tycznych (najczesciej geometrii i statystyki), w ktérym wiedza empiryczna (wyra-
zona przez analogie materialng) nie odgrywa duzej roli. Model teoretyczny ma zas
wartosé poznawczq, poniewaz jest sformutowany w jezyku teorii empirycznej, a ta
jest skoordynowana z rzeczywistoscig przedmiotowq (za Grabinska, 1994).

Dotychczasowe rozwazania wskazuja na to, iz okreslenie model matematyczny,
podobnie jak termin model, moze by¢ i jest réznie rozumiane. Na mozliwe jego
interpretacje zwraca uwage tez J. Jaron, stwierdzajac: Terminu ,,model matema-
tyczny” mozna uzywaé w co najmniej trojakim sensie, przy czym matematyk albo
logik uzywa go w zupetnie innym, mozna rzec, diametralnie réznym sensie od tech-
nika, ekonomisty czy przyrodnika (...) Paradoksalny jest moze fakt, zZe w ujeciu
matematyka stowo: model ma znaczenie w gruncie rzeczy bardzo zblizone do jego
znaczenia potocznego, gdy mowi sie o modelu budynku, samolotu, samochodu czy
sukni. Model jest konkretnym wcieleniem abstrakcyjnej idei (...) Drugi sposéb
rozumienta terminu model matematyczny wigze sie z konstruowaniem modelu
dla realnej sytuacyi technicznej, ekonomicznej lub przyrodniczej w dziedzinie abs-
trakeyjnej, tworzgc wedtug stow autoréw ksigzki'® jej idealizacje lub — zdaniem
recenzenta poprawniej: jej schemat abstrakcyjny. (...) Trzeci wreszcie sposéb
uzywania terminu model matematyczny wigze sie z zastosowaniem elektronicz-
nych maszyn matematycznych cyfrowych wzglednie analogowych (Jaron, 1970).

Na wielorakos¢ rozumienia terminu model matematyczny zwraca takze uwage
Z. Semadeni (2003, s. 141). Wyro6znia on trzy typy sytuacji, w ktorych mowi
sie 0 modelach matematycznych: Typ zalezy od tego, jakie jest odniesienie danej
sytuacyi do rzeczywistosci ¢ do matematyki. Otoz gdy mowimy, zZe jakies M jest
modelem dla jakiegos X, w gre wchodzq trzy mozliwosci:

Typ I: M jest czescig rzeczywistosci, a X czeScig matematyki.
Typ II: Zarowno M jaok @ X sq czeSciami matematyksi.
Typ III: X jest czescig rzeczywistosci, a M jest cze$cig matematyki.

Pomimo wystepujacych réznic w rozumieniu i definiowaniu terminu model ma-
tematyczny wspolnym czynnikiem jest upraszczanie (rzeczywistosci lub matema-
tyki), co prowadzi do latwiejszych matematycznie zagadnieni, dajacych rozwiazaé¢
sie efektywnie narzedziami matematycznymi. Tworzac matematyczne modele sy-
tuacji z zycia codziennego, nalezy doktadnie rozwazy¢, jakie czynniki mozna za-
niedbaé, aby uzyskane rezultaty pozostawaly w zgodzie z naszymi oczekiwaniami.
Jednoczes$nie upraszczanie jest niezbedne ze wzgledu na ograniczenia tkwiace w sa-
mej matematyce.

Koniecznie nalezy tu wspomnie¢ o opracowanej i po raz pierwszy zastosowanej
przez Stanistawa Ulama tak zwanej metodzie Monte Carlo, ktora jest wykorzy-
stywana do matematycznego modelowania bardzo zlozonych proceséw. Dzieki
zastosowaniu tej metody mozna przewidzie¢ badz opracowaé analitycznie wyniki
tych zlozonych proceséw. Metoda ta stosowana jest np. do rozwiazywania zagad-
nien zwigzanych z planowaniem i organizacja gospodarki (problemy zapaséw czy
lokalizacji — alokacji — zasob6w), z rozszerzaniem sie epidemii choroby, z rozprasza-
niem neutronéw w reaktorze atomowym, ze zderzeniami fotonéw z elektronami itd.

19Chodzi tu o ksiazke: (Hooke, Shaffer, 1969).
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Ponadto stuzy do rozwiazywania niektérych réwnan rézniczkowych i catkowych,
gdy rozwigzywanie bezpos$rednimi metodami prowadzi do zbyt zmudnych obliczerd
oraz do obliczania pdl, objetosci itp. Mozna zatem stwierdzi¢, ze Metoda Monte
Carlo to narzedzie rozwiazywania zadan numerycznych za pomoca odpowiednio
organizowanych eksperymentow statystycznych.

W procesie stosowania metody Monte Carlo mozna wyodrebnié¢ nastepujace
etapy:

1. konstrukcja schematu symulacyjnego;
2. ustalenie sposobu jego symulacji (np. za pomoca tablic cyfr losowych);

3. ustalenie odpowiednich statystyk jako estymatoréw poszukiwanych parame-
trow badz rozktadow;

4. zebranie i opracowanie danych statystycznych;

[@2¢

. znalezienie wartoSci odpowiednich statystyk dla uzyskanej probki;
6. interpretacja uzyskanych wynikow (por. Ptocki, 2005b, s. 509-510).

3. Zagadnienie modelu w rachunku prawdopodobienstwa

3.1. Uwagi wstepne

Teoria prawdopodobienistwa, zwana tez rachunkiem prawdopodobienstwa lub
probabilistyka, jest dzialem matematyki zajmujacym sie zdarzeniami losowymi,
czyli takimi, ktérych wyniku nie da sie z géry przewidzieé, a jednoczesnie dajacymi
sie powtarza¢ w takich samych warunkach. Przedmiotem wspolczesnego rachunku
prawdopodobienistwa jest konstruowanie i badanie przestrzeni probabilistycznych.
Na wstepie podamy definicje przestrzeni probabilistycznej (por. Kubik, 1980, s. 31-
38).

DEFINICIA 1
Niech 2 bedzie dowolnym, co najmniej dwuelementowym zbiorem, a Z — niepusta
rodzing podzbioréw zbioru €2, spelniajacg uktad aksjomatow:

(s1) jesli A€ Z,to0 (Q\ A) € Z dla kazdego A € Z,

o0
(2) jesli Ay, As,... € Z,t0 | JAn € 2.

n=1
Rozwazmy funkcje P : Z — R, spelniajaca ukltad aksjomatow:

(P1) dla kazdego A € Z jest P(A) > 0,

(P2) P(Q) =1,

(P3) jezeli Ay, Aa,... € Q oraz dla kazdej pary wskaznikow j, k (j # k) zachodzi
[ee] [ee]

AjNAg=0,to P (U An> =) P(Ay).

n=1 n=1

Trojke (Q, Z, P) nazywamy przestrzeniq probabilistyczng, a funkcje P — prawdo-
podobieristwem.
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Niepusta rodzina Z spelniajaca uklad aksjomatéow (s1) i (s2) jest o-ciatem
podzbioréw i nazywa sie rodzing zdarzen, a jej elementy — zdarzeniami. Funkcje P,
speliajaca uktad aksjomatow (P1), (P2) i (P3) nazywamy prawdopodobieristwem,
a liczbe P(A) — prawdopodobieristwem zdarzenia A.

Przestrzen probabilistyczna jest obiektem matematycznym, ktéry mozna two-
rzy¢ niezaleznie od jakichkolwiek korzeni i praktycznych zastosowan tego pojecia.
Powyzej zacytowana definicja przestrzeni probabilistycznej nie wskazuje, w jaki
sposob takie przestrzenie mozna konstruowaé¢. Pozwala jedynie weryfikowaé, czy
zadana trojka (2, Z, P) jest przestrzenia probabilistyczna. Z punktu widzenia
naszej pracy ten fakt jest pewna wada tej definicji. Wade te mozna w pewnym
zakresie usuna¢. W dalszej czedci pracy zaproponujemy inng definicje przestrzeni
probabilistycznej. Niestety zakres jej stosowalnosci jest ograniczony tylko do sy-
tuacji, gdy zbior €2 jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.

Na wstepie zauwazmy, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1
Jezeli zdarzenie A jest co najmniej dwuelementowym i co najwyzej przeliczalnym
podzbiorem zbioru §2, to

P(4) =) P({w}).

wEA

Zaltézmy, ze () jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. W tej sytuacji zda-
rzeniem w przestrzeni (2, Z, P) jest kazdy podzbiér zbioru ), a zatem Z = 2%
Jest wiec Q = {w;: j € J}, gdzie J = 1,2,...,n, badz J = 1,2,3,.... Okreslmy
funkcje p: 2 — R wzorem

p(w;) == P({w;})
dla w; € Q.

Zauwazmy, ze funkcja p spelnia dwa warunki:
(r1) p(w) > 0 dla kazdego w € €,
(12) 3 plw) = 1.

weN

Przyjmijmy nastepujaca definicje (por. Plocki, 2005b, s. 17):

DEFINICIA 2

Kazda funkcje p, z niepustego i co najwyzej przeliczalnego zbioru Q w zbiér R liczb
rzeczywistych spelniajaca warunki (rl) i (r2) nazywamy rozktadem prawdopodo-
bienstwa na zbiorze Q. Pare (0, p) nazywamy ziarnistq albo dyskretng przestrzeniq
probabilistyczng

7 przeprowadzonych rozwazan wynika, ze jesli zbiér ) jest co najwyzej prze-
liczalny, to za pomoca trojki (2, Z, P) okreslilismy pare (2, p).
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Niech teraz (§2,p) bedzie przestrzenia probabilistyczna ziarnista. Rozwazmy
funkcje P: 22 — R okreslong nastepujaco:
0, gdy A= @,
p(w)’ gdy A= {CU},

Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
wEA

P(A) =

Mozna tatwo wykazaé prawdziwo$é nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2
Funkcja P jest prawdopodobieristwem w sensie aksjomatycznej definicji prawdopo-
dobienstwa.

Za pomocay pary (€, p) okredlilismy zatem trojke (€2, Z, P), gdzie Z = 2%,

Przeprowadzone rozumowania pozwalaja sformutowaé nastepujace twierdzenie
(por. Ptocki, 2005b).

TWIERDZENIE 3

Jesli Q) jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym, to okreslenie przestrzeni probabili-
stycznej (2, Z, P) w sensie definicji aksjomatycznej jest réwnowazne z okresleniem
na zbiorze Q) rozktadu prawdopodobieristwa p, a tym samym pary (2, p), ktora jest
ziarnistq przestrzenig probabilistyczng.

3.2. Model probabilistyczny doswiadczenia losowego

Dalsza czes¢ pracy po$wiecimy zagadnieniu modelu probabilistycznego doswiad-
czenia losowego. Przez doswiadczenie losowe bedziemy rozumieé (tak jak wiekszosé
autoréw prac z rachunku prawdopodobienstwa) eksperyment fizyczny dajacy sie
powtarzac, o przebiegu i wyniku ktérego decyduje wylacznie przypadek. Przykta-
dami do$wiadczen losowych sa: rzut moneta, rzut kostka do gry, losowanie numeru
w grach liczbowych, losowanie liczby za pomoca rulety, losowanie kuli z urny o dwu
kulach biatych i jednej czarnej itp.

W pracach poswieconych modelowaniu, czy tez modelom matematycznym
wskazuje sie na szczeg6lny typ modeli zwanych modelami probabilistycznymi. Na
zagadnienie modelu probabilistycznego zwracaja uwage np. R. Hooke i D. Shaf-
fer w swej pracy (1969, s. 18). Analizujac modele opisowe, zwracaja oni uwage na
fakt, ze: Model opisowy to taki model, ktory podaje adekwatny opis badanego zjawi-
ska, ale nie usituje opisywac jego przyczyn. Najwazniejszymi modelami opisowymi
sq modele teorii prawdopodobieristwa. W tej samej pracy (Hooke, Shaffer, 1969,
s. 25) autorzy charakteryzuja model probabilistyczny jako taki model, ktdrego opis
zawiera pewne elementy zwigzane z przypadkiem. Jest to cos posredniego miedzy
opisowym modelem empirycznym, w ktorym zadawalamy sie jedynie obserwowa-
niem, nie probujgc niczego wyjasnié, a modelem przyczynowym, w ktorym chcemy
wyjasnié wszystko. Takze M. Heller (2006b, s. 61) zwraca uwage na specyficzna
role rachunku prawdopodobieristwa w opisywaniu rzeczywistosci, stwierdzajac, ze
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matematyke stosujemy do Swiata za posrednictwem teorii fizycznych, natomiast ra-
chunek prawdopodobieristwa, a wiec teoria czysto matematyczna, wyjasnia cos, co
zachodzi w Swiecie, a zatem niejako przejmuje zadanie fizyki.

Rachunek prawdopodobieristwa traktowany jako matematyczna teoria opisu-
jaca rzeczywistos¢ nie moze sie zatem obejs¢ bez pojecia modelu. Jednoczesnie
pojecie modelu probabilistycznego nie jest zbyt powszechnie prezentowane w aka-
demickich podrecznikach z rachunku prawdopodobienistwa. Niewielu autoréw kur-
sow probabilistyki w ogole zwraca na nie uwage. Co prawda, jesli rachunek praw-
dopodobieristwa traktowa¢ wytacznie jako teorie miary zawezona do miary unor-
mowanej, to pojecie modelu probabilistycznego doswiadczenia losowego nie jest
w ogoble potrzebne. Nie powinno sie jednak zapomina¢ o historycznych korze-
niach rachunku prawdopodobienstwa, ktéry swoje poczatki miat w grach losowych.
Analiza do$wiadczen losowych w nich przeprowadzanych prowadzita do konstruk-
cji modeli. Rachunek prawdopodobienstwa pojmowany jako galaz matematyki
pozwalajaca opisywac zjawiska niedeterministyczne otaczajacej nas rzeczywistosci
w spos6b nierozerwalny zwiazany jest z budowaniem modeli matematycznych.

Roéwniez dzisiaj probujac opisywaé otaczajaca nas rzeczywistosé, konstruujemy
probabilistyczne modele nie tylko réznych doswiadczen i schematow losowych (np.
schemat Ehrenfestow jako model przepltywu temperatur), ale i ztozonych procesoéw
stochastycznych. Warto tu wspomnie¢ o probabilistycznej naturze wielu zjawisk
fizycznych w skali mikroskopowej (mechanika kwantowa).

Nieche¢ autoréw podrecznikéw do wprowadzania pojecia modelu probabili-
stycznego mozna ttumaczy¢ tym, ze nie jest to pojecie $cis§le matematyczne i jed-
nocze$nie odwotujace sie do rzeczywistosci. Brak formalnego okreslania pojecia
modelu probabilistycznego doswiadczenia losowego, mozna tez ttumaczy¢ tym, iz
nie da sie na gruncie matematyki zweryfikowa¢, czy dany model jest zgodny z do-
Swiadczeniem losowym, a wiec czy wlasciwie opisuje rzeczywistosc.

Niektorzy autorzy podrecznikéw np. (Krzysko, 2000, s. 9-10; Zubrzycki, 1970,
s. 9-13) charakteryzujac zbior Q0 (przestrzen zdarzen elementarnych) bedacy po-
jeciem pierwotnym teorii prawdopodobienstwa, ,przemycaja’ pewne informacje
na temat modelu probabilistycznego. M. Krzysko (2000, s. 9) stwierdza: W za-
gadnieniach praktycznych zbior Q sktada sie ze wszystkich mozliwych wynikow
w eksperymentu lub obserwacyi. Nastepnie na kilku przykladach pokazuje, w
jaki sposob tworzy¢ zbior Q (dla rzutu moneta Q = {O, R}; dla rzutu kostka
Q = {w1,ws, w3, wq,ws,ws }, gdzie wy jest zdarzeniem elementarnym polegajacym
na wyrzuceniu k-oczek; dla strzelania do tarczy 2 = {(u,v): —o00 < u < 00, —00 <
v < 00}, gdzie u, v sa liczbami rzeczywistymi).

S. Zubrzycki (1970), oprocz rzutu moneta i kostka rozwaza jeszcze wiek mat-
Zonkow oraz czas czekania na tramwag, kursujacy co 5 minut. W pierwszym przy-
padku zbiorem mozliwych wynikdéw jest zbior (z,y) tych wszystkich punktow plasz-
czyzny, dla ktorych > 16 1 y > 16, w drugim — wszystkie liczby z przedziatu [0, 5).

Jak juz wspomniano wczesniej, jesli rachunek prawdopodobienistwa chcemy
wykorzystywac¢ do opisywania rzeczywistosci, to nie mozemy obejs¢ sie bez pojecia
modelu.

W pracy M. Hellera (2006a, s. 61-67) czytamy: matematyk, chcge zastosowaé
rachunek prawdopodobieristwa do Swiata (...), najpierw konstruuje model probabili-
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styczny sytuacyi, ktorg chce matematycznie modelowaé. Definiuje wiec przestrzen
probabilistyczng, ktora reprezentuje ogét mozliwych wynikow i na tej przestrzeni
okresla tzw. funkcje rozktadu prawdopodobieristwa, ktora mdéwi, jak czesto w prze-
strzeni probabilistycznej pojawiajg sie rézne zdarzenia przy wielokrotnym powta-
rzaniu doSwiadczenia. Obie te definicje muszq byé tak dobrane, azeby ,opisywaty”
modelowang sytuacje zgodnie z intuicjqg i — oczywiscie — tak azeby byly spetnione ak-
sjomaty wymagane przez rachunek prawdopodobienstwa. Trafnosé catej konstrukcyi
potwierdza lub falsyfikuje zgodnosé otrzymywanych teoretycznie przewidywan z rze-
czywiscie przeprowadzanymi doswiadczeniami. Rachunku prawdopodobieristwa nie
stosuje sie wiec bezposrednio do Swiata, lecz za posSrednictwem modelu probabili-
stycznego.

Z powyzszym stwierdzeniem koresponduje wypowiedz L.T. Kubika (1980,
s. 43), autora popularnego w latach 80. podrecznika akademickiego z rachunku
prawdopodobienistwa. Autor dostrzega potrzebe konstrukcji modelu probabili-
stycznego i zwraca uwage na fakt, ze nie jest to zadanie latwe, stwierdzajac:
Konstruujge model probabilistyczny danego doswiadczenia losowego musimy (...)
wybraé odpowiedniq przestrzen zdarzen elementarnych Q i na Q okreslié rozktad
prawdopodobieristwa P (w sposéb zgodny z aksjomatami), przy tym tak, aby byt
spetniony (...) postulat empiryczny®®. Wybdr odpowiedniej przestrzeni jest na ogot
sprawg dosé prostg. Trudniejszy bywa na ogot wybor odpowiedniego rozktadu praw-
dopodobienstwa P.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze nie wskazano tu zadnych recept konstruk-
cji modelu probabilistycznego do§wiadczenia losowego badz weryfikacji, czy dana
przestrzen probabilistyczna jest modelem danego do$wiadczenia.

W popularnych obecnie podrecznikach z rachunku prawdopodobienistwa au-
torstwa J. Jakubowskiego i R. Sztencela autorzy podjeli probe sprecyzowania po-
jecia modelu probabilistycznego. W ksiazce (Jakubowski, Sztencel, 2002) pierw-
szy rozdzial zatytutowany jest ,,Probabilistyczny model do§wiadczenia”. Zawarto
tu okreslenie pojecia matematyczny model doswiadczenia losowego. Przyblizajac
to pojecie, autorzy najpierw ukazuja, w jaki sposéb nalezy skonstruowaé¢ model
doswiadczenia losowego. Konstrukcja ta rozpoczyna sie od wyznaczenia zbioru
mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego. Czytamy tu, ze: Zbior zawierajgcy
wszystkie mozliwe wyniki doswiadczenia nazywamy zbiorem zdarzen elemen-
tarnych i zazwyczaj oznaczamy literg 2. Nalezy jednak pamietadé, ze przy wyborze
zbioru zdarzen elementarnych mozliwa jest pewna dowolnosé. [Zbior] (...) § jest
listq zawierajgcq wszystkie mozliwe wyniki. Wykluczajg sie one wzajemnie, zas
w kazdym doswiadczeniu realizuje sie doktadnie jeden wynik, czyli zdarzenie ele-
mentarne. Rdzne punkty widzenia na doswiadczenie mogq prowadzié do réznych
zbiorow zdarzen elementarnych. W dalszej czesci tego rozdziatu autorzy wpro-
wadzaja — najpierw intuicyjnie, a nastepnie aksjomatycznie — tak zwana liczbowq
charakterystyke stopnia mozliwosci zajscia zdarzenia z o-ciata zdarzen, ktéra na-
zywaja prawdopodobienistwem.

20Chodzi tu o wlasnos¢, aby dla kazdego zdarzenia A zwigzanego z doswiadczeniem losowym
prawdopodobienistwo P(A) bylo takie, aby w diugich seriach n powtdrzen w praktycznie iden-
tycznych warunkach rozpatrywanego doswiadczenia losowego zachodzita réwnosé vp(A) = P(A).
Symbol vy, (A) oznacza czestosé zdarzenia A w n powtorzeniach doswiadczenia (zob. Kubik, 1980,
s. 43).
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Dalej czytamy, ze: matematyczny model doswiadczenia losowego to trajka
(Q7 ‘F’ P)’

gdzie P jest prawdopodobienstwem okreslonym na pewnym o-ciele F podzbiorow
zbioru zdarzen elementarnych Q. Te tréjke nazywamy przestrzeniq probabili-
styczng.

W innej ksiazce (2002) tych samych autoréw odnajdujemy nieco ogoélniej sfor-
multowang definicje probabilistycznego modelu do$wiadczenia. Autorzy stwier-
dzaja, podobnie jak ma to miejsce we wcze$niej omawianej pozycji, ze matema-
tyczny model doSwiadczenia losowego to trdjka

(Q,F,P),

gdzie P jest przeliczalnie addytywng i nieujemng miarg unormowang, okreslong na
pewnym o-ciele podzbiordw zbioru zdarzen elementarnych 2. Te trdjke nazywamy
przestrzeniqg probabilistyczng.

W tym ujeciu przestrzen probabilistyczna nierozerwalnie taczy sie z matema-
tycznym modelem do$wiadczenia losowego (modelem probabilistycznym), a wiec
z jakim§ do$wiadczeniem losowym. Pojawia sie tu problem, czy dla kazdej a priori
zadanej trojki (Q, F, P) spelniajacej stosowne postulaty mozna wskazaé jakies do-
Swiadczenie losowe, ktorego jest ona matematycznym modelem, a wiec czy kazda
taka trojke mozna nazwaé przestrzenia probabilistyczna? Cze$ciowa odpowiedZ na
to pytanie — pozytywna w przypadku, gdy zbiér € jest co najwyzej przeliczalny —
mozna znalez¢ w pracy (Plocki, 2005a); bedzie mowa o tym w dalszej czesci tego
rozdziatu.

Nieco inne okreslenie modelu probabilistycznego odnajdujemy w pracach
A. Plockiego. W jego koncepcji (zob. np.: Plocki, 2005a; Plocki, 2005b; Ptocki,
2004) model probabilistyczny jest tu okreslany tylko dla tych sytuacji, gdy zbior
Q) jest co najwyzej przeliczalny. Istota tej filozofii okreslania modelu jest przyjecie
na samym poczatku, a wiec przed wprowadzaniem pojecia do$§wiadczenia loso-
wego definicji przestrzeni probabilistycznej ziarnistej jako obiektu stricto sensu
matematycznego. Przestrzen probabilistyczna ziarnista jest tu definiowana jako
para (Q,p), gdzie Q jest dowolnym niepustym (lub co najmniej dwu elemento-
wym) zbiorem, za$ funkcja p jest rozktadem prawdopodobienistwa na tym zbiorze
(zob. definicja ze strony 157). Dopiero po uksztaltowaniu pojecia przestrzeni
probabilistycznej ziarnistej autor wprowadza pojecie modelu probabilistycznego.

W ksiazce (Plocki, 2004) czytamy: przestrzeri probabilistyczna (2, p) jest mo-
delem probabilistycznym, albo krétko modelem doswiadczenia losowego jesli
- §Q jest zbiorem wszystkich wynikéw doswiadczenia losowego § oraz
- funkcja p przypisuje kazidemu wynikowi prawdopodobienistwo, z jakim doswiad-
czenie § moze zakoniczyé sie tym wynikiem?®.

Zwro¢my uwage na fakt, ze powyzsze stwierdzenie nie ma rangi matematyczne;j
definicji, gdyz nie o matematyczne pojecie tu chodzi.

W tej samej pozycji odnajdujemy tez definicje klasycznego modelu probabili-
stycznego. Czytamy tu, ze: Modelem probabilistycznym doswiadczenia losowego

21W innych swych publikacjach autor uzywa tez zapisu (Qs, ps), wskazujacego na dogwiadcze-
nie 4.
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jest klasyczna przestrzen probabilistyczna witedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyniki
tego doswiadczenia sq jednakowo prawdopodobne. Mowimy wowczas, Ze dosSwiad-
czenie ma klasyczny model probabilistyczny.

Wiecej informacji na temat sposobu konstrukecji modelu probabilistycznego
znajdujemy w innej pracy tego samego autora. Oprocz wspomnianej juz definicji,
czytamy tu: Przed wykonaniem doswiadczenia 0 (czyli a priori) mozna dla kazdego
wyniku probowaé ocenié prawdopodobienistwo, z jakim doswiadczenie zakorniczy sie
tym wynikiem. Dla kazdego wyniku bedziemy okreslaé liczbe wyrazajgcg stopien
pewnosci (a wiec szanse), ze doSwiadczenie § zakoriczy sie tym wynikiem. Mowa
tu wiec o funkcji ps ze zbioru Qs w zbior R i takiej, zZe liczba ps(w) jest prawdopo-
dobienstwem wyniku w (Ptocki, 2005b, s. 29-30). W tej samej pracy odnajdujemy
rowniez informacje, w jaki sposoéb mozna okresla¢ zbior wartosci funkeji ps (...).
Podstawg do ocen wartosci funkcji ps bedg na ogot pewne symetrie lub proporcje,
innym razem pewne miary (dtugosé, pole, czas, masa), czasem bedg to dane em-
piryczne. Symetrie i proporcje, a czasem takze miary, dotyczyé bedq przyrzqdéw
losujgcych, za pomocq ktorych przeprowadza sie doswiadczenie 6. W przypadku
kazdego ziarnistego doswiadczenia losowego wspomniana funkcja ps jest rozktadem
prawdopodobieristwa na zbiorze Qs jego wynikow. Tak okreslona para (Qs, ps) jest
zatem ziarnistq przestrzenig probabilistyczng.

Para (Qs,ps), o ktorej tu mowa, opisuje doswiadczenie losowe na gruncie ma-
tematyki, bo za pomocg obiektéw matematycznych (zbior i funkcja) jest ona niejako
Lbankiem informacji” o tym doswiadczeniu (Plocki, 2005b, s. 30).

Tworzenie modeli doswiadczen losowych jest fazag matematyzacji w procesie
rozwigzywania wielu zagadnien, ktorych rozwigzan poszukujemy na gruncie ra-
chunku prawdopodobienstwa. Jest to przedmiotem zainteresowania dydaktykéw
probabilistyki. A. Ptocki zwraca uwage na fakt, ze: UZzycie do przedstawienia
wyniku doSwiadczenia losowego takich matematycznych obiektow, jak roznego typu
funkcje, punkty prostej czy ptaszczyzny, zbiory, bgdZ liczby a przede wszystkim sam
proces kodowania srodkami matematycznymi pewnych informacyi nadajg temu eta-
powi modelowania doswiadczenia losowego charakter dziatalno$ci matematycznej
(Ptocki, 2005, s. 32).

W innej pracy tego samego autora opisany jest wazny etap procesu tworze-
nia modelu probabilistycznego realnej sytuacji, jakim jest schemat symulacyjny.
W trakcie uproszczen, abstrahowania od nieistotnych z probabilistycznego stano-
wiska aspektow, wyjsciowe zjawisko (doswiadczenie) losowe jawi sie jako schemat
urnowy, bgdZ jako losowe rozmieszczenie kul w szufladach, czy elementow na po-
numerowanych miejscach, a wiec jako dosSwiadczenie, ktore mozna realizowaé za
pomocg monet, talii kart, czy kostek. Schematyzacja prowadzi do innego kon-
kretnego doswiadczenia o juz wyraznych cechach matematycznych. To konkretne
doswiadczenie nazywamy ,schematem symulacyjnym” (Plocki, 2005b, s. 255).

W tej samej pracy odnajdujemy tez opis typowych przej$¢ od doswiadczenia
losowego do jego modelu probabilistycznego. Sa to:

— Droga bezposrednia a priori; model powstaje na drodze prostej idealizacji
przyrzadu losujacego.

— Droga #ozona a priori; matematyczne aspekty stanowiace podstawe mate-
matyzacji trzeba dopiero odkrywac.
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— Droga a priori via schemat symulacyjny; dla wyjSciowego doswiadczenia kon-
struujemy sposob jego symulacji za pomoca przyrzadéw losujacych o wyraznych
symetriach czy proporcjach.

— Droga bezposrednia a posteriori; model probabilistyczny uzyskiwany na dro-
dze estymacji.

— Droga bezposrednia a posteriori via schemat symulacyjny; model probabili-
styczny uzyskiwany na drodze estymacji, z etapem posrednim, ktérym jest pewien
schemat symulacyjny (por. Plocki, 2005b, s. 258-260).

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze A. Plocki, w przeciwienstwie do J. Ja-
kubowskiego i R. Sztencla, bardzo wyraznie odréznia przestrzen probabilistyczng
od modelu probabilistycznego do§wiadczenia losowego. Przestrzen probabilistycz-
na jest tu pojeciem matematycznym i takim, ktére nie musi kojarzyé¢ sie z ja-
kim$ doswiadczeniem losowym. Zgodnie z filozofia A. Plockiego (2005, s. 36):
Przestrzenie probabilistyczne przypominajg gotowe ,garnitury”. Teoria probabili-
styczna zagmuge sie ich tworzeniem, tj. ich ,szyciem”, niezaleznie od tego czy sq
one modelami jakichs doswiadczen losowych, czy nie. Dla konkretnego doswiad-
czenia losowego bedziemy z tej kolekcji wybieraé ,,garnitur wtasciwy”, ,pasujgcy” do
tego doswiadczenia. Ale najczesciej bedziemy dla konkretnego doswiadczenia ten
spasujgey garnitur” tworzyé, ,szyé na miare”.

A. Plocki wskazuje tez na zwiazek ziarnistej przestrzeni probabilistycznej z mo-
delem pewnych szczegblnych doswiadczen losowych. W pracy (2005a, s. 14-15)
wskazuje na fakty, ze:

— kazda skoriczona przestrzen probabilistyczna (€2, p), w ktorej funkcja p przyjmuje
wartosci wymierne, mozemy interpretowaé jako model losowania kuli z pewnej
urny;

— kazda skoiiczong przestrzen probabilistyczna mozna interpretowacé jako model
losowania sektora za pomoca pewnej ruletki.

Mamy tu wiec do czynienia z utozsamieniem skonczonej przestrzeni probabili-
stycznej z modelem losowania kuli z urny lub modelem losowania sektora ruletki.
Utozsamienie, o ktérym mowa, jest uzasadniane nastepujaca konstrukcja:

Zatozmy, ze (,p) jest przestrzeniq probabilistyczng, ze Q = {wi,wa, ..., ws}
i Ze wartosci funkcji p sq wymierne. Niech p(w;) = %’ dla 3 =1,2,3,...,s. Roz-
wazmy urne U, w ktorej jest m kul i k; kul ma etykiete w;, gdzie j =1,2,3,...,s.
Wynikiem losowania kuli z urny U jest etykieta wylosowanej kuli. Przestrzen pro-
babilistyczna (Q,p) jest modelem takiego losowania.

Jesli rozktad prawdopodobieristwa p na zbiorze ) = {w1,wa, ... ,ws} jest funk-
cjg o wartosciach rzeczywistych, to przestrzen probabilistyczna (2, p) jest modelem
losowania sektora za pomocq ruletki R, ktorej tarcza podzielona jest na s sektorow
z etykietami wi,wa, ... ,...Ws Pr2Yy CZYm

miara kgta sektora z etykietq w; dla i
aj=

Wi ) = ]_7 2, ey S.
P ]) miara kgta pelnego

Przestrzeni probabilistyczna moze by¢ konstruowana takze dla konkretnego do-
$wiadczenia losowego jako jego model probabilistyczny. Na ten fakt zwraca uwage
A. Plocki (2005b, s. 35-36), piszac, ze: Konstrukcja owej przestrzeni probabilistycz-
nej stanowi faze matematyzacji w procesie rozwigzywania pozamatematycznych
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problemow na gruncie rachunku prawdopodobienstwa. Jesli chcemy, aby taka prze-
strzen byta uzyteczna w przewidywaniu przysztych zdarzen lub przy formutowaniu
wtasciwych wnioskéw na podstawie faktu, zZe niektore zdarzenia juz zaszly, to po-
winna byé ona ,zgodna” z tg sytuacjg, powinna byé wiec modelem probabilistycz-
nym.

Z powyzszym pogladem koresponduje zdanie P. Zeidlera (1994), ktory stwier-
dza, ze: model teoretyczny jest konfrontowany z wynikami pomiaréw dokonywanych
na obiekcie fizycznym, ktore mozna nazwaé Swiatem doswiadczenia. Konfron-
tacja ta jest mozliwa wowczas, gdy wyniki pomiarow sq interpretowane na gruncie
teorii, ktora zarazem nadaje sens empiryczny modelowi teoretycznemu. To wtasnie
funkcja kodu interpretacyjnego umozliwia przektad wypowiedzi o modelu na wypo-
wiedzi o Swiecie doSwiadczenia. OkreSlenie adekwatnosci empirycznej modelu lub
chociazby stopnia jego empirycznego potwierdzenia, to stwierdzenie jego zgodnosci
ze Swiatem doswiadczenia.

Zgodnos$¢ modelu probabilistycznego z realng sytuacja w wielu przypadkach
rozstrzygamy ,a priori”, gdy wynika ona z oczywistych symetrii, proporcji lub in-
nych matematycznych cech przyrzqedu losujgcego. W innych sytuacjach te zgodnosé
weryfikujemy metodami statystycznymi (Major, Nawolska, 1999, s. 38). Tej zgod-
nodci nie da sie ani rozstrzygac, ani dekretowa¢ na gruncie matematyki.

Na koniec zwro¢my uwage na fakt, ze konstrukcja modelu probabilistycznego
jest waznym etapem procesu stosowania pojec¢ i metod stochastycznych do rozwig-
zywania problemow pozamatematycznych, a wiec jest integralng czesScig procesu
stosowania matematyki (por. Major, Nawolska, 1999, s. 38).

Warto tu zaznaczyé, ze prace A. Plockiego zwiazane z popularyzacja matema-
tyzacji w rachunku prawdopodobienistwa i statystyce matematycznej mialy duzy
wplyw na rozwoj dydaktyki stochastyki, a tym samym na sposob ksztatcenia na-
uczycieli matematyki i sposéb prezentowania tresci stochastycznych w podreczni-
kach szkolnych.

W historii probabilistyki rozwiazywanie probleméw dotyczacych pewnych do-
$wiadczen losowych w oderwaniu od ich probabilistycznych modeli lub przy przy-
jeciu nieadekwatnych modeli bylo Zzrédtem wielu paradokséw. Uzyskiwane wyniki
liczbowe pozostawaly w sprzecznosci z wiedza, na temat badanych doswiadczen,
pozyskiwana na drodze obserwacji. Mozna tu wspomnieé¢ o znanym paradoksie
kawalera de’Mere, paradoksie d’Alamberta, czy tez o klasycznym problemie trzech
komod (sekretarzyk Bertranda).

Umiejetno$é tworzenia modeli probabilistycznych jest szczegélnie wazna, gdyz
rozwigzywanie kazdego zadania z rachunku prawdopodobienstwa, w ktérym jest
mowa o pewnym doswiadczeniu losowym, musi rozpoczyna¢ sie od konstrukeji
probabilistycznego modelu tego do$wiadczenia. Konstrukcje modelu probabili-
stycznego doswiadczenia losowego mozna traktowaé jako tworcza aktywnos$¢ ma-
tematyczng.
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