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Abstract. In this paper we describe mathematical preparation of students
commencing mathematical studies at the Pedagogical University in the aca-
demic year 2005/06. We discuss interests and motivations to study (para-
graph 3). The research also focuses on the knowledge students beiieve to
have (paragraph 4). Their knowledge is verified while solving some standard
mathematical tasks by students.

Wstep

W latach 2003/04 oraz 2006/07 podczas zaje¢ z analizy matematycznej na
roku pierwszym na kierunku matematyka na éwczesnej Akademii Pedagogicznej,
a na obecnym Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie przeprowadzone byty
badania dotyczace przygotowania studentéw do studiowania matematyki.

Wybor oséb zaczynajgcych studia w latach 2003/04 i 2006/07 do przepro-
wadzenia badania nie byt przypadkowy. W roku 2003 przyszli na uczelnie absol-
wenci szkot Srednich jeszcze z czteroletniego liceum, ktére zostato zreformowane.
Natomiast w roku 2006 poddani badaniom byli absolwenci, ktérzy ukoniczyli juz
trzyletnig szkote ponadgimnazjalna.

Tematyka ta zostata podjeta z uwagi na fakt, ze po pierwsze analiza matema-
tyczna jest jednym z podstawowych przedmiotéw na wszystkich kierunkach stu-
didw, na ktérych wyktadana jest matematyka. Po drugie zmieniajgce sie programy
nauczania tego przedmiotu w szkotach ponadgimnazjalnych oraz zmniejszajacy sie
zakres tresci matematycznych w standardach maturalnych, przede wszystkim na
poziomie podstawowym, ale takze na rozszerzonym, powodujg, ze przyszli studenci
majg coraz mniejsze umiejetnosci matematyczne. Stawia to nowe wyzwania wykta-
dowcom analizy matematycznej, jak rowniez innych dzialéw matematyki, ktérzy
z jednej strony muszg uzupetnia¢ tresci znane dotychczas miodziezy ze szkoty
Sredniej, a z drugiej powinni zrealizowa¢ niematy program wyktadu.

Dlatego w prowadzonych badaniach szukano odpowiedzi na nastepujace pyta-
nia:
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1) Czy absolwenci szkot ponadgimnazjalnych, podejmujacy studia matematycz-
ne na naszej uczelni, maja wystarczajace motywacje i zainteresowania przed-
miotem nauczania?

2) Czy dysponuja niezbednymi do studiowania wiadomo$ciami z tego przed-
miotu, wyniesionymi ze szkoly ponadgimnazjalnej?

3) Czy posiadaja niezbedne umiejetnosci, takie jak umiejetnosé czytania ze zro-
zumieniem tekstu zadania, umiejetnosé logicznego myslenia, stosowania de-
finicji i twierdzen do rozwiazywania zadan i probleméw, postugiwania sie
rysunkiem oraz symbolami literowymi?

Uzyskanie choéby czesciowych odpowiedzi na powyzsze pytania badawcze moze
by¢ pozyteczne przy ocenie wyniesionego ze szkoty ponadgimnazjalnej przygotowa-
nia do studiowania matematyki. Informacje te sa rowniez pomocne nauczycielom
akademickim do prowadzenia skutecznej dziatalnosci dydaktycznej.

Opis badan, wnioski i hipotezy badawcze z roku 2003 /04 zostaly opublikowane
w pracy (Powazka, 2006). W obecnej pracy przedstawiono wyniki badan z roku
akademickiego 2006/07.

Badania tego typu prowadzone byly w réznych krajach. Ich autorzy podejmo-
wali proby poszukiwania efektywnych sposobéw wprowadzania studentéw w zagad-
nienia matematyki wyzszej, a w szczegélnosci w tematyke analizy matematyczne;j.
Odnotujmy w tym miejscu prace naukowcow amerykanskich (np.: Burton, 1977;
Mahavier, 1999; Parker, 1992), angielskich (np.: Even, 1990; Even, 1993; Sfard,
1991; Tall, Vinner, 1981), stowackich (np.: Fulier, 2001; Fulier, Guncaga, 2006; Gu-
néaga, 2001; Guncaga, 2008) oraz wyniki wspolnych badan naukowcéw stowackich
i czeskich (Guncaga, Fulier, Eisenmann, 2008).

1. Omdwienie narzedzi badawczych

W tej czeSci pracy zaprezentujemy narzedzia badawcze zastosowane do ob-
serwacji wiedzy deklaratywnej, jak réwniez pewnych podstawowych umiejetnosci
matematycznych oséb bioracych udziat w badaniach.

Narzedziami badawczymi byly: obserwacja naturalna postaw studentéw w cza-
sie zaje¢, obserwacja indywidualna podczas rozméw z wybranymi studentami oraz
analiza wytworéw ich dzialania wykonana na podstawie prac pisemnych w réznych
momentach procesu dydaktycznego i ankiety sondazowej dotyczacej waznych, mo-
im zdaniem, zagadnient majacych wplyw na proces ksztaltowania sie w §wiadomo-
Sci studentéw pojeé¢ matematycznych. Naleza do nich:

— przygotowanie do studiowania matematyki wyniesione ze szkoty ponadgim-
nazjalnej,

— zainteresowanie matematyka i motywacje do jej studiowania,

— trudno$ci w rozumieniu podstawowych poje¢ matematycznych,

— trudno$ci w postugiwaniu sie jezykiem matematycznym, a w szczegblnosci
symbolami literowymi.
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Pelny tekst zastosowanej ankiety znajduje sie w Aneksie na koricu pracy. Skta-
data sie z 10 polecen. Polecenia: 1, 3, 5 ankiety mialy na celu ustalenie, z jakich
szkot przychodzili kandydaci na pierwszy rok studiéw matematycznych, jakie bytly
ich motywacje wyboru studiéw na naszej uczelni oraz ktore z tresci z analizy mate-
matycznej, znanych im ze szkoty ponadgimnazjalnej, zaciekawity ich najbardzie;j.

Polecenia: 2 i 4 dotyczyly wiedzy deklaratywnej studentow.

Sprawdzeniu umiejetnosci zredagowania przez uczestniczacych w badaniach
znanych im definicji i twierdzen shuzyty polecenia: 6 i 7. Weryfikacja podstawo-
wych umiejetnosci rachunkowych zwigzanych z rozwiazywaniem nieréwnosci wy-
miernych, jak tez réwnan i nieréwno$ci z wartoscia bezwzgledng oraz postugiwania
sie symbolika literowa byla celem polecen: 7, 8, 10.

Wazna umiejetnoscia jest interpretacja geometryczna podanych informacji za-
pisanych jezykiem stéw i symboli matematycznych. Pytanie 9 ankiety dotyczylo
badania tej umiejetnosci.

2. Uwagi o badanych studentach, ich motywacjach do studiowania
i zainteresowaniach tresciami analizy matematycznej

Zauwazmy najpierw, ze do naszej uczelni rekrutowana jest mlodziez pocho-
dzaca przede wszystkim z wojewodztwa maltopolskiego i wojewddztw sasiednich.
W roku 2006 rekrutowani byli kandydaci na dwie specjalno$ci: matematyke z in-
formatyka i matematyke z rewalidacja. Na pierwszy rok studiéw przyjeto lacznie
137 studentow, przy czym 96% tej liczby to absolwenci liceéw ogolnoksztalcacych
lub profilowanych.

W badaniach ankietowych uczestniczyto 119 oséb, ktoére dla celéw analizy wy-
nikéw zostaly podzielone na cztery grupy. Do grupy pierwszej (Gr. I) zaliczono 37
absolwentow licedw ogolnoksztatcacych z klas matematycznych lub matematycz-
no-fizycznych. Grupe druga (Gr. II) utworzono z 56 0so6b z klas matematyczno-in-
formatycznych. Grupe trzecig (Gr. IIT) stanowito 15 absolwentow z klas o profilu
ogblnym, a grupe czwarta (Gr. IV) 11 maturzystow z technikow, najczesciej eko-
nomicznych, oraz z liceéw z klas o profilu humanistycznym. Odpowiedzi studentdw
dotyczace motywacji studiowania matematyki na naszej uczelni mozna podzieli¢
na nastepujace grupy:

a) Sama matematyka. Zaliczam do nich zainteresowania wywolane réznymi
problemami matematycznymi, jak réwniez zaskakujacymi i interesujacymi
sposobami ich rozwigzywania oraz fascynacje logiczng budowa przedmio-
tu. Czesé respondentow deklarowala zainteresowanie rozwigzywaniem zadan,
zwlaszcza takich, ktore sprawialy im trudnosé.

b) Nauczanie matematyki na poziomie szkolnym. Wymieni¢ tu nalezy
stwierdzenie studentoéw (14 0séb), ze matematyka nie stwarzala im trudnosci
lub umieli ja lepiej niz inne przedmioty. Odnotujmy takze takie stwierdze-
nie: Chee studiowaé matematyke, poniewaz dobrze wypadta mi matura z tego
przedmiotu na poziomie podstawowym. Analiza odpowiedzi ankiety pokazala
aktualno$¢ stwierdzenia Z. Krygowskiej (1977, s. 3), ze uczen tworzy sobie
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takq koncepcje matematyki, joka mu sie ukazuje przez pryzmat rozwigzywa-
nych przez niego zadan. Ankietowani (32 osoby) deklarowali, ze bardzo lubia
matematyke, ale nie zawsze uzasadniali, z jakich powodéw. Pojawito sie row-
niez wyjasnienie w pewnym sensie negatywne: nie lubie innych przedmiotow,
lubie matematyke.

¢) Plany odnosnie do przyszlej dzialalnosci zawodowej. Wérod ankieto-
wanych byto 26 oséb, ktére wybraty studia na uczelni pedagogicznej, gdyz
chca w przyszlosci uczy¢é matematyki. Powolywali sie niekiedy na wzorce
swych nauczycieli lub rodzicow. Wérod nich znalazty sie osoby, ktore przy-
znawaly sie do pomocy mlodszym od siebie w uczeniu sie matematyki. Byli
jednak i tacy, ktorzy wiazali z wybranym kierunkiem studiéw nadzieje na
dobra prace poza szkots.

d) Osobowosé studenta. Wymienimy tu kilka stwierdzen $wiadczacych o pew-
nej dojrzatosci ich autoréw. Zaliczam do nich miedzy innymi deklarowana
cheé rozwijania swoich umiejetno$ci matematycznych, che¢ sprawdzenia wta-
snych mozliwo$ci i wiadomosci oraz stwierdzenie o Scistosci wlasnego umystu.
Jeden z respondentéw napisal: Od najmtodszych lat bytem mitosnikiem ma-
tematyki. Nie sprawiata mi ona wiekszych probleméw. Zawsze chciatem po-
szerzyé zakres mojej wiedzy i doswiadczenie. Obok tych wypowiedzi znalazty
sie i takie, ktore deklarowaly realizacje marzen o studiowaniu matematy-
ki, jak réwniez pewnego buntu w stosunku do podstawowej umiejetnosci,
jaka jest czytanie. Student napisal: nie lubie czytaé i uczyé sie z ksigzek,
a w matematyce tego nie trzeba robié. Odnotujmy tez wypowiedZz respon-
dentki, §wiadczaca o niepewnosci o losy jej studiow: Kierowatam sie tym, ze
lubitam matematyke w szkole sredniej, ale nie wiem jak to bedzie na studiach,
wydaje mi sie, ze nie bedzie tak kolorowo.

Pedagogika uczy, ze wiodaca role w rozwijaniu uzdolnien cztowieka odgrywaja
zainteresowania (Szewczuk, 1993):

O tym, jakie uzdolnienia rozwing sie u jednostki, decyduje cato-
ksztatt wptywow jej otoczenia spotecznego. Wiodgcg role odgrywajg tu-
taj zainteresowania. One koncentrujg jej aktywnos$é na okreslonych kie-
runkach dziatalnosci, angazujg jej osobowosé, a w procesie samej dzia-
talnos$ci rozwijajq sie jej zdolnosSci ogolne zwigzane $cisle z trescig dzia-
talnosci i poprzez to konstytuujgce jej uzdolnienia.

Wynika stad zasadno$¢ pytania o zainteresowania studentéw. W odpowiedzi na to
pytanie ankietowani podali najbardziej interesujace ich tresci omawianego przed-
miotu (tabela 1).

Analizujac dane zamieszczone w tabeli 1 nalezy zauwazy¢, ze 51% absolwen-
tow z klas matematyczno-fizycznych i 41% absolwentow z klas matematyczno-in-
formatycznych do zagadnien, ktore najbardziej ich zainteresowaly, zaliczylo po-
chodng funkcji (19 oséb z 37 i 23 osoby z 56, poz. 1 z tej tabeli). Druga grupe
zagadnien budzacych zainteresowania tych studentéw stanowily: pojecie funkcji,
funkcja logarytmiczna, warto$¢ bezwzgledna, funkcja wyktadnicza i ciagi liczbo-
we (poz. 2, 3, 5, 6, 7 w omawianej tabeli). W pierwszej grupie badanych (Gr. 1)
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kazdy z tych tematow zainteresowal srednio 23% badanych, a w grupie drugiej
(Gr. II) porownywalnie — 22% respondentow. Wszystkie te zagadnienia, z wyjat-
kiem ciaglosci funkcji, naleza do kanonu zadaii maturalnych. Sa to interesujace
zagadnienia matematyczne zwigzane z pewnymi algorytmami. Zachodzi pytanie,
co zadecydowalo o wyborze tych tematoéw: pojecia czy rachunki? W wyniku natu-
ralnej obserwacji badanych podczas zaje¢ mozna sformutowaé hipoteze, ze zagad-
nienia wymagajace operowania pojeciami w ciekawszych rozumowaniach nie cie-
szyly sie, jak widaé¢, wiekszym zainteresowaniem ankietowanych studentéow. Fakt
ten potwierdzaja, obok danych z tabeli 1, rowniez dalsze rozwazania w tej pra-
cy oraz wyniki innych badan. Pokazuja one, ze postugiwanie sie podstawowymi
pojeciami analizy matematycznej sprawialo studentom spore trudnosci (Major,
Powazka, 2006; Powazka, 2007a; Powazka, 2007b; Powazka, 2009).

Tabela 1. Zagadnienia matematyczne interesujace studentéow

Lp. | Zagadnienie Gr.I | Gr.II | Gr. IIT | Gr. IV
1 Pochodna funkcji 19 23 1 4
2 Funkcja 10 16 4 4
3 Funkcja logarytmiczna 10 12 4 2
4 Ciagtosc¢ funkcji 10 6 2 5
5 Wartoé¢ bezwzgledna 9 12 2 2
6 Ciagi liczbowe 7 11 0 0
7 Funkcja wyktadnicza 7 12 4 2
8 Granica funkcji 5 6 0 2
9 Badanie funkcji 2 3 2 0
10 Indukcja 2 13 1 1
11 Funkcja odwrotna 2 0 0 0
12 Roéznowartoéciowosé 2 2 3 0
13 Zbiory ograniczone i nieograniczone | 1 3 0 0
14 | Funkcja kwadratowa 1 1 0 0
15 Obraz zbioru 0 1 0 0

3. Omowienie wynikéw badan wiedzy deklaratywnej studentéw z ana-
lizy matematycznej na poczatku ich studidéw

W tej czesci pracy oméwimy odpowiedzi studentéw na pytania 2 i 4 ankiety
sondazowej.

W podstawie programowej obowiazujacej w latach 2004-2006 zmniejszono za-
kres wielu dzialéw matematyki, ktore dotychczas byly opracowywane w szkole
Sredniej. Wiadomo, ze w niektérych szkotach, zwlaszcza w klasach matematycz-
nych, obowiazywaly programy autorskie. Z tego powodu zapytano studentéw o pre-
ferencje wybranych zagadnien lub dzialéw z matematyki, nazwanej tu umownie
szkolna, ktérych znajomosé jest potrzebna w studiowaniu réznych przedmiotow
matematycznych. Uzyskane wyniki przedstawia rysunek 1.

Na tym rysunku na osi poziomej oznaczono liczbami od 1 do 13 nazwy zagad-
nieri z tabeli 6 (zob. Aneks). Na osi pionowe]j zaznaczono §rednia liczbe punktow,
jakie przypisywali studenci poszczegélnym dzialom z zachowaniem zasady, ze im
mniejsza liczba, tym bardziej ulubione jest zagadnienie przez ankietowanych.
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W uktadzie wspoétrzednych na rysunku 1 zaznaczono cztery wykresy prezen-
tujace odpowiedzi studentéw, ktérzy zdawali mature w roku 2006 odpowiednio
w kazdej z czterech grup: absolwenci z klas matematycznych lub matematycz-
no-fizycznych (seria 1), z klas o profilu matematyczno-informatycznym (seria 2),
z klas o profilu ogélnym (seria 3), z technikéw ekonomicznych lub z klas licealnych
o profilu humanistycznym (seria 4).

Okazalo sie, ze studenci w kazdej grupie za jednakowo tubiane uznali zagad-
nienia o numerach: 4, 5, 6, 9. Zauwazmy bowiem, ze wykresy na rysunku 1w prze-
dziale [4, 6] oraz w punkcie o pierwszej wspo6trzednej réwnej 9 niewiele réznig sie
od siebie.

Nieco wigksze réznice w preferencjach poszczegdinych grup badanych obserwu-
jemy w pozycjach: 1, 2, 10, 11, 12, 13. Natomiast najwieksze rozbieznosci pojawity
sie przy zagadnieniach 3i 7 z tej tabeli. Sprobujmy zastanowi¢ sie nad przyczynami
takiej sytuaciji.

Zagadnienia o numerach: 4, 5, 6, 7, 8i 9, to typowe dziaty rachunkowe zwigza-
ne z ¢wiczeniem umiejetnosci stosowania odpowiednich algorytméw. Najbardziej
ulubione przez wszystkich respondentéw byty réwnania oraz nieréwnosci pierwsze-
go lub drugiego stopnia z jedng niewiadomg, a nastepnie réwnania i nierbwnosci
z wartoscig bezwzgledng. Wyniki uzyskane w poszczegolnych grupach sa nieco
zréznicowane, ale jest to zrozumiale, gdyz w réznych typach klas materiat ten
mogt by¢ opracowywany na réznym poziomie. Zapewne ankietowani mieli tu na
mysli proste zadania bez dyskutowania réwnan i nierébwnosci z parametrem. Jak
wskazujg bowiem badania prowadzone w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Pe-
dagogicznego w Krakowie (Czaplinska, 2003; Major, 2006a; Major, 2006b), z tego
typu réwnaniami ci sami respondenci mieli duze trudnosci.

Odnotujmy réwniez i to, ze widoczna na rysunku 1 wyrazna réznica w te-
macie 7 - rownan i nierownosci wyktadniczych i logarytmicznych dotyczy przede
wszystkim miodziezy z klas humanistycznych lub technikéw, ktéra tych tresci nie
miata na lekcjach i wybierajgc sie na studia matematyczne, zapewne opracowy-
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wala je samodzielnie. Natomiast absolwenci z klas o profilu ogélnym poznawali
jedynie proste przykltady tych réwnan oraz nieréwnoéci i zapewne dlatego uznali
ten material za w miare nietrudny.

Liczba 3 oznaczono na omawianym rysunku badanie funkcji z wykorzystaniem
rachunku rézniczkowego. Material ten pozostal jedynie w klasach matematycz-
nych i zapoznaja sie z nim osoby, ktére pragna zdawaé mature z matematyki
na poziomie rozszerzonym. Nic tez dziwnego, ze absolwenci klas o profilu huma-
nistycznym lub absolwenci technikéw ekonomicznych nie preferowali tych tresci.
Pewnym zaskoczeniem jest fakt, ze uznali je za trudne absolwenci klas matematycz-
no-informatycznych, ktoérzy do obliczania pochodnych i badania wykreséw funkcji
powinni byli uzywaé¢ komputera. By¢ moze dali w ten sposéb do zrozumienia, ze
gdyby musieli co$ policzy¢ bez tego narzedzia, to mieliby z tym trudnosci.

Z rysunku 1 wynika, ze z wyjatkiem tematu 3, nie ma istotnych réznic w pre-
ferencjach badanych zagadnienn miedzy absolwentami klas matematycznych lub
matematyczno-fizycznych a absolwentami klas o profilu matematyczno-informa-
tycznym (tamane obrazujace wyniki serii 1 i 2 w zasadzie nie odchylaja sie od
siebie).

W omawianych badaniach studenci zgodnie uznali za material trudny zbiez-
noéc¢ ciagdéw, geometrie analityczna, planimetrie, stereometrie i rachunek prawdo-
podobienstwa.

Nalezy odnotowaé, ze w analizowanych wynikach badan wszystkie grupy zgod-
nie typowaty rachunek prawdopodobienistwa za najmniej lubiany. Jest tak zapewne
dlatego, ze ankietowani studenci nie dostrzegali specyfiki poje¢ probabilistycznych
i bogactwa zawartej w nich matematyki (Major, 2006¢; Major, 2007).

Odpowiadajac w ankiecie na pytanie 4, studenci ujawnili, ktére z poje¢ ma-
tematycznych wystepujacych w wykladzie analizy byly im juz znane ze szkoly
ponadgimnazjalnej oraz ktére pojecia sprawily im trudnosci. W celu uzyskania
tych informacji przedstawiono uczestnikom badan liste 27 zagadnien (tabela 7
w pytaniu 4) wchodzacych w tematyke wykladu. Badani mieli zaznaczy¢ krzyzy-
kiem w trzeciej kolumnie tej tabeli pojecia znane im ze szkoly ponadgimnazjalnej,
a w czwartej kolumnie tej tabeli w taki sam sposéb te, ktére sprawity im trudnosé.
Zbierajac wyniki ze wszystkich ankiet, kazdemu z haset od 1 do 27 przyporzad-
kowano pare liczb. Pierwsza z nich oznacza liczbe os6b z badanej grupy, ktore
poznaly to pojecie w szkole ponadgimnazjalnej, a druga — liczbe oséb z tej grupy,
ktora miata trudnosci z tym hastem. Otrzymane w ten sposéb wyniki umieszczone
w ukladzie wspolrzednych utworzylty dla kazdej z czterech grup badanych swoista
mape wiadomosci z analizy matematycznej. Na osi poziomej tego uktadu zazna-
czono dane dotyczace znajomosci pojecia w rozwazanej grupie badanych, a na osi
pionowej dane o trudnosciach, jakie to pojecie sprawito badanym.

Ponizej prezentujemy mape wiadomosci z analizy matematycznej absolwentow
klas matematycznych lub matematyczno-fizycznych i absolwentéw klas matema-
tyczno-informatycznych z roku 2006/07 bioracych udzial w badaniach. W celu
poréwnania wynikéw obie mapy umieszczono w jednym ukltadzie wspédlrzednych,
przy czym odpowiedzi absolwentéw z grupy I oznaczaja liczby zaznaczone z lewej
strony gwiazdek, a odpowiedzi absolwentow z grupy II liczby znajdujace sie pod
czarnymi trojkacikami.
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Rysunek 2. Mapa wiadomosci z analizy matematycznej absolwentéw klas matematycznych
i matematyczno-informatycznych.

Z programOw nauczania w réznych typach klas szkoly ponadgimnazjalnej wy-
nika, ze przygotowanie do studiowania analizy matematycznej absolwentéw klas
o profilu ogélnym, humanistycznym lub technikum jest duzo mniejsze od absol-
wentéw klas matematycznych. Z uwagi na zbyt malg liczbe respondentéw z tych
dwu grup nie bedziemy analizowa¢ otrzymanych wynikéw badan w tych grupach.

Absolwenci klas matematycznych i matematyczno-fizycznych wskazali na 12
tematéw z przedstawionej w pytaniu 4 listy, ktére byty im znane ze szkoly ponad-
gimnazjalnej. Byly to zagadnienia: 3, 5, 10, 11, 14, 16, 18, 22, 23, 25, 26, 27 (tabela
7). Nalezy zauwazy¢, ze zagadnien tych jest mniej niz pojawito sie w podobnych
badaniach z roku 2003/04 (Powagzka, 2006). Nie jest to zaskoczeniem, poniewaz
zmienione zostaly standardy nauczania matematyki, co w konsekwencji spowodo-
wato zmniejszenie liczby pojec i twierdzen z analizy matematycznej omawianych
w szkotach ponadgimnazjalnych.

Zmniejszyla sie tez, w pordwnaniu z rokiem 2003/04, liczba tematéw uzna-
nych przez badanych za tatwe. W roku 2006/07 byly nimi tematy: 1, 5 6, 24
(tabela 7). Zauwazmy, ze wérdd tych tematéw, ktére nie sprawialy badanym wiek-
szych trudnosci znalazly sie takie, ktérym towarzysza nieskomplikowane procedury
algorytmiczne. Prawdopodobnie wiasnie z tego powodu byty postrzegane jako nie-
trudne.

Do tresci trudnych ankietowani studenci zaliczyli zagadnienia: 2, 3, 6, 15, 17,
19, 20, 27 (tabela 7). Wszystkie te hasta nie znajdujg sie juz w programie szkoty
ponadgimnazjalnej, respondenci mogli je zatem spotkac jedynie na zajeciach kétek
matematycznych lub podczas samodzielnej lektury.

Bardzo podobna jest mapa wiadomosci z analizy matematycznej absolwentow
klas matematyczno-informatycznych (czarne tréjkaciki na rysunku 2) do mapy
tych wiadomosci dla absolwentéw klas matematycznych i matematyczno-fizycz-
nych (gwiazdki na rysunku 2). Zwraca uwage fakt, ze absolwenci tych klas zgodnie
uznali twierdzenie o indukcji jako znane, ale sprawiajgce trudnosci. Fakt ten nie
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dziwi z uwagi na ztozona strukture logiczna tego twierdzenia.

Wazne dla analizy matematycznej sa pojecia wartosci bezwzglednej i funkcji
wyktadniczej (11, 13, tabela 7). W badaniach z roku 2003/04 studenci uznali te
pojecia za tatwe (Powazka, 2006), cho¢ nie potwierdzaja tej opinii badania J. Major
(2006a; 2006b) oraz J. Major i Z. Powazki (2006) dotyczace wartosci bezwzgledne;j.
Natomiast ankietowani w roku 2006,/07 zaliczyli te pojecia do $rednio trudnych.

Odnotujmy na koniec tej czesci pracy, ze podobnie jak w odpowiedziach na py-
tanie 2, absolwenci klas matematyczno-informatycznych, odpowiadajac na pytanie
4, zaliczyli badanie funkcji (zagadnienie 27, tabela 7) do trudnych zagadnien.

4. Analiza wynikéw badan dotyczgcych znajomosci wybranych pojec
i twierdzen matematycznych

W omawianej ankiecie znalazlo sie 5 pytan badajacych stopieii opanowania
wiedzy matematycznej wyniesionej ze szkoly ponadgimnazjalnej. Byly to pytania
6-10 (zob. Aneks). Dotyczyly one znajomosci definicji oraz twierdzen, umiejetno-
Sci zapisu symbolicznego prostych wyrazen wraz z interpretacja geometryczna ich
tredci i rozwiazania kilku réwnan i nieréwnoéci. W tej czesci pracy przedstawimy
uzyskane wyniki.

Jednym z waznych aspektéw matematycznej aktywnosci jest definiowanie, in-
terpretowanie i racjonalne stosowanie definicji (Krygowska, 1986). Badania J. Ma-
jor i M. Majora (2009) ujawnily, ze studenci nie zawsze rozumieja budowe i zna-
czenie definicji pojecia matematycznego. Z tego powodu zapewne powstajg rozne
nieporozumienia i btedy. Charakterystyka rodzajow btedéw popelnianych przy de-
finiowaniu lub stosowaniu definicji znajduje sie w ksiazce H. Siwek (2005, s. 82-85).

W pytaniu 6 ankiety poproszono studentéw o podanie definicji trzech pojeé,
ktore sprawily im najmniej trudnoéci w dotychczasowej edukacji. Na 119 bada-
nych 41 oséb nie udzielilo odpowiedzi na to pytanie. W tej liczbie sa tez takie
odpowiedzi, w ktérych podano tylko same nazwy poje¢ bez stosownych okreslen.
Pozostali respondenci nie zawsze podawali okreslenia trzech poje¢. Zaskoczeniem
byly nastepujace pojedyncze wypowiedzi absolwentéw klas matematycznych lub
matematyczno-informatycznych:

o Nie uczylismy sie definicji na pamieé (2 osoby).
o Nie pamietam definicji (3 osoby).

Prezentowane tu wypowiedzi sg wprawdzie w mniejszosci, ale z uwagi na fakt,
ze prawie polowa ankietowanych (41 osob) nie odpowiedziala na to pytanie, ujaw-
niaja sposoéb postrzegania przez uczniéw matematyki w szkole ponadgimnazjalne;j.
Mozna zaryzykowaé stwierdzenie, ze ograniczaja oni swoja znajomosé matematyki
do umiejetnodci rozwiazywania pewnych typéw zadan, a nie interesuje ich glebsze
rozumienie jej tresci. By¢ moze na takie uczenie sie ma wplyw forma sprawdzania
wiadomos$ci na egzaminach po gimnazjum i maturze, w ktoérych o sukcesie decy-
duje w duzej mierze trening w rozwigzywaniu wielu podobnych zestawéw zadan.
Analiza otrzymanych odpowiedzi pozwolitla na stworzenie zbioru poje¢, ktérych
definicje, zdaniem studentéw, nie sprawity im wiekszych trudnosci. Dane te za-
mieszczono w ponizsze] tabeli.
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Tabela 2. Pojecia zaproponowane przez studentow

Lp. | Nazwa pojecia Gr.I| Gr.II | Gr. III | Gr. IV | Razem
1 Wartoé¢ bezwzgledna 11 14 3 4 32
2 Funkcja 11 22 2 9 44
3 Roéznowartoéciowosé 8 11 3 3 25
4 Funkcja wyktadnicza 1 2 0 1 4
5 Funkcja logarytmiczna | 4 0 0 1 5
6 Funkcja odwrotna 3 2 0 0 5
7 Ciag arytmetyczny 2 2 0 0 4
8 Ciag geometryczny 2 2 0 0 4
9 Ciag liczbowy 0 2 1 0 3
10 Pochodna funkcji 1 0 0 1 2
11 Zbiory ograniczone 0 1 0 1 2

7 danych podanych w tabeli 2 wynika, ze absolwenci klas matematycznych
i matematyczno-informatycznych (grupy I i II) podali wiecej poje¢ niz badani
z grup III i IV. Fakt ten mogtby napawac¢ optymizmem, gdyby wszystkie podane
definicje byty poprawne. Tak sie jednak nie stalo. Uzyskane odpowiedzi mozna
podzieli¢ na kilka grup.

Do pierwszej grupy zaliczamy pojecia, ktorych definicje zostaty napisane po-
prawnie. W tej grupie znalazta sie tylko wiekszos¢ sformutowan pojecia funkcji,
wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej lub réznowarto$ciowosci funkcji. Warto
odnotowaé, ze studenci podali dwie rézne definicje wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej: wielonormowa i metryczng (odlegtosé liczby rzeczywistej od 0).

Do grupy drugiej zaliczamy sformulowania z brakami formalnymi (brak nie-
zbednych kwantyfikatorow, sp6jnikéw logicznych, nazw zbioréw, na ktoérych okre-
§lona jest lub przyjmuje wartosci funkcja, brak zalozeni). W tej grupie znalazly sie
niektore definicje poje¢: réznowartosciowosci funkceji, ciggu arytmetycznego lub
geometrycznego, funkcji logarytmicznej, logarytmu. Oto przykltad okreslenia loga-
rytmu:

o log, b = c mozna zapisaé, Ze to jest b = a°.

W trzeciej grupie znalazty sie definicje za waskie, np. definicja wartosci bez-
wzglednej jedynie dla liczb dodatnich lub jedynie dla liczb ujemnych. Przyktadem
takiej definicji jest réwniez nastepujace okreslenie pojecia funkcji:

o Funkcja — przyporzadkowanie wartosciom ze zbioru A tylko jednego argumen-
tu ze zbioru B.

Wypowiedz ta okresla funkcje staly, a nie dowolna funkcje. Ponadto pomylone
zostaly nazwy elementéw dziedziny i zbioru wartoéci. Btad w tej wypowiedzi polega
na zlej kolejnosci kwantyfikatoréw duzego i matego.

Do grupy czwartej zaliczamy tzw. definicje za szerokie. Oto przykltady takich
wypowiedzi:

o Funkcja to przyporzqdkowanie dla jednego argumentu doktadnie jednej war-
tosci.
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e Riznowartosciowosé funkcji wystepuje wtedy, gdy jednemu argumentowi przy-
porzgdkowana jest tylko jedna warto$é i na odwrdt.

W obu cytowanych stwierdzeniach postuluje sie zachodzenie stosownej wlasnosci
przyporzadkowania tylko w jednym punkcie, a nie w catej dziedzinie.

Grupe piata stanowia wypowiedzi, ktore nie sg definicjami pojecia, ale zawiera-
ja pewne elementy jego obrazu (Bugajska-Jaszczott, Treliriski, 2002; Major, 2006a).
Oto kilka przyktadéw takich stwierdzen:

o Warto$é bezwzgledna przyjmuge tylko warto$é dodatnig.
o Wartosé bezwzgledna liczby ujemnej jest liczbg dodatnig.
o Funkcja jest parzysta, gdy jest symetryczna wzgledem osi OY .

Szdsta grupe tworza takie wypowiedzi, w ktérych zamiast pojecia podano je-
dynie jego symbol, majac zapewne przekonanie, ze sam symbol bez dodatkowych
objasnien jest definicja pojecia. Przykladami takich wypowiedzi sa:

e y=a", acR,
e y=ax+b,a,becR.

Do grupy si6édmej zaliczone zostaly wypowiedzi btedne lub catkowicie btedne,
§wiadczace o niezrozumieniu przez ich autoréw uzywanych pojec:

o Funkcja wyktadnicza — y = x®.
o Funkcja jest ciggla, gdy jej warto$ci wzrastajg przy wzroScie argumentow.
o Funkcja odwrotna jest funkcja typu % dla funkcji .

o Indukcja — sposdb dowodzenia twierdzen zaczynajgcy sie od tezy, zatozZenia,
a koticzgcey sie na dowodzie.

Analizujac odpowiedzi badanych na pytanie 7 ankiety dotyczace znajomosci
twierdzen, nalezy odnotowac fakt, ze az 91 oséb nie zacytowalo zadnego twierdze-
nia znanego im z wcze$niejszego etapu edukacji.

Wsrod otrzymanych wypowiedzi pojawito sie zamiast twierdzen kilka definicji
pojeé, np. okreslenie funkcji lub wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej. Moze
to oznaczaé, ze ich autorzy nie odrézniaja definicji od twierdzenia.

W jednej z ankiet podano jeden z aksjomatéw geometrii. Poniewaz w obecnym
nauczaniu nie akcentuje sie aksjomatyki tego dziatu, wiec stwierdzenie to zostalto
zaliczone do odpowiedzi poprawnych. Obok nich pojawity sie wypowiedzi, ktére po
doprecyzowaniu zatozen sa zdaniami prawdziwymi. Oto kilka takich przyktadéw:

o Jezeli funkcja ma asymptote poziomg, to nie ma asymptoty ukosnej.
o Jezeli funkcja jest ciggta, to ma granice.

o ¢ <0 & ab<0.
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Zacytujmy jeszcze kilka stwierdzen podanych przez ankietowanych, ktére sa
zdaniami prawdziwymi:

o Jezeli cigg jest arytmetyczny, to a1 + as = 2as.
o Funkcja jest ciggla, jezeli jest rozniczkowalna.

o Aby istniata funkcja odwrotna do danej, to dana funkcja musi byé réznowar-
tosciowa.

. logagzlogab—logac, a>0,b>0,c>0,a#1.

Badanie wykazalo, ze ankietowani w wiekszoSci nie potrafili poprawnie sfor-
mulowaé¢ twierdzen, ktére chcieli zacytowaé. Obserwujac tych studentéw przez
kolejne lata studiéw, mozna stwierdzi¢, ze wielu z nich potrafito nadrobié¢ braki
swego przygotowania do studiéw. Wymagato to jednak z ich strony bardzo duzego
naktadu pracy.

Wazna umiejetnoscia przy studiowaniu matematyki jest postugiwanie sie sym-
bolami literowymi. Pojawiaja sie one w prawie wszystkich definicjach i twierdze-
niach kazdego z dzialé6w matematyki. S. Turnau w swej ksiazce (1990, s. 159)
zauwaza:

O znaczeniu liter w tekscie algebraicznym decyduje wiec kontekst,
faza rozumowania, subiektywna interpretacja, ale takzie zwyczaje od-
noszgce sie do rodzaju uzytych liter. Stowa te mozna odnie$é takze do
symboliki literowej uzywanej w innych dziatach matematyki w tym row-
niez w analizie matematycznej.

Jak pokazuja wyniki badan prowadzonych w latach 1993 i 2000-2005 (Kusion,
1993; Zareba, 2001; Zareba, 2003; Zareba, 2004), uczniowie na réznych poziomach
edukacji szkolnej maja spore trudno$ci w rozumieniu i stosowaniu symboli lite-
rowych. Wydaje sie interesujace zbadanie tego zagadnienia w grupie studentéw
pierwszego roku matematyki studiéw nauczycielskich. Oni bowiem jako przyszli
nauczyciele beda musieli zmierzy¢ sie z tym zagadnieniem w swej praktyce zawo-
dowej. Celowi temu mialy stuzy¢ polecenia 8 i 9 ankiety sondazowej.

W poleceniu 8a) oczekiwano zapisu @ < 0 i |a| > 7, natomiast w 8b) tego
pytania zapisu k£ < 0 i % < k. Uzyskane odpowiedzi w poleceniu 8a) prezentuje
tabela 3.

Analizujac informacje zamieszczone w tabeli 3, odnotujmy fakt, ze tylko 8%
uczestnikéw badan nie podjeto proby odpowiedzi w poleceniu 8a) (poz. 20), a 34%
badanych odpowiedziato poprawnie (poz. 1, 5). Natomiast 29% respondentow wy-
znaczyto poprawnie zbidr elementéw spelniajacych podany warunek, ale nie za-
pisato symbolicznie podanego wyrazenia (poz. 2-4, 6, 7), przy czym zapis w poz.
7 rozni sie od przyjetych konwencji zapisu nieréwnosci rownoczesnych. Pozostate
odpowiedzi sa btedne. Ujawnily one trudnosci z postugiwaniem sie pojeciem war-
toSci bezwzglednej oraz odlegloéci w zbiorze liczb rzeczywistych. Wérod bledow
popetionych przez studentéw bylty takie, ktore wynikaly z kojarzenia symbolu
literowego z dodatniodcig liczby, ktoéra reprezentuje.
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Tabela 3. Zestawienie odpowiedzi w poleceniu 8a) ankiety

Lp. | Rodzaj odpowiedzi Gr.I | Gr. IT | Gr. IIT | Gr. IV | Razem
1 a<0ilal>7 13 13 10 4 40
2 a< -7 4 9 0 4 17
3 a € (—o00,—T) 0 5 2 1 8

4 a<—-7Tia<0 2 6 2 0 10
5 a liczba ujemnaila — 0] >7 | 1 0 0 0 1

6 a+7<0gdya<0 0 1 0 0 1

7 —7>a<0lub0>a< -7 |0 3 0 0 3
8 —a > |7] 0 1 0 0 1

9 la] > 7 2 4 0 0 6
10 —la] > 7 3 0 0 0 3
11 |—a|>7 2 3 0 0 5
12 [ a<0ila—T7]>0 0 1 0 1 2
13 |a<0ilal <7 0 1 0 0 1
14 —-7<a<0 1 1 1 0 3
15 [ a<0 1 3 0 1 5
16 —la| > |z + 7| 1 0 0 0 1
17 | a< -8 1 0 0 0 1
18 a<0Aa<—=TANa<T7 1 0 0 0 1
19 | a € (—00,7) 1 0 0 0 1
20 | brak 4 5 0 0 9

razem 37 56 15 11 119

Symboliczny zapis wypowiedzi 8b) sprawil badanym wieksze trudnosci niz przy
poleceniu 8a). Uzyskane wyniki dla wyrazenia 8b) prezentuje tabela 4. Proby za-
pisu nie podjeto 16% respondentéw (poz. 12), a 29% uczestniczacych w badaniach
udzielito poprawnej odpowiedzi (poz. 1, 2). Jedynie 3 osoby préobowaly rozwiazy-
waé stosowng nieréwnosé, ale niestety blednie (poz. 3, 4).

Tabela 4. Zestawienie odpowiedzi w poleceniu 8b) ankiety

Lp. | Rodzaj odpowiedzi Gr.I | Gr. IT | Gr. IIT | Gr. IV | Razem

1 k<0ig<k 10 9 6 2 27

2 $<k<O0 0 3 0 4 7

3 | ke(-1,0) 0 1 0 0 1

4 | k<0ig<k=1<Kk 2 0 0 0 2

5 | kliczba dodatniai ¢ < —k | 1 0 0 0 1

6 :<-k 17 27 6 4 54

7 $<-kik<O0 0 2 0 0 2

8 3+ <—-k<0 0 2 0 0 2

9 3 < —lk| 4 1 0 0 5

10 | £<|—k 1 0 0 0 1

11| £ <kl 0 0 2 0 2

12 | brak 2 11 1 1 15
razem 37 56 15 11 119
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Odnotujmy rowniez, ze w odpowiedzi na polecenie 8b) jeszcze wyraZzniej ujaw-
nit sie sygnalizowany powyzej fakt kojarzenia litery z dodatnioScia liczby, ktoéra
ona reprezentuje (poz. 5-11). Bledy tego typu popelnito 54% ankietowanych stu-
dentow.

Problem kojarzenia symbolu literowego ze znakiem liczby byt juz opisywa-
ny w dydaktyce matematyki. Zwracala na niego uwage L. Zareba (2004, s. 162)
w swej pracy doktorskiej przy analizie trudno$ci i rodzajéw bltedéw popelnianych
przez uczniéw podczas operowania wyrazeniami algebraicznymi i symbolem lite-
rowym. Wéréd réznego typu bledow wymienia opisane juz przez Z. Krygowska
bledy wynikajace z braku rozumienia znaku — jaeko znaku liczby przeciwnej do da-
nej (Krygowska, 1955). Okazuje sie, ze blad ten nie jest latwy do wyeliminowania,
skoro pojawia sie tak wyraznie u studentéw rozpoczynajacych studia matematycz-
ne.

W poleceniu 9 ankiety sondazowej poproszono respondentéw o przedstawie-
nie na osi liczbowej tresci wyrazen 8a) i 8b). Wyniki okazaly sie jeszcze bardziej
zaskakujace z uwagi na duza liczbe brakéw odpowiedzi (por. tabela 5). Z danych
prezentowanych w tej tabeli wynika, ze prawie 75% uczestniczacych w badaniu
nie podjeto préby interpretacji geometrycznej podanego przez siebie warunku. Za-
chodzi naturalne pytanie o przyczyne tego zjawiska. Prawdopodobnie tkwi ona
w technice nauczania na nizszych poziomach edukacji. Mozliwe, ze badani nie po-
stugiwali sie rysunkiem w celu prezentacji warunkéw pojawiajacych sie podczas
rozwigzywania réznego typu nieréwnosci lub nie kojarzyli warto$ci bezwzglednej
liczby rzeczywistej z odlegloscia tej liczby od poczatku osi liczbowej.

Niespelna 19% uczestniczacych w badaniach popelnito btedy w swoich rysun-
kach odnoszacych sie do warunku 8b). Zdecydowana wiekszos¢ tych bledéw pole-
gala na nieuwzglednianiu zalozenia k£ < 0. Jest zatem wysoce prawdopodobne, iz
wielu z badanych nie przyswoito w pelni faktu, ze litera moze oznacza¢ dowolng
liczbe rzeczywista, a znak minus przed litera nie oznacza liczby ujemnej, ale liczbe
przeciwna.

Tabela 5. Zestawienie odpowiedzi w poleceniu 9 ankiety

Lp. | Rodzaj odpowiedzi | Gr. I | Gr. II | Gr. III | Gr. IV | Razem

1 poprawny rysunek | 2 2 3 1 8

2 bledny rysunek 10 7 2 3 22

3 brak rysunku 25 47 10 7 89
razem 37 56 15 11 119

Na zakoniczenie ankiety, w poleceniu 10 zaproponowano studentom rozwigzanie
jednego réwnania z wartoScig bezwzgledna i dwu nieréwnosci, znanych ze szkoty
ponadgimnazjalnej. Celem tego polecenia byto zbadanie, w jakim stopniu studenci
radza sobie z problemami niezbyt skomplikowanymi rachunkowo, ale wymagaja-
cymi konsekwentnego stosowania potrzebnych definicji i twierdzemn.

Dla rozwiazania réwnania |2z + 1| = x (polecenie 10a) wystarczy zauwazy¢,
ze © > 0, skad wynika 2z + 1 > 0. Na podstawie definicji wartosci bezwzglednej
liczby rzeczywistej, rozwazane réwnanie przyjmuje zatem postaé 2x + 1 = x, czyli
x = —1, co przeczy zalozeniu o nieujemnosci liczby z. Wynika stad, ze rozwazane
réwnanie nie ma rozwiazania.
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Okazalo sie, ze tylko 11 osob (prawie 9% badanych) rozwiazalo to rownanie
poprawnie, ale nie odnotowano rozwiazania metoda opisang powyzej. Ten sposéb
postepowania, oparty na wykorzystywaniu wlasnosci wartosci bezwzglednej, nie
jest powszechnie stosowany w nauczaniu szkolnym, a jak wynika z badan J. Major,
uczniowie odnosza sie do niego z rezerwa, lub wrecz uznaja go za btedny (Major,
Powagzka, 2006; Major, Powazka, 2009).

By¢ moze jest to jakas forma zdegenerowanego formalizmu w stosowaniu defini-
cji wartosci bezwzglednej polegajaca na korzystaniu z nastepujacego schematu po-
stepowania: jezeli masz rozwigzac rownanie (nieré6wnoscé) z wartoscia bezwzgledna,
to zapisz je (ja) w postaci alternatywy rownan (nieréwnosci), korzystajac z dwu-
normowej definicji wartoéci bezwzglednej i rozwiaz kazdy z otrzymanych przypad-
koéw. W schemacie tym zabraklo istotnego ogniwa, tzn. weryfikacji rozwiazania
z rozwazanymi przypadkami. Opisany powyzej sposéb rozwigzania omawianego
réwnania pokazuje, ze ta strategia nie zawsze jest optymalna do uzyskania rozwia-
zania. Bardziej skuteczny moze by¢ sposéb polegajacy na korzystaniu z wtasnosci
danego pojecia.

Przy rozwiazywaniu nieréwnosci 2 > x + 1 (polecenie 10b) mozna zastosowac
jedna z trzech strategii:

1. Po zalozeniu x # 0, przeksztalci¢ nieréwnos$é do postaci % —x—1>0,
a po sprowadzeniu do wspoélnego mianownika zapisaé¢ otrzymang nieréwnosé
w postaci z(3 — 2% — z) > 0.

2. Po zalozeniu z # 0, pomnozy¢ nieréwnosé przez x2 i przeksztatcié do postaci
z(3—2% —z) > 0.

3. Po zaltozeniu x # 0, rozwazy¢ dwa przypadki: x > 0 lub x < 0. Wtedy po
pomnozeniu w kazdym z przypadkoéw przez x, rozwigzaé alternatywe warun-
kow:3—2? —2>0iz>0lub3 —2> -2 <0iz<0.

Prawie wszyscy badani (112 o0séb) podjeli probe rozwiazania tej nieréwnosci,
ale tylko 26 os6b rozwiazato ja poprawnie. Z pozostatych 28 o0s6b rozpoczynalto
przeksztatcenia jedna z podanych strategii, ale szybko sie wycofywali, gdy nalezato
dyskutowaé przypadki. By¢ moze spowodowal to fakt, ze pierwiastkami wielomianu
—x2 — x + 3 sg liczby niewymierne.

Ponadto 22 osoby rozwiazaly jedynie réwnanie stowarzyszone z dang nieréw-
noécia. Jest tak zapewne dlatego, ze rozwiazywanie rownan jest dla uczacych sie
tatwiejsze od rozwiazywania nieréwnosci stowarzyszonych z tymi réwnaniami. To
najprawdopodobniej z tego powodu do najczestszych btedéw merytorycznych na-
lezalo mnozenie nieréwno$ci stronami przez x bez zadnych zalozen oraz zmiany
kierunku nieréwnosci. Takie postepowanie prowadzito do btednie wyznaczonych
przedzialow.

Najtatwiejsza dla studentéw okazala si¢ nier6wnosé¢ |z — 2| < 4 (polecenie
10c), ktora poprawnie rozwigzato 91 oséb. Najczestsza jednak metoda bylo dys-
kutowanie przypadkéw dotyczacych znaku wyrazenia x — 2, zamiast korzystania
z odpowiedniego twierdzenia o wtasnosci wartosci bezwzgledne;j.
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5. Wnhnioski i hipotezy badawcze

Wyniki przeprowadzonych badan pozwalaja na sformutowanie pewnych stwier-
dzen dotyczacych pytan badawczych (paragraf 1). Moga one stanowi¢ punkt wyj-
Scia do dalszych badan.

Na podstawie analizy postaw studentéw rozpoczynajacych studia matema-
tyczne na naszej uczelni mozna zaryzykowaé nastepujaca odpowiedz na pierwsze
pytanie badawcze. W wiekszosci studenci posiadaja zainteresowania i motywacje
do studiowania matematyki. Wydaje sie jednak, ze sa to przede wszystkim moty-
wacje do zdobycia zawodu nauczyciela matematyki (paragraf 3). Zainteresowania
studentéw w duzym stopniu dotyczyly zagadnien zwigzanych z elementami analizy
matematycznej (tabela 1). Jak sie potem okazalo, to wlasnie ten przedmiot stwa-
rzat im podczas studiéw spore trudnoéci zwiazane ze zrozumieniem poznawanych
poje¢ (Powazka, 2006; Powazka, 2007a). Od prowadzacych zajecia na pierwszym
roku w duzej mierze zalezy, na ile te zainteresowania zostana rozbudzone i czy
wystarcza, aby zacheci¢ studentéw do pokonania réznych trudnosci w studiowaniu
matematyki i poglebiania wlasnej wiedzy.

Odpowiadajac na drugie pytanie badawcze, nalezy stwierdzi¢, ze wiedza mate-
matyczna kandydatéw na studia nie zawsze z ich winy nie jest taka, jakiej oczeku-
ja prowadzacy zajecia na pierwszym roku. Badania ujawnily rozbieznosé¢ miedzy
wiedza deklaratywna studentow (paragraf 4) a ich rzeczywistymi umiejetno$ciami
(paragraf 5). Chcac nadazy¢ za tempem wykladu lub éwiczen, musza nadrabia¢
na ogoét samodzielnie zalegtosci. Bywa tak, ze bardzo szybko traca kontakt z wy-
ktadowca, zniechecaja sie i odchodza z uczelni.

Jednoczesnie realizacja standardéw wyksztalcenia ogélnego w zakresie mate-
matyki wymaga mozliwie szybkiego wejScia w material abstrakcyjny, ktory po-
winien mie¢ jednak podbudowe w konkretnych modelach, w wielu przypadkach
ktorymi studenci nie dysponuja.

Jedna z drég wyjscia jest organizowanie przez uczelnie zaje¢ wyréwnawczych
lub kurséw przygotowawczych do studiéw matematycznych, w czasie ktérych moz-
na by uzupelnia¢ material niezbedny do realizacji programu nauczania. Druga
mozliwoéé tkwi w reformie programowej uwzgledniajacej konieczno$é¢ uzupetnia-
nia materiatu ze szkolty ponadgimnazjalne;j.

Odnosnie do trzeciego pytania badawczego uzyskane wyniki ujawnity trudnosci
studiujacych w poshugiwaniu sie jezykiem matematycznym. Nieznajomosé definicji
i twierdzen, powierzchowne uzywanie pojeé¢, mechaniczne stosowanie algorytméw
i btedy w rozumieniu symboli literowych (paragraf 5) to istotne przeszkody w ro-
zumieniu wyktadow i éwiczen.

Na trudnoéci z uzywaniem symboli literowych zwracala juz uwage L. Zareba
w stosunku do mlodziezy gimnazjalnej. W swej pracy (2003) stwierdzita:

Uwzgledniajac obecne trendy w nauczaniu matematyki a jednoczesnie
jej abstrakcyjna nature, warto zwroci¢ uwage na aktywnos¢ uogdélniania, ak-
tywnosé, ktorej efekt mozna wyrazaé stosujac symbol literowy.

Okazalo sie jednak, tak w jej, jak i w moich badaniach, ze poprawne postugi-
wanie sie symbolami literowymi byto trudne nawet dla studentéw pierwszego roku
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matematyki. W cytowanej juz pracy znajdujemy nastepujaca diagnoze przyczyn
tego zjawiska:

Przyczyny tego rodzaju btedow tkwig by¢ moze w tym, iz przedmiotem
zainteresowania tradycyjnego nauczania matematyki sa najczeéciej treéci po-
jeciowe, takie jak na przyklad figury geometryczne, przeksztalcenia oraz ich
wlasnosci. To na nich skupia gléwnie uwage nauczyciel ksztaltujac je i opra-
cowujac. ,Liter (zmiennych) po prostu sie uzywa” (Konior, 1996, s. 74) i trak-
tuje sie je tak, jakby byly juz w posiadaniu uczniéw i ich alfabetu. Dlatego
organizujac proces nauczania skierowany na rozwijanie umiejetnosci uogdol-
niania warto bytoby znaé¢ takze mozliwodci uczniéw w zakresie stosowania
symbolu literowego.

(Zareba, 2003, s. 152)

Rozpoczynajacy studia matematyczne maja zapewne wieksze do$wiadczenia
w stosowaniu liter w swych rozumowaniach, mimo to, jak pokazuje analiza odpo-
wiedzi na polecenia 8a) i 8b), napotykaja w tym dzialaniu na pewne trudnosci
podobne do trudnoéci gimnazjalistow. Warto, aby prowadzacy ¢wiczenia do wy-
kltadéw z przedmiotéw matematycznych, §wiadomi tej diagnozy zwracali uwage na
wladciwe postugiwanie sie przez studentéw symbolami literowymi.

Badania ujawnily réwniez trudnoéci w operowaniu pojeciami matematycznymi
podczas rozwiazywania zadan. Wiekszos¢ badanych probowata stosowaé znane im
algorytmy i nie szukata innych mozliwosci (por. paragraf 5 oraz Major, Powazka,
2006; 2009). Taka postawa uczacych sie matematyki jest obserwowana na réznych
poziomach edukacji tak w Polsce, jak i w innych krajach. Od studentéw matema-
tyki, majacych by¢ jej nauczycielami, oczekuje sie jednak glebszego rozumienia
poje¢ matematycznych, ktorych beda uczyé¢ w przysztosci. Fakt ten powinien byé
brany pod uwage w programach nauczycielskich studiéw matematycznych. Jest on
réwniez wyzwaniem dla prowadzacych zajecia z dydaktyki matematyki.

Literatura

Bugajska-Jaszczott, B., Treliriski, G.: 2002, Badanie rozumienia poje¢ matematycznych
w szkole sredniej i wyzszej (na przykladzie granicy funkcji i kresu zbioru ograniczo-
nego), XVI Szkota Dydaktykéw Matematyki, CD-ROM.

Burton, J. F.: 1977, The moore method, American Mathematical Monthly 84, 273-277.

Czaplifiska, J.: 2003, Trudno$ci w stosowaniu poje¢ analitycznych przez absolwen-
tow szkol érednich podczas rozwiazywania zadania egzaminacyjnego, Disputationes
Scientificae Univ. Catholicae in Ruzomberok 3(3), 3-10.

Even, R.: 1990, Subject matter knowledge for teaching and the case of functions, Fduca-
tional Studies in Mathematics 6, 521-554.

Even, R.: 1993, Subject matter knowledge and pedagogical content knowledge: Prospec-
tive secondary teachers and the function concept, Journal for Research in Mathe-
matics Education 24, 94-116.

Fulier, J.: 2001, Funkcje a funkéné myslenie vo vyucovani matematickej analyzy, Unive-
rzita Konstantina Filozofa, Faculta Prirodnydh Vied, Nitra.



[184] Zbigniew Powgzka

Fulier, J., Guncaga, J.: 2006, Modul matematickiej analyzy v kurze dalseho vzdelévania
uéitel’ov, Matematika v Skole dnes a zajtra, Zbornik 6. roénika konferencie s medzi-
ndrodnou tcast’ou, Ruzomberok, 66-74.

Guncaga, J.: 2001, Limitné procesy v $kolskoj matematike. Rozprawa doktorska obro-
niona w 2001 roku na Uniwersytecie w Nitrze, http://fedu.ku.sk/ guncaga/publika-
ci/DizWeb.pdf, data dostepu: 1 XII 2010 r.

Guncaga, J.: 2008, Matematickd analgza 1, Katolicka Univerzita v Ruzomberku, Peda-
gogicka Fakulta, Ruzomberok.

Guncaga, J., Fulier, J., Eisenmann, P.: 2008, Modernizicia a inovdcia vyucovania ma-
tematickej analyzy, Katolicka Univerzita v RuZomberku, Pedagogicka Fakulta, Ru-
Zomberok.

Konior, J.: 1996, O pojeciu zmiennej w szkolnym nauczaniu matematyki, Roczniki Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 18, 71-102.

Krygowska, Z.: 1955, O poprawne rozumienie przez uczniow symbolu literowego w nauce
algebry, Matematyka 4, 21-32.

Krygowska, Z.: 1977, Zarys dydaktyki matematyki, cz. 8, WSiP, Warszawa.

Krygowska, Z.: 1986, Elementy aktywnosci matematycznej, ktére powinny odgrywaé zna-
czacy role w matematyce dla wszystkich, Roczniki Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 6, 25-41.

Kusion, L.: 1993, Symbol literowy w nauczaniv matematyki, Niepublikowana praca ma-
gisterska wykonana w Instytucie Matematyki AP pod kierunkiem prof. H. Siwek,
Krakow.

Mahavier, W. S.: 1999, What is the moore method?, Primus 9, 339-254.

Major, J.: 2006a, Rola zadaii i probleméw w ksztaltowaniu poje¢ matematycznych na
przykladzie bezwzglednej wartoéci liczby rzeczywistej, Roczniki Polskiego Towarzy-
stwa Matematycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyki 29, 297-310.

Major, J.: 2006b, Uwagi na temat obrazu wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej u stu-
dentow III roku matematyki, Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik 6, rocnika
konferencie s medzindrodnou icast’ou, RuZzomberok, 171-176.

Major, J., Major, M.: 2009, Remarks on definitions and the process of defining mathe-
matical concepts, w: M. Billich, M. Papc¢o, Z. Taka¢ (red.), Teaching Mathematics.
Innovation, new trends, Catholic University in RuZomberok, Faculty of Education,
187-192.

Major, J., Powazka, Z.: 2006, Uwagi dotyczace pojecia wartosci bezwzglednej liczby rze-
czywistej, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Ma-
thematicae Pertinentia I, 163-185.

Major, J., Powazka, Z.: 2009, From research on student difficulties in using the pro-
perties of functions while solving equations and inequalities, w: M. Billich (red.),
Mathematica I1I, Catholic University in RuZomberok, Faculty of Education, 69-76.

Major, M.: 2006c, Uwagi na temat wiedzy studentéw III roku matematyki w zakresie
szkolnych tresci rachunku prawdopodobieristwa, Matematika v Skole dnes a zajtra,
Zbornik 6, roénika konferencie s medzindrodnou tcast’ou, RuZomberok, 176-180.

Major, M.: 2007, Vedomosti Studentov 3 ro¢nika matematiky v oblasti elementarnych
gkolskych tloh z po¢tu pravdepodobnosti, Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik
7, ro¢nika konferencie s medzindrodnou ucast’ou, Ruzomberok, 201-205.


http://fedu.ku.sk/~guncaga/publika-ci/DizWeb.pdf
http://fedu.ku.sk/~guncaga/publika-ci/DizWeb.pdf

Przyczynek do badan przygotowania absolwentdw szkét ponadgimnazjalnych [185]

Parker, G. E.: 1992, Getting more from Moore, Primus 2, 235-246.

Powazka, Z.: 2006, Z badai nad wprowadzaniem podstawowych tresci analizy mate-
matycznej podczas zajeé¢ na I roku studiow matematycznych, Annales Academiae
Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia I, 229-
295.

Powazka, Z.: 2007a, Priklady chyb v porozumeni zakladnych pojmov matematickej ana-
lyzy skimanych u $tudentov ucitel’stva matematiky, Acta Mathematica 10, 177-182.

Powazka, Z.: 2007b, Problémy $tudentov matematiky s pochopenim poimov urcity a neu-
réity integral, Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik 7, roénika konferencie s me-
dzindrodnou dcast’ou, Ruzomberok, 257-262.

Powazka, Z.: 2009, O falszywych przekonaniach obserwowanych na zajeciach z analizy
matematycznej, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacti-
cam Mathematicae Pertinentia 11, 213-223.

Sfard, A.: 1991, On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on processes
and objects as different sides of the same coin, Educational Studies in Mathematics
22, 1-36.

Siwek, H.: 2005, Dydaktyka matematyki. Teoria i zastosowania w matematyce szkolney,
WSiP, Warszawa.

Szewczuk, W.: 1993, Zdolnosci — uzdolnienia, w: W. Pomykalo (red.), Encyklopedia pe-
dagogiczna, Fundacja ,,Innowacja’, Warszawa, 991-996.

Tall, D., Vinner, S.: 1981, Concept image and concept definition mathematics with parti-
cular reference to limits and continuity, Fducational Studies in Mathematics 12, 151-
169.

Turnau, S.: 1990, Wyktady o nauczaniu matematyki, PWN, Warszawa.

Zareba, L.: 2001, Dojrzalos¢ do stosowania symbolu literowego w procesie uogoélnia-
nia u uczniéw w érednim wieku szkolnym, Rocznik Komisji Nauk Pedagogicznych
LIV, 91-117.

Zareba, L.: 2003, Z badan nad procesem uogoélniania i stosowaniem w nim symbolu lite-
rowego przez uczniéow w wieku 10-14 lat, Roczniki Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyk: 25, 151-182.

Zareba, L.: 2004, Proces uogélniania w matematyce i stosowanie w nim symbolu lite-
rowego u uczniéw w wieku 13-14 lat. Rozprawa doktorska (praca niepublikowana)
obroniona w 2004 roku na Akademii Pedagogicznej w Krakowie.



Aneks

Ankieta sondazowa dotyczaca wiadomosci matematycznych wyniesionych ze
szkét ponadgimnazjalnych

1. Wskaz wlasciwy typ szkoly, do ktdrej uczeszczales, zakreslajac sto-
sowna odpowiedz:

a) liceum ogodlnoksztalcace, klasa o profilu ......

b) liceum profilowane, profil ......

¢) technikum, profil ......

2. Ustaw w kolejnosci od 1 do 13 wymienione w tabeli zagadnienia (dzia-
ly) matematyczne, ktore sprawialy Ci najmniejsze trudnosci w szkole
ponadgimnazjalnej (1 oznacza zagadnienie najlatwiejsze, a 13 zagad-
nienie najtrudniejsze). Jezeli jaki§ temat nie byl realizowany, prosze
zaznaczy¢ go cyfra 0.

Tabela 6. OdpowiedZ na pytanie 2.

Lp. | Temat liczba punktow

1 Elementy logiki

2 Funkcje (badanie wlasnosci bez pomocy pochodnej)

3 Badanie funkcji przy pomocy pochodne;j

4 Roéwnania i nieréwnoéci liniowe i kwadratowe

5 Roéwnania i nier6wnoéci wielomianowe i wymierne

6 Roéwnania i nieréwnoéci z wartoscia bezwzgledna

7 Roéwnania i nieréwnosci wyktadnicze, logarytmiczne i try-
gonometryczne

8 Ciagi liczbowe

9 Badanie granic ciagéw liczbowych

10 Geometria analityczna

11 Geometria pltaska (planimetria)

12 Stereometria

13 Rachunek prawdopodobieristwa

3. Napisz w kilku slowach, jaka byla Twoja motywacja do wyboru kie-
runku studiéw.

4. W tabeli 7 podano najwazniejsze pojecia, ktore pojawia sie na wykla-
dzie z analizy matematycznej w pierwszym roku studiéw. W kolumnach
tej tabeli zaznacz znakiem ,,X” odpowiedzi na pytania A, B.

A) Ktore z tresci ksztalcenia z zakresu analizy matematycznej sa Ci znane ze
szkoly ponadgimnazjalnej?

B) Jakie tresci matematyczne (pojecia lub twierdzenia) z analizy matematycznej
sprawity Ci najwiecej trudnosci?
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Tabela 7. Odpowiedzi na pytanie 4.

Treéci matematyczne

Pytanie A

Pytanie B

Zbiory ograniczone i nieograniczone

Kresy zbioru

Twierdzenie o indukcji

Ciaglos¢ zbioru liczb rzeczywistych

Funkcja

Obraz zbioru

Przeciwobraz zbioru

Ograniczonos¢ i nieograniczonos¢ funkceji

©| oo 1| o] o x| wof 0| =
bl

Sktadanie funkcji

—
o

Roznowartodciowosé funkeji

—_
—_

Wartoé¢ bezwzgledna

fu—
[N}

Funkcja odwrotna

—
w

Funkcja wykladnicza

—_
>~

Funkcja logarytmiczna

fu—
ot

Funkcje cyklometryczne

—
(o)

Ciagi liczbowe

—_
-3

Podciag ciagu

—
[ore]

Zbieznos¢ ciagu do granicy skoriczone;j

—
©

Granice niewlasciwe

[\
(e}

Ciagi Cauchy’ego i ich wlasnosci

()
it

Granica dolna i gérna ciagu

N
[\C]

Granica funkcji w punkcie

[\V]
w

Granice jednostronne funkcji w punkcie

[\
>~

Symbole nieoznaczone

N
(3}

Ciaglos¢ funkcji

[\
(=2}

Pochodna funkcji

27

Zastosowanie pochodnej do badania funkcji

5. Wskaz, ktore pojecia matematyczne, zamieszczone w tabeli 7 i poz-
nane na zajeciach w szkole ponadgimnazjalnej, zaciekawily Cie najbar-

dziej.

6. Podaj definicje trzech pojeé z tabeli 7, ktore nie sprawily Ci trudno-

Sci.

7. Sformuluj znane Ci ze szkoly ponadgimnazjalnej dwa twierdzenia
dotyczace poje¢ podanych w tabeli 7.

8. Zapisz symbolicznie warunek:
a) Liczba a jest ujemna i jej odlegltosé od liczby zero jest wieksza od 7.

b) Liczba % jest mniejsza od ujemnej liczby k.

9. Zilustruj na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych warunki z zada-

nia 8.

10. Rozwiaz rownania i nieré6wnosci:
a) 2o+ 1] ==,
b) 3>z+1,
c) |z —2| <4
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