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Wybrane zagadnienia catkowania przebiegow drgan

Analiza dynamiczna wielu zjawisk, w tym réwniez wptywu drgan typu parasej-
smicznego na budynki, bardzo czesto bazuje na wynikach pomiaréw drgan. Z réz-
nych przyczyn, z ktérych najczestsza sg trudnos$ci natury ekonomicznej, nie zawsze
badania eksperymentalne sa kompleksowe. Przyktadowo, ,aparatura czuwajaca”
do ciggtego monitoringu drgan wzbudzanych wstrzasami gérniczymi w najbardziej
aktywnym sejsmicznie regionie gérniczym w Polsce - Legnicko-Gtogowskim Okre-
gu Miedziowym - pozwala na rejestracje przebiegdw przyspieszen drgan. Bardzo
czesto jednak do praktycznej oceny skutkéw dziatann dynamicznych na konstrukcje
bardziej przydatne sa np. przebiegi predkosci lub przemieszczen drgan. Powstaje
wiec problem wykorzystania zarejestrowanych in situ przebiegéw przys$pieszen
drgan do wyznaczenia na ich podstawie przebiegéw predkosci drgan i dalej - prze-
biegéw przemieszczen drgan.

W niniejszej pracy pokazano wyniki teoretycznej analizy wptywu wyboru me-
tody catkowania oraz uwzglednienia wstepnego przetwarzania przebiegu drgan
w zakresie tzw. usuwania trendu (usuwania tta, korekty linii bazowej) na doktad-
nos$¢ uzyskanych wynikéw. Dokonano weryfikacji rozwazanego podejscia z uzyciem
pomierzonych rzeczywistych przebiegéw drgan wywotanych wstrzasami pocho-
dzenia gérniczego.

Zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

Niech dane bedzie rownanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu
w postaci:

dy
= S(x,») (1)

z warunkiem poczatkowym y(x,) =y, -

Tak sformutowane zadanie od strony matematycznej nosi nazwe zagadnienia
poczatkowego Cauchy’ego [5]. W przypadku, gdy posta¢ funkcji f'(x, y) jest sto-
sunkowo prosta, rownanie (1) mozna rozwigzac¢ analitycznie, stosujac np. metode
rozdzielania zmiennych.

W praktyce jednak prawa strona réwnania (1) jest zwykle na tyle ztozona lub
podana w postaci dyskretnej, Ze w celu uzyskania rozwigzania konieczne jest zasto-
sowanie jednej z wielu metod numerycznych do analizy probleméw poczatkowych.
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Metody te pozwalaja na wyznaczenie zbioru warto$ci dyskretnych funk-
cji niewiadomej y = y(x), poczawszy od danego punktu poczatkowego x,. Zbior
par (x,,y,) wyznacza si¢ z nastepujacych zaleznosci dla weztéw réwnoodlegtych
(x,,,—x,=x,—x,, =h=const.):

n+l

X, =X, +h=x,+n-h
Xnsl (2)
Vo =0+ [ L&)t =y, + Ay, ¥y =y(x,)

n

Catke, ktora w (2) oznaczono przez Ay, mozna obliczy¢ numerycznie na rézne
sposoby [1, 6, 7]. W zaleznosci od zastosowanego podejscia, metody numeryczne
do rozwiazywania zadan poczatkowych dzieli sie na jednokrokowe i wielokrokowe.
W metodach jednokrokowych wartos¢ delty, ) zalezy tylko od jednego kroku wstecz:
Ay, =AMy, (f.,), f, =f(x,,y,). Natomiast w metodach wielokrokowych wartos¢
delty zalezy od kilku kolejnych krokéw wstecz: Ay, = Ay, (f,, f, 1> [y 2s-) -

Innej klasyfikacji rozwazanych metod numerycznych mozna dokonaé¢, biorac
pod uwage tzw. jawno$¢ metody. Przedstawione wyzej zaleznosci dla Ay, doty-
cza metod jawnych (otwartych, ekstrapolacyjnych) - warto$¢ y, ., liczona jest na
podstawie znanych warto$ci funkcji danych lub obliczonych wczesniej w poprzed-
nich krokach - Ay =Ay (f.,f, > f, ,,.-.) - Natomiast inng grupe metod stanowig
bardzo doktadne metody niejawne (zamknigte, interpolacyjne), gdzie wartos¢ y,
zalezna jest od siebie samej poprzez delte Ay, = Ay, (f..,, f., f, |,...)- Oblicza sie ja,
stosujac metody iteracyjne, startujace ze wstepnego okreslenia warto$ci yfl(i)l zna-
nego z metody jedno- lub wielokrokowej otwarte;j.

W niniejszej pracy skupiono sie na metodach jednokrokowych jawnych.
Pierwsza z nich i jednoczesnie najprostsza, jest metoda Eulera. Wedtug tej metody
kolejne wartos$ci poszukiwanej funkcji y(x) wyznacza sie wedtug wzoru [1, 6, 7]:

Vou =y, +h-f(x,,y,) n=0,1,.., (3)

gdzie: y, , = y(x,,,),h-odlegto$¢ miedzy weztami x,, x,,,.Czton i~ f(x,,¥,)
jest przyrostem funkcji y na dtugosci h, co w tym przypadku oznacza numerycznie
obliczenie catki (2) za pomoca metody prostokatéw (stata funkcja podcatkowa).
Rdéwnanie (3) mozna rowniez interpretowac jako rozwiniecie funkcji y(x) w szereg
Taylora (gdzie y - doktadna warto$¢ funkcji) wokét punktu x , z uwzglednieniem
wyrazéw do rzedu pierwszego wigcznie. Pozwala to na okreslenie lokalnego btedu
rozwigzania bedgcego resztg z obcigcia rozpatrywanego szeregu R . Poprawienie
otrzymywanych wynikéw moze odbywac sie poprzez zmniejszenie kroku catkowa-
nia h, ale tylko do pewnej wielkos$ci granicznej, ktorej przekroczenie powoduje na-
gly wzrost btedu zaokraglen i niestabilno$¢ metody.

Kolejne dwie rozwazane metody jednokrokowe nosza nazwe metody Runge-
Kutty Il i IV rzedu [1, 6, 7]. Rzad metody wynika ze stopnia wielomianu interpolu-
jacego funkcje podcatkowa f(x,y) w réwnaniu (2). Moze by¢ takze wigzany z licz-
ba zatrzymanych cztonéw szeregu Taylora w rozwinieciu funkcji y(x), do ktérych



[74] Krystyna Kuzniar, Maciej Zajac, tukasz Chudyba

poréwnywane s3 nastepnie cztony rozwigzania przyblizonego w celu wyznaczenia
poszukiwanych wspotczynnikow.

Metody Runge-Kutty Il i IV rzedu moga by¢ opisane odpowiednimi wzorami:
- metoda Runge-Kutty Il rzedu (zwana réwniez metodg Heuna):

1
Ki=h-f(x.0,) K =hfG,+hy, +K) y, =y, +-(K+K;) (5)
- metoda Runge-Kutty IV rzedu:

K, =hf(x,,»,)
1 1
K2 =hf(xn +5h’yn +EK1)
Ky = (3, + Sy, + 1K) (6)
2 2
K,=hf(x,+h,y,+K,)

Vo1 =V +%(K1 +2K, +2K, +K,)

Nalezy zauwazy¢, ze we wzorach (6) wystepuje punkt posredni (x, +ﬁ)
oraz odpowiadajgca temu argumentowi warto$¢ funkcji r(x, +%h, v, +%K1). G%iy
analizowany problem opisuje ciggta funkcja f, warto$¢ ta jest tatwa do wyznacze-
nia. W przypadku danych dyskretnych, wielko$¢ te mozna aproksymowac np. para-
bola lub funkcja typu spline.

W celu oceny przydatnosci i doktadno$ci rozwazanych metod przetestowano je,
catkujac teoretyczny (modelowy) przebieg drgan opisany funkcja y'(x) = cos(x)
dla xe [0, 2p ], z warunkiem poczatkowym y(0)=0. Przyjeto krok h = 0,2.
Rozwigzaniem $cistym (analitycznym) tego problemu jest funkcja y(x) = sin(x).
Obliczenia przeprowadzono przy uzyciu wtasnego programu komputerowego
w Srodowisku Matlab [4].

Na rys. 1 przedstawiono uzyskane wyniki analizy numerycznej z uzyciem me-
tody Eulera, metody Runge - Kutty Il rzedu i metody Runge - Kutty IV rzedu na
wybranym odcinku oczekiwanej funkcji y(x) = sin(x).

Zgodnie z przewidywaniami, najlepsze wyniki uzyskano metoda najwyzszego
rzedu, tj. Runge-Kutty IV rzedu. Punkty posrednie w tej metodzie otrzymano po-
przez aproksymacje splinem kubicznym. Poréwnywalne rezultaty otrzymano, sto-
sujac metode Runge-Kutty Il rzedu.

Dodatkowo na rys. 2 przedstawiono zbieznos¢ testowanych metod catkowania
w zalezno$ci od stosunku //2p , ktérg okreslano za pomocg btedu wzglednego:

Scisty num

uloo%

Scisty (7)

Err = max

Scisty - num

gdzie: y™™7 iy odpowiednio warto$¢ rozwigzania $cistego i numerycznego.
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Rys. 2. Zbiezno$¢ do rozwigzania Scistego przy uzyciu testowanych metod numerycznych

Z wynikéw pokazanych na rys. 2 wida¢, ze metoda Runge-Kutty IV rzedu
jest skuteczna i doktadna nawet przy duzych odlegtosciach miedzyweztowych h.
Przyktadowo, dla kroku h = 0,5 btad wzgledny Err w przypadku uzycia tej metody
jest ponad 8-krotnie mniejszy niz metody Eulera.

Dtugos$¢ kroku h mozna dobierac iteracyjnie, podobnie jak w przypadku cat-
kowania numerycznego znanej funkcji. Nalezy wtedy obliczy¢ warto$¢ rozwigzania
V.., Za pomocg jednego kroku dla danego h i za pomoca dwdch krokéw dla >
Poréwnanie tych dwoch wartos$ci pozwoli stwierdzi¢, czy krok catkowania jest wy-
starczajaco maty. Jezeli nie, to nalezy znéw go zmniejszy¢ i powt6rzy¢ analize do-
ktadnoSci obliczen.

Catkowanie rzeczywistych zarejestrowanych przebiegow drgan

Charakter pomierzonych rzeczywistych sygnatéw, np. przebiegéw drgan, wy-
wotuje koniecznos¢ ich wstepnej obrdobki. Przetwarzanie wstepne odgrywa zasad-
nicza role przy doprowadzaniu sygnatu do postaci dogodnej z punktu widzenia dal-
szej analizy, w tym réwniez jego catkowania [3]. Przetwarzanie wstepne obejmuje
m.in. tzw. usuwanie trendu (usuwanie tta, korekte linii bazowej).
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Usuwanie trendu (tta) jest jednym z wazniejszych etapow przetwarzania sy-
gnatéw [2, 8]. Nalezy zmodyfikowac sygnat (przebieg drgan) w taki sposdb, aby na
wyKkresie uzyskac jako tto pozioma linie prosta. Jezeli trend nie zostanie wyelimino-
wany z sygnatu, to mogg wystgpi¢ znaczne znieksztatcenia w jego dalszej analizie.
W celu usuniecia trendu sygnatu nalezy dokona¢ specjalnej korekty, tzw. korekty
linii bazowej. Do usuniecia trendu liniowego, jak réwniez trendu o charakterze wie-
lomianu wyzszego stopnia, moze by¢ stosowana np. metoda najmniejszych kwadra-
tow. Na rys. 3 pokazano idee korekty linii bazowej (odejmowania tta) przyktadowo

w przypadku usuwania trendu liniowego.
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Rys. 3. llustracja korekty linii bazowej: a) sygnat przed usunieciem tfa, b) wygenerowany trend, c) sygnat po
usunieciu trendu

Po okre$leniu (wykryciu) charakteru i wyeliminowaniu trendu z obserwacji
pomiarowych, catkowania rzeczywistych przebiegéw drgan dokonywano metoda
Runge-Kutty IV rzedu uwzglednieniem korekty linii bazowej. Uzywano odpowiednio
zmodyfikowanego wtasnego programu komputerowego w srodowisku Matlab [4].
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Przedstawione podejscie praktycznie wykorzystano do wyznaczania przebie-
gow predkosci drgan na podstawie zarejestrowanych przebiegéw przyspieszen
drgan wzbudzanych wstrzgsami gérniczymi w jednym z najbardziej aktywnych sej-
smicznie regionéw gorniczych w Polsce.

Na rys. 4 pokazano przyktadowy zarejestrowany przebieg przyspieszen drgan
gruntu od wstrzasu gdrniczego, ktory jest wynikiem eksploatacji podziemnej wraz
z wyliczonym na jego podstawie przebiegiem predkosci drgan w przypadku, gdy
niezbedna korekta linii bazowej byta niewielka, a okreslony charakter trendu
- liniowy.
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Rys. 4. Przebiegi drgan gruntu od wstrzasu gorniczego o energii En = 4,5 - 10%) i odlegtosci epicentralnej
re = 3357 m: a) pomierzony przebieg przyspieszen drgan, b) obliczony przebieg predkosci drgan bez korekty
linii bazowej, c) obliczony przebieg predkosci drgan z korekta linii bazowej (trend liniowy)

Z kolei rys. 5 ilustruje, jak istotny wptyw na uzyskane rezultaty moze miec po-
prawne okreslenie charakteru trendu przebiegu drgan. W tym celu pokazano na
nim ,wyjsciowy” - przyktadowy pomierzony przebieg przyspieszen drgan grun-
tu od wstrzasu gorniczego, ktory rowniez zostat wywotany jako skutek eksploatacji
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Rys. 5. Przebiegi drgan gruntu od wstrzasu gorniczego o energii En = 4,2 - 107) i odlegtosci epicentralnej
re = 1668m: a) pomierzony przebieg przyspieszen drgan; b) obliczony przebieg predkosci drgan bez korekty
linii bazowej (1), c) obliczony przebieg predkosci drgan z usunigciem trendu liniowego (2), d) obliczony prze-
bieg predkosci drgan z usunieciem trendu w postaci wielomianu drugiego stopnia (3)
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Rys. 6. Przebiegi drgan gruntu od odstrzatu materiatu wybuchowego w kopalni odkrywkowej: a) pomierzo-
ny przebieg przyspieszen drgan, b) obliczony przebieg predkosci drgan, c) poréwnanie obliczonego i pomie-
rzonego przebiegu przemieszczen drgan

podziemnej (rys. 5a) i obliczony na jego podstawie przebieg predkosci drgan
w trzech wariantach: 1) gdy nie dokonano korekty linii bazowej (rys. 5b), 2) gdy
usunieto trend liniowy (rys. 5c), 3) gdy linia trendu jest wielomianem 2-giego stop-
nia (rys. 5d). Wida¢, ze réznice w otrzymanych przebiegach predkosci drgan w tych
trzech podejsciach moga by¢ znaczace. Trend sygnatu powinien by¢ kazdorazowo
badany, nie mozna ,z géry” zaktadac jego charakteru, np. liniowego.

Na rys. 6 pokazano przyktadowy rezultat zastosowania przygotowanego
podejscia do dwoéch etapéw catkowania przebiegéw drgan gruntu od wstrza-
su wywotanego odstrzatem materialu wybuchowego w kopalni odkrywkowej
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(kamieniotomie). Na podstawie zarejestrowanego in situ przebiegu przys$pieszen
drgan gruntu (rys. 6a) wyznaczono przebieg predkosci drgan (1 etap catkowania,
rys. 6b). Nastepnie, uzywajac tak otrzymanego przebiegu predkos$ci drgan, wyliczo-
no przebieg przemieszczen drgan (2 etap catkowania, rys. 6¢). Uzyskany w ten spo-
sob przebieg przemieszczen drgan poréwnano z przebiegiem przemieszczen drgan
z badan do$wiadczalnych. Nalezy wspomnie¢, Ze pomiary przebiegdw przyspie-
szen drgan i pomiary przebiegéw przemieszczen drgan prowadzone byly z uzyciem
réznego typu aparatury - odpowiednio: akcelerometru i sejsmografu. Mimo tego
przebieg przemieszczen drgan uzyskany w wyniku dwukrotnego catkowania eks-
perymentalnie wyznaczonego przebiegu przys$pieszen drgan, wykazuje dos¢ dobra
dla celow praktycznych zgodno$¢ z przebiegiem rzeczywistym w zakresie amplitud
i czestotliwo$ci drgan.

W wyniku przeprowadzonych rozwazan stwierdzono, ze catkowanie przebie-
gbw przys$pieszen drgan metoda Runge-Kutty IV rzedu z korektg linii bazowej po-
zwala na wyznaczanie odpowiednich przebiegéow predkosci i dalej przemieszczen
drgan z zadowalajgcg doktadnoscia. Istotny wplyw na uzyskane rezultaty moze
mie¢ poprawne okreslenie charakteru trendu przebiegu drgan.
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Selected problems of vibrations integration

Abstract

The paper deals with an analysis of the influence of integration method and initially pre-
processing of vibrations (trend removing) on the accuracy of results obtained. The verification
of the approach discussed was performed with the application of measured actual vibrations
from mining tremors.

Key words: integration, vibrations, trend removing



