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STRESZCZENIE

Podstawg ksztaltowania poje¢ matematycznych i uczenia sie¢ matematyki sa do$wiadczenia typu logicz-
no-matematycznego. Doswiadczenia te s3 wprawdzie poczatkowo efektem dzialania na przedmiotach,
ale nie przedmioty i ich cechy fizyczne sg istotne w tych doswiadczeniach, lecz efekty samych czynnosci,
ktdre sa stopniowo uwewnetrzniane i moga by¢ realizowane jedynie w mysli, co jest podstawa tworze-
nia abstrakcyjnych poje¢ a wigc wiedzy matematycznej.

W procesie uczenia matematyki zapomina sie czasami, ze nie kazda czynnos¢ fizyczna jest podstawa
budowania poje¢ matematycznych. Nie wystarczy wigc dostarczy¢ dziecku konkretéw i zacheci¢ do
manipulowania nimi. Wazne jest, jakie czynnosci wykonuje dziecko, jaki jest efekt tych dzialan i jakie
procesy myslowe temu towarzysza. Nie kazda czynno$¢ fizyczna §wiadczy o aktywnosci dziecka (w bez-
ruchu mozna by¢ aktywnym matematycznie).

Stowa kluczowe: ksztaltowanie poje¢ matematycznych, poznanie i dzialanie w uczeniu si¢ matematyki,
obwdd prostokata

KNOWLEDGE AND ACTION
IN THE MATHEMATICAL EDUCATION OF THE CHILD

ABSTRACT

The basis of shaping mathematical concepts and learning mathematics are experiences of logical-math-
ematical type. Those experiences are admittedly at first an effect of calculations on objects, but not the
objects and their physical characteristics are important, but the effects of actions themselves. At first,
a child has to take physical actions, but step after step they are externalizing and can be realized only in
mind, which is the basis of creating abstract concepts, like mathematical knowledge.

In the process of learning mathematics it is forgotten sometimes, that not every physical action is a basis
to built mathematical concepts. It is not enough to give a child specifics and encourage to manipulate
them. It’s important to see what actions the child takes, what’s the effect and what thought processes
accompanies them. Not every physical activity indicates child’s activeness. Stillness can mean that child
is mathematically active.

Keywords: shaping mathematical concepts, knowledge and action in learning mathematics, perimeter
of the rectangle
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Uczymy sig przez dziatanie (mozna takze prowadzié dziatania na stowach i liczbach, a kto mysli, manipulu-
je myslamil). W zadnym razie nie umiemy matematyki (...), jesli na pamieé wyuczylismy sie regut

(Spitzer 2007, 290-291).

Troche teorii

W nabywaniu wiedzy pojeciowej dziecko przechodzi od konkretu, jego cech fizycznych
i dziatania na nim do pojecia. W matematyce za$ jako nauce abstrakcyjnej nie mozna po-
znawac obiektéw matematycznych jako konkretnych przedmiotéw, bo takie nie istnieja, ale
dziatajac na przedmiotach, mozna wykonywac takie czynnosci, ktore sa podstawa tworzenia
abstrakcyjnych poje¢ matematycznych.

Na istotna role zmystéw w procesie uczenia sie zwrdcit uwage juz J.A. Komenski, kto-
ry twierdzil, ze ,,zmysly musza by¢ punktem wyjscia dla kazdego poznania (bo niczego nie
ma w umysle, czego by wpierw nie bytlo w zmyslach)” (za Kurdybacha 1967, 508). Wazne
tez bylo uzywanie jezyka do zwerbalizowania nabytych do$wiadczen. Te poglady znalazly
potwierdzenie w pdzniejszych psychologicznych teoriach rozwoju mysélenia. Zaréwno bo-
wiem J. Piaget, jak i L. Wygotski czy J. Bruner wskazywali na istotna role dzialania w pro-
cesie uczenia si¢ i rozwoju myslenia. Zwracali uwage na to, ze sam uczen konstruuje swoja
wiedze w kontakcie z réznorodnymi materiatami, poprzez rozmaite doswiadczenia, ale tez
w kontakcie z innymi osobami. Zdaniem wymienionych psychologéw dziecko jest architek-
tem swojego rozumienia. Wedlug Piageta o gotowosci do uczenia si¢ decyduje stadium roz-
woju dziecka, a zdaniem Wygotskiego i Brunera istotne jest jeszcze doswiadczenie spoleczne,
w tym szczegolnie spoteczne interakcje oraz jezyk jako skladowy element komunikacji (por.
Wood 2006, 34-36).

Takze z najnowszych badan neuropsychologicznych wynika, ze w procesie uczenia
sie istotne sa czynnosci manualne, bowiem az 1/3 naszego mézgu odpowiada za motoryke
a wigc za nasze dzialania. Nie jesteSmy pasywnymi obserwatorami otaczajacej nas rzeczywi-
stosci, ale aktywnie ksztaltujemy swoj $wiat. ,Samo stowo pojmowac $wiadczy o duzej roli
rak w procesie uczenia si¢” (Spitzer 2013, 160). Taki, manualny, sposéb poznawania $wiata
i zdobywania wiedzy dotyczy réwniez wiedzy matematycznej, ktorej nie mozna przekazaé
w gotowej postaci. Nie da si¢ jej ,wla¢ jak przez lejek”™ do glowy dziecka. ,Kto uwaza, ze
uczenie si¢ jest czyms$ biernym, ten szuka lejka. Kto uwaza, Ze uczenie si¢ jest aktywnoscia
(...) ten nie poszukuje lejka, tylko zastanawia si¢ nad tym, jak stworzy¢ dla tej aktywnosci
optymalne warunki” (Spitzer 2007, 17). Zatem kazdy do wiedzy matematycznej musi dojs¢
sam, musi te wiedze skonstruowa¢ w wyniku wlasnych doswiadczen. Nie jest obojetne, jakie
doswiadczenia i w jaki sposdb zdobywa je uczace si¢ dziecko. Zdaniem M. Spitzera ,,czynno-
$ciowe wzorce aktywacji utrwalaja si¢ w mozgu jako element przyswojonej struktury pojecio-
wej jedynie wtedy, gdy procesowi uczenia si¢ towarzyszg czynnosci manualne, a nie podczas
samego przygladania si¢ obiektom” (Spitzer 2013, 157). Oprdcz czynnodci fizycznych (ma-
nualnych) istotne sg procesy myslowe tym czynnosciom towarzyszace i refleksja nad tym, co
i po co robimy. Niebanalne sa tez interakcje spoleczne towarzyszace procesowi nabywania

' Chodzi o koncepcje ,lejka norymberskiego” wspominang m.in. przez M. Spitzera (por. 2007, 15-17).
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wiedzy. Ten fakt dostrzega rowniez M. Hejny, ktéry w prawidlowym procesie uczenia si¢
matematyki wyrdznia 5 etapow:

1. Motywacja - ukierunkowanie zainteresowania dziecka na sytuacje dydaktyczne beda-
ce no$nikami poje¢ matematycznych.

2. Etap izolowanych modeli - nabywanie pierwszych doswiadczen, miedzy ktérymi po-
czatkowo dziecko nie dostrzega zadnych zwigzkow.

3. Etap uniwersalnych modeli - dostrzeganie cech wspdlnych wcze$niej nabytych do-
$wiadczen izolowanych i przenoszenie wlasnosci jednego modelu na inny.

4. Podniesienie abstrakcji — oderwanie si¢ od konkretu i uswiadomienie sobie nieza-
leznosci poje¢ matematycznych od cech fizycznych ich materialnych modeli (abstra-
howanie).

5. Etap krystalizacji - wlaczanie nowej wiedzy do juz istniejacych struktur poznaw-
czych (por. Hejny 1997, 17-18).

Kazdy z wymienionych etapdw jest znaczacy w nabywaniu wiedzy matematycznej
i kazdy z nich bazuje na dzialaniu, poczynajac od dziatania na przedmiotach konkretnych,
poprzez dzialanie na stowach i liczbach, az do manipulowania myslami. W edukacji przed-
szkolnej i wczesnoszkolnej zaczynamy od operacji na konkretach, gdyz rozumowanie lo-
giczne na podstawie przestanek stownych jest dla dziecka zbyt trudne. Dziecko manipulujac
przedmiotami gromadzi do§wiadczenia logiczno-matematyczne, w ktérych wazny jest efekt
wykonywanych czynnosci, a nie material, na ktérym sg one wykonywane. Dopiero doswiad-
czenia te sg podstawg tworzenia izolowanych modeli. Im wigcej takich doswiadczen groma-
dzi dziecko, tym latwiej dostrzec mu ich cechy wspdlne (dzigki ich poréwnywaniu, hierar-
chizowaniu). To jest podstawa uswiadamiania mozliwosci przenoszenia wlasnosci z jednego
modelu na inny, uogdlnienia wszystkich izolowanych modeli i przejécia na wyzszy poziom
rozwoju poje¢. Od tego momentu dzieci mogg postugiwa¢ si¢ modelem uniwersalnym, np.
liczeniem palcow i na palcach zamiast liczeniem innych obiektéw. Jednak nadal na tym eta-
pie dziecku potrzebny jest konkret i dzialanie na nim. Dopiero w momencie podniesienia
abstrakeji nastepuje zerwanie z konkretem i uséwiadomienie sobie pewnych prawidiowosci
matematycznych (np. niezaleznoéci liczb i dziatan na nich od $wiata realnego). Liczby i dzia-
fania zaczynajg tworzy¢ abstrakcyjny $wiat arytmetyki.

Troche faktow, czyli jak jest

Co roku w Polsce prowadzone sa Ogoélnopolskie Badania Umiejetnosci Trzecioklasi-
stow (OBUT) organizowane przez CKE. Na przyktad w badaniach z roku 2011 zostaly zasto-
sowane zadania:

1. Prostokatna dziatka ma 40 m diugosci i 25 m szerokosci. Ile metrow siatki potrzeba
do ogrodzenia tej dziatki?
2. Oblicz obwod prostokata o bokach 4 cm i 7 cm.

Dla matematyka s3 to identyczne zadania. W obu bowiem nalezy wyznaczy¢ obwdd
prostokata. Roznig si¢ jedynie danymi oraz jezykiem. Zadanie o dzialce sformulowane jest
jezykiem naturalnym i ma znamiona zadania realistycznego w wersji uproszczonej (nie
uwzglednia si¢ bramy wejsciowej na dzialke). Za pomoca zadan takich jak to, sprawdza sie
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umiejetnos$¢ zastosowania wiedzy matematycznej w praktyce. Za$ zadanie drugie jest typo-
wym zadaniem szkolnym.

W tabeli 1 przedstawione sg procentowe wyniki rozwigzan obu zadan przez badanych
trzecioklasistow.

Tabela 1. Obliczanie obwodu - zestawienie wynikow procentowych z badan OBUT 2011
(Dabrowski 2013, 180)

Rozwigzania zad. o prostokacie
bledne poprawne
. . . bledne 24,2% 25,3%
Rozwigzania zad. o dzialce
poprawne 4,4% 46,1%

Jak wynika z danych w tabeli 1 mniej niz polowa trzecioklasistow poprawnie roz-
wigzala oba zadania a az co czwarty uczen nie rozwigzal zadnego z nich. Mozna sadzi¢, ze
ci ostatni ani nie rozumieja pojecia obwodu ani nie znaja sposobu jego obliczania. Réwniez,
co czwarty uczen potrafil wyznaczy¢ obwod prostokata ale nie potrafit tej umiejetnosci za-
stosowaé w sytuacji realistycznej zaprezentowanej w zadaniu o dzialce. Swiadczy¢ to moze
0 zapamietaniu wyuczonego sposobu rozwigzania szkolnego zadania bez rozumienia sensu
wykonywanych obliczen i ich zastosowan w praktyce (por. Dgbrowski 2013, 180).

Jak mogloby by¢

Odwolujac si¢ do zaprezentowanych wczeéniej pogladéow dotyczacych nabywania
wiedzy matematycznej przez dzieci mtodsze, ksztaltowanie pojecia obwodu powinno prze-
biega¢ od motywacji do krystalizacji. By w ogéle mozna byto méwi¢ o obwodzie figury, trzeba
rozumie¢ sens mierzenia dtugosci i jednostek uzywanych w tym pomiarze, a takze umiejetnie
postugiwac sie przyrzadami pomiarowymi, takimi jak linijka czy ta§ma miernicza.

Ksztaltowanie pojecia miary, umiejetnosci mierzenie i w dalszej perspektywie ksztal-
towanie pojecia obwodu figury rozpoczaé nalezy od odpowiedniego zmotywowania dzieci.
Czasami wystarczy proste pytanie: Kto z was jest najwyzszy/najnizszy? To prowokuje do po-
réwnywania wymiaréw wlasnego ciala z ciatem rowiesnikéw lub dorostych. Tu wystarczy
stana¢ obok siebie. A jak poréwnaé wymiary talii czy bicepsow? Warto pozwoli¢ dzieciom na
samodzielne poszukiwanie rozwigzania problemu bez uzycia gotowej miarki (moze sznur-
kiem, moze paskiem do spodni). Zainteresowanie wymiarami wlasnego ciata mogtoby by¢
punktem wyjscia do poréwnywania dtugosci (wymiaréw) réznych obiektow przez ich bez-
posrednie przylozenie do siebie i stwierdzenie, ktory z nich jest dluzszy, krétszy (wyzszy,
nizszy, szerszy, wezszy itp.). Kolejny krok to poréwnywanie wymiaréw w sposob posredni za
pomocy trzeciego przedmiotu. Np. wysokosci dwdch szafek znacznie od siebie oddalonych
mozemy poréwnaé uzywajac kija jako elementu posredniego. Kolejnym etapem jest mie-
rzenie roznych obiektow wlasnym cialem (tak jak to bylo w historii ludzkos$ci). Np. Zmierz
krokami dlugos¢ sali. Zmierz dlorimi szeroko$¢ tawki. Zmierz stopami odleglto$¢ miedzy szaf-
kami. Podaj wyniki tych pomiaréw. Czy twoje wyniki sq takie same jak kolegow? Dlaczego?
W tych zadaniach dziecko ma okazje wykonywaé pomiar poprzez wielokrotne odkladanie
tej samej jednostki. Nastepnie zamiast wiasnym cialem mozemy w mierzeniu postuzy¢ si¢
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np. klockiem lub kredka. Tu réwniez pomiaru dokonujemy przez wielokrotne odkladanie
wybranej jednostki. Usprawnieniem takiego sposobu mierzenia jest uzycie wielu identycz-
nych jednostek i ich jednoczesne przylozenie (jedna za druga) do mierzonego obiektu. Jest
to jednocze$nie wprowadzenie w sens postugiwania si¢ linijkg. Warto przy tym, by dzieci
samodzielnie konstruowaly ,linijki” np. ,zakretkowe”, ,klockowe” i inne. Przy pomiarach
taka linijkg zwracamy uwage na liczbe jednostek mieszczacych sie w mierzonej wielko$ci. Na
tym etapie konieczne jest przeliczenie tych jednostek. By usprawni¢ czynno$¢ pomiaru i nie
zlicza¢ kazdorazowo jednostek, warto odwzorowa¢ taka ,linijke” na pasku papieru zazna-
czajac kreskami kolejne jednostki i zapisujac przy nich odpowiednie liczby. Ciag tych liczb
uzupelniamy na poczatku liczbg zero oznaczajacg poczatek linijki. Tak skonstruowana miar-
ka umozliwia rozumienie znajdujacych si¢ na niej liczb. Dziecku z takimi do$§wiadczeniami,
nawet nie przyjdzie do glowy, by mierzac, przyktada¢ linijke w punkcie jeden (jak to cze-
sto niepoprawnie czynig dzieci). Jesli dziecko umie postugiwaé skonstruowang przez siebie
linijka, mozna juz zapoznac je z pojeciem centymetra i wskaza¢ jego realistyczne modele, jak
np. dlugos¢ boku duzej kratki w zeszycie, i rozpocza¢ mierzenie z uzyciem klasycznej linijki
centymetrowe;j.

Nauczyciel powinien zdawaé sobie sprawe z tego, ze dostepne w sklepach linijki szkol-
ne sa w istocie zespoleniem kilku (cz¢sto nawet czterech) linijek: milimetrowej, centymetro-
wej, decymetrowej a nawet calowej. Doroéli czesto nie u§wiadamiaja sobie tego faktu (bu-
dowa linijki jest dla nich zbyt oczywista), wiec nie rozumieja, ze dziecko moze do$wiadcza¢
trudno$ci w postugiwaniu si¢ szkolng linijka, gdy nie jest do tego odpowiednio przygotowane.

W miare nabywania sprawno$ci mierzenia wprowadzamy kolejne jednostki tj.: de-
cymetr, milimetr, metr i kilometr. Wazne jest przy tym, aby kazde nowe pojecie wypelnilo
sie trescig, by dzieci nadaty nowym stowom wiasciwe znaczenie. ,Mie¢ pojecie to nie tylko
zna¢ nazwe i nawet postugiwac si¢ nig. Posiadanie pojecia mozna przyréwnac do pudelka, na
ktérym, owszem, przylepiona jest plakietka z nazwa, ale przede wszystkim, wewnatrz ktérego
jest obfity i réznorodny zbiér desygnatow, czynnosci, doswiadczen, wyobrazen i skojarzen
z nim zwigzanych, a ten, kto ma pojecie, potrafi wrzuca¢ do niego kolejne elementy, ktére od-
powiadaja wyabstrahowanemu kryterium. W ten sposdb nazwa zaczyna znaczy¢ (konotacja)
i oznacza¢ (denotacja) stajac si¢ pojeciem” (Nowak 2008, 204). Cenne sg w tym przypadku
zadania, w ktdérych dzieci szacujg wymiary (odlegtosci) a nastepnie weryfikuja swoje szacun-
ki. Mozna tez zaproponowa¢ zadania typu:

a) Ustaw na stoliku otowki w odlegtosci ok. 1 cm, 10 cm, pot metra, metra. Za kazdym ra-
zem sprawdz swoj wynik za pomocg miarki. Oraz inne: Oto wyniki pomiaréw. Przekres]
te wyniki, ktére na pewno sg bledne: Diugos¢ mojego palca 85 cm, dlugos¢ tapczanu
2 m, dlugos¢ reki mojego brata 67 cm, boki segregatora 31 cm i 28 cm, dlugosé mojej
stopy 2 cm.

b) Utéz podobne zadanie zapisujgc wymiary przedmiotéw mierzonych na podworku.

c) Opowiedz, jakich jednostek uzywamy, aby okresli¢: odleglosé miedzy miastami, grubos¢
ksigzki, wzrost cztowieka, szerokos¢ ulicy, dtugosé boiska, grubosé uszczelki itp.

d) Jedno pietro w przecigtnym domu ma okoto 3 metréw wysokosci. Ile metrow wysokosci
ma w przyblizeniu blok dziesigciopietrowy? Zaproponuj inny wzorzec i oszacuj wymia-
ry kilku przedmiotow w sali.

W procesie nabywania wiedzy matematycznej wazne jest, by dziecko miato okazje
zaréwno do doswiadczania, do samodzielnego badania relacji miedzy réznymi jednostkami,
by zauwazalo, ze wynik pomiaru zalezy od wyboru jednostki, wyjasniato wlasne sposoby my-
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$lenia, projektowalo wlasne sposoby dokonywania pomiardéw i uzywania innych jednostek,
zastepowania jednych drugimi i przewidywania rezultatow takich dzialan. Tak uczone dziec-
ko potrafi postugiwa¢ sie zaréwno wyrazeniami jedno- jak i dwumianowanymi, a zamiany
jednostek dokonuje w sposob naturalny.

Kolejnym pojeciem, po opanowaniu umiejetnosci mierzenia, moze by¢ pojecie obwo-
du. Dobrg motywacja moze by¢ samodzielne przygotowanie obrazkéw o réznych ksztaltach
i wymiarach, ktérych brzegi oklejamy wstazkami. Pytamy: Ile centymetrow wstgzki potrze-
ba na oklejenie kazdego obrazka? Uczniowie odwzorowuja sznurkiem brzeg obrazka, wy-
prostowuja go i mierzg. To do$wiadczenie powtarzane jest tyle razy, ile réznych obrazkow
przygotuja. Inne ¢wiczenia tego typu to: obszywanie koronka serwetki, uszczelnianie taSma
okien, oklejanie tasmg tablicy ogloszen, wyznaczanie rabatki i zabezpieczanie jej plotkiem.
Istotnym elementem takich ¢wiczen jest dostrzeganie, ze w kazdym przypadku wyznaczana
byta dlugos¢ brzegu figury. Stad juz krok do pojecia obwodu figury i mozliwoé¢ oblicza-
nia obwodéw figur geometrycznych, takze ich modeli rysunkowych, i ich modeli w $wiecie
realnym. Koniecznie towarzyszy¢ temu musi opis stowny wykonywanych czynnos$ci. Ponad-
to moze pojawic sie préba symbolicznego zapisu sposobu obliczania obwoddw.

Na dalszym etapie ksztalcenia uczniowie zauwazaja, ze odpowiednikiem obwodu
figury plaskiej jest w przestrzeni tréjwymiarowej pojecie powierzchni bryly, za$ odpowiedni-
kiem pola figury plaskiej jest w przestrzeni objetoé¢ bryly. Zaréwno obwdd, pole jak i obje-
tos$¢ sg liczbami w aspekcie miarowym.

Uczen, przechodzac taka droge, jak opisana wyzej, bez zadnych skrétéw ani nie ,na
przefaj”, ma pojecie obwodu figury i jest przygotowany do jego uogélnienia w pdzniejszym
czasie. Postugujac si¢ poréwnaniem uzytym przez Z. Nowaka (por. 2008, 205), mozna po-
wiedzie¢, ze ksztaltowanie poje¢ powinno narastaé w czasie i przechodzi¢ na coraz wyzszy
poziom, podobnie jak budowanie kolejnych kondygnacji domu. Nie mozna wybudowa¢
kolejnego pietra bez uprzedniego wybudowania nizszej kondygnacji. Pominiecie ktdrego$
z weze$niejszych etapow lub nierzetelne jego wykonanie, prowadzi do budowania ,,zamkow
napowietrznych”, co skutkuje brakiem rozumienia poje¢ a nawet moze prowadzi¢ do forma-
lizmu zdegenerowanego.

W wynikach OBUT, co czwarty uczen nie rozwigzal zadnego zadania, a co czwarty
obliczyl obwdd prostokata, lecz nie wyznaczyt obwodu dzialki. Tak wigc, sama znajomosé
wzoréw matematycznych nie jest rownoznaczna z rozumieniem poje¢ matematycznych. By¢
moze w ich edukacji ograniczano si¢ do wprowadzania gotowych ,,przepiséw” bez ich odpo-
wiedniego przygotowania lub dzieci te mialy zbyt mato do$wiadczen i szybko przechodzily
do stosowania zapamietanych procedur, czyli przedwczesnej automatyzacji z wylaczeniem
$wiadomosci wykonywanych czynnosci.

Przedstawiona propozycja poznawania pojecia obwodu figury jest ilustracja prawi-
dlowego ksztaltowania poje¢ metamatematycznych. W analogiczny sposob nalezy wprowa-
dza¢ pozostate pojecia. Kluczowym elementem tego procesu jest praktyczne dziatanie - ma-
nipulowanie obiektami realnymi.
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Co z tego wynika

Nie kazde dzialanie fizyczne prowadzi do wiedzy. Poznanie musi by¢ efektem samo-
dzielnego dzialania (poczatkowo na przedmiotach, pdzniej jednak na stowach i myslach),
ktéremu towarzyszy refleksja. Bez niej nie ma mowy o podniesieniu abstrakeji czyli o ucze-
niu sie. Refleksje mozna wywola¢ stosownym pytaniem, np. Dlaczego tak jest?, Czy mozna
inaczej?, Co by bylo gdyby...? albo tez wywolujac u ucznia konflikt poznawczy. Wazng role
w takim procesie poznawania petni nauczyciel bedacy jedynie organizatorem procesu ucze-
nia sie. Nie moze on przekazywa¢ dzieciom wiedzy w gotowej postaci, nie moze narzuca¢ do-
rostego sposobu myslenia oraz przepiséw postepowania. Ma zacheca¢ dzieci do poszukiwan
wlasnych strategii rozwigzan akceptujac mozliwo$¢, naturalnego w tej sytuacji, popelniania
bledéw. Tak postepujac stwarza szanse, by zdobywana przez dzieci wiedza byla operatywna.
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