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Razem czy osobno, czyli co taczy¢, a co rozdziela¢
w edukacji matematycznej dzieci

Wstep

Szeroko rozumiane ,razem czy osobno” w edukacji dzieci dotyczy nie tylko
spraw organizacyjnych i wychowawczych, ale takze istoty uczenia. Zasadne sa
wiec rozwazania na ten temat w kontekscie edukacji matematycznej. Matema-
tyka jako dyscyplina naukowa jest abstrakcyjna, a dzieci w wieku wczesnoszkol-
nym mysla konkretnie. Te fakty rodza pytania: Jak uczy¢ abstrakcyjnej matema-
tyki konkretnie mys¢lace dzieci? Jak przezwyciezy¢ tkwigca w tym sprzeczno$é?
Waznych dla dydaktyki odpowiedzi na te pytania szukano od zawsze i poszuki-
wania trwaja nadal, gdyz ciagle zbyt wielu uczniéw doswiadcza niepowodzen
W uczeniu si¢ matematyki.

Trojaka natura szkolnej matematyki

Matematyke jako nauke i jako przedmiot szkolny mozna rozpatrywa¢ w réznych
aspektach:

— jako teori¢ naukowa, ogromna dziedzine wiedzy z calym bogactwem struk-
tur matematycznych, definicji, twierdzen i algorytmoéw, wiedze, w ktorej
wazne s3 ,fakty”. Matematyka w tym aspekcie traktowana jest jako gotowy
produkt, a uczenie si¢ jej polega na poznaniu i zapamietaniu tych faktéw,
sprawnym wykonywaniu obliczen, przeksztalcaniu wyrazen i rozwigzywa-
niu réwnan;

— jako zestaw abstrakcyjnych modeli, prezentujacych schematycznie sytuacje
$wiata realnego i zaleznosci w nim wystepujace oraz zestaw narzedzi shu-
zacych do rozwigzywania praktycznych probleméw. Matematyka rozumia-
na jest jako uzyteczne narzedzie, a uczenie sie jej polega na dostrzeganiu
zwigzkéw matematyki z rzeczywistoscia i stosowaniu aparatu matematyki
do rozwigzywania realistycznych zadan i probleméw;
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— jako dziedzine tworczej, intelektualnej dzialalno$ci ludzi, zwigzang z ich ak-
tywno$cig poznawcza, z zaangazowaniem emocjonalnym. Matematyka tak
rozumiana jest gléwnie procesem myslenia i badania, a takze produktem
tego procesu, a uczenie sie jej polega na samodzielnym konstruowaniu wie-
dzy matematycznej, ktora staje si¢ wlasnoscia osoby ja tworzacej'.

Siegajac do historii matematyki, mozna zauwazy¢, ze bodicem do jej
tworzenia byly najczesciej sytuacje praktyczne. Matematyka jako dyscyplina
naukowa, cho¢ jest nauka abstrakcyjna, powstawala w wyniku potrzeby opi-
sywania $wiata realnego i sytuacji zyciowych czlowieka. Na poziomie eduka-
cji wezesnoszkolnej ten praktyczny aspekt poje¢ matematycznych winien by¢
mocno eksponowany. Wszak matematyka, zwlaszcza ta szkolna, nie jest jedynie
czystym wytworem umystu. Pojecia matematyczne powstawaly w wyniku ma-
tematyzowania realnych sytuacji jako narzedzia rozwiazywania réznorodnych
problemoéw zyciowych zaistnialych na tle tych sytuacji. Wobec tego w procesie
uczenia si¢ matematyki warto odnosi¢ sie do jej zastosowan praktycznych. Nie
mozna na tym etapie ksztalcenia uczy¢ matematyki w izolacji, w oderwaniu od
rzeczywistosci. Proby zerwania poje¢ matematycznych z ich korzeniami i da-
zenie do np. szybkiego pamigciowego opanowania dodawania i innych dzialan
moga doprowadzi¢ do powstania negatywnego zjawiska formalizmu®. Wobec
tego w procesie nabywania poje¢ matematycznych wazne sa czynnoéci prak-
tyczne i doswiadczenia dzieci. Nie jest jednak obojetne, jakie czynnosci wyko-
nuje dziecko i jakie doswiadczenia zdobywa. Wazne, by byly to do$wiadczenia
logiczno-matematyczne. Zatem wszelkie czynnosci uczniéw powinny by¢ ma-
drze zaplanowane i takie, by prowokowaly czynnosci intelektualne kluczowe
w uczeniu sie. Niezbedna jest przy tym aktywno$¢ wlasna dziecka, jego $wia-
domos¢, co i po co robi, oraz analiza efektéw wlasnych dzialan, prowadzaca do
abstrakcyjnych poje¢. W ten sposob dziecko konstruuje wiedze, ktora staje sie
jego wlasnoscia. Chociaz kazdy uczen sam konstruuje swoja wiedzg, proces jej
konstruowania odbywa si¢ we wspolpracy z innymi uczestnikami tego proce-
su, czyli kolegami i nauczycielem. Wazna jest bowiem mozliwo$¢ wymiany do-
$wiadczen i korygowania wlasnych schematéw w konfrontacji z innymi. Dzieki
takiej konfrontacji i negocjacji znaczen mozliwe jest wieloaspektowe, krytyczne,

1 G. Trelinski, Ksztalcenie matematyczne w systemie zintegrowanym, Wszechnica Swigtokrzyska,
Kielce 2004, s. 13-14.

2 Zjawisko to ,charakteryzuje si¢ nieobecnoscia w mysli ucznia semantycznego sensu termi-
néw i symboli i chaosem w stosowaniu regut syntaktycznych” (Z. Krygowska, Elementy ak-
tywnosci matematycznej, ktore powinny odgrywac znaczqcg role w matematyce dla wszystkich,
,Dydaktyka Matematyki” 1986, nr 6, 5. 27).
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refleksyjne rozwigzywanie probleméw. W ten sposéb powstaje wiedza inna, niz
moglaby powsta¢ bez tego kontekstu spotecznego®.

Role interakeji w procesie uczenia si¢ podkresla Lech Siemionowicz Wygot-
ski*, przypisujac przy tym w procesie komunikowania si¢ duze znaczenie jezyko-
wi. Jezyk jest wazny zaréwno w komunikacji, jak i w procesie uwewnetrzniania
wykonywanych czynnosci, co przyczynia si¢ do budowania wiedzy. Zatem tresci
matematyczne Iaczymy z ich zastosowaniem w $§wiecie realnym i proces uczenia
realizujemy jako tworcza aktywnos¢ ucznia w lacznosci i w interakgji z innymi
ludZmi.

Mozna podejmowa¢ proby uczenia matematyki z uwzglednieniem tylko
jednego jej aspektu, ale nie mozna spodziewa¢ si¢ wtedy dobrych efektéw. Bo-
wiem one wszystkie sie przenikaja i wzajemnie dopelniaja. Akcentujac tylko je-
den z nich, pozbawiamy uczacego si¢ mozliwosci ,ujrzenia” calosci matematyki.
Ksztaltujemy wypaczony jej obraz. W praktyce edukacyjnej zaden z aspektow
nie moze by¢ pomijany, ale dopuszczalne jest ich rézne akcentowanie, w za-
lezno$ci od wyznaczonych celéw oraz w zaleznosci od potrzeb i mozliwosci
uczniéw. Wazne, by wszystkie aspekty faczy¢ w jednym procesie edukacyjnym.

taczenie czynnosci z czynnosciami do nich odwrotnymi

Wiele codziennych czynnosci czlowieka ma charakter czynnosci prostych i od-
wrotnych. Naleza do nich np. ubieranie sie i rozbieranie, zapinanie guzikéw iich
rozpinanie, sznurowanie butéw i rozsznurowywanie, budowanie wiezy z klockéw
ijej burzenie po to, by schowa¢ klocki do pudelka itp. Dorosli w swojej pracy za-
wodowej réwniez wykonujg czynnosci proste i odwrotne, gdy np. sktadaja jakie$
urzadzenie, a nastepnie rozkladaja je w celu konserwacji. Oczywiscie nie kazda
czynno$¢ fizyczna jest odwracalna. Np. ztamanie patyka, sttuczenie szklanki nie
sa odwracalne. Nie mozna bowiem w zaden sposob przywrdci¢ zlamanemu pa-
tykowi czy stluczonej szklance pierwotnej postaci. Czynnosci fizyczne, zaréwno
proste jak i odwrotne, s3 wykonywane na przedmiotach i obserwowalne gotym
okiem, dlatego nazywa si¢ je czynnosciami zewnetrznymi. Takie konkretne czyn-
nosci w dzialaniu dziecka s3 izolowane, gdyz dziecko nie potrafi uja¢ stosunkéw
miedzy nimi. Ich przeciwienstwem s3 czynnoséci myslowe, ktére s3 uwewnetrz-
nione. Interioryzacja czynnoéci konkretnych prowadzi do czynnosci wyobraze-
niowych (wykonywanych w mysli), a te moga by¢ odwracalne i moga sie faczy¢

3 D. Klus-Stanska, Wiedza i sposoby jej nabywania, red. D. Klus-Staiska, M. Szczepska-Pust-
kowska, Wydawnictwa Akademickie i Profesjonalne, Warszawa 2009 oraz Z. Krygowska, Za-
rys dydaktyki matematyki, cz. 1, WSiP, Warszawa 1977.

4 L.S.Wygotski, Narzedzie i znak w rozwoju dziecka, PWN, Warszawa 1978.
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w pewne systemy’. W mysli mozemy podzieli¢ patyk na kawalki, a nastepnie,
réwniez w myséli, mozemy scali¢ te kawalki do postaci pierwotnej. Mozna wiec
w mysli wykonac¢ to, co praktycznie nie jest mozliwe. Jezeli czlowiek jest zdolny
do takiej odwracalnosci proceséw myslowych, czyli jest zdolny do wykonywania
czynnoéci umystowych wewnetrznych, umozliwiajacych faczenie przeciwstaw-
nych czynnosci w jedna calo$¢, to zdaniem Jeana Piageta® rozumuje operacyj-
nie i potrafi prowadzi¢ skomplikowane rozumowania bez odwolywania si¢ do
dziatan praktycznych, jest zdolny do przewidywania nastepstw réznych dzialan.
Dzigki odwracalnosci proceséw myslowych potrafi wykrywaé zlozone zalezno-
$ci jakosciowe i ilo$ciowe, przewiduje zmiany, ich przyczyny oraz skutki, a takze
ustala, co pozostaje niezmienne. Takie procesy myslowe s3 istotne w uczeniu si¢
matematyki, gdyz ma ona charakter operacyjny (kazda operacja, kazde dzialanie
w tej nauce jest odwracalne). W procesie uczenia sie tego przedmiotu niezbedne
jest wiec calo$ciowe ujmowanie dziatan prostych i odwrotnych, bo dzieki temu
uczacy si¢ jest w stanie dostrzega¢ rozmaite zaleznos$ci. Ten fakt stal sie podstawa
opracowania koncepcji czynno$ciowego nauczania matematyki autorstwa Zofii
Krygowskiej’. Zatem ilekro¢ uczymy dodawania, musi temu towarzyszy¢ odej-
mowanie. Jezeli uczymy mnozenia, to réwnolegle nalezy uczy¢ dzielenia. Wszyst-
kie pojecia matematyczne powinny by¢ ksztaltowane z uwzglednieniem zadan
wzajemnie odwrotnych, z uzyciem przykladéw i kontrprzykladéw.

W dawnych metodykach bardzo zabiegano o to, by kazde pojecie matema-
tyczne bylo wprowadzane oddzielnie. Sadzono bowiem, ze réwnolegte ksztal-
towanie poje¢ moze skutkowaé myleniem ich i blednym wykorzystaniem. I tak
w klasie pierwszej dlugo ¢wiczono dodawanie i dopiero po jego biegtym opano-
waniu wprowadzano i ¢wiczono odejmowanie. Podobnie mnozenie i dzielenie
byly rozdzielane w czasie. Tak si¢ dzialo na kazdym etapie matematycznej edu-
kacji. Np. w szkole $redniej najpierw dlugo ¢wiczono mnozenie wielomianow
i dowodzono wzoréw skréconego mnozenia, a dopiero pézniej ¢wiczono roz-
ktadanie wielomianéw na czynniki. To ostatnie okazywato si¢ bardzo trudne, bo
nie bylo przez uczniéw wigzane z wczesniejszymi czynno$ciami. Nie dostrzegali
oni wzajemnej odwrotnoséci wykonywanych operacji®. Takie izolowanie tresci
nie byto korzystne. Dlatego w koncepcji nauczania matematyki opracowane;
przez Zofie Krygowska zaleca sie faczenie, bowiem, jak zauwaza autorka: ,Psy-
chologiczna teoria operacji sugeruje postepowanie dydaktyczne kierowane za-
sadg Igczenia a nie oddzielania”®. W koncepdji tej uwzgledniany jest takze pro-

S Z.Krygowska, Zarys dydaktyki..., s. 89.

6 J.DPiaget, Studia z psychologii dziecka, PWN, Warszawa 1966.
7 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki...

8  Ibidem,s. 105.

9  Ibidem,s. 104.
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ces interioryzacji, dzieki czemu w uczeniu si¢ matematyki pokonuje sie droge
od konkretu do abstrakeji matematycznej, od prymitywnych czynnosci dziecka
do dziatan arytmetycznych. I odwrotnie: kazdej operacji matematycznej moga
towarzyszy¢ konkretne czynnosci, pelniac przy tym rozmaity role. Moga bo-
wiem one pobudza¢ czynnoéci myslowe, wspiera¢ to, co w mysli jest chwiejne,
albo tylko wyraza¢ te my¢l za pomoca np. rysunku, zapisu, pewnego modelu lub
gestu'®. W wyniku tego uczen ma szanse, by konkretna sytuacje, w ktorej naj-
pierw do 3 klockéw dosuwa si¢ 2, a nastepnie odsuwa sie te 2 przed chwilg przy-
suniete, ujaé calosciowo i dostrzec wszystkie mozliwe arytmetyczne zaleznosci

z tej sytuacji wynikajace:
3+2=5,2+43=5,5-2=3,5-3=2,5=3+2,5=2+3itd.

Zgodnie z koncepcja czynnosciowego nauczania matematyki, podczas na-
uki, np. dodawania, nie mozna wykonywa¢ jedynie prostych zadan typu: ,Wy-
znacz sume liczb S i7”. Takim zadaniom muszg towarzyszy¢ zadania odwrotne,
np.: ,Suma dwoch liczb jest réwna 12. Jakie to liczby?”. Rozwigzanie pierw-
szego zadania (prostego) jest jednoznaczne, jest nim liczba 12, bo 5 + 7 = 12.
Rozwiazaniem zadania odwrotnego jest nieskoriczenie wiele par liczb postaci
(%, 12 - x), z ktérych « jest dowolng liczba rzeczywista. Jezeli ograniczymy sig
tylko do rozwigzan w zbiorze liczb naturalnych, to nadal jest ich wiele, ale jest
to juz skoriczona liczba, bo x moze przyjmowac wartosci od 0 do 12, a tych jest
wlasnie 13, wigc jest 13 rozwiazan w zbiorze liczb naturalnych. Mozemy je zapi-
sa¢ nastepujaco:

12=0+12=1+11=2+10=34+9=4+8=5+7=6+6=7+5=8+4=9+3=itd.

Poniewaz dzialania (zadania) odwrotne czesto maja niejednoznaczne roz-
wigzanie, jak to jest w prezentowanym przykladzie, to uznawane sa powszech-
nie za zadania zbyt trudne (trudniejsze od zadan z jednym rozwigzaniem).
Z tego powodu nauczyciele nie daja dzieciom takich zadan, a i w podreczni-
kach nie ma ich wiele. Mozna wigc stwierdzié, ze w szkole nie rozwiazuje si¢
takich zadan. By¢ moze wynika to z nieuswiadomionego protestu przeciwko
takiej niejednoznacznosci. Panuje bowiem powszechne przekonanie, ze mate-
matyka jest naukg jednoznaczng, w ktérej na kazde pytanie jest tylko jedna od-
powiedz, i kazde zadanie musi mie¢ rozwigzanie, i to dokladnie jedno. A w tym
zadaniu jest wiele dobrych odpowiedzi. Brak takich dywergencyjnych zadan
stanowi duzg strate w edukacji dzieci. Zadania wieloznaczne wywoluja aktyw-
nos¢ intelektualng, sa Zrédlem twoérczosci, wyzwalaja u uczniéw pomystowosé
w poszukiwaniu wielu odpowiedzi, i to niekiedy oryginalnych, innych od odpo-
wiedzi pozostatych uczniéw.

10 Ibidem,s.92-93.
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Z obawy przed wieloznacznoscia w podrecznikach najczesciej formulowa-
ne sg nieco tatwiejsze pary zadan wzajemnie odwrotnych: ,Do liczby S dodaj 7”
(5 +7=12) i do nich odwrotne: ,0d liczby 12 odejmij 7” (12 -7 =5). W tym
przypadku oba zadania maja dokladnie jedno rozwigzanie. Takie zadania mozna
rozwiazywad, i robi sie to w szkole, ale nie mozna na nich poprzestawaé. Warto
rozwigzywac takze ich trudniejsze wersje. Przyklady zadan wzajemnie odwrot-
nych, ktérych rozwiazania nie zawsze s3 jednoznaczne, zostaly zamieszczone
w tabeli ponizej.

Tab. Przyklady zadan prostych i odwrotnych

Zadanie proste Zadanie odwrotne
Wyznacz iloczyn liczb 41 6. Tloczyn dwéch liczb jest réwny 24. Jakie to liczby?
Wyznacz réznice liczb 101 7. Podaj liczby, ktorych réznica wynosi 3.
Wyznacz iloraz liczb 181 3. Podaj liczby, ktérych iloraz wynosi 6.
Wyznacz obwdd prostokata o bokach dlugosci 3 cm | Jakie dtugosci maja boki prostokata, ktorego obwod
iScm. jest réwny 16 cm?
Zapisz cyframi liczbe sto sze$¢dziesiat trzy. Odczytaj (zapisz stowami) liczbe 163.
Podaj liczby wigksze od S. Podaj liczby mniejsze lub réwne 5.
Rozwigz gotowe zadanie tekstowe. Utdz zadanie tekstowe.

Zré6dto: opracowanie wlasne

Kontrastowanie

Kontrastowanie polega na ostrym uwydatnianiu si¢ pewnej cechy w spostrze-
ganym przedmiocie, zjawisku lub pojeciu poprzez zestawienie jej i poréwnanie
z inna, najczesciej przeciwstawna cechg innego przedmiotu, zjawiska lub poje-
cia. Poprzez takie zestawienie, dzieki dostrzezonej réznicy, podkreslona zostaje
istota i ranga eksponowanej cechy.

Kontrastowanie jest bardzo waznym zabiegiem dydaktycznym w prawidlo-
wym ksztaltowaniu poje¢ i operatywnych schematéw w mysli ucznia. Pozwala
bowiem lepiej zrozumie¢ jaka$ ceche lub wlasno$¢ pojecia, gdy trudne jest zro-
zumienie i uchwycenie jej zasadniczych elementéw. Wystarczy wtedy wyobrazié
sobie lub skonstruowa¢ obiekt, ktory takiej cechy lub wlasnosci jest pozbawio-
ny. Zestawienie braku z tym, co by¢ powinno, pomaga ujrzec to, co byto niezau-
wazalne bez kontrastujacego tta. Gleboka ide¢ kontrastowania mozna dostrzec
we fraszce ,Szlachetne zdrowie, nikt si¢ nie dowie, jako smakujesz, az si¢ zepsu-
jesz”!. Niestety, cho¢ oczywista wydaje si¢ warto$¢ dydaktyczna kontrastowa-
nia, to w szkolnej edukacji matematycznej takich zabiegéw nie ma zbyt wiele.

11  Fragment fraszki Jana Kochanowskiego Na zdrowie.
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A przeciez wystarczy podczas ksztaltowania dowolnego pojecia matematyczne-
go konstruowa¢ nie tylko przyktady pozytywne, ale takze kontrprzyktady i sta-
wia¢ uczniéw w sytuacjach konfliktowych. Np. podczas ksztaltowania pojecia
kwadratu, by u$wiadomi¢ uczniom jego wlasnosci (bycie czworokatem, posia-
danie réwnych bokéw i réwnych katéw), nalezy skonstruowaé takie kontrprzy-
klady, w ktérych wystepuje zaprzeczenie dokladnie jednej z jego cech. Dobrymi
kontrprzyktadami stuzagcymi u$wiadomieniu sobie istoty bycia czworokatem
beda figury, ktére nie sa czworokatami, cho¢ maja réwne boki i réwne katy, np.
trojkat réwnoboczny, gdyz nie posiada on wlasnosci, jaka jest czworokatnosé.
By uswiadomi¢ znaczenie réwnosci katéw w kwadracie, nalezy skonstruowa¢
czworokat o réwnych bokach, lecz niekoniecznie réwnych katach, np. romb. Za$
czworokat o réwnych katach, ale niekoniecznie réwnych bokach (prostokat),
bedzie pomocny w uswiadomieniu sobie istoty réwnosci bokéw w kwadracie.

Jezeli zalezy nam na dobrym uksztaltowaniu pojecia uzywanego u nas sys-
temu liczbowego, nalezy skontrastowa¢ jego cechy, czyli dziesiatkowo$¢ i pozy-
cyjnoé¢, z systemami, ktore tych cech nie posiadaja. Np. system rzymski nie jest
pozycyjny, za$ system zwigzany z mierzeniem czasu nie jest dziesiatkowy. Warto
zapozna¢ dzieci takze z innymi systemami liczbowymi, np. egipskim czy chin-
skim, ktére cho¢ sa dziesiatkowe, to nie s pozycyjne. Mozliwoé¢ zapisywania
i odczytywania liczb w tych systemach pomaga u§wiadomi¢ sobie réwniez, czym
jest cyfra, a czym liczba'?, ktdre to pojecia tak czesto s3 mylone, nawet przez oso-
by, wydawa¢ by sie moglo, kompetentne. By uksztaltowa¢ pojecie réwnoleglo-
éci (albo prostopadtosci) odcinkéw lub prostych, konieczne jest konstruowanie
przykladéw, w ktérych tej réwnoleglosci (prostopadtosci) brakuje. By uswiada-
miaé sens rownoéci, nalezy skontrastowac¢ ja z jej brakiem.

Podobnie mozemy postepowac z zadaniami tekstowymi. Dzieci nie zawsze
uswiadamiajg sobie ich strukture i role elementéw sktadowych. S sklonne kaz-
dy tekst wygladajacy jak zadanie (zawierajacy wyrazy, liczby i pytanie) uznawad
za zadanie i podejmujg, bez zadnej refleksji, proby jego rozwiazania. Proponujac
dzieciom odpowiednio dobrane zadania niestandardowe (pseudozadania), po-
magamy im u$wiadomic sobie istote i strukture zadania z treécig. Pseudozadanie
(zadanie z wada, z brakiem) skupia uwage dziecka na tym braku, uswiadamiajac
jego role. Ponadto nie mozna proponowa¢ dzieciom rozwiazywania jedynie go-
towych zadan z podrecznika. By dziecko rozumialo sens rozwigzywania zadan,
musi przezy¢, do$wiadczy¢ ich ,zawiazywania”, czyli formutowania. Zatem nie-

12 Cyfry sq to znaki stuzace do zapisywania liczb, podobnie jak litery, ktore stuza do zapisywa-
nia stéw. Tak jak sa rézne alfabety (np. faciriski, grecki, cyrylica, Braille’a, Morse’a), tak sa
i rézne zestawy cyfr. Na co dziefi uzywamy cyfr arabskich (1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 0), ale tez
cyfr rzymskich, ktorymi sa wielkie drukowane litery alfabetu lacinskiego (I, V, X, L, C, D, M).
Natomiast liczby to pojecia abstrakcyjne okre$lajace pewna ilos¢ lub wielko$¢.
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zbedne jest calkowicie samodzielne ukladanie przez dzieci zadan do sytuacji za-
istnialej w klasie, do dzialania, do pytania, na zadany temat, badz ich swobodne
formutowanie bez zadnych ograniczen. Bardzo korzystne jest stosowanie tzw.
ystrategii kruszenia” w pracy z tekstem matematycznym. Polega to na tym, ze
prezentujemy zlozony tekst matematyczny (inaczej tre$¢ zadania, ale bez zadne-
go pytania), za$ dzieci ukladaja do tego tekstu wszelkie mozliwe pytania. Kazde
sformulowane przez dzieci pytanie wraz z tekstem jest wistocie zadaniem, ktére
nastepnie wspdlnie jest rozwigzywane. Wazne, by wérdd pytan pojawialy sie za-
réwno te poprawne i pasujace do tresci, jak i niepoprawne. Dzigki analizie takich
pytan zdajemy sobie sprawe, jakie pytanie jest sensowne i co znaczy sformuto-
waé pytanie. Ponadto do takiego tekstu matematycznego mozna uktadaé naj-
pierw dzialania (zaréwno sensowne, jak i nie), a nastepnie ustala¢, co za pomoca
takiego dzialania mozna obliczy¢ i na jakie pytanie odpowiedzie¢ dzigki tym ob-
liczeniom. Analiza niepasujacych do tekstu dziatar jest wazna w uéwiadomieniu
sobie, ze kazde dzialanie do zadania tekstowego musi mie¢ sens adekwatny do
treci. Nie nalezy wykonywac¢ obliczen na przypadkowo wybranych z tekstu licz-
bach, bo mozna zgubi¢ ten sens.

Poniewaz dzieci postrzegaja synkretycznie, co jest przyczyna trudnosci
w samodzielnym dostrzeganiu istotnych elementéw sktadowych poje¢ i opera-
cji, zatem stosowanie zasady kontrastowania (aczenie przykladéw z kontrprzy-
kladami, obecnosci cechy z jej brakiem itp.) skutecznie pomaga w pokonywaniu
tych trudno$ci.

Znak réwnosci

Od samego poczatku szkolnej edukacji matematycznej nauce dodawania i odej-
mowania, pdzniej takze mnozenia i dzielenia, towarzyszy znak réwnosci (=),
uzywany do symbolicznego zapisu wspomnianych dziatan. Znak ten jest sym-
bolem identycznosci, Iaczy wiec identyczne obiekty. Jego uzycie oznacza, ze to,
co jest z jednej jego strony, tozsame jest z tym, co znajduje si¢ po drugiej jego
stronie. Np. zapis 5 + 3 = 8 oznacza, ze liczba S + 3 jest ta samg liczbg, co 8. Po
obu stronach znaku réwnoéci jest ta sama liczba, lecz réznie zapisana. Znajduje
to wyraz takze w sposobie czytania takich zapiséw. W omawianym przypadku
czytamy: ,suma liczb 5 i 3 jest 8 oraz 8 jest suma liczb 51 3”. Rowno$¢ jest syme-
tryczna, zatem skoro 5 + 3 = 8, to takze 8 = S + 3. Oba zapisy maja to samo zna-
czenie i takiego rozumienia znaku réwnosci, jako identycznosci, nalezy uczy¢
dzieci. W tym celu powinno si¢ z dzie¢mi rozwigzywa¢ nie tylko zadania proste,
ale takze zadania odwrotne, i zapisywac je w rézny sposéb. Moga to by¢ zadania:
»Wyznacz sume liczb § i 3” oraz: ,Osiem jest suma dwdch liczb. Jakie to liczby?”.
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W pierwszym przypadku rozwigzanie jest jednoznaczne. Za$ zadanie odwrot-
ne, o czym byla juz mowa, ma wiele rozwiazan". Nie tylko wyznaczamy sumy
liczb, ale i rozkladamy liczby na skladniki. Dajemy takze zadania, w ktérych
wprawdzie sg dzialania, ale nie ma potrzeby wyznaczania wynikéw podanych
dziatan. Np. ,Oileliczba § + 3 jest wieksza od 32”; ,O ile liczba 3 jest mniejsza od
5+3?”. Albo: ,Uzupelnij: 5+3 =4+ ... =3+ ... =2+ ... =... itp.” W takich sy-
tuacjach uczen ma mozliwoé¢ uéwiadomic sobie, ze wykonanie obliczen wszyst-
kich dziatant wcale nie przybliza go, lecz wrecz oddala od rozwiazania zadania.
Dzigki temu mozemy zapobiega¢ powstawaniu u dzieci blednego przekonania,
ze znak réwnosci (=) oznacza polecenie wyznaczenia wyniku operacji. O takim
niepoprawnym rozumieniu tego znaku $wiadcza czesto spotykane btedne zapi-
sy,jaknp.: 7+5=7+3=10+2=12.

Liczby 7 + S1i 7 + 3 nie s3 identyczne. Rézne tez sg liczby 7 + 31 10 + 2.
Chociaz zapis jest bledny, mozna sie¢ domygli¢, w jaki sposéb wykonane zostaly
obliczenia: by wyznaczy¢ sume liczb 7 i S, najpierw do 7 dodano 3 (by uzyskaé
pelna dziesiatke), a potem do tak uzyskanej sumy, czyli do 10, dodano jeszcze 2
i otrzymano 12. Ten przyklad bledu w uzyciu znaku réwnosci jest efektem trak-
towania réwnosci jednokierunkowo i zwigzany jest z niewlasciwym w tym przy-
padku izolowaniem tresci matematycznych, z ¢wiczeniem tylko okre$lonego,
jednego typu zadan. Na skutek tego uczniowie nie traktuja rownos$ci symetrycz-
nie. By wyeliminowa¢ takie bledy, nalezy od poczatku nauki zapisywa¢ formuty
i wzory w dwodch kierunkach, w dwéch kierunkach je odczytywac i réwnolegle
w dwoch kierunkach je stosowag, i to w ré6znorodnych zadaniach.

Automatyzacja, czyli kiedy oddziela¢

W kazdej dziedzinie wazne jest nabycie takiej sprawno$ci, ze wigkszo$¢ czynnosci
wykonywana jest automatycznie, nawet bez zaangazowania mysli. Np. gdyby$my
podczas pisania musieli stale przypomina¢ sobie ksztalt liter, ich wyglad, to takie
pisanie byloby bardzo meczace i czasochlonne, a przy tym trudno bytoby skupi¢
sie na tresci tego, co zamierzamy napisa¢. Automatyzacja jest tutaj niezbedna. Po-
dobnie jest w uczeniu si¢ matematyki: to, czego juz sie uczyliémy, co umiemyiro-
zumiemy, powinno by¢ zautomatyzowane. Np. podczas rozwiazywania zadania
wymagajacego wysilku intelektualnego sama strona techniczna zwiazana z wyko-
nywaniem obliczert powinna by¢ tak opanowana, by uczen nie tracil niepotrzeb-
nie czasu i energii na rachunki i mogt skupi¢ si¢ na problemie. Takze wykonujac
dzielenie, np. 648 : 4, uczen powinien zna¢ na pamiec tabliczke mnozenia. Dzieki

13 W zbiorze liczb naturalnych jest 9 mozliwosci przedstawienia liczby 8 jako sumy dwoch sktad-
nikow: 8=8+0=7+1=6+2=5+3=4+4=3+5=2+6=1+7=0+8.
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zautomatyzowaniu pewnych czynnosci mozna zaoszczedzony w ten sposéb czas
i energie wykorzystywa¢ na uczenie sie¢ nowych tresci i rozwigzywanie nowych
probleméw. Jednakze nie mozna utozsamia¢ automatyzacji dobrze rozumianych
dziatanl z wyuczaniem si¢ ich na pamigé. Pamieciowe uczenie si¢, zamiast poje-
ciowego, jest prosta droga do zablokowania mozliwo$ci uczenia si¢ matematyki
w sposob rozumny. Takze przedwczesne zmechanizowanie dzialan, jeszcze przed
wladciwym pojeciowym ich ujeciem, moze staé sie w przyszlosci przyczyna trud-
nosci w dalszym uczeniu si¢ matematyki'*. Automatyzacja ma by¢ zakonczeniem,
a nie poczatkiem ksztalttowania poje¢ i tego ksztalttowania w zaden sposob nie
moze zastapi¢'®. Kazdy nauczyciel wie, ze liczenie na konkretach lub palcach jest
istotne w ksztaltowaniu umiejetno$ci rachunkowych, lecz niestety jest rowniez
czasochlonne. Zdarza si¢ wiec, ze chcac usprawnic i przyspieszy¢ umiejetnosci
dzieci w zakresie obliczen, korzysta z ich pamigci. Poniewaz pojemno$¢ dziecie-
cej pamieci jest duza, zabieg taki wydaje sie skuteczny i efekty zdaja si¢ budujace,
bo dzieci bardzo sprawnie licza (jest skoriczona liczba sum i réznic w zakresie 20,
a w wiekszych zakresach wystarczy postuzy¢ sie rachunkiem pisemnym, w kto-
rym opanowany pamieciowo zakres do 20 jest zupelnie wystarczajacy). Nauczy-
ciel nabiera wiec przekonania, ze jego metoda jest bardzo dobra. Tragiczne skutki
takich zabiegéw ujawniaja sie znacznie pézniej, gdy dziecko nie jest w stanie zro-
zumie¢ pojecia ulamka zwyklego, ulamkéw dziesietnych, liczb ujemnych, dziatan
na nich itp. Dla tak uczonych dzieci uczenie si¢ matematyki zawsze bedzie sie
ograniczalo do zapamietania faktéw i wyuczania na pamie¢ regul'®. W uczeniu si¢
matematyki niezbedne jest najpierw zrozumienie pojecia i §wiadome dziatanie
oparte na konkretach. To zrozumienie musi by¢ tak glebokie, ze po zautomaty-
zowaniu, uczenn w kazdej chwili potrafi wyjasni¢ co i dlaczego robi, bowiem po-
winien on mie¢ $wiadomo$¢ znaczenia i sensu wszelkich wykonywanych operacji
i podejmowanych dziatan.

Jak z powyzszego wynika, nie mozna laczy¢ ksztaltowania nowego pojecia
z jego automatyzacja. Tu niezbedne jest oddzielenie jednego od drugiego w cza-
sie. Z automatyzacja nalezy poczekac tak dlugo, jak dlugo pojecie nie zostanie
dobrze uksztaltowane i gleboko zrozumiane.

14 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki...,s. 97.

15 L. Jelefiska, Metodyka pierwszych lat nauczania, Nasza Ksiegarnia, Warszawa 1927, s. 167-
-169.

16 M. Hejny, Rozwdj wiedzy matematycznej, ,Dydaktyka Matematyki” 1997, nr 19, s. 20-21.
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Podsumowanie

Matematyka ma wiele ,twarzy”. W edukacji matematycznej dzieci nalezy
uwzglednia¢ wszystkie oblicza tej dyscypliny, a wiec laczy¢ je tak, by w umystach
dzieci powstat jej calosciowy (pelny, nieutomny) obraz. Niezbedne jest przy
tym wykorzystywanie praktycznych do$wiadczen dzieci, nie tylko szkolnych,
i stwarzanie dzieciom mozliwosci samodzielnego konstruowania wiedzy mate-
matycznej.

Uczenie sie nie przebiega w izolacji. Konieczne jest laczenie w tym procesie
doswiadczen i przemyslen wszystkich uczestnikéw procesu uczenia sie.

W procesie uczenia si¢ matematyki nalezy uwzgledniac jej operatywny
charakter, faczac operacje proste z odwrotnymi oraz czynnosci konkretne z ich
uwewnetrznieniem i towarzyszacymi temu procesami myslowymi, przechodzac
od konkretu do abstrakeji i z powrotem. Istotny w tym procesie jest jezyk, gdyz
werbalizacja wykonanych czynno$ci wspiera proces ich uwewnetrznienia i od-
wrotnie: werbalizacja wlasnych mysli stuzy ich porzadkowaniu i strukturyzowa-
niu. Jezyk jest tym narzedziem, ktore taczy realny $wiat ze $wiatem mysli i two-
rzonym przez nie §wiatem matematycznej abstrakgji.

Dydaktycznie niezbedne jest stosowanie w edukacji zasady kontrastowania.
Nie mozna bowiem uczy¢ si¢ jedynie na przyktadach pozytywnych. W uczeniu
sie potrzebne sa nie tylko przyklady, ale i kontrprzyklady, dzieki ktérym moze-
my lepiej zrozumie¢ pojecie, jakie ma ono wlasciwosci (cechy), a jakich nie ma;
co jest wazne, a co nie jest istotne dla danego pojecia. Tylko dzieki polaczeniu
w edukacji przykladéw z kontrprzykladami jesteémy w stanie ujrze¢ wyraznie
istote pojecia.

Nie wszystko w uczeniu si¢ matematyki polega na laczeniu réznorodnych
czynnosci, zadan i proceséw. Nie mozna bowiem ksztattowa¢ pojecia z jedno-
czesng automatyzacja jego wykorzystania. Zbyt wczesne zautomatyzowanie
badz zastapienie rozumienia wyuczaniem na pamig¢¢ moze by¢ droga do nie-
bezpiecznego zjawiska formalizmu, moze by¢ przyczyna réznych btedéw i trud-
nosci w uczeniu sie, a wrecz moze catkowicie zablokowaé prawidlowy proces
uczenia si¢ matematyki. Zatem nalezy oddzieli¢ ksztaltowanie poje¢ od ich zau-
tomatyzowania.
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Abstract

Together or Separately, What to Combine and What to Divide
in Children’s Mathematics Education

In the article various issues related to learning mathematics are presented. Mathematics
has a three-fold nature and all its aspects complement and infiltrate each other. This is
why in mathematics education they cannot be divided. None of its aspects cannot be
missed. Likewise, including mathematics’ operational character, we should combine sim-
ple activities with more complex ones. In contrast, we should separate shaping the terms
and actions from its automatization.

Keywords: active teaching, automatization, mathematics’ operational character, mathe-
matics’ three-fold nature, simple and complex activities



