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Wstep

Obliczenie maksimum globalnego w wielowymiarowej przestrzeni poszukiwan
jest zadaniem nietatwym. Podstawowg trudnoscig jest fakt ,nieomijania” przez al-
gorytmy ekstremow lokalnych i, utykanie” w tych ekstremach. Dodatkowym utrud-
nieniem s3 ograniczenia natozone na funkcje oceny. Jednoczesnie czesto wystepu-
je fakt nieciggtosci przestrzeni poszukiwan. Z podobnymi problemami spotykamy
sie przy poszukiwaniach minimum globalnego. Istnieje wiele réznych algorytmoéow
poszukujgcych ekstrema globalne. W niniejszej pracy przedstawiono i poréwnano
cztery z nich, najczesciej stosowane. Ich zalety i wady przedstawiono na dwéch
przyktadach.

Algorytmy optymalizacyjne

Symulowane wyzarzanie

Algorytm symulowanego wyzarzania wystepuje pod kilkoma angielskimi na-
zwami: simulated annealing (najczesciej), Monte Carlo annealing, probabilistic Hill
climbing, stochastic relaxation [3]. Ta metoda optymalizacyjna bazuje na zjawiskach
z dziedziny termodynamiki, a w szczegdlnosci na zjawisku zamarzania cieczy i kry-
stalizowania sie jej lub na zjawiskach jakie zachodza w strukturze metalu podczas
zamarzania i wyzarzania. W wysokiej temperaturze i odpowiednim ci$nieniu, gdy
dany materiat jest w formie ptynnej, molekutly cieczy poruszaja sie swobodnie.
W wyniku schtadzania tej cieczy ruchy czasteczek ulegaja spowolnieniu.

Jesli schtadzanie jest przeprowadzane odpowiednio wolno, wéwczas w cieczy
tworza sie uporzadkowane struktury zwane krysztatami. Krysztat jest stanem o mi-
nimalnej wartosci energii tego materiatu. Jesli schtadzanie przeprowadzane jest
wystarczajaco szybko, to chtodzona ciecz nie osigga stanu krystalicznego. Pozostaje
wdéweczas w stanie amorficznym (tzw. szklistym), o wyzszej wartosci energii. By wy-
jasnié to zjawisko, nalezy odwota¢ sie do rozktadu Boltzmana, ktéry okresla praw-
dopodobienstwo P znalezienia sie uktadu utrzymywanego w temperaturze T w sta-
nie energii E.
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P(E)~e i (1)

gdzie:
k - stata Boltzmana.

Ze wzoru (1) wynika, Ze istnieje niezerowe prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze dany uktad znajdzie sie w stanie o wyZszej energii. Jednak prawdopodobienistwo
tego szybko maleje wraz z obnizaniem temperatury uktadu T. Jezeli jednak materiat
w poczatkowej fazie znajdowat sie w stanie ciektym (o wyzszej energii), to jego pro-
ces krystalizacji (dazenia do najnizszego poziomu energii) moze ulec spowolnieniu
lub nawet zatrzymaniu (uktad znajdzie sie w stanie po$rednim, w stanie szklistym).
Powodem tego s3a bariery energetyczne, na ktérych pokonanie zwykle potrzeba
pewnego czasu. Z tego powodu stan materiatu zwany krysztatem wymaga odpo-
wiednio wolnego schtadzania.

Na podstawie tych faktéw stworzono algorytm poszukujacy minimum bada-
nej funkcji w zatozonej przestrzeni poszukiwan. Poszukiwane minimum globalne
to odpowiednik stanu uktadu o najnizszej energii. Minima lokalne to odpowiednio
posrednie stany uktadu - stany szkliste uktadu. Algorytm w podstawowej imple-
mentacji przetwarza jedno rozwigzanie, ktére jest w danej chwili czasowej rozwig-
zaniem o najmniejszej dotychczas znalezionej wartosci funkcji oceny. Algorytm jest
algorytmem iteracyjnym. W kazdej iteracji oblicza sie w losowo wybranym punkcie
przestrzeni poszukiwan jedno rozwigzanie. Jesli rozwigzanie to ma warto$¢ funkcji
oceny mniejsza niz warto$¢ funkcji oceny dotychczas znalezionego punktu, to przyj-
muje sie go z prawdopodobienstwem P okreslonym relacja:

P(E) =eF¢ (2)

gdzie:
a - parametr kontrolny algorytmu, ktérego wartos¢ zostaje zwiekszana pod-
czas pracy programu (odpowiednik temperatury dla rozktadu Boltzmana).

W przeciwnym przypadku rozwigzanie jest odrzucane i losuje sie w nastepnej
iteracji kolejny punkt. Parametr a jest stopniowo zwiekszany podczas pracy algoryt-
mu. Zawiera on informacje o wielkosci przestrzeni wokét dotychczas znalezionego
rozwiazania. Nowe rozwiazanie w danej iteracji jest losowane zawsze z tego ograni-
czonego obszaru, ktéry podczas trwania procesu optymalizacji ulega stopniowemu
zawezaniu.

Algorytm zachtanny

Algorytm zachtanny (ang. greedy algorithm) jest algorytmem iteracyjnym
[1]- W kazdym kroku dokonywany jest wybdr rozwigzania cze$ciowego, ktore jest
najlepsze z punktu widzenia lokalnego (dziatanie zachtanne). Algorytm dokonuje
decyzji lokalnie optymalnej, bez zwracania uwagi na kroki poprzednie (dokonuje
wyboru rozwigzania wydajgcego sie w danym kroku najlepszym, np. o minimalnej
wartosci funkcji oceny). W dalszej kolejno$ci nastepuje rozwigzanie podproblemu
wynikajacego z dokonanego wyboru.
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Dotychczas nie udowodniono, czy dla danego problemu stosowanie algorytmu
zachtannego jest najkorzystniejsze, czyli czy algorytm zawsze znajdzie poszukiwa-
ne minimum lokalne. Istnieje wiele probleméw, przy rozwiagzywaniu ktérych stoso-
wanie algorytmdéw zachtannych jest wystarczajace.

Metoda najwiekszego spadku

Metoda najwiekszego spadku (ang. steepest descent) jest najprostsza z metod
gradientowych [2, 4]. Kierunek w jakim nalezy szuka¢ rozwiazania o mniejszej
wartos$ci kryterium jakosci jest odwrotny do gradientu funkcji jakosci F i okreslany
ogo6lnie wzorem dla funkcji n-wymiarowej:

_VF(xl,XZ, ...,xn) = — [aF dF aF] (3)

dxq 0x2" " Axp

W kolejnych krokach algorytmu oblicza sie gradient funkcji oceny. Na podsta-
wie warto$ci gradientu oblicza sie nowe rozwigzanie. Kroki algorytmu powtarza sie
az do osiagniecia warunku konca okreslonego wzorem:

VF + VF = ||VF||*? < ¢ (4)

gdzie:
¢ - zatozona doktadnos¢ obliczanego rozwigzania

Algorytm ewolucyjny

Algorytm ewolucyjny (ang. evolutionary algorithm) jest algorytmem iteracyj-
nym, obliczajacym wiele mozliwych rozwigzan danego problemu [2, 4]. Nasladuje
on naturalng ewolucje. W kazdej iteracji zwanej pokoleniem z grupy osobnikéw
(mozliwych rozwiazan danego problemu) wybierane s osobniki do reprodukcji.
Na ich podstawie generuje sie nowe osobniki (nowe rozwigzania tego problemu),
uzywajac operatoréw ewolucyjnych, takich jak krzyzowanie i mutacja. Powiekszona
populacja (zbidr wszystkich osobnik6w) poddawana jest operatorowi selekgcji, kto-
ry wybiera osobniki do nowej populacji sposréd dostepnych osobnikéw. Po wybo-
rze proces ewolucji sie powtarza.

W zaleznosci od rodzaju problemu do rozwigzania nalezy wybrac sposdb repre-
zentacji osobnikdw. W zadaniach identyfikacji parametréw modelu matematycznego
silnikéw indukcyjnych oraz optymalizacji parametrycznej uktadéw z tymi silnikami
osobniki sg przedstawione jako zbiér wartosci zmiennopozycyjnych. Istniejg zada-
nia, takie jak np. problem komiwojazera (ang. TSP - Travelling Salesman Problem),
gdzie osobniki sg reprezentowane jako liczby statopozycyjne dodatnie. Ponadto dla
problemu zwanego dylematem wieZnia (ang. Prisoner’s dilemma) osobniki koduje
sie jako symbole lub dla innych zadan stosuje sie kodowanie binarne. Operatory
ewolucyjne s3 odpowiedzialne za generowanie nowych rozwigzan danego proble-
mu i dzieli sie je na:
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mutacje zmiennopozycyjna (operator nieznacznie zmieniajacy cechy osobni-
ka). W wyniku jej dziatania otrzymujemy z jednego rodzica jednego potomka.
Potomek powinien z wiekszym prawdopodobienstwem znajdowac sie w oto-
czeniu osobnika, z ktérego powstatl, a z mniejszym prawdopodobienstwem
w znacznej odlegto$ci od niego. Operator musi jednak umozliwi¢ stworzenie
potomka w mozliwie najwiekszym obszarze wokot rodzica, z odpowiednio do-
branym prawdopodobienstwem,

mutacje postepowa zmiennopozycyjna (odmiana mutacji zmiennopozycyjnej).
Wybrany w sposéb losowy osobnik prébuje, wykonujac pewien krok w loso-
wym kierunku, polepszy¢ swoja funkcje oceny. Jezeli krok przynidst pozytywny
rezultat, czyli uzyskano zwiekszenie wartosci funkcji oceny, to krok ten jest za-
chowywany, w przeciwnym przypadku osobnik powraca do miejsca wyjscia,
krzyzowanie zmiennopozycyjne (operator wieloargumentowy, tzn. z kilku osob-
nikow, najczesciej dwoch, tworzy sie rozwigzanie lub rozwigzania potomne),
selekcje (operator odpowiedzialny za wybo6r osobnikéw do nowej populacji
spos$réd osobnikéw z populacji powiekszonej o osobniki bedace wynikiem
operatoréw mutacji i krzyzowania). NajczesSciej stosuje sie selekcje metodg ru-
letki, turnieju, metodg deterministyczna.

Maksymalizacja funkcji dwach zmiennych

Do rozwazan przyjeto funkcje F(x,x,) opisang wzorem:

F(xl, xz) — sin (x2) sin (x3) (5)

X1 X2

w przedziatach:

x,=(-20,20)
x,=(-20,20)
przy czym punkt [x, , x, ]=[0,0] nie nalezy do dziedziny tej funkcji. Wykres roz-

patrywanej funkcji przedstawiono na rys 1.

Rys.

1. Wykres rozpatrywanej funkcji F(x,x,)
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Jak wynika z rys 1, rozpatrywana funkcja F w rozpatrywanej dziedzinie nie
ma maksimum globalnego (punkt [0,0] nie nalezy do dziedziny funkcji), lecz wiele
maksiméw lokalnych, co stanowi dodatkowa trudnosé. W niniejszej pracy zajmowa-
no sie problemem maksymalizacji funkcji F(x,x,). Jako rozwigzanie nalezy przyjac
punkty w otoczeniu punktu [0,0] o warto$ciach bliskich 1. Kazdy z algorytméw uru-
chamiano 10-krotnie.

Symulowane wyzarzanie
Parametry algorytmu zawarto w tabeli 1.

Tab. 1. Parametry algorytmu symulowanego wyzarzania

Maksymalny czas dziatania algorytmu 10s
Temperatura poczgtkowa 100
Temperatura koricowa 95

Predkos¢ chtodzenia 0.96

Wyniki obliczen zawarto w tabeli 2.

Tab. 2. Wyniki maksymalizacji funkcji F przy zastosowaniu algorytmu symulowanego wyzarzania

Lp. X, X, Flx,x,)
1. -4.75 -5.28 0.0335961
2. -13.94 -0.31 0.0692249
3. 0.45 -19.99 0.0439447
4. 17.25 -10.84 0.0052811
5. -14.25 -0.72 0.0638589
6. -19.86 0.14 0.0425127
7. -7.82 8.24 0.0143688
8. -13.57 -7.84 0.0079270
9. -10.99 4.92 0.0180968
10. 10.85 4.47 0.0198043

Jak wynika z tabeli 2, punkt o mozliwie najwiekszej warto$ci funkcji oceny Fjest
punktem z pozycji 2. Wartos$¢ funkcji w tym punkcie jest, z uwagi na wartosci funk-
cji w calym przedziale poszukiwan, znacznie mniejsza niz 1. Punktem startowym
algorytmu byt kazdorazowo losowo wybrany punkt, mieszczacy sie w zatozonej
dziedzinie funkcji. Z uwagi na swoj charakter dziatania i znaczng liczbe maksimow
lokalnych, algorytm ,utykat” za kazdym razem w maksimum lokalnym. Nie potrafit
,samodzielnie” omina¢ tych maksiméw. Do rozwigzywania tego i podobnych pro-
blemoéw ten rodzaj algorytmu nie jest trafnym wyborem.
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Algorytm zachtanny

Parametr algorytmu umieszczono w tabeli 3.

Tab. 3. Parametr algorytmu zachtannego

Maksymalny czas dziatania algorytmu

|10s|

Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 4.

Tab. 4. Wyniki maksymalizacji funkcji F przy zastosowaniu algorytmu zachtannego

Lp. X, X, F(x,x,)
1. 19.67 -0.07 0.0371556
2. -17.23 -11.68 0.0038453
3. -13.78 -19.83 0.0028483
4, 11.24 -11.02 0.0078310
5. -5.02 4.64 0.0408093
6. 13.04 13.65 0.0022644
7. -10.85 -10.82 0.0082984
8. -4.74 11.23 0.0182655
9. 0.10 -0.45 0.9649800

10. 1.11 0.04 0.8067210

Wiktor Hudy

Algorytm zachtanny, podobnie jak algorytm symulowanego wyzarzania, jako
punkt startowy przyjmuje losowo wybrany punkt z dziedziny funkcji F. Wobec po-
wyzszego, wynik silnie zalezy od tego punktu. Najlepszym rozwigzaniem jest roz-
wigzanie z pozycji 9 z tabeli 4. I jest ono akceptowalne ze wzgledu na warto$¢ funk-
cji oceny. Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze algorytm konczyt swoje dziatanie duzo

szybciej niz algorytm symulowanego wyzarzania.

Metoda najwiekszego spadku

Jedynym parametrem jest z gory ograniczony czas dziatania algorytmu. Czas
ten zostat ustawiony na 10 s, podobnie jak dla poprzednich metod. Wyniki obliczen

zestawiono w tabeli 5.

Tab. 5. Wyniki maksymalizacji funkcji F przy zastosowaniu metody najwiekszego spadku

Lp. X, X, F(x,x,)
1 4.01 -10.60 0.0165707
2 0.21 -19.78 0.0402429
3 0.10 0.51 0.9556160
4. 16.40 -11.06 0.0035107
5 4.59 17.37 0.0123970
6 -14.34 -0.84 0.0605514
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7. 14.42 -0.91 0.0577750
8. 14.15 -19.10 0.0009169
9. 7.66 -13.31 0.0065153
10. 4.68 -16.43 0.0085908

Algorytm wykorzystujacy metode najwiekszego spadku, tak jak poprzednie
dwa algorytmy, jako punkt startowy przyjmowat losowo wybrany punkt z prze-
strzeni poszukiwan. Podobnie jak poprzednio wynik konnicowy zalezat w znacznym
stopniu od punktu poczatkowego. Najlepszym rozwigzaniem jest wynik z pozycji 3
z tabeli 5. Wynik ten uwaza sie za zadowalajacy. Czas dziatania algorytmu zawie-
ra sie miedzy czasem dziatania algorytmu symulowanego wyzarzania i algorytmu
zachtannego.

Algorytm ewolucyjny

Parametry algorytmu zestawiono w tabeli 6.

Tab. 6. Parametry algorytmu ewolucyjnego

Liczba pokolen 200
Wielkos¢ populacji 200
Liczba krzyzowan na pokolenie 30
Liczba mutacji na pokolenie 40

Wyniki obliczen zawarto w tabeli 7.

Tab. 7. Wyniki maksymalizacji funkcji F przy zastosowaniu algorytmu ewolucyjnego

Lp. X, X, F(x,x,)
1. 0.02 -0.02 0.999837
2. -2.01*10-4 -4.43*%10-5 0.999999
3. -2.04*10-4 1.59*10-4 0.999999
4. 1.12*10-4 -1.45*10-6 0.999999
5. 2.70¥10-4 9.50*10-5 0.999999
6. 5.76*%10-5 3.47*%10-4 0.999999
7. 2.58*10-4 7.83*10-5 0.999999

8.w -5.45*%10-5 —-3.24*%10-4 0.999999
9. 3.36%10-4 1.40*10-4 0.999999

10. -3.38*10-5 -2.37*%10-4 0.999999

Punkty obliczone przez algorytm ewolucyjny w kazdej préobie miescity sie
w otoczeniu punktu [0,0]. Granica funkcji F jest rowna

limx1—>0 F(xl, xz) = 1 (6)

X7—0
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Rozwiazania przedstawione w pozycjach od 2 do 10 z tabeli 7, przy przyjetej
doktadnosci obliczen, nalezy traktowac jako jednakowo doktadne. Warto$¢ znale-
zionego maksimum z pozycji 1 z tabeli 7 jest mniejsza niz przedstawionych w pozy-
cjach od 2 do 10 tej samej tabeli, ale uznaje sie go za zadowalajacy. Algorytm ewo-
lucyjny mimo znacznie dtuzszego czasu dziatania niz pozostate algorytmy znalazt
kazdorazowo rozwigzania lepsze (o wyzszej wartosci funkcji oceny). Jedng z zalet
algorytmoéw ewolucyjnych jest,,omijanie” lokalnych maksiméw i znajdowanie punk-
tow w otoczeniu punktu maksimum globalnego. Do maksymalizacji funkcji F(x,x,)
i podobnych o znacznej liczbie maksiméw i miniméw lokalnych sposréd rozpatry-
wanych metod najlepiej nadaje sie algorytm ewolucyjny.

Minimalizacja funkcji dwoch zmiennych

Do rozwazan przyjeto funkcje G(x, x,) (ang. Six-hump camel back function)
opisang wzorem:

G(xy,x,) = (4—21-x% +xf/3) xZtxx, + (—4+4 -x2)-x2 (7N

w przedziatach zmiennych niezaleznych:
x,=(-3,3)
X,= (-2,2)

Wykres rozpatrywanej funkcji przedstawiono na rys 2.

Rys. 2. Wykres rozpatrywanej funkcji G(x,,x,)

Jak wynika z rys. 2, rozpatrywana funkcja ¢ ma minimum globalne, réwne w za-
okragleniu -1.03163. W obszarze wokdt minimum globalnego znajduje sie obszar
»Sptaszczenia” wykresu funkcji G, co stanowi dodatkowa trudnos$¢. W dalszej czesci
pracy rozpatrywano problem minimalizowania funkcji G(x,,x,). Kazdy z algorytméw
uruchamiano 10-krotnie.
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Symulowane wyzarzanie

Parametry algorytmu zawarto w tabeli 1. Wyniki obliczen przedstawiono w ta-
beli 8.

Tab. 8. Wyniki minimalizacji funkcji G przy zastosowaniu algorytmu symulowanego wyzarzania

Lp. X, X, G(x,x,)
1. 1.660 -0.340 1.06305
2. 1.540 0.840 2.58054
3. 1.200 -0.820 0.54161
4. 0.150 -0.720 -1.01632
5. -1.680 -0.330 2.22467
6. -1.960 -1.140 7.01942
7. 1.490 0.450 2.19854
8. -1.100 1.320 6.02654
9. -0.730 -0.470 1.23411

10. 0.350 -0.790 -0.75367

Rozwigzaniami rozpatrywanego zadania o najmniejszej wartos$ci funkcji oceny
sg rozwigzania o liczbie porzadkowej 4 oraz 10 z tabeli 8. Z uwagi na zatozong do-
ktadno$¢ akceptowalnym rozwigzaniem jest tylko rozwigzanie 4 z tabeli 8.

Algorytm zachtanny

Parametr algorytmu przedstawiono w tabeli 3. Wyniki obliczen zestawiono
w tabeli 9.

Tab. 9. Wyniki minimalizacji funkcji G przy zastosowaniu algorytmu zachtannego

Lp. X, X, G(x,x,)
1. -1.710 0.860 -0.16629
2. 0.102 -0.765 -1.00759
3. -1.718 0.714 -0.14358
4. 1.770 -0.764 -0.15442
5. 0.076 -0.813 -0.93511
6. 1.638 -0.229 1.47915
7. -1.548 -0.579 2.11806
8. 1.759 -0.594 0.18766
9. 0.610 -0.674 -1.01790

10. 1.620 0.427 2.15446
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Stosujac algorytm zachtanny, otrzymano dwa rozwigzania akceptowalne (po-
zycje 2 oraz 9 z tabeli 9). Jak wynika z tabel 8 i 9, w wyniku dziatania algorytmu za-
chtannego otrzymano punkty o mniejszych warto$ciach ich funkcji oceny niz w wy-
niku dziatania algorytmu symulowanego wyzarzania.

Metoda najwiekszego spadku

Jedynym parametrem jest z goéry ograniczony czas dziatania algorytmu. Czas
ten zostat ustawiony na 10 s podobnie jak dla poprzednich metod. Wyniki obliczen
zestawiono w tabeli 10.

Tab. 10. Wyniki minimalizacji funkcji G przy zastosowaniu metody najwiekszego spadku

Lp. X, X, G(x,x,)
1. 0.123 -0.698 -1.02516
2. 1.590 -0.820 —-0.10828
3. 1.613 0.591 2.10653
4. -1.625 -0.554 2.10639
5. -0.045 0.724 -1.02388
6. -0.082 0.732 -1.02809
7. -1.701 0.770 -0.20807
8. 1.698 -0.792 -0.21500
9. -0.133 0.690 -1.01938

10. -0.100 0.672 -1.01803

W wyniku pracy algorytmu opartego na metodzie najwiekszego spadku otrzy-
mano 5 rozwigzan akceptowalnych ze wzgledu na przyjeta doktadnos$c obliczen, co
jest rezultatem lepszym od wynikéw otrzymanych przy zastosowaniu algorytmu
symulowanego wyzarzania i algorytmu zachtannego.

Algorytm ewolucyjny

Parametry algorytmu podano w tabeli 6. Wyniki obliczent zamieszczono w ta-
beli 11.

Tab. 11. Wyniki minimalizacji funkcji G przy zastosowaniu algorytmu ewolucyjnego

Lp. X X G(x,x,)

1 2

1.-10. 0.090 -0.713 -1.03163

Dla przyjetej doktadnosci obliczen, po zaokragleniach, wynikéw poszczegoél-
nych ewolucji nie da sie odr6zni¢ od siebie. Wszystkie sg akceptowalne, bliskie roz-
wigzaniu najlepszemu (po zaokragleniu réwne rozwigzaniu najlepszemu). Dla tego
zadania algorytm ewolucyjny okazat sie najbardziej efektywny sposréd rozpatry-
wanych metod.



Poréwnanie algorytmoéw optymalizacyjnych... [65]

Podsumowanie

W pracy poréwnano cztery metody optymalizacyjne z zastosowaniem réznych
algorytmoéw: algorytmu symulowanego wyzarzania, algorytmu zachtannego, meto-
dy najwiekszego spadku oraz algorytmu ewolucyjnego. Rozpatrywano dwie rézne
funkcje o wielu ekstremach lokalnych. Jedna z nich byta funkcja nieciggta. W pierw-
szym przypadku rozpatrywano maksymalizowanie wskaznika jakosSci, w drugim
minimalizowanie wskaznika jakos$ci. Dla kazdego zadania poszczegélne algorytmy
uruchamiano 10-krotnie. Wyniki przedstawiono w tabelach. Okazuje sie, Ze dla roz-
patrywanych zadan najlepsza metoda optymalizacyjna jest algorytm ewolucyjny.
Mimo znacznie dtuzszego czasu dziatania niz pozostate algorytmy odnalazt kazdo-
razowo akceptowalne rozwiazania, z uwagi na przyjeta doktadnos¢. Rozwiazania te
nie sg optymalne, ale nadaja sie jako dane wejsciowe dla innych metod optymaliza-
cyjnych, w tym prezentowanych w niniejszym artykule.
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Comparing operational research algorithms: simulated annealing,
greedy algorithm, steepest descent and evolutionary algorithm

Abstract

In this paper four algorithms are compared: simulated annealing, greedy algorithm, steepest
descent, and evolutionary algorithm. The target of using the algorithms is assignment of the
global extreme of the examined process. Two functions were analyzed with many numbers
of local maximum and minimum. One of them is discontinuous function. They made for 10
independent tests. The results were presented in tables.
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