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Określenie parametrów krytycznych  
dla obiektów z opóźnieniem

Określenie parametrów krytycznych
Rozważany jest układ regulacji przedstawiony na rysunku 1 z regulatorem pro-

porcjonalnym o wzmocnieniu kP i obiektem o transmitancji GOB(s).
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Rys.  1.  Schemat układu regulacji

Dla układu regulacji z rysunku 1 granica stabilności określona jest warunka-
mi [3]:

	 	 (1a)

	 	 (1b)

gdzie: kPk – wzmocnienie krytyczne regulatora proporcjonalnego, ωk – pulsacja (czę-
stotliwość kątowa) krytyczna, mod – moduł, arg – faza.

Na podstawie warunków (1) można określić wzmocnienie krytyczne kPk i okres 
krytyczny Tk:

	 	 (2)

Dla funkcji cyklometrycznej arctg(x) zastosowano prostą aproksymację [1]

	 	 (3)

z błędem mniejszym niż ± 0,075.
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Postępowanie i wyprowadzenie dokładnych i przybliżonych wzorów pokazano 
na dwóch prostych przykładach. 

Przykład 1
Należy określić parametry krytyczne dla obiektu całkującego z  opóźnieniem 

o transmitancji 

	 	 (4)

gdzie: k1 – współczynnik, To – opóźnienie.

Rozwiązanie

Na podstawie warunków (1) dla obiektu (4) otrzyma się

	 	 (5)

oraz po uwzględnieniu (2)
	 	

Zależności (5) umożliwiają na podstawie znanych wartości k1 i To określić pa-
rametry krytyczne kPk i Tk. Jest oczywiste, że na podstawie znanych wartości kPk i Tk 
można na odwrót określić k1 i To, tj.

	 	 (6)

Oznacza to, że zależności (6) mogą zostać wykorzystane do strojenia regula-
tora w zamkniętym układzie regulacji dla eksperymentalnie określonych krytycz-
nych parametrów kPk i Tk. Jeżeli regulator proporcjonalny zostanie zastąpiony przez 
dwupołożeniowy przekaźnik symetryczny, to parametry krytyczne we wzorach (6) 
mogą zostać określone w sposób przybliżony metodą stosowaną dla przekaźnika. 
Przykładowo dla dwupołożeniowego przekaźnika bez histerezy ważna jest zależ-
ność [4]:

	 	 (7)

gdzie: u0 jest amplitudą sygnału wyjściowego przekaźnika (maksymalna wartość 
wyjściowa przekaźnika), a – amplitudą wielkości regulowanej z okresem oscylacji Tk.
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Przykład 2
Należy określić parametry krytyczne dla obiektu proporcjonalnego 

z opóźnieniem 

	 	 (8)

gdzie: T2 – stała czasowa. 

Rozwiązanie
Zgodnie z warunkami (1) dla obiektu (8) otrzymamy:

(9a)
(9b)

Na podstawie zależności (9) można pisać:

	  	 (10)

oraz przez porównanie zależności (3) i (9a) dla

	 	
wynika

	 	

Na podstawie zależności (9b), (10) i (11) otrzymuje się:

a) 

––

(12)
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b) 

––

(13)

c) 

––

(14)

Wzory (13) są dokładne; tak samo dokładny wynik dla podstawienia   
dają przybliżone wzory (12) i (14).

Przy założeniu, że współczynnik k1 jest znany, to wzory (9) po przekształceniu 
mogą zostać zastosowane do identyfikacji eksperymentalnej 

	  	 (15)

Również w tym przypadku parametry krytyczne kPk i Tk mogą zostać określone 
drogą eksperymentalną, metodą przekaźnika [4].

W podobny sposób zostały określone pozostałe wzory w tabelach 1 i 2. 
Wszystkie wzory w tabeli 1 są dokładne i służą do określenia dwóch niezna-

nych parametrów obiektu na podstawie wzmocnienia krytycznego kPk i okresu kry-
tycznego Tk. Parametry krytyczne mogą zostać określone drogą eksperymentalną 
iteracyjnie przy pomocy regulatora proporcjonalnego lub w  sposób  przybliżony 
metodą przekaźnika (patrz zależność (7)) lub szczegółowo [4]. Dla obiektów z iner-
cją pierwszego lub drugiego rzędu zakłada się znajomość współczynnika k1. 

Identyfikacja obiektu w układzie zamkniętym na podstawie parametrów krytycznychTab.  1.   kPk i Tk

Transmitancja 
obiektu

Parametry obiektu
Uwaga
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k1 – znane 

k1 – znane 

k1 – znane 

Tabela 2 służy do określenia parametrów krytycznych na podstawie znanych 
parametrów obiektu. Dla obiektów z inercją pierwszego i drugiego rzędu należy naj-
pierw obliczyć stosunek To/T1 lub To/T2 i na jego podstawie wybrać odpowiednie 
wzory do obliczenia parametrów krytycznych. Dla tych obiektów wzory są jedynie 
przybliżone (wyjątek stanowią konkretne stosunki To/T1 i To/T2). 

Określenie parametrów krytycznych Tab.  2.  kPk i Tk na podstawie parametrów obiektu 

Transmitancja
 obiektu

Parametry
 krytyczne

Uwaga

dokładne

dokładne

przybliżone, 
dla 

 
dokładne

dokładne
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przybliżone,

dla  dokładne

przybliżone,

dla dokładne

dokładne

przybliżone,

dla dokładne

przybliżone, 

dla dokładne

dokładne

przybliżone, 
dla dokładne

Wnioski

W artykule przytoczono proste zależności, które pozwalają eksperymentalnie 
identyfikować podstawowe układy zawierające obiekty z opóźnieniem na podsta-
wie wzmocnienia krytycznego regulatora proporcjonalnego i  okresu krytycznego 
drgań powstających na granicy stabilności w  układzie zamkniętym. Przytoczono 
również wzory pozwalające określić w sposób analityczny parametry krytyczne dla 
tych układów. W większości są to wzory przybliżone, ale ich dokładność dla celów 
praktycznych jest wystarczająca. Wzory te są oryginalne.

Artykuł powstał w ramach pracy nad projektem GAČR 102/09/0894.
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Determination of ultimate parameters for plants with time delay

Abstract
The paper is devoted to the determination and the use of the ultimate parameters, i.e. the 
ultimate proportional controller gain and the ultimate period in control. The simple relations 
which enable identifying two parameters of common plants with a time delay on the basis of 
the ultimate parameters and vice versa enable determining the ultimate parameters mostly 
approximately, but are given for practice with a sufficient accuracy. These relations are 
original.
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