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Wstep

Okreslenie czestotliwo$ci drgan wtasnych konstrukeji jest zwykle konieczne w przy-
padku, gdy podlega ona oddziatywaniom o charakterze dynamicznym [2, 7, 8].

Dla prostych modeli matematycznych istnieje mozliwo$¢ otrzymania poszu-
kiwanych czestotliwo$ci drgan wtasnych metoda analityczng [10]. W przypadku
konstrukcji o ztoZonej geometrii, nier6wnomiernym roztozeniu masy i sztywnosci,
rozwigzania poszukuje sie z wykorzystaniem metod numerycznych. Do najpopular-
niejszych obecnie nalezy zaliczy¢ metode elementéw skoniczonych (MES) [12, 13].

Mimo szybkiego postepu technologicznego, zwtaszcza w dziedzinie zwiek-
szania mocy obliczeniowej procesoré6w komputerowych, rozwigzanie zadania
z duzg liczbg stopni swobody jest wcigz numerycznie kosztowne i czasochtonne.
Dodatkowo, niektdére analizy (np. optymalizacja) wymagajq wielokrotnego powté-
rzenia obliczen, co znaczaco wydtuza czas ich trwania.

Problem tego typu wystepuje rowniez w przypadku préb modyfikacji kon-
strukcji, np. poprzez dotozenie lub odjecie pewnych elementéw. Kazda zmiana
w geometrii obiektu, a tym samym w sztywno$ci i masie, powoduje zmiane wta-
$ciwosci dynamicznych, w tym czestotliwosci drgan wiasnych. Wyznaczenie ich
metoda elementéw skonczonych dla ,nowej”, zmodyfikowanej konstrukcji wymaga
ponownego rozwigzania zagadnienia wtasnego z ,nowymi” macierzami sztywno-
$ci i mas. W przypadku uktadéw o wielu stopniach swobody rozwazenie réznych
wariantéw modyfikacji wymaga znacznego czasu obliczen. Stad propozycja zmniej-
szenia wysitku numerycznego poprzez wykorzystanie idei reanalizy, a wiec uzycia
informacji o konstrukcji bez modyfikacji w kolejnych obliczeniach konstrukcji ze
zmianami [1, 3, 6].

W niniejszej pracy do wyznaczania czestotliwo$ci drgan wtasnych modyfiko-
wanych tarczowych elementéw konstrukcji zastosowano jedno z narzedzi reanali-
zy, tj. metode aproksymacji potaczonych (z ang. Combine Approximations Method
CA) [3, 4, 5], ktérej algorytm pozwala na redukcje wielko$ci zadania. Metode testo-
wano w odniesieniu do dwdch typéw problemu: gdy liczba stopni swobody kon-
strukcji przed i po modyfikacji jest taka sama oraz gdy w modyfikowanej konstruk-
cji nastepuje zwiekszenie liczby stopni swobody, a zatem jednocze$nie zwiekszenie
wymiaréw macierzy sztywnosci i mas.
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Algorytm metody potaczonych aproksymacji

Metoda potaczonych aproksymacji jest metodg przyblizona, w ktérej rozwiagzy-
wanie nowego problemu wtasnego konstrukcji po modyfikacji, a wiec reanaliza za-
dania, odbywa sie za pomocg zredukowanej liczby rownan [3, 4, 5]. Wykorzystywane
sa tu wektory bazowe (aproksymacja globalna) otrzymane z rozwiniecia w szereg
pewnego dwumianu (aproksymacja lokalna).

W wyniku modernizacji konstrukcji zmianie ulegajg jej macierze sztywnosci
i mas:

Ky =K+AK
(1)
M, =M +AM

gdzie: K, K, - macierze sztywnosci; M, M,, - macierze mas odpowiednio przed
i po modyfikacji konstrukcji; AK, AM - odpowiednio zmiana w macierzy sztywno-
$ci i mas.

Nowy problem wtasny z uwzglednieniem tak zmienionych macierzy sztywno-
$ci i mas, mozna zapisa¢ nastepujaco:

Ku®@y =AMy @y, i=1..,p (2)
gdzie: macierze K,,, M,, jak w (1); ®,; - wektory wiasne, /lMi - warto$ci wlasne
(Awi = a)Miz, @, = 278,,;), T\ - czestotliwosci drgan whasnych konstrukeji po
modyfikacji; p - liczba rozwazanych postaci drgan.

Wykorzystujac zwiazki (1), nowy problem wtasny, po modyfikacji z uwzgled-
nieniem pierwotnych cech konstrukcji mozna zapisa¢ w postaci:

(K+AK)®,,; =4, (M+AM)® . i=1...,p. (3)

Dalszy krok algorytmu wymaga obliczenia macierzy wektoréw bazowych rg,
ktdére maja bezposredni wplyw na stabilnos$¢ i doktadno$¢ obliczen numerycznych:

rg =[r,r,....r], (4)

gdzie: r, - macierz wektoréw bazowych; r,, ..., r - wektory bazowe, s - liczba wek-
tor6w bazowych (znacznie mniejsza od liczby stopni swobody uktadu).

Pierwszy wektor bazowy wyznacza sie wedtug wzoru:

r=K*M,,®, (5)

gdzie @, - wektor wlasny odpowiadajacy i-tej postaci konstrukcji pierwotne;.
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Kolejne wektory bazowe oblicza sie z zaleznosci (6) (z wykorzystaniem rozwi-
niecia w dwumian), gdzie s to liczba wektoréw (wymiar zredukowanego zadania)
duzo mniejsza od liczby stopni swobody zadania pelnego, B = K 'AK:

r,=-Br,,, k=2,3...,s. (6)

Po wyznaczeniu macierzy wektoréw bazowych oblicza sie zgodnie z (7) zredu-
kowane macierze sztywnosci K i mas M_:

KR =Ir;KMrB
MR :r;MMrB

()
Nastepnie analizuje sie zredukowany problem wtasny dla pierwszej (najniz-
szej) warto$ci wlasnej wedtug (8):

KrY: :AMIMRyl’ (8)

gdzie: y, - wektor szukanych wspdétczynnikow, yI = {yl, Yoreear ¥ }
Poszukiwany wektor wtasny otrzymuje sie w wyniku przemnozenia wektora
wspoétczynnikéw y, przez macierz wektoréw bazowych r:

(DMi:y1r1+y2r2+"'+ysrs:r5y1 : (9)

Podobnej procedury uzywa sie réwniez w odniesieniu do wyzszych postaci
drgan.

W przypadku modyfikacji konstrukgji, skutkujacej zwiekszeniem liczby stopni
swobody w stosunku do liczby stopni swobody konstrukcji pierwotnej, pojawiaja
sie trudno$ci z obliczeniem macierzy zmian A Ki A M ze wzgledu na r6zne wymiary
odpowiednich macierzy mas i sztywnosci przed i po modyfikacji (por. (1)). W celu
unikniecia tego problemu tworzy sie pseudopoczatkowe (fikcyjne), ,powiekszone”
macierze sztywnos$ci (K, ) imas (M,) dla konstrukcji poczatkowej tak, aby wymiary
tych macierzy byly takie same jak wymiary macierzy odpowiadajacych konstrukcji
po modyfikacji [3, 6].

Zaproponowano utworzenie fikcyjnej poczatkowej macierzy sztywnosci K
zgodnie z (10):

f

Kfz( K a.KMp]. (10)

a-Ky, a-Ky,

Sktada sie ona z elementéw rzeczywistej, poczatkowej macierzy sztywnosci
K i jest uzupeiniona o elementy w dodatkowych wierszach i kolumnach. Elementy
te powstaja przez przemnozenie odpowiednich elementéw macierzy po modyfikacji
(w odpowiednich, dodatkowych kolumnach i wierszach) przez statg & z przedzia-
tu 0 < a <1 [3]. W niniejszej pracy obliczenia przeprowadzono z uzyciem dwoch
warto$ci tego parametru: « = 0.001 oraz a = 0.002. Zwykle liczba dodanych stopni
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swobody (nawet przy wprowadzaniu duzych zmian w konstrukgc;ji) jest stosunkowo
mata w poréwnaniu z liczbg stopni swobody konstrukcji przed modyfikacja.

W algorytmie metody aproksymacji potaczonych do obliczenia pierwszego
wektora bazowego wykorzystuje sie wektor wiasny konstrukeji sprzed modyfikacji
®,, odpowiadajacy poszukiwanej czestotliwosci drgan. W przypadku zwiekszenia
liczby stopni swobody w wyniku modyfikacji konstrukcji, réwniez i ten wektor musi
by¢ ,powiekszony”. W tym celu jako kolejne, dodatkowe elementy tego wektora
przyjmuje sie zera.

Wyniki obliczen czestotliwosci drgan wtasnych modernizowanych
tarczowych elementow konstrukcji z uzyciem metody aproksymacji
potaczonych

Uwagi wstepne

Analizie poddano tarcze prostokatne utwierdzone w podstawie (jeden z bo-
koéw). Wszystkie majg wysoko$¢ 14 m i grubos$¢ 0.14 cm. Pod uwage wzieto kilka
szerokosci tarcz pierwotnych (przed modyfikacja). Przyjeto nastepujace parametry
materiatu: gestos$¢ p = 2500 kg/m? modut Younga E = 29GPa, wspotczynnik Poissona
v=0.17.

Macierze sztywnosci i mas, niezbedne w przypadku stosowania metody CA,
otrzymano modelujac konstrukcje w programie bazujacym na metodzie elemen-
tow skonczonych Ansys [11], z wykorzystaniem 4-weztowego elementu ,plate 42”
o dwoch stopniach swobody w wezle.

Wykorzystujgc algorytm CA, opracowano witasny program w Srodowisku
Matlab [9] do wyliczania czestotliwosci drgan wtasnych modernizowanych tarcz.

Skuteczno$¢ metody potaczonych aproksymacji oraz doktadno$¢ uzyskiwanych
rezultatow oceniano zgodnie z (11) poprzez poréwnywanie wartosci czestotliwosci
wyznaczonych metodg CA (f,.,) z odpowiednimi warto$ciami doktadnymi (f,,,..), tzn.
otrzymanymi w wyniku rozwigzania petnego zagadnienia wlasnego, a wiec z pet-
nymi macierzami mas M,, i macierzy sztywnosci K, zmodyfikowanej tarczy. W tym
celu wyliczano utamek r;:

ri — ffl(:A (1 1)
iIMES
gdzie: f., — wartoSc i-tej czestotliwo$ci drgan wyliczona metoda CA, f, .. — warto$¢
i-tej czestotliwos$ci drgan wyliczona z uzyciem pelnej macierzy mas M,, i macierzy
sztywnosci K|, zmodyfikowanej tarczy (traktowana jako wyznaczona doktadnie).

Dodatkowo, zgodnie z czesta praktyka, okreslono wedtug wzoru (12) btad
wzgledny rozwigzania CA:

fies — T
epi — ‘ iMES |CA‘ 100% (12)

iMES

gdzie: ep, - btad wzgledny wartosci i-tej czestotliwosci drgan wlasnych wyznaczonej
za pomocq CA; f,, fes — Jak we wzorze (11).
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Reanaliza problemu w przypadku tej samej liczby stopni swobody

Reanalize problemu wtasnego z zachowaniem tej samej liczby stopni swobo-
dy przeprowadzono w odniesieniu do zmodyfikowanych dwdch tarcz: o szerokosci
5,4 m oraz o szerokosci 11,7 m. W tarczy o szerokosci 5,4 m modernizacja pole-
ga na wprowadzeniu pojedynczego otworu o wymiarach 200 cm x 90 cm (rys. 1a).
Stosunek powierzchni otworu do powierzchni catej tarczy wynosi 2,4%, jest wiec to
mata zmiana. W tarczy o szeroko$ci 11,7 m istotnej zmiany w konstrukcji dokonano
poprzez wprowadzenie ,serii” otworéw o wymiarach 200 cm x 390 c¢cm jeden nad
drugim (stosunek powierzchni otworéw do catej tarczy - 24%), co pokazano na rys.
1b. Aby wprowadzone zmiany nie spowodowaty réznicy w liczbie stopni swobo-
dy (wymiarach macierzy sztywno$ci oraz mas) tarczy przed i po modernizacji, nie
zmieniano siatki elementéw, a otwory modelowano za pomoca elementéw o sztyw-
nosci i masie bliskich zeru.
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G4

f— 1

—

11,7m "

14mM

uz:snc:auzsnla A\ BEFIRETIIRY Lo o3

Rys. 1. Rozmieszczenie otwordw w tarczy o szerokosci: a) 5.4 m, b) 11.7 m

Rys. 2 przedstawia zalezno$¢ warto$ci utamka r; wyznaczonego dla pierwszej
czestotliwo$ci drgan witasnych rozwazanych tarcz od liczby zastosowanych w roz-
wigzaniu wektoréw bazowych. Dodatkowo w tabeli 1 zestawiono warto$ci utamka r;
dla pierwszej czestotliwosci drgan wtasnych oraz btedu wzglednego rozwigzania ep,.
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Rys. 2. Zalezno$¢ utamka r, od liczby wektoréw bazowych dla pierwszej czestotliwosci drgan
wtasnych tarczy o szerokosci: a) 5.4 m, b) 11.7 m
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Tab. 1. Wartoéci utamka r, oraz btedu wzglednego ep, w zaleznodci od liczby uzytych wektoréw
bazowych

Tarcza 5,4 m Tarcza 11,7 m
Liczba (rys. 1a) (rys. 1b)
wektoréw bazowych . ep. %] , ep. %)
1 1 1 1
1 1.0444 4.4359 1.7244 72.44
2 1.0031 0.3130 1.3598 35.98
3 1.0002 0.0242 1.1732 17.32
4 1.0001 0.0067 1.0819 8.19
5 1.0000 0.0023 1.0390 3.90
10 1.0000 0.0014 1.0005 0.05

Widac¢ (rys. 2a), ze w przypadku tarczy o szerokosci 5,4 m (570 stopni swo-
body, rys. 1a) zastosowanie tylko dwdch wektorow (redukcja wymiaréw macie-
rzy w problemie wiasnym z 570 x 570 do 2 x 2) pozwala na osiaggniecie rezultatu
bliskiego jeden. W przypadku tarczy o szerokosci 11,7 m (1200 stopni swobody,
rys. 1b) zbiezno$¢ r| do jedynki uzyskuje sie przy uzyciu nieco wigkszej liczby wek-
toré6w bazowych (rys. 2b). Wynika to z rozmiaru przeprowadzonej modyfikacji.
Niemniej jednak, takze w tym przypadku mozna zaobserwowac znaczacg redukcje
zadania - uzycie 10 wektorow bazowych skutkuje redukcja wymiaréw macierzy
w problemie wtasnym z 1200 x 1200 do 10 x 10.

Reanaliza problemu w przypadku zwiekszenia liczby stopni swobody

Zmiana geometrii modernizowanej konstrukcji poprzez doktadanie nowych
elementéw wymusza prowadzenie obliczen na modelach z inng niz pierwotna siat-
ka elementéw, co implikuje zmiane liczby stopni swobody. Taka sytuacja ma miej-
sce w rozwazanych modyfikacjach tarcz o szerokosciach 2,7 m i 5,4 m, pokazanych
narys. 3. W przypadku tarczy o szerokosci 2,7 m (rys. 3a) ,,dotozono” do pierwotnej
konstrukcji ,,pasek” o wymiarach 0,9 m x 14 m (zwiekszenie liczby stopni swobody
z 300 do 330), aw przypadku tarczy o szerokosci 5.4 m (rys. 3b) ,wzmocniono” kon-
strukcje ,paskiem” 1,8 m x 8,4 m (zwiekszenie liczby stopni swobody z 570 do 678).
) 2.7m b) Sdn 8=

=

Rys. 3. Schemat modyfikacji w wyniku ,,wzmocnienia” tarczy o szerokosci: a) 2,7 m, b) 5,4 m
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Narys. 4 pokazano zaleznos¢ warto$ci utamka r, od liczby wektoréw bazowych
dla pierwszej czestotliwo$ci drgan wtasnych analizowanych tarcz z dotozonymi ele-
mentami. Z kolei w tabeli 2 oprécz wartosci utamka r,, dodatkowo przedstawiono
btad wzgledny ep, rozwigzania w analizowanych przypadkach.
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Rys. 4. Zaleznos¢ utamka r, od liczby wektoréw bazowych dla pierwszej czgstotliwoéci drgan
wtasnych tarcz z dotozonymi elementami: a) 2,7 m, b) 5,4 m

Tab. 2. Wartosci utamka r, oraz btedu wzglednego ep, w zaleznosci od liczby uzytych wektorow
bazowych

Tarcza 2.7 m (rys. 3a) Tarcza 5.4 m (rys. 3b)
Liczba a =0.001 a =0.002
wektorow bazowych

r ep, [%] r ep, [%]

1 1.1847 18,466 1.1503 15.025

2 1.1139 11.389 1.1467 14.675

3 1.0073 0.7361 1.0057 0.5763

4 0.9997 0.0332 0.9999 0.0024

5 0.9995 0.0494 0.9997 0.0326

10 0.9995 0.0495 0.9997 0.0351

Zaréwno w przypadku niewielkiego zwiekszenia liczby stopni swobody tar-
czy po modernizacji (rys. 4a), jak i zdecydowanie wiekszej zmiany (rys. 4b), uzycie
w metodzie CA tylko 3 wektoréw bazowych pozwala na wyliczenie czestotliwos$ci
drgan wtasnych ,nowych” tarcz z btedem mniejszym niz 1%. Podkresli¢ nalezy, ze
takie rezultaty uzyskano przy znaczacej redukcji wielko$ci zadania - do 3 réwnan.
Rozwigzanie zagadnienia wtasnego z uzyciem peilnych macierzy mas i sztywnosci
analizowanych tarcz wymagatoby w metodzie elementéw skonczonych wykorzy-
stania odpowiednio 330 i 678 rownan.
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Whioski

Metoda potaczonych aproksymacji, jako narzedzie reanalizy, pozwala na szyb-
kie i wystarczajaco doktadne wyznaczenie czestotliwo$ci drgan wtasnych modyfi-
kowanych tarczowych elementéw konstrukcji. Redukcja ,wielko$ci” zadania, a tym
samym znaczace skrdcenie czasu obliczen, odbywa sie bez widocznej straty doktad-
nosci wynikéw, co przyktadowo przedstawiono m.in. w tabeli 3. Por6wnano w niej
warto$ci pierwszych czestotliwos$ci drgan wlasnych analizowanych tarcz ze zmie-
niong geometrig otrzymane z uzyciem metody CA oraz metody elementéw skonczo-
nych (z pelnymi macierzami sztywnosci i mas).

Tab. 3. Poréwnanie wartosci pierwszej czestotliwosci drgar wiasnych f,[Hz] tarcz ze zmieniong geo-
metrig otrzymanych z uzyciem metody CA oraz MES

Modyfikacja tarczy
Metoda Bez zmiany liczby stopni swobody Zwiekszenie liczby stopni swobody
(rys. 1a) (rys. 1b) (rys. 3a) (rys. 3b)
CA 7.51 7.99 494 11.61
MES 7.51 7.99 494 11.61

Tak obiecujace rezultaty uzyskano zaréwno gdy liczba stopni swobody kon-
strukcji przed i po modyfikacji jest taka sama, jak i gdy w modyfikowanej konstruk-
cji nastepuje zwiekszenie liczby stopni swobody, a zatem jednoczes$nie zwiekszenie
wymiarow macierzy sztywnosci i mas.
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Computation of natural frequencies of vibrations of modified shear structures,
using combine approximations method

Abstract

In the paper combined approximations (CA) hybrid method was proposed as effective
reanalysis approach for computation of natural frequencies of the modified shear structure.
CA procedure is applied in case of the same number and in case of increasing number of
degrees of freedom in structure after modification. It was proved that CA method gives
significant reduction of the computational effort for the evaluation of the natural frequencies
of vibrations of the modified structure with no greater decrease of the accuracy.

Key words: Combined approximations method, reanalysis of structure, natural frequencies
of vibration
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