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Dobór nastaw cyfrowych i analogowych regulatorów  
pi 2dof dla obiektu całkującego z opóźnieniem 

Wprowadzenie
Dobór nastaw regulatorów z działaniem całkującym dla obiektów całkujących na-
leży do trudniejszych zadań teorii i praktyki regulacji. Wynika to przede wszystkim 
z rzędu astatyzmu układu regulacji q = 2. Wtedy istnieje skłonność do dużych prze-
rerulowań, oscylacji, a nawet niestabilności [1, 8, 10, 11, 13–15]. Szczegółowo ten 
problem dla regulatorów analogowych PI oraz PID rozważano w [15], gdzie wypro-
wadzono wzory dla ich nastaw. Teraz wzory te zostaną rozszerzone dla regulatorów 
cyfrowych PI.

Zakłada się, że obiekt opisany jest L-transmitancją
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gdzie: k1 jest współczynnikiem wzmocnienia, To – opóźnieniem, s – zmienną zespo-
loną w L-przekształceniu. 

Dalej stosowano D-przekształcenie, które umożliwia jednakowe podejście do 
układów regulacji z regulatorem cyfrowym, jak również analogowym [2, 3, 6, 12]. 

D-transmitancja obiektu (1) dana jest zależnością 

d
OB TkG −+= )1()( 1 γ

γ
γ  	 (2)

gdzie: T to okres próbkowania, γ – zmienne zespolone w D-przekształceniu,  
d – opóźnienie względne
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o którym zakłada się, że jest liczbą całkowitą (później zostanie pokazane, że założe-
nie to nie jest istotne). 

Zastosowano regulator PI, którego L-, Z- oraz D-transmitancje zamieszczono  
w tabeli 1. 

Dla układu regulacji przedstawionego na rys. 1 z  konwencjonalnym PI regula-
torem (o jednym stopniu swobody), wielkości W´, Y, V oraz E oznaczają odpowiednio 
transformaty wielkości zadanej w‘, wielkości regulowanej y, wielkości zakłócającej 
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v oraz uchybu regulacji e. GR i GOB oznaczają odpowiednio transmitancję regulatora 
i obiektu.

Tab. 1. Transmitancje konwencjonalnego regulatora PI, filtru wejściowego oraz obiektu 

 L-przekształcenie Z-przekształcenie D-przekształcenie 
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Rys. 1. Schemat układu regulacji z regulatorem konwencjonalnym

D-transmitancja otwartego układu regulacji dla konwencjonalnego regulatora 
PI (tab. 1) dana jest zależnością
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gdzie: KP jest wzmocnieniem regulatora, TI – czasem zdwojenia (całkowania).
D-transmitancje uchybów układu regulacji przedstawionego na rys. 1 mają 

postacie
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Dla uchybów ustalonych dla skoków jednostkowych wielkości zadanej i za- 
kłócającej 
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słuszne są zależności [2, 3, 6]
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Z zależności (8) i (9) wynika, że uchyby ustalone dla skoków wielkości zadanej 
i zakłócającej są zerowe. 

Wskaźniki sumacyjne (całkowe) dla skoków (7) dane są zależnościami [2, 3, 6]
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Bardzo ważna jest interpretacja uzyskanych wyników (10) oraz (11).
Zależność (10) obrazuje, że wielkości pola pod i nad półprostą określoną war-

tością zadaną są jednakowe, tj. w przebiegu wielkości regulowanej występuje co 
najmniej jedno przeregulowanie. Oznacza to, że dla konwencjonalnego regulatora PI 
nie można w żadnym przypadku dobrać jego nastawy tak, żeby w odpowiedzi sko-
kowej wywołanej wielkością zadaną nie występowało przeregulowanie. Natomiast 
z zależności (11) wynika, że odpowiednim doborem nastaw konwencjonalnego re-
gulatora PI można uzyskać odpowiedź skokową na zakłócenie bez przeregulowania.

W artykule [15] pokazano, że dobrym rozwiązaniem jest zastosowanie re-
gulatora PI z dwoma stopniami swobody, tj. regulatora PI 2DOF (2DOF – 2 
degree-of-freedom). 

Dobór nastaw regulatora PI 2DOF
Regulator PI 2DOF może zostać w dziedzinie zmiennej zespolonej γ opisany 

zależnością
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która może zostać przekształcona do postaci (rys. 2)
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gdzie: GR(γ) jest D-transmitancją konwencjonalnego regulatora PI (tab. 1), GF(γ)  
– D-transmitancją filtru wejściowego, b – wagą wielkości zadanej dla składowej pro-
porcjonalnej ( 10 ≤≤ b ).

Dla b = 1 zależność (12) opisuje konwencjonalny regulator PI (14) oraz GF = 1, 
tj. filtru wejściowego nie ma.
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Rys. 2. Schemat układu regulacji z regulatorem 2DOF 

Z rys. 2 widać, że nastawy konwencjonalnego regulatora PI (14) powinny być 
dobrane ze względu na wymaganą odpowiedź na zakłócenie, a waga b filtru wejścio-
wego (15) musi zostać dobrana ze względu na wymaganą odpowiedź na wielkość 
zadaną [1, 9, 11, 13–15].

W artykule dla obu przypadków zastosowano metodę wielokrotnego bieguna 
dominującego, która zakłada, że bieguny oraz zera niedominujące nie mają zasadni-
czego wpływu na właściwości układu regulacji [4, 5, 12–15].

Dla konwencjonalnego regulatora PI (14) wielomian charakterystyczny układu 
regulacji na rys. 1 ma postać (patrz mianowniki D-transmitancji (5) oraz (6))

	 (16)
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Po rozwiązaniu otrzymuje się










+
−

+
−=

1
22

)2(
1*

3 d
d

Td
γ 	 (18)

T
Td
TdTI −

++
++

−= *
3

*
3

*
3*

3
*

]1)1[(
2)2()(
γγ

γγ  	 (19)

d
P TTd

k
K )1(]2)1[(1)( *

3
*
3

*
3

1

*
3

* +++−= γγγγ  	 (20)

Przy obliczeniu trójkrotnego bieguna dominującego (18) należy z powodu do-
minacji wybrać pierwiastek bliższy osi urojonej, tj. znak „+“.

Dla obliczonych nastaw (19) oraz (20) D-transmitancja układu regulacji z kon-
wencjonalnym regulatorem PI ma postać

	 (21)

która może zostać aproksymowana przy pomocy bieguna dominującego (18)
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Duże przeregulowanie w odpowiedzi na wielkość zadaną powoduje licznik 
transmitancji (22), tj. jego stabilne zero 
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i dlatego należy go skompensować.
D-transmitancja układu regulacji z regulatorem PI 2DOF ma zgodnie z rys. 2  

i zależnościami (13)–(15) postać

	 (24)

Z zależności (24) wynika, że mianownik filtru wejściowego kompensuje licznik 
D-transmitancji układu regulacji. Dochodzi przy tym do usunięcia przeregulowania, 
ale jednocześnie do znacznego zwolnienia odpowiedzi na wielkość zadaną. 
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Odpowiednim doborem wagi b można licznikiem filtru wejściowego wykompenso-
wać jeden dwumian mianownika D-transmitancji układu regulacji, tj. 
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W tym przypadku dynamika całego układu regulacji uprości się, a odpowiedź 
na wielkość zadaną przyśpieszy się.

Wzory (18) ÷ (20) oraz (25) są ważne bezpośrednio dla doboru nastaw cyfro-
wego regulatora PI o Z-transmitancji 
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oraz filtru wejściowego określonego Z-transmitancją 
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Odpowiadające wzory dla analogowego regulatora PI o L-transmitancji
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oraz filtru wejściowego o L-transmitancji
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otrzyma się dla T → 0, tj.
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Z porównania wzorów (18) – (20) oraz (25) dla regulatora cyfrowego z wzora-
mi (30) ÷ (33) dla regulatora analogowego wynika, że obliczenie nastaw dla regu-
latora cyfrowego jest bardziej pracochłonne, a więc większe jest prawdopodobień-
stwo popełnienia błędów. Dlatego w praktyce wzory te nie są najodpowiedniejsze. 
Dla dostatecznie małego okresu próbkowania nastawy dla regulatora cyfrowego 
mogą zostać aproksymowane odpowiednimi nastawami dla regulatora analogowe-
go, jeśli powiększyć opóźnienie o połowę okresu próbkowania [14].

Na podstawie wzorów (31) – (32) otrzyma się
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Dla
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czas zdwojenia (19) aproksymowany jest wzorem (34) z dokładnością lepszą niż 
5% (rys. 3a) oraz wzmocnienie regulatora (20) wzorem (35) z dokładnością więk-
szą od 3% (rys. 3b).

Waga b wielkości zadanej dla składowej proporcjonalnej (25) może zostać 
aproksymowana wartością stałą (33) dla

4
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z dokładnością lepszą niż 5%, lub dla (36) wzorem 
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z dokładnością lepszą niż 1 % (rys. 3c).
Przebiegi błędów względnych aproksymowanych nastaw cyfrowego regulato-

ra PI 2DOF pokazano na rys. 3.
Jest oczywiste, że wzory (34), (35) oraz (38) są ważne tak dla regulatorów 

2DOF cyfrowych (T > 0), jak i analogowych (T = 0).
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a)

 
b)

 
c)

 

Rys. 3. Przebiegi błędów względnych nastaw aproksymowanych cyfrowego regulatora PI 2DOF: 
a) czasu zdwojenia *

IT , b) wzmocnienia regulatora *
PK , c) wagi wielkości zadanej dla składowej 

proporcjonalnej *b
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Przykład
Dla obiektu całkującego z opóźnieniem o L-transmitancji

s
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należy dla regulatora analogowego i cyfrowego PI 2DOF dobrać ich nastawy tak, 
żeby odpowiedzi na skokowe zmiany wielkości zadanej i zakłócającej były aperio-
dyczne bez przeregulowań (opóźnienie wyrażono w sekundach).

Rozwiązanie:

Dla k1 = 0,05 s-1 oraz To = 5 s otrzyma się:

– analogowy regulator PI 2DOF 
Na podstawie wzorów (31) ÷ (33) otrzyma się:

142,29* =IT ; 845,1* =Pk ; 293,0* =b  

Odpowiedzi układu regulacji z analogowym regulatorem PI 2DOF dla 293,0* =b  
oraz b = 1 (konwencjonalny regulator) pokazano na rys. 4.

– cyfrowy regulator PI 2DOF 
Na podstawie dokładnych wzorów (18) ÷ (20) oraz (25) dla T = 2,5 ⇒  d = 2 

otrzyma się:

0845,0*
3 −=γ ; 821,34* =IT ; 437,1* =Pk ; 268,0* =b  

Podobnie na podstawie przybliżonych wzorów (34), (35) oraz (38) otrzyma 
się:

428,36* =IT ; 476,1* =Pk ; 266,0* =b  

Odpowiedzi układu regulacji z cyfrowym regulatorem PI 2DOF dla dokładnych 
wartości nastaw dla 268,0* =b  oraz b = 1 (konwencjonalny regulator) pokazano na 
rys. 4 oraz dla dokładnych i przybliżonych wartości nastaw na rys. 5.

Specjalnie dobrano dużą wartość okresu próbkowania T (d = 2), żeby pokazać, 
że wzory przybliżone (34) oraz (35) są dla praktycznego korzystania odpowied-
nie. Z tych wzorów wynika również, że opóźnienie względne d nie musi być liczbą 
całkowitą. 
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 Rys. 4. Odpowiedzi układu regulacji z cyfrowym i analogowym regulatorem PI 2DOF

 Rys. 5. Odpowiedzi układu regulacji z cyfrowym regulatorem PI 2DOF

Wnioski
W artykule opisano kompleksowe podejście do doboru nastaw analogowych 

i cyfrowych regulatorów PI z dwoma stopniami swobody dla obiektu całkującego 
z  opóźnieniem na podstawie metody wielokrotnego bieguna dominującego oraz 
D-przekształcenia. Metoda jest w pełni analityczna i prowadzi do uniwersalnych 
i jednocześnie prostych wzorów stosowalnych tak dla regulatorów analogowych, 
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jak i cyfrowych. Opisana metoda doboru nastaw jest stosunkowo odporna i dlatego 
można oczekiwać jej zastosowań praktycznych.

Artykuł powstał w ramach pracy nad projektem GAČR 102/09/0894.
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[174] Miluše Vítečková, Antonín Víteček, Kazimierz Jaracz

Digital and analog 2DOF controller tuning for integrating plants with delay 

Abstract
The paper is devoted to the unified approach to the tuning of the digital and analog PI 
controllers with two-degrees-of-freedom by the multiple dominant pole method for 
integrating plants with a time delay on the basis of the D-transform. The approach is fully 
analytical and it enables tuning so that the servo and regulatory responses are non-oscillatory 
without overshoots. The uses of the method are shown in the example.

Key words: 2DOF PI controller, integrating plant, time delay, D-transform
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