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Woprowadzenie

Dobér nastaw regulatoréw z dziataniem catkujacym dla obiektéw catkujgcych na-
lezy do trudniejszych zadan teorii i praktyki regulacji. Wynika to przede wszystkim
z rzedu astatyzmu uktadu regulacji g = 2. Wtedy istnieje sktonnos¢ do duzych prze-
rerulowan, oscylacji, a nawet niestabilnosci [1, 8, 10, 11, 13-15]. Szczeg6towo ten
problem dla regulatoréw analogowych PI oraz PID rozwazano w [15], gdzie wypro-
wadzono wzory dla ich nastaw. Teraz wzory te zostang rozszerzone dla regulatoréw
cyfrowych PL
Zaktada sie, ze obiekt opisany jest L-transmitancja

Gog (s) = ksle_T°s

(1)

gdzie: k, jest wspotczynnikiem wzmocnienia, T, - op6znieniem, s - zmienng zespo-
long w L-przeksztatceniu.
Dalej stosowano D-przeksztatcenie, ktére umozliwia jednakowe podejscie do
uktadéw regulacji z regulatorem cyfrowym, jak réwniez analogowym [2, 3, 6, 12].
D-transmitancja obiektu (1) dana jest zalezno$cia

Gos(y)=";(ry+1)“ @

gdzie: T to okres préobkowania, y - zmienne zespolone w D-przeksztatceniu,
d - opdznienie wzgledne

T
=0 3
d T (3)

o ktérym zaktada sie, ze jest liczbg catkowitg (p6zniej zostanie pokazane, ze zatoze-
nie to nie jest istotne).

Zastosowano regulator PI, ktérego L-, Z- oraz D-transmitancje zamieszczono
w tabeli 1.

Dla uktadu regulacji przedstawionego na rys. 1 z konwencjonalnym PI regula-
torem (o jednym stopniu swobody), wielkosci W’, Y, V oraz E oznaczajg odpowiednio
transformaty wielkoSci zadanej w’, wielko$ci regulowanej y, wielkos$ci zaktdcajacej
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v oraz uchybu regulacji e. G, i G, oznaczajg odpowiednio transmitancje regulatora
i obiektu.

Tab. 1. Transmitancje konwencjonalnego regulatora PI, filtru wejsciowego oraz obiektu

L-przeksztatcenie Z-przeksztatcenie D-przeksztatcenie
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Rys. 1. Schemat ukfadu regulacji z regulatorem konwencjonalnym

D-transmitancja otwartego uktadu regulacji dla konwencjonalnego regulatora
PI (tab. 1) dana jest zaleznos$cia

R N e N UZE @

gdzie: K, jest wzmocnieniem regulatora, T, - czasem zdwojenia (catkowania).
D-transmitancje uchybéw uktadu regulacji przedstawionego na rys. 1 maja
postacie

_E0) _ Ty’ 5
D ZW ) T KT, Ty T D v
Gve (7/) _ Ev (7/) _ leI}/(Ty+1)7d (6)

V() TRk KGIT, Ty + 1Ty + D)

Dla uchybéw ustalonych dla skokéw jednostkowych wielkosci zadanej i za-
ktocajacej

Ty+1 Ty+1

V()=
() , (7)

Wi(y)=
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stuszne s3 zaleznosci [2, 3, 6]

ey () = ImlE,, ()] = MGG, (W' ()] = 0 (8)

& () = lImp&, ()] =1ImlG,. (»)V ()] =0 (9)

Z zaleznosci (8) i (9) wynika, Ze uchyby ustalone dla skokéw wielko$ci zadanej
i zaktocajacej sa zerowe.
WskaZniki sumacyjne (catkowe) dla skokéw (7) dane sg zalezno$ciami [2, 3, 6]

TS e, (KT) = limE, () =0 (10)
k=0 y—0

T3 e, (KT) = imE, () = kT, #0 (11)
k=0 7=

Bardzo wazna jest interpretacja uzyskanych wynikéw (10) oraz (11).

Zalezno$c¢ (10) obrazuje, ze wielkosSci pola pod i nad poétprosta okre$lona war-
tosciag zadana sg jednakowe, tj. w przebiegu wielkosci regulowanej wystepuje co
najmniej jedno przeregulowanie. Oznacza to, ze dla konwencjonalnego regulatora PI
nie mozna w zadnym przypadku dobrac jego nastawy tak, zeby w odpowiedzi sko-
kowej wywotanej wielko$cig zadang nie wystepowato przeregulowanie. Natomiast
z zalezno$ci (11) wynika, Ze odpowiednim doborem nastaw konwencjonalnego re-
gulatora Pl mozna uzyska¢ odpowiedz skokowg na zaktécenie bez przeregulowania.

W artykule [15] pokazano, Ze dobrym rozwigzaniem jest zastosowanie re-
gulatora Pl z dwoma stopniami swobody, tj. regulatora PI 2DOF (2DOF - 2
degree-of-freedom).

Dobor nastaw regulatora Pl 2DOF

Regulator PI 2DOF moze zosta¢ w dziedzinie zmiennej zespolonej y opisany
zaleznos$cia

Ty +
Ty

U(y)= Kp{bW(7)—Y(7) + 1[\/\/(7)—\((7)]} (12)

ktéra moze zostac¢ przeksztatcona do postaci (rys. 2)

U () =G ()G ()W () =G (NY () (13)

Gr(r) = KP(1+T.7|./+1] (14)

V4
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B (bT, +T)y+1
a (T, +T)y+1

gdzie: G, (y) jest D-transmitancjg konwencjonalnego regulatora PI (tab. 1), G.(y)
- D-transmitancja filtru wejsciowego, b - waga wielko$ci zadanej dla sktadowej pro-
porcjonalnej (0 <b <1).

Dla b = 1 zalezno$¢ (12) opisuje konwencjonalny regulator PI (14) oraz G, =1,
tj. filtru wejsciowego nie ma.

regulator 2DOF

Ge (7) (15)

Rys. 2. Schemat ukfadu regulacji z regulatorem 2DOF

Z rys. 2 wida¢, ze nastawy konwencjonalnego regulatora PI (14) powinny by¢
dobrane ze wzgledu na wymagang odpowiedz na zaktdcenie, a waga b filtru wejscio-
wego (15) musi zosta¢ dobrana ze wzgledu na wymagang odpowiedz na wielkos¢
zadana [1,9, 11, 13-15].

W artykule dla obu przypadkéw zastosowano metode wielokrotnego bieguna
dominujgcego, ktora zaktada, Ze bieguny oraz zera niedominujgce nie majg zasadni-
czego wpltywu na wtasciwosci uktadu regulacji [4, 5, 12-15].

Dla konwencjonalnego regulatora PI (14) wielomian charakterystyczny uktadu
regulacji na rys. 1 ma posta¢ (patrz mianowniki D-transmitancji (5) oraz (6))

NO) =T, 7*(Ty +1)¢ + kKo [(T, +T)y +1] (16)

Poniewaz konwencjonalny regulator PI ma dwa nastawialne parametry T,
oraz K; , zaktada si¢ istnienie tréjkrotnego bieguna dominujacego }; . Trzy niewia-
dome mozna uzyskac rozwigzaniem uktadu trzech réwnan

INGY _ o dla =042 (17a)
dy

tj.
T7* Ty +1)° +kKp[(T, +T)y +1]=0
2T|7/(T7+1)d +dTT|72(T7/ +1)d71 +k Kp (T, +T) =0 (17b)
T2(d+)d+2)y* +4T(d +D)y+2=0
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Po rozwigzaniu otrzymuje sie

. 1 [ 2d
__ _ 18
Vs (d+aT(2 d+1J (18)

d+2)Tps+2
[(d+D)Tys +1ys

(19)

T (y3) =—

., 1 N o
KP(73):_k7[(d + 0Ty +2]y,(Ty, +1)d (20)

1

Przy obliczeniu tréjkrotnego bieguna dominujgcego (18) nalezy z powodu do-
minacji wybrac pierwiastek blizszy osi urojonej, tj. znak ,+“.

Dla obliczonych nastaw (19) oraz (20) D-transmitancja uktadu regulacji z kon-
wencjonalnym regulatorem PI ma postac

Y T+T)y+1 ,
B R SN
! ATy + 1Ty 41
1" P
ktéra moze zosta¢ aproksymowana przy pomocy bieguna dominujacego (18)
(T +T)y+1 )
Gy (1) x AL (Ty +1) (22)
1

Duze przeregulowanie w odpowiedzi na wielko$¢ zadang powoduje licznik
transmitancji (22), tj. jego stabilne zero

1
T +T

V= (23)

i dlatego nalezy go skompensowac.
D-transmitancja uktadu regulacji z regulatorem PI 2DOF ma zgodnie z rys. 2
i zaleznosciami (13)-(15) postac

YG) _
W(s)

(bT +T)y+1 (TI +T)y+1

T +T)y+1 { ]3
1
7*]/*‘1

Z zalezno$ci (24) wynika, Zze mianownik filtru wejSciowego kompensuje licznik
D-transmitancji uktadu regulacji. Dochodzi przy tym do usuniecia przeregulowania,
ale jednocze$nie do znacznego zwolnienia odpowiedzi na wielko$¢ zadana.

Gy (1) = Ge (1)Gyy (1) = Ty+1)" (24)
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Odpowiednim doborem wagi b mozna licznikiem filtru wejsciowego wykompenso-
wac jeden dwumian mianownika D-transmitancji uktadu regulacji, tj.

. 1 ., % 111
OT, +T)y+l=r—Fy+1l=>b (y3)==| —-T (25)
73| Tl |7

W tym przypadku dynamika catego uktadu regulacji uprosci sie, a odpowiedz
na wielko$¢ zadang przyspieszy sie.

Wzory (18) + (20) oraz (25) sa wazne bezposrednio dla doboru nastaw cyfro-
wego regulatora PI o Z-transmitancji

T 2
Gr(2) =Kp| 1+ ——— (26)
PRYES
oraz filtru wejsciowego okreslonego Z-transmitancja
bT, +T)z—DbT
GF (Z) — ( | ) | (27)
(T, +T)z-T,
Odpowiadajace wzory dla analogowego regulatora PI o L-transmitancji
Gy () = K| 14— (28)
T;s
oraz filtru wejsciowego o L-transmitancji
G, (s) = bT,s+1 (29)
Ts+1

otrzyma sie dla T - 0, tj.

2 (30)

0

s =limy, =—
3 T—>07/3

T, (s5) = 4 irrg T (73) = (3+ 24/2)T, =5,828T, (31)
woa e e 2620 5, . 1

K, (s:)=limK =3 e =0,461— (32)
P( 3) e P(?’s) leo leo

b*(s;)zyinob*(y;):z_z‘/lo,zgs (33)
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Z poréwnania wzordw (18) - (20) oraz (25) dla regulatora cyfrowego z wzora-
mi (30) + (33) dla regulatora analogowego wynika, Ze obliczenie nastaw dla regu-
latora cyfrowego jest bardziej pracochtonne, a wiec wieksze jest prawdopodobien-
stwo popelnienia btedéw. Dlatego w praktyce wzory te nie sg najodpowiedniejsze.
Dla dostatecznie matego okresu préobkowania nastawy dla regulatora cyfrowego
moga zosta¢ aproksymowane odpowiednimi nastawami dla regulatora analogowe-
go, jesli powiekszy¢ opdznienie o potowe okresu préobkowania [14].

Na podstawie wzordéw (31) - (32) otrzyma sie

T, ~(3+242 )(TO + ;j = 5,828(T0 + ;j (34)
K Z(JEle LMT (35)
kl(T0 + 2} kl(T0 + 2)
Dla
T
T<o 36
) (36)

czas zdwojenia (19) aproksymowany jest wzorem (34) z doktadnoscia lepsza niz
5% (rys. 3a) oraz wzmocnienie regulatora (20) wzorem (35) z doktadno$cia wiek-
sz od 3% (rys. 3b).

Waga b wielkosci zadanej dla sktadowej proporcjonalnej (25) moze zostac
aproksymowana warto$cig stala (33) dla

T
T<-=2 (37)
4

z doktadnoscia lepsza niz 5%, lub dla (36) wzorem

b ~ Ty = = 0,293T7°T (38)
(2+\/§)(T0+5) T°+§

z doktadnoscia lepsza niz 1 % (rys. 3c).

Przebiegi btedéw wzglednych aproksymowanych nastaw cyfrowego regulato-
ra PI 2DOF pokazano narys. 3.

Jest oczywiste, ze wzory (34), (35) oraz (38) sa wazne tak dla regulatorow
2DOF cyfrowych (T > 0), jak i analogowych (T = 0).
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Rys. 3. Przebiegi btedéw wzglednych nastaw aproksymowanych cyfrowego regulatora Pl 2DOF:
a) czasu zdwojenia T, , b) wzmocnienia regulatora K, c) wagi wielkosci zadanej dla sktadowe;j
proporcjonalnej b
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Przyktad
Dla obiektu catkujacego z opéznieniem o L-transmitancji

Gog (s) = €

0,05 _s

S
nalezy dla regulatora analogowego i cyfrowego PI 2DOF dobra¢ ich nastawy tak,
zeby odpowiedzi na skokowe zmiany wielkoSci zadanej i zaktdcajacej byty aperio-
dyczne bez przeregulowan (opdznienie wyrazono w sekundach).

Rozwigzanie:
Dlak, =0,05s" oraz T = 5 s otrzyma sie:

- analogowy regulator PI 2DOF
Na podstawie wzordw (31) + (33) otrzyma sie:

T, =29,142; k;, =1845; b" = 0,293

Odpowiedzi uktadu regulacji z analogowym regulatorem PI 2DOF dla b™ = 0,293
oraz b = 1 (konwencjonalny regulator) pokazano na rys. 4.

- cyfrowy regulator PI 2DOF
Na podstawie doktadnych wzoréw (18) + (20) oraz (25)dlaT=2,5 = d=2
otrzyma sie:

7, =-0,0845; T =34,821; k; =1,437; b" = 0,268

Podobnie na podstawie przyblizonych wzoréw (34), (35) oraz (38) otrzyma
sie:

T, =36,428; k;, =1,476; b" = 0,266

Odpowiedzi uktadu regulacji z cyfrowym regulatorem PI 2DOF dla doktadnych
warto$ci nastaw dla b” = 0,268 oraz b = 1 (konwencjonalny regulator) pokazano na
rys. 4 oraz dla doktadnych i przyblizonych wartos$ci nastaw na rys. 5.

Specjalnie dobrano duza wartos¢ okresu préobkowania T (d = 2), zeby pokazac,
ze wzory przyblizone (34) oraz (35) s3g dla praktycznego korzystania odpowied-
nie. Z tych wzoréw wynika réwniez, ze opdznienie wzgledne d nie musi by¢ liczba
catkowita.
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Rys. 4. Odpowiedzi uktadu regulacji z cyfrowym i analogowym regulatorem Pl 2DOF
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Rys. 5. Odpowiedzi uktadu regulacji z cyfrowym regulatorem Pl 2DOF

Whnioski

W artykule opisano kompleksowe podejscie do doboru nastaw analogowych
i cyfrowych regulatoréw PI z dwoma stopniami swobody dla obiektu catkujacego
Z op6Znieniem na podstawie metody wielokrotnego bieguna dominujacego oraz
D-przeksztatcenia. Metoda jest w peini analityczna i prowadzi do uniwersalnych
i jednoczesnie prostych wzoréw stosowalnych tak dla regulatoréw analogowych,
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jak i cyfrowych. Opisana metoda doboru nastaw jest stosunkowo odporna i dlatego
mozna oczekiwac jej zastosowan praktycznych.

Artykut powstat w ramach pracy nad projektem GACR 102/09/0894.
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Digital and analog 2DOF controller tuning for integrating plants with delay

Abstract

The paper is devoted to the unified approach to the tuning of the digital and analog PI
controllers with two-degrees-of-freedom by the multiple dominant pole method for
integrating plants with a time delay on the basis of the D-transform. The approach is fully
analytical and it enables tuning so that the servo and regulatory responses are non-oscillatory
without overshoots. The uses of the method are shown in the example.

Key words: 2DOF PI controller, integrating plant, time delay, D-transform
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