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Abstract. In this paper, we présent sonie basie faets concerning ordered fields.
We review définitions of an ordered field, give an example of a field that
admits many orderings, and présent équivalent définitions of the axiom of
Archimedes and the continuity axiom. We show how to extend an ordered
field by means of an ultrapower construction and formai power séries.

1. Wstep

W programie studiow matematycznych z pojeciem data uporzagdkowanego nie
wigze sie jaki$ ustalony zakres wiadomosci, a ewentualne wzmianki ograniczajg sie
zwykle do podania definicji. Sama definicje mozna za$ spotka¢ w kilku miejscach:
w ramach kursu Analizy matematycznej w zwigzku z pojeciem liczby rzeczywistej,
na marginesie kursu Algebry, gdzie$ w ¢wiczeniach, przy okazji definicji grupy upo-
rzagdkowanej, albo w ramach Wstepu do matematyki, w zwigzku z zastosowaniem
relacji réwnowaznosci do konstrukcji systemow liczbowych. Z drugiej strony fakty,
ktdre z punktu widzenia teorii dat uporzadkowanych majg charakter aksjomatow,
w wyktadach rachunku rdézniczkowego czy topologii przedstawiane sg albo jako
twierdzenia (np. twierdzenie Bolzano-Weierstassa), albo jako ,,oczywiste” wiasno-
sci (np. gestos¢ liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych). Zupetnie odrebng
kwestig jest wystepujacy w réznych, nawet zaawansowanych pracach, tajemniczy
»naturalny” porzadek liczb rzeczywistych. W teorii dat uporzadkowanych owa
»naturalnos¢” znajduje czysto matematyczne wytlumaczenie.

W matematyce szkolnej pojecie data uporzadkowanego w ogéle sie nie po-
jawia, a wowczas podstawowe konsekwencje aksjomatow data uporzgdkowanego,
takie jak nierébwnos¢ tréjkata czy reguty znakdw majg status raczej przykazan, niz
twierdzen.

W niniejszym artykule zbieramy podstawowe informacje o ciatach uporzadko-
wanych. Moga one, jak sadzimy, stanowi¢ punkt wyjscia do wyktadu monogra-
ficznego ukazujgcego zwigzek miedzy matematyka wyzszg i szkolng, gdzie prawa
arytmetyki liczb rzeczywistych sg wyprowadzane z aksjomatéw data uporzadko-
wanego; moga by¢ przydatne jako wstep do wykladéw Analiza niestandardowa,
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Algebra rzeczywista (real algebra), czy wybranych zagadnien logiki matematycz-
nej, na przyktad w postaci kursu Ciafa i modele'. Prezentowany material moze
tez by¢ rozwiniety do samodzielnego wyktadu Ciata uporzgdkowane, a woéwczas na-
lezatoby go rozszerzy¢ o definicje ciata pitagorejskiego i euklidesowego oraz ukazac
zwigzek tych pojeé¢ z podstawami geometrii, poczatkowo bowiem teoria ciat upo-
rzadkowanych rozwijata sie w powigzaniu z aksjomatyks geometrii elementarnej?.

Wiekszos¢ przytaczanych twierdzen podajemy bez dowodow; po odpowiednich
wskazowkach, moga by¢ one dowodzone w ramach ¢wiczen ze studentami. W przy-
padkach mniej oczywistych wskazujemy odpowiednig literature. W artykule przed-
stawiamy tez propozycje zadan do samodzielnego rozwigzania przez studentow.
Od strony rachunkowej, biorac pod uwage potrzebne sprawnosci matematyczne
czy znajomos¢ innych teorii, sg to tatwe ¢wiczenia. Wymagaja jednak przetama-
nia pewnej bariery psychologicznej. Trudnosé¢ moze polega¢ na tym, ze dowodzone
maja by¢ prawa, ktore w czasie studiéw i na wezesniejszych poziomach edukacji
byly przyjmowane jako oczywiste. Dla przykladu, kazdy wie, ze 1 > 0, natomiast
w jednym z ¢wiczen nalezy udowodnié, ze 1 > 0. W ¢éwiczeniu tym nie chodzi
jednak o liczby naturalne, ale o elementy neutralne dzialan. Aby utatwi¢ spojrze-
nie na znane prawdy z perspektywy teorii cial uporzadkowanych, juz na poziomie
oznaczen dopuszczamy sie odstepstwa od zwyczaju i odrozniamy zbior elementow
ciala F, zbior uporzadkowany (F, <), cialo algebraiczne (F,+,-,0,1) oraz samo
cialo uporzadkowane (F,+,-,0,1, <). Moze sie to wydac zbedna pedanteria, zwa-
zywszy ze w tradycyjnych kursach analizy matematycznej jeden i ten sam symbol
R oznacza i zbior liczb rzeczywistych, i zbior uporzadkowany liczb rzeczywistych,
i ciato liczb rzeczywistych, i ciato uporzadkowane liczb rzeczywistych. Przyjmu-
jemy, ze proponowane oznaczenia maja charakter dydaktyczny i sadzimy, ze ten
prosty zabieg notacyjny okaze sie pomocny przy rozwiazywaniu ¢wiczer.

2. Definicje ciata uporzadkowanego

Zaczniemy od definicji porzadku liniowego, bo w teorii cial uporzadkowanych
zwykle stosowana jest definicja r6zna od tej podawanej w ramach kursu Wistep do
matematyki.

DEFINICIA 1
Para (X, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy relacja < jest zwrotna,
antysymetryczna, przechodnia i spojna.

DEFINICIA 2

Para (X, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy relacja < jest przechodnia
i spelnia prawo trychotomii, tzn. dla dowolnych z,y € X spelniony jest dokladnie
jeden ze sktadnikéw alternatywy

r<yVz=yVze>y.

Przyjmujac « < y <4 (r < y Az # y) pokazuje sie, ze gdy (X, <) jest zbiorem
liniowo uporzadkowanym w mysl definicji 1, to (X, <) jest zbiorem liniowo upo-
rzadkowanym w mysl definicji 2. Podobnie, przyjmujac « < y <4 (z <yVz =1y)

!(zob. Goldblatt, 1998; Bochnak, Coste, Roy, 1998; Marker, 2002)
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pokazuje sie, ze gdy (X, <) jest liniowo uporzadkowany w mysl definicji 2, to
(X, <) jest liniowo uporzadkowany w mysl definicji 1. W tym sensie wyzej podane
definicje sa réwnowazne.

Przejdzmy do definicji ciala uporzadkowanego i zacznijmy od historycznie
pierwszej, tej najlepiej znanej i najczesciej powtarzanej.

DEFINICIA 3

Uktad (F,+,-,0,1, <) nazywamy ciatem uporzadkowanym, gdy (F,+,-,0,1) jest
cialem przemiennym, (F, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, a porzadek <
jest zgodny z dzialaniami, tzn.:

a<b=a+tc<bte (a<bAO0<c=a-c<b-o).

Definicja ta pochodzi od Davida Hilberta i zostatla podana w roku 1899,
w pierwszym wydaniu Grundlagen der Geometrie®. Pojecie jest wiec stosunkowo
mtode, jednakze jego geneza siega Ksiegi V Elementéw Euklidesat. W roku 1900
Hilbert podat aksjomatyczna charakterystyke liczb rzeczywistych, a w roku 1901
Otto Holder przedstawit obszerne studium poswiecone grupom uporzadkowanym?.
W definicji przyjetej przez Holdera nie wystepuje zatozenie o przemiennosci do-
dawania, dlatego warunek zgodnosci porzadku z dodawaniem trzeba odpowiednio
zmodyfikowaé. Holder pokazat jednak, ze grupa archimedesowa musi byé prze-
mienna. Hilbert, badajac niezaleznos¢ aksjomatéw ciata uporzadkowanego, do-
szedl do podobnego wyniku dotyczacego mnozenia. Pokazal, ze w przypadku ciat
archimedesowych przemienno$¢ mnozenia wynika z pozostalych aksjomatéw. Po-
nadto skonstruowat ciato nieprzemienne z porzadkiem liniowym, ktory jest zgodny
z dodawaniem i mnozeniem, co oznacza, ze warunek przemiennosci wystepujacy
w definicji 3 nie wynika z pozostatych aksjomatow®.

DEFINICIA 4
Pare (F,B) nazywamy cialem uporzadkowanym, gdy (F,+,-,0,1) jest cialem prze-
miennym, a zbiér B ma nastepujace wtasnosci:

1. 0¢ B,
2. Vo €FlaeBVa=0V—acB]

3. Va,beBa+beB, a-beB,
gdzie —a to element przeciwny do «, tj. a4+ (—a) = 0.

Pokazuje sie, ze jesli (F,+,-,0,1, <) jest cialem uporzadkowanym w mysl de-
finicji 3, to zbior F4 =4 {a € F: a > 0} ma wtasnosci 1-3 podane w definicji 4.
Podobnie, jesli para (F,B) jest cialem uporzadkowanym w my$l definicji 4, to
(F,+,-,0,1,<p) jest cialem uporzadkowanym w mys$l definicji 3, gdzie

a<Bb(:)df b—acB.

3(zob. Blaszczyk, 2012)

4(zob. Btaszczyk, 2007)

5(zob. Hilbert, 2012; Holder, 1901)
6(zob. Hilbert, 1899, §§ 32-33)
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W zwiazku z tym o zbiorze spelniajacym warunki definicji 4 moéwimy, ze wyznacza
porzadek zgodny z dzialaniami w ciele (F,+,-,0,1).

Jezeli istniejg zbiory B,B’ C F spelniajace warunki definicji 4, a zarazem
B # B', to znaczy, ze istnieja dwa rozne porzadki zgodne z dzialaniami w ciele
(F,+,-,0,1).

Definicja 4 zostala podana w roku 1926 w pracy Emila Artina i Otto Schreiera
i jest zwigzana z teorig cial rzeczywiscie domknietych?. Jest ona przydatna na
przyklad wtedy, gdy chcemy zdefiniowaé porzadek zgodny z dzialaniami w danym
ciele. Podajmy przyktad. Niech dane bedzie cialo przemienne (F,+,-,0,1) spel-
niajace warunki:
(1) dla kazdego skoniczonego zbioru elementéw {aq,...,a,} C F, zachodzi

n

E a%:0:>a1:...:an:0,
i=1

(2) ,kazdy element jest kwadratem”, tj.
Ya € F3b € Fl(a = b%) V (—a = b%)].

Wowezas zbior B = {a?|a € F,a # 0} wyznacza porzadek zgodny z dziataniami.
Co wiecej, jest to jedyny porzadek zgodny z dziataniami w (F,+,-,0, 1), tzn. gdy
B’ jest zbiorem spelniajacym warunki definicji 4, to B =B'.

Dodajmy do (1) i (2) jeszcze jeden warunek:
(3) kazdy wielomian f(x) € F[z] nieparzystego stopnia ma pierwiastek nalezacy
do F.

Ciala speliajace warunek (1) nazywane sg formalnie rzeczywistymi. Ciala
spelniajace warunki (1)-(3) nazywane sa rzeczywiscie domknietymi (real-closed).

DEFINICJA 5

Uktad (F,+,-,0,1,<) nazywamy cialem uporzadkowanym, gdy (F,+,-,0,1) jest
cialem przemiennym, (F, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, a porzadek <
jest zgodny z dzialaniami, tzn.:

a<bsate<bte (a<bAO<c=a-c<b-¢).

Taka definicje znajdujemy w ksiazce Johna Conwaya On Numbers and Games®.
W stworzonym przez niego systemie No latwiej jest operowaé nieréwnosciami
,hieostrymi” niz ,ostrymi” i stad powyzsza modyfikacja®.

Mozna pokazaé, ze te trzy definicje ciata uporzadkowanego sa rownowazne.

Przyjmijmy definicje
nl =df 1+1+...+1.
—_———

n—razy

7(zob. Artin, Schreier, 1926)

8(zob. Conway, 2001)

®No to wyjatkowo duze ,cialo” uporzadkowane. Jego uniwersum stanowi nie zbior, a klasa
wlasciwa, dlatego nie jest to cialo w my$l zadnej z wyzej podanych definicji. Do uniwersum No
naleza m.in. wszystkie liczby porzadkowe.
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Zamiast nl bedziemy tez pisa¢ po prostu n. Ponadto

1 —1 n —1

— =g n — =gf WM .

T e
Zatem elementami kazdego ciata uporzadkowanego sa utamki. Zbiér wszystkich
utamkéw ma postaé

{—%:m,nEN}U{O}U{%:m,nEN}.

Dla uproszczenia zapiséw zbior ten bedziemy oznacza¢ tak samo jak zbior liczb
wymiernych, tj. jako Q.

3. Podstawowe wtasnosci

7 aksjomatow ciata uporzadkowanego mozna wyprowadzi¢ wiele wlasnosci po-
wszechnie stosowanych czy to w analizie matematycznej, czy w matematyce szkol-
nej, przy czym w analizie i matematyce szkolnej sa one zwykle traktowane jako
wtasnosci liczb rzeczywistych, a nie jako konsekwencje aksjomatow ciata uporzad-
kowanego. Podamy kilka przyktadéw.

TWIERDZENIE
Jedli (F,+,-,0,1,<) jest ciatem uporzadkowanym, to spetnione sq nastepujgee wa-
runki:

Wla>0s —a<0,

W2 a#£0=da%>0,

W3 1>0,

W4 n >0,

W5 a>b>0=0<a ! <bl,

W6 a>b=a>1(a+b)>b,
W7a>0b>0=ab>0, a>0b<0=0ab<0.

Z (W1)-(W3) wynika, ze nie istnieje porzadek liniowy na zbiorze liczb zespolo-
nych C zgodny =z dzialaniami w ciele liczb zespolonych (C,+,-,0,1).
Z (W4) — ze cialo uporzadkowane jest charakterystyki zero. Z (W6) — ze porzadek
w ciele uporzadkowanym jest gesty. (W7) to tak zwane reguly znakow.

Z (W3)-(W5) wynika, ze istnieje tylko jeden porzadek zgodny z dzialaniami
w ciele utamkow. Wiedzac, ze w kazdym ciele uporzadkowanym zawarte jest ciato
utamkow (Q,+,-,0,1,<), a kazde dwa takie ciala ulamkow sg izomorficzne, mo-
zemy przyja¢ definicje

DEFINICIA 6
Ciato liczb wymiernych (Q, +,-,0,1, <) to najmniejsze ciato uporzadkowane'®.

10 iczby Conwaya, czy inaczej system No, to z kolei najwieksze ,cialo” uporzadkowane —
najwigksze w tym sensie, Zze kazde cialo uporzadkowane mozna w nim zanurzy¢ (zob. Ehrlich,
2012).
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»Najmniejsze” oznacza, ze w kazdym ciele uporzadkowanym istnieje ciato izomor-
ficzne 7z cialem liczb wymiernych.
W ciele uporzadkowanym definiowana jest wartos¢ bezwzglednas:

la] = a, dlaa >0,
“= —a, dla a < 0.

Pokazuje sie, ze zachodza zaleznosci:
la] =] —al, la+bl <la[+[b, |abl =lallb], [la] = [b]| < la —b].

W zwiazku z oczywistoscia tych praw pouczajace moze by¢ nastepujace proste
¢wiczenie. Niech (C,+,-,0,1) bedzie cialem liczb zespolonych. Na plaszczyznie
C wprowadzamy porzadek leksykograficzny <. Pokazuje sie, ze jest to porzadek
zgodny z dodawaniem, ale niezgodny z mnozeniem. W strukturze (C,+,-,0,1, <)
mozna postawic¢ definicje wartosci bezwzglednej (zauwazmy, ze w definicji korzy-
stamy jedynie z operacji —a oraz spojnosci porzadku), mozna udowodnié¢ nierow-
nos¢ trojkata, ale jednoczesnie mozna wskazaé takie liczby a,b € C, ze |ab| # |a||b].
Mamy bowiem, i > 0, stad |i|-|i| = 7%, a z drugiej strony |i%| = 1. W istocie w ¢wi-
czeniu tym pokazujemy, ze aksjomat zgodnosci porzadku z mnozeniem nie wynika
z pozostatych aksjomatéw ciata uporzadkowanego.

Dzieki pojeciu wartosci bezwzglednej w znany sposob definiujemy ciag Cau-
chy’ego oraz granice ciagu:

Ciag (an,) elementow z F jest ciagiem Cauchy’ego wiw, gdy
Ve > 03kVm[k < m = |ap — am| < €].
Element a € F jest granica ciagu (a,) C F wtw, gdy
Ve > 03kVmlk <m = |a, —a| < €].

Pojecie ciagu Cauchy’ego jest zazwyczaj przenoszone z ciata liczb rzeczywi-
stych na dowolna przestrzen metryczna w ten sposob, ze w miejsce |a, — am|
wprowadzana jest odlegtosé o(ay,, am). W powyzszej definicji jest ono w naturalny
sposob definiowane w dowolnym ciele uporzadkowanym, a w klasie cial niearchi-
medesowych wartos¢ bezwzgledna nie wyznacza metryki.

Pokazuje sie, ze (1) ciag Cauchy’ego jest ciagiem ograniczonym, (2) suma,
iloczyn, iloraz (przy odpowiednich zalozeniach) ciagow Cauchy’ego jest ciagiem
Cauchy’ego, (3) ciag zbiezny ma doktadnie jedna granice, (4) gdy (an), (b,) sa
ciggami Cauchy’ego oraz (an,) — a, (b,) — b, to (an + b,) = a+ b, (anb,) — ab,
(an/bp) — a/b, gdy b # 0. Dowody tych twierdzen sa takie same jak te znane
z kursu analizy matematycznej.

Dodajac do aksjomatoéw ciata uporzadkowanego kolejne aksjomaty, np. aksjo-
mat Archimedesa czy aksjomat ciaglosci, mozna wykazywa¢é zbiezno$é pewnych
konkretnych ciggéw, np. (L) czy (1+ 2)".

4. Porzadki zgodne z dziataniami

Wyzej wspomnielismy, ze istnieje doktadnie jeden porzadek zgodny z dziata-
niami w ciele (@, +,-,0,1). Mozna tez pokaza¢ (korzystajac z uwag nastepujacych
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po definicji 4), ze istnieje doktadnie jeden porzadek zgodny z dziataniami w ciele
liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1,<). Fakt ten pozwala mowi¢ o ,naturalnym” po-
rzadku liczb rzeczywistych. Nie jest jednak tak, ze w kazdym ciele istnieje co
najwyzej jeden porzadek zgodny z dzialaniami. Zilustrujemy to dwoma przykta-
dami.

Niech (Q(v/2), +,-,0,1, <) bedzie ciatem uporzadkowanym, gdzie < jest ,na-
turalnym” porzadkiem w ciele (R,+,-,0,1, <) zaciesnionym do zbioru Q(+/2).
W zbiorze Q(v/2) definiujemy nowy porzadek

atbV2 <ctdV2ey a—bV2<c—dv2.

Latwo mozna pokazac, ze (Q(v/2),+,-,0,1, <) jest cialem uporzadkowanym
oraz, ze porzadek < jest rozny od <.

W ciele (Q(v/2),+,-,0,1), tak jak w kazdym innym ciele, zbiér Q moze by¢
uporzadkowany tylko w jeden sposob. Rozszerzajac ciato utamkéw mozemy przy-
jac, ze \/2 jest albo wiekszy, albo mniejszy od 0, to za$ juz jednoznacznie wyznacza
porzadek na zbiorze Q(v/2). Przyjmijmy bowiem, ze porzadki <1, <2 sa rézne,
a zarazem 0 <1 /2 oraz 0 <9 v/2. Woéwczas, dla pewnych a,b € Q\ {0} zachodzi:

a+bvV2 <10, 0=3a+bV2

Przyjmijmy, ze a? < 2b%, gdzie < jest (tym jedynym) porzadkiem w ciele liczb
wymiernych. Z faktu, ze utamki sa zawarte w kazdym ciele i w kazdym ciele sa
uporzadkowane w jeden i ten sam sposdb otrzymujemy:

0 <1202 —a?, 0=920% —a

Przyjmujac rozktad 2b? — a? = (bv/2 — a)(b\/2 + a) i postugujac sie regutami (W7)
doprowadzimy do sprzecznosci z zalozeniem.

Zatem ,naturalny” porzadek oraz wyzej zdefiniowany porzadek < to jedyne
porzadki liniowe zgodne z dziataniami w ciele (Q(v/2), +,-,0,1).

Przejdzmy do drugiego przyktadu. Niech ¢ € R bedzie liczba przestepna.
W ciele utamkoéw pierscienia wielomianéw Q[z] wprowadzamy porzadek nastepu-
jaca definicja: N L

Lat ou to<go,
gdzie %(c) < %(c) to nier6wnosc w ciele liczb rzeczywistych!!.

Korzystajac z tego, ze porzadek liczb rzeczywistych jest zgodny z dziataniami,
przeksztalcamy nieréwnodci, w ktérych wystepuja liczby %(c), gdzie f,g € Qlx],
i pokazujemy, ze porzadek <, jest zgodny z dziataniami w ciele utamkéw pierscienia
Q).

Niech teraz c1, ca beda réznymi liczbami przestepnymi i niech ¢ bedzie taka
liczbg wymierna, ze zachodzg nieréwnosci ¢; < g < co'?. Woéwczas wielomian z —q
spelnia nier6wnosci

T—q< 0, 0<,4x—gq,

HyWarto w tym miejscu zwréci¢ uwage na dwuznacznoéé symbolu %: z lewej strony znaku

definicji oznacza on element ciata utlamkoéw, z prawej — funkcje rzeczywista.
1270b. nizej §4 aksjomat (A5) oraz §5 aksjomat (C4) lub (C5).
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co oznacza, ze porzadki <., , <., sa rézne.
Tym sposobem otrzymujemy przyktad takiego ciata, w ktorym istnieje conti-
nuum porzadkow liniowych zgodnych z dziataniami w tym ciele.

5. Aksjomat Archimedesa

DEFINICIA 7
Ciato uporzadkowane (F, +, - 0, 1, <) nazywamy archimedesowym, jezeli spelniony
jest warunek (aksjomat Archimedesa):

VYa,b € F 3n € N[(0 < a < b) = na > b].

Aksjomat Archimedesa mozna wyrazi¢ na kilka sposobéw. W zwigzku z tym
podajmy twierdzenie

TWIERDZENIE
Jedli (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzgdkowanym, to nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

Al VYa,b€F 3n € N[(0 < a < b) = na > b].
A2 Yo € F In €N [n > q].

A3 lim L =0

n—r00 n

A4 lim n = oco.
—> 00

A5 Zbior utamkéw Q jest gesty w (F, <), tzn.

Ve,yeFdgeQz<y=z<qg<yl

A6 Dla dowolnego przekroju Dedekinda (A, B) zbioru (F, <) zachodzi

VneNZJac AIBbeBb—a<l/n]

Dowdd tego twierdzenia nie jest trudny, ale wskazane jest, aby najpierw wyka-
za¢ rownowaznos¢ warunkow (A1)-(A4), a dopiero pozniej przejsé do (A5) i (A6).
Pokazmy dla przyktadu, jak wykaza¢ (A5), w przypadku gdy 0 < = < y. Ot6z
z (A3) wynika, ze dla pewnej liczby naturalnej k zachodzi + < min{z,y — z}. Na
mocy (A1) istnieje taka liczba n, ze y < . Przyjmijmy ng = min{rn € Ny < 5+}.
Wowcezas: = < (";;1) <.

W dowodzie tym korzystamy z zasady indukeji matematycznej pod postacia
zasady minimum: W kazdym niepustym podzbiorze zbioru N istnieje element naj-
mniejszy. W kursie analizy matematycznej zasada ta jest stosowana, ale rzadko
jest wprost formutowana. Swiadomosé tego faktu jest natomiast istotna w teoriach
sformalizowanych, gdzie zdefiniowany jest jezyk teorii, na przykitad w analizie nie-
standardowej. Niestandardowe liczby rzeczywiste sa ciatem niearchimedesowym,
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ale gdy dopuscimy, ze zmienna n przebiega zbior niestandardowych liczb natural-
nych, to w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych spelniony jest i aksjomat
(A1), i aksjomat (A2)'3.

Na uwage zashuguje warunek (A5), czesto przyjmowany jako ,oczywista” wla-
snosc liczb rzeczywistych. W istocie jest to konsekwencja aksjomatu cigglosci.
Wart komentarza jest tez warunek (A3). Ot6z w ksiazce Kazimierza Kuratow-
skiego Rachunek réziniczkowy i catkowy podana jest konstrukcja liczb rzeczywi-
stych oraz ich charakterystyka aksjomatyczna. Nie ma natomiast wzmianki o
tym, ze liczby rzeczywiste sa cialem archimedesowym, Ze na przyktad z zasady
supremum wynika aksjomat Archimedesa. Warunek (A3) jest dowodzony, ale w
dowodzie wykorzystywany jest, jako wlasnosé oczywista, warunek (A2)'4. Z kolei
w ksigzce Franciszka Lei Rachunek rézniczkowy i calkowy aksjomat Archimedesa
w wersji (A2) podany jest jako oczywista wlasnosé liczb rzeczywistych, natomiast
W oparciu o te zasade” — jak pisze Leja — dowodzone sa warunki (A5) i (A6), jed-
noczesnie jednak w dowodach tych liczby wymierne sa poréwnywane z przekrojami
liczb wymiernych z uwagi na relacje <, przez co zatraca sie idee liczby rzeczywistej
jako przekroju liczb wymiernych®.

6. Aksjomat ciggtosci

TWIERDZENIE
Jesli (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzgdkowanym, to nastepujgce warunki sq row-
nowazne'®:

(C1) Zaden przekrdj Dedekinda zbioru (F, <) nie wyznacza luki.

(C2) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z gdry istnieje taka
liczba a € F, ze a = sup A.

(C3) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z dotu istnieje taka
liczba o € F taka, ze a = inf A.

(C4) (F,+,-,0,1,<) jest ciatem archimedesowym oraz
dla dowolnego ciggu (x,) C F spetniajacego warunek Cauchy’ego istnieje
takie a € F, ze lim =z, = a.
n—r00
(C5) (F,+,-,0,1,<) jest ciatem archimedesowym oraz
jesli {An| n e N} C F jest rodzing przedziatow domknietych takich, ze dla

dowolnego n € N zachodzi Any1 C An, to (| An £ 0.
neN

(C6) Jesli A CF jest zbiorem ograniczonym i domknietym oraz rodzina K prze-
dziatow otwartych jest pokryciem A, to z K mozna wybraé podpokrycie skori-
czone.

13(zob. nizej §7 oraz Blaszczyk, 2007, s. 182)
4 (z0b. Kuratowski, 1971, s. 20)

15 (zob. Leja, 1979, s. 17-18)

16(z0b. Cohen, Ehrlich, 1963, 5. 95-101)
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(C7) Dla dowolnego ograniczonego, nieskoriczonego zbioru A C F istnieje taki
punkt p €F, ze p jest punktem skupienia A'7.

Kazdy z warunkéw (C1)-(C7) nazywany jest aksjomatem ciagtosci. Aksjo-
mat ciaglosci jest charakterystyka porzadku i w zwiazku z tym wprowadzane jest
pojecie ciala uporzadkowanego w sposob ciagty.

DEFINICJA 8
Ciato uporzadkowane spelniajace warunek (C1) nazywamy cialem uporzadkowa-
nym w sposob ciagty.

TWIERDZENIE
Kazde dwa ciata uporzgdkowane w sposéb ciggly sq izomorficzne'®.

Twierdzenie to uzasadnia nastepujaca definicje

DEFINICJA 9
Cialo liczb rzeczywistych (R, +,-,0, 1, <) to cialo uporzadkowane w sposob ciagly.

Aksjomat ciaglosci w wersji (C4) oraz (C5) jest koniunkcja dwoch warunkow,
w zwigzku z tym pokazuje sie, ze istniejg ciata niearchimedesowe, w ktorych kazdy
ciag Cauchy’ego ma granice oraz takie ciala niearchimedesowe, w ktoérych kazdy
zstepujacy ciag przedzialéw domknietych ma niepuste przeciecie. Odpowiednie
przykltady podamy nizej, w kolejnych paragrafach.

Z warunkow (C4), (C5) wynika, ze ciato liczb rzeczywistych jest archimede-
sowe.

TWIERDZENIE
Kazde ciato archimedesowe jest izomorficzne z peuwnym podciatem ciala
(R7 +7 5 07 17 <)19’

Wobec tego twierdzenia ciato liczb rzeczywistych uznajemy za najwieksze ciato
archimedesowe. Stad wynika takze, ze kazde rozszerzenie ciata liczb rzeczywistych
jest cialem niearchimedesowym. Mozna jednak poda¢ przyklad ciala niearchime-
desowego, ktore nie jest rozszerzeniem ciata liczb rzeczywistych.

Odrebna kwestia, ktorej nie podejmujemy w niniejszym artykule, jest kon-
strukcja liczb rzeczywistych, czyli tak zwany dowdd istnienia ciata uporzadkowa-
nego w sposob ciagly. Monograficzne ujecia analizy matematycznej czesto za-
czynaja sie wlasnie od konstrukcji, czy to metoda przekrojow Dedekinda, czy za
pomocy ciggow Cauchy’ego?®. Takie podejscie jest niezwykle zmudne, zajmuje
kilkadziesiat stron i jest zbyt trudne, by rozpoczyna¢ od niego wyktad akademicki.
Konstrukcja liczb rzeczywistych staje sie duzo bardziej zrozumiata i tatwiejsza do
przedstawienia, gdy dysponujemy juz wiadomosciami podanymi w paragrafach 1-5.

TPojecia topologiczne wystepujace w aksjomatach (C6) i (C7) zwiazane sa z topologia po-
rzadkowa.

18(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 103)

19(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 102; Hartshorne, 2000, s. 139)

20(zob. np. Fichtenholtz, 1985; Maurin, 1991)



O ciatach uporzadkowanych [25]

Zamykajac te czes¢ artykutu zauwazmy jeszcze, ze warunek (C1) nie zawiera
pojeé¢ algebraicznych, dlatego mozna potraktowaé go jako charakterystyke zbioru
liniowo uporzadkowanego (X, <). W zwiazku z faktem, ze aksjomat ciaglosci
w sposob jednoznaczny charakteryzuje ciato liezb rzeczywistych (R, +,-,0,1, <),
warto przywotaé¢ twierdzenie o jednoznacznej charakterystyce samego porzadku
liczb rzeczywistych, tj. (R, <), ktore zazwyczaj jest podawane w ramach teorii
zbiorow liniowo uporzadkowanych.

DEFINICIA 10

Zbior liniowo uporzadkowany (X, <) ma typ porzadkowy A, gdy (1) spelniony jest
warunek (C1), (2) istnieje taki zbior przeliczalny Y C X, ktory jest gesty w X,
(3) w zbiorze (X, <) nie ma elementu najmniejszego i najwiekszego®!.

TWIERDZENIE
Kazde dwa zbiory typu \ sq izomorficzne®®.

Mozna pokaza¢, ze istnieja zbiory liniowo uporzadkowane (Xi,<4),
(X3,<s2), ktére speliaja warunek (C1), a nie sa izomorficzne?®. Przyklad ten
pokazuje, ze osrodkowosé porzadku jest niezalezna od wlasnosci (C1). Gdy na-
tomiast rozwazane jest cialo uporzadkowane (F,+,-,0,1, <), to z aksjomatu (C1)
wynika (A5) i utamki pelnig role zbioru Y wystepujacego w definicji 9.

7. Rozszerzenia. Szeregi formalne Laurenta

Podamy teraz dwa sposoby rozszerzenia dowolnego ciata uporzadkowanego.
Pierwszy polega na tworzeniu szeregéw formalnych Laurenta?!, drugi to rozsze-
rzenia za pomoca ultrapotegi.

Niech (F,+,-,0,1, <) bedzie ciatem uporzadkowanym. Definiujmy zbior sze-
regoéw formalnych

+oo
L =g {Zajxj ca; €F G teZ Y [j<t = (a; =0, at7é0)]}.

Elementami zbioru L sg wiec wyrazenia postaci
) —1 2
. taor “tagxr T +agtar+axxrt + ...,

w ktorych jest tylko skoniczenie wiele sktadnikow a_j;z 7, 7 € N. Szeregi formalne
maja zatem postac

a_x P+ +ag+ax+ayx®+ ..., dlapewnego t € N.

217bior Y jest gesty w X, gdy Vo, y € XFz € Y|z < y — = < z < y|. Warunek (2) nazywany
jest osrodkowoscia.

22 (zob. Kuratowski, Mastowski, 1978, s. 218)

23(z0b. Blaszcayk, 2007, s. 18-19)

24(zob. Blaszczyk, 2007, s. 269-275)
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Rownosé w zbiorze L definiujemy w nastepujacy sposob

+oo +oo
Zajxj = ij.’lfj =df Vj cZ [aj = bj] .

. oo )

Dla uproszczenia notacji dalej niech ) a7 oznaczaszereg Y ajz7. W zbiorze
— o0

L zdefiniujmy dziatania:

Zajxj &) ijxj =df chxj, gdzie ¢; = a; + by,

(Z ajxj) ® (Z bjxj) =df chxj, gdzie ¢; = Z apb;.

k=4
Dodawanie polega wiec na dodawaniu ,,po wspolrzednych”, natomiast mnozenie

jest definiowane podobnie jak mnozenie szeregéw w klasycznej analizie.
Ponadto przyjmujemy

Zajszo =df VJEZ [aj:0],

D aat =1 g [ag =1, Vi #0 (a; =0)].

Podobnie jak 0 oraz 1, wszystkie elementy z F mozemy przedstawi¢ w postaci
szeregow formalnych, mianowicie

Zajxj =a <S¢ [a0=2a, Vj#0 (a; =0)].
Tym sposobem mozemy zanurzy¢ F w zbiorze L.

Pokazuje sie, ze struktura (L, ®,®,0,1) jest cialem przemiennym. I tak na
przyktad elementem odwrotnym do 1 + x jest szereg 1 — = + 2% — 2% + ... =
S (—1)iad .
3=0

W zbiorze L definiujmy porzadek:

Sajd <D bjad e 3V [j<t = (a5 =bjy, ap <by)].

Mozna pokazaé, ze zachodza nieréwnosci

o0
.1
0<z"<z=< Zxﬂ < —=<m=z " dlakazdego k,n,m €N, n>1. (¥
=1 "
Inaczej i opisowo, szeregi formalne Laurenta to ,ciagi” wyrazéow z F okreg§lone

na podzbiorach Z typu w. Przy tej interpretacji porzadek < to porzadek leksyko-
graficzny.

Przyjmujac, ze elementy zbioru F identyfikujemy z odpowiednimi szeregami,
ciato (L, ®,®,0,1, <) jest rozszerzeniem (F, 4 -, 0,1, <).
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Cialo (L, ®,®,0,1, <) jest niearchimedesowe, co mozna przesledzi¢ na kazdej
z wersji (A1)-(A6). Fakt, iz nie zachodza warunki (A1)-(A4), wynika wprost z za-
leznosci nx < 1. Nastepnie z (*) dostajemy, ze miedzy elementami 0 oraz x nie
lezy zaden utamek m/n. Przyjmujac

A={f€l|3IneN[f<n]}, B=L\A

dostajemy, ze para (A, B) jest przekrojem Dedekinda i dla kazdego a € A oraz
kazdego b € B jest b —a > 1.
W ciele (L, ®,®,0,1, <) ciag (%) nie jest zbiezny do zera, natomiast istniejg
ciagi zbiezne do zera, na przyklad zachodzi
lim =" = 0.
n—r0o0
Ciekawa wlasnoscia zwiazana z aksjomatem (C4) jest fakt, ze w ciele szeregow
formalnych Laurenta mozna wskaza¢ ciag zstepujacych przedzialow domknietych,
ktéry ma puste przeciecie?®. Ciekawa wlasnoscia zwiazang z aksjomatem (C5) jest
fakt, ze ciato szeregow formalnych Laurenta (L, &, ®,0,1, <) jest zupelne w sensie
Cauchy’ego®®.

Szeregi Laurenta sa tylko szczegolnym przypadkiem ogoélniejszej konstrukeji,
jaka pod koniec XIX wieku przedstawil Tulio Levi-Civita. Aby ja zaprezentowaé
przyjmijmy, ze F jest rodzing takich podzbioréw M zbioru Q, ze dla kazdej liczby
q € Q tylko skonczenie wiele elementéow M jest mniejszych od ¢, tzn.

MeFeyg (VeQ@EneN)[{meM: m<q}~n]

gdzie A ~ n oznacza, ze zbior A ma n elementow.
Elementami ciala Levi-Civity sa takie funkcje f: Q = R, ze {¢ € Q: f(q) #
0} € F. Mozna je przedstawi¢ w postaci szeregéw formalnych

q
> o,
qc M

gdzie M € F. Drziatania i porzadek definiowane sg podobnie jak w ciele szeregow
Laurenta. W rezultacie powstaje ciato niearchimedesowe, ktore jest rzeczywiscie
domkniete oraz zupelne w sensie Cauchy’ego?”.

8. Rozszerzenia. Ultrapotega
Podamy teraz drugi sposéb rozszerzania ciata uporzadkowanego.

DEFINICIA 11
Filtrem na zbiorze N nazywamy rodzine I' C P(N) spelniajaca warunki:

(1) VAABCN[A,Be F=ANB¢eF),

25(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 101)
26(z0b. Blaszcazyk, 2007, s. 270-272)
27(zob. Shamseddine, Berz, 2010)
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(2) VABCN[Ae FANACB= Bel]
(3) 0¢F.
Jesli ponadto spelniony jest warunek
(4) VACN[Ae FV(N\A) el
to F' nazywamy ultrafiltrem na N.

Dla konstrukeji, ktorg przedstawimy nizej, istotne jest nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE
Jesli F' jest ultrafiltrem, a zbiory A1, ...A, nalezq do F oraz sq parami rozlgczne,

to zachodzi
AlU...UA, € F=> E"Z[Al S F]

Pokazuje sie, ze rodzina
F =4 {A € P(N)|N\A jest zbiorem skoniczonym}

jest filtrem. Filtr ten nazywany jest filtrem Frecheta.
Pouczajacym ¢wiczeniem na zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna jest
dowdd nastepujacego twierdzenia

TWIERDZENIE
Kazdy filtr jest zawarty w pewnym ultrafiltrze®®.

Niech teraz (F,+,-,0, 1, <) bedzie ciatem uporzadkowanym. W zbiorze ciagow

FY definiujemy relacje
(an) = (bn) @ {n€N:a, =b,} € F.

Pokazuje sie, ze jest to relacja réwnowaznosci. Przyjmijmy F* =4 F"/=.

W zbiorze F* definiujemy dzialania oraz porzadek

[(an)] & [(bn)] =ar [(an +bn)],  [(an)] © [(bn)] =g [(@n - bn)],
[(an)] < [(bn)] ©a {n€N:a, <b,} € F.
Dla a € F przyjmujemy «* = [(a,q, a,...)].

TWIERDZENIE
(F*,®,®,0% 1%, <) jest ciatem niearchimedesowym.

Majac na uwadze to, ze operacja F 3 a +— a* € F* jest monomorfizmem za-
chowujacym porzadek, pokazuje sie, ze cialo (F*, ®, ®, 0%, 1%, <) jest rozszerzeniem
ciala (F,+,-,0,1, <).

Gdy za F przyjmiemy R, wtedy otrzymujemy ciato niestandardowych liczb
rzeczywistych (R*, @, ®, 0%, 1%, <)?%. Pokazuje sie, ze zachodzi

2870b. (Adamowicz, Zbierski, 1990, s. 19-20). Ultrafiltry na N to elementy maksymalne
w zbiorze wszystkich filtrow na N uporzadkowanym przez relacje inkluzji.

29Niestandardowe liczby rzeczywiste nazywane sg takze hiperrealnymi lub hiperrzeczywistymi
(hyperreals).
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TWIERDZENIE
(R*, ®,0,0%, 1%, <) jest ciatem niearchimedesowym, rzeczywiscie domknietym.

Podobnie jak ciato szeregéw formalnych Laurenta, ciato niestandardowych liczb
rzeczywistych jest zupelne w sensie Cauchy’ego. W odréznieniu od ciala sze-
regdw Laurenta, w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych nie istnieja ciagi
zbiezne do zera (poza oczywistym przypadkiem ciagow stalych od pewnego miej-
sca). Ponadto, w zwiazku z wersja (C5) aksjomatu ciagtosci mozna pokazaé, ze
w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych kazdy zstepujacy ciag przedziatow

domknietych ma niepuste przeciecie®®.

Literatura

Adamowicz, Z., Zbierski, P.: 1990, Logika matematyczna, PWN, Warszawa.

Artin, E.; Schreier, O.: 1926, Algebraische Konstruktion reeller Kérper, Abhandlungen
aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitdt 5, 85-99.

Blaszczyk, P.: 2007, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und
irrationale Zahlen, Krakow.

Blaszczyk, P.: 2012, Nota o Uber den Zahlbegiff, Annales Academiae Paedagogicae Cra-
coviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia IV, 195-197.

Bochnak, J., Coste, M., Roy, M.-F.: 1998, Real Algebraic Geometry, Berlin.

Cohen, L. C., Ehrlich, G.: 1963, The Structure of the Real Number System, Toronto-New
York-London.

Conway, J.: 2001, On Numbers and Games, Massachusetts.

Ehrlich, P.: 2012, The Absolute Arithmetic Continuum and the Unification of all Num-
bers Great and Small, Bulletin of Symbolic Logic 18(1), 1-45.

Fichtenholtz, G. M.: 1985, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I, Warszawa.
Goldblatt, R.: 1998, Lectures on the Hyperreals, New York.
Hartshorne, R.: 2000, Geometry: Euclid and and Beyond, New York.

Hilbert, D.: 1899, Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Enthillung des Gauss-
Weber Denkmals in Gottingen, Leipzig, 1-92.

Hilbert, D.: 2012, O pojeciu liczby, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis. Stu-
dia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia TV, 199-202. Uber den Zahlbegriff,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 8, 1900, 180-184; ti. J. Po-
gonowski.

Hélder, O.: 1901, Die Axiome der Quantitit und die Lehre vom Mass, Berichte tiber
die Verhandlungen der Kéniglich Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig, Mathematisch-Physikaliche Classe (53), 1-64.

Kuratowski, K.: 1971, Rachunek rézniczkowy 1 catkowy, Warszawa.
Kuratowski, K., Mastowski, A.: 1978, Teoria mnogosci, Warszawa.
Leja, F.: 1979, Rachunek rézniczkowy 1 catkowy, PWN, Warszawa.
Marker, D.: 2002, Model Theory: An introduction, Springer, New York.

30(zob. Blaszczyk, 2007, s. 187)



[30] Piotr Bfaszczyk

Maurin, K.: 1991, Analiza, t. 1, PWN, Warszawa.

Shamseddine, K., Berz, M.: 2010, Analysis on the Levi-Civita field, a brief overview,
Contemporary Mathematics 508 (508), 215-237.

Instytut Matematyks
Uniwersytet Pedagogiczny
ul. Podchorgzych 2
PL-30-084 Krakow
e-mail: pb@up.krakow.pl



