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Abstract. In the éducation of mathématiciens, including teachers of mathe-
matics, the measure theory plays an important role. From the expérience
in and research on teaching the measure theory it follows that one of the
important reasons why students encounter difficulties in the subject is their
insufficient ability to apply their knowledge of other branches of mathema-
tics, especially of the set theory and topology.

In this article we propose a séries of problem analyses and exercises aimed
at preparing students to stucly the measure theory, especially to understand
the proofs of theorems on properties of the measure, including the Lebesgue
measure. Most of these problems and exercises are presented with solutions,
outlines of solutions, hints, didactic remarks and comments.

In this paper we point out, in a practical way, the significance of active
reading of mathematical texts and skilful use of mathematical literature.
This article is dedicated to both students of mathematics and their academie
teachers.

1. Wstep

Teoria miary nalezy do podstawowych dzialdow matematyki wyzszej. Zna-
jomosc¢ tej teorii jest waznym elementem wyksztalcenia nauczyciela matematyki
(Major, Powazka, 2008; Powagzka, 2009; Guncaga, Fulier, Eisenmann, 2008).

Do jej studiowania niezbedna jest wiedza zdobywana przez studentéw pod-
czas realizacji takich przedmiotdéw, jak np. teoria mnogosci, topologia, analiza
matematyczna. Wieloletnie obserwacje zaje¢ prowadzonych ze studentami stu-
dibw matematycznych ujawniajg duze trudnosci studentéw przy opanowaniu tego
dziatlu matematyki. Na niektére z nich wskazano w pracy (Powazka, 2012). Jedng
z ich przyczyn jest niewystarczajgca umiejetnos¢ studentéw w postugiwaniu sie po-
trzebnymi faktami z innych dziatéw matematyki. Dodatkowym powodem jest nie-
wielka liczba zbioréw zadan z teorii miary prezentujgcych rozwigzania przyktado-
wych zadan. Wynika stad, ze zaawansowana teoria matematyczna, nieobudowana
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potrzebnymi materialami dydaktycznymi, stawia studentom wyzwania, ktorym
w wielu przypadkach nie potrafia sprosta¢. Swiadomi tych przyczyn, pragniemy
w tym artykule wskaza¢ przyktady zagadnien z teorii mnogosci, topologii i analizy
matematycznej, ktorych znajomosé, naszym zdaniem, moze utatwié¢ zrozumienie
podstaw teorii miary. Nie ograniczymy sie wylacznie do sformutowania stosownego
zestawu tematow, ale podejmujemy probe stworzenia listy zadan do samodzielnego
rozwigzania przez studentow i przedyskutowania na ¢wiczeniach poprzedzajacych
wyktad z teorii miary. Zadania te, naszym zdaniem, w istotny sposob przyczynia
sie do lepszego zrozumienia prezentowanych przez wyktadowce zagadnien w trak-
cie wyktadu. Powszechnym ujeciem materiatu z teorii miary jest schemat oparty
na opracowaniach tych zagadnieni w ksigzkach: W. Kolodziej (2010) i R. Sikorski
(1969). Ponizsze zadania stanowia integralna czes¢ tych wyktadow. Wezesniejsza
znajomosc faktoéw wystepujacych w prezentowanych zadaniach pozwoli studentom
koncentrowa¢ sie na gtownych zagadnieniach z teorii miary. Trudniejsze zadania
sg rozwigzane lub wyposazone w odpowiednie wskazowki. Przy okazji omawianych
zadan przedstawiamy rowniez pewne uwagi dydaktyczne zwiazane z zagadnieniami
merytorycznymi wystepujacymi w tych zadaniach.

W uwagach i komentarzach, ktore sg zamieszczone po wielu zadaniach, pro-
ponujemy studentom udzielenie odpowiedzi na postawione pytania, sformulowanie
stosownych twierdzen, wyszukanie w literaturze matematycznej odpowiednich de-
finicji i twierdzen wykorzystywanych w rozwiazaniach zadan. Wymienione propo-
zycje dydaktyczne maja na celu ksztattowanie aktywnosci matematycznych, ktore
student powinien stosowa¢ podczas analizy tekstow rozwiazan zaproponowanych
zadan.

Wiedzac, ze przedstawione problemy w ponizszych zadaniach sa w sposob
istotny potrzebne na wyktadach z teorii miary, warto zastanowi¢ sie nad wecze-
$niejsza realizacja niektérych z tych zagadnienn w ramach ¢wiczen z wstepu do
teorii mnogosci i topologii.

Artykul w swojej czesci zadaniowej, tacznie z pewnymi propozycjami i uwa-
gami dydaktycznymi dotyczacymi zadan, jest napisany przede wszystkim jako po-
moc dydaktyczna dla studentéw w przygotowaniu sie do realizacji tematyki miary
Lebesgue’a. Dla nauczycieli akademickich prowadzacych kurs analizy matematycz-
nej artykut ten moze stanowi¢ pewna propozycje dydaktyczna w przygotowaniu
¢wiczenn w taki sposob, aby stanowity one spdjna catosé z wyktadem.

Najpierw przyjmujemy podstawowe oznaczenia zbioréw liczbowych, ktore beda
stosowane w tym artykule:

N = zbior liczb naturalnych (bez zera),
Z — zbior liczb caltkowitych,
R — zbior liczb rzeczywistych.

2. Przyktadowe zagadnienia z teorii zbioréw
uzyteczne przy studiowaniu teorii miary

Wryktad z teorii miary rozpoczyna sie od zdefiniowania ciata i o-ciala S pod-
zbiorow przestrzeni X. Nastepnie wprowadza sie okreslenie miary i miary ze-
wnetrznej. Udowadnia sie wtedy rozne wlasnosci tych poje¢, a w szczeg6lno-
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§ci podstawowe dla tego fragmentu teorii twierdzenie Carathéodory’ego. Nalezy
w tym celu postuzyé¢ sie roznymi wlasnosciami dziatan mnogosciowych na zbio-
rach oraz wilasnosciami rodzin indeksowanych. W obecnym programie tresci te
pojawiaja sie na zajeciach z logiki i teorii mnogosci.

Przed wyktadami z teorii miary i miary zewnetrznej warto zaproponowac stu-
dentom samodzielne rozwiazanie nastepujacych trzech zadan, gdyz wymienione
w tych zadaniach wtasnosci dziatan na zbiorach beda wykorzystane w trakcie wy-
ktadow.

ZADANIE 2.1
Niech A i B beda dowolnymi podzbiorami zbioru X. Wéwczas

X\A=B—= X\B=A. (1)
Czy réwnowaznosé (1) jest prawdziwa dla dowolnych zbioréw X, A1 B?

ZADANIE 2.2

Niech A i B beda dowolnymi podzbiorami zbioru X. Wykazaé, ze:

() ANB — A\ (X\B) — B\ (X\ A),

(by AA\B=AN(X\B).

Czy réwnosci (a) oraz (b) sa prawdziwe dla dowolnych zbioréw X, A i B?

ZADANIE 2.3

Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C':

(a) A\ (A\B) = Be=BC A,

(b) [AN(BUC)|]\C=ANB+<= ANBNC =1,

(c) ANBNCYU((ANB)\C)U((A\B)NC)=AnNn(BUCQO).

Indeksowane rodziny zbiorow i dziatania mnogosciowe na tych rodzinach sa
wprawdzie w tresciach programowych kursu logiki i teorii mnogosci, ale stopiend
trudnosci tych zagadnien dla poczatkujacych studentéw jest duzy i dodatkowo
mata liczba godzin przeznaczonych na ¢wiczenia do tego kursu powoduje, ze za-
gadnienia te sg prezentowane raczej informacyjnie. Poniewaz w teorii miary in-
deksowane rodziny zbioréw i dziatania mnogosciowe na tych rodzinach sa bardzo
wazne, wiec proponujemy, aby studenci w ramach samodzielnej pracy przygoto-
wali sie w zakresie tej tematyki. Dla utatwienia mozna udostepni¢ studentom
ponizsze materiaty zawierajace podstawowe definicje i wtasnosci dziatan na indek-
sowanych rodzinach zbioroéw. Zagadnienia te mozna znalez¢ rowniez w ksigzkach:
A. Chronowski (2000; 2004).

Najpierw okreslimy indeksowana rodzine zbioréw.

Zaktadamy, ze T jest niepustym zbiorem i X jest niepusta rodzina zbiorow.
Niech F' : T'— X bedzie dowolna funkcja. Zamiast X = F'(t) bedziemy réwniez
pisa¢ Xy dlat € TiX € X. Oczywiscie X; € X dla kazdego ¢ € T. Funkcje
F bedziemy wowczas zapisywaé w postaci F' = (X;)er. Funkcje F' = (Xy)ier
nazywamy indeksowang rodzing zbioréw X, dla t € T. Zbiér T nazywamy zbio-
rem indekséw rodziny (X;)ier. Mowiac o indeksowanej rodzinie zbioréw (X;)er,
czesto nie bedziemy wymieniaé explicite zbioru X, ktérego elementami sa zbiory
X:dlat e T. Jezeli T CN, to indeksowang rodzine zbioréw (X;)er nazywamy
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ciggiem zbioréw. Ciag (X;)er jest skoniczony lub nieskoriczony zaleznie od tego,
czy zbior T jest skonczony, czy nieskoniczony.

DEFINICIA 2.1
Sumg indeksowanej rodziny zbiorow (X;)ser nazywamy zbior | J,.,X; okreslony
nastepujaco:
ze|JXie= FteTlre X
teT

Jezeli T'={1,2,...,n}, to

UXt: LnJszxluXQu...an.
teT m=1

Jezeli T = N, to

U x.= G X,
n=1

neN

DEFINICJA 2.2
Tloczynem indeksowanej rodziny zbioréw (X;);er nazywamy zbior (1,.pX; okre-
slony nastepujaco:
ze [ Xie= VieT[ze X,
teT

Jezeli T'={1,2,...,n}, to

(X = (n]Xm:Xme...an.
teT m=1

Jezeli T = N, to

ﬂ X, = ﬁ X,.
n=1

neN

W zadaniach 2.4-2.9 podajemy zwykle przykladowe rozwiazanie jednego zagad-
nienia. Rozwiazania probleméw w pozostatych przypadkach sa analogiczne (na
ogol roznig sie wykorzystaniem innych praw logicznych).

ZADANIE 2.4
Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru X i dla dowolnej (niepustej) indeksowanej ro-
dziny zbioréw (X;)er spelnione sa réwnosci:

() XulJx = Jxuxy,

teT teT
) xn | JX: = JXnXy),
teT teT

() XuX:= (X UXy,

teT teT
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(@) XN (X=X NXo).

teT teT

Rozwigzanie. (a) Korzystajac z prawa wylaczania kwantyfikatora szczegotowego
dla alternatywy otrzymujemy:

reXUlJX, &= (reXVvIteTeX)

T = JteTlreXveeX)

— JteT[re XUXy

— z€ U(XUXt).
teT

ZADANIE 2.5
Wykazaé, ze dla dowolnych (niepustych) indeksowanych rodzin zbioréw (X;)ier
i (Y)ier zachodza réwnosci:

@ Jx.vJv = Joxuw,

teT teT teT
(b) (VXN (Ve =[)(X:nYh).
teT teT teT

Rozwiagzanie. (a) Korzystajac z prawa rozdzielnosci kwantyfikatora szczegolo-
wego wzgledem alternatywy otrzymujemy:

ce | JXulJY = @elXivze |y

teT teT teT teT
— (JteT[zeX,)Vv IteT[zeY)

— dJteT[ze X, VzeY]
— JteT[re X;UYy
—

ze | J(X uy).
teT

ZADANIE 2.6
Wykazaé, ze dla dowolnych (niepustych) indeksowanych rodzin zbioréw (X;)iep
i (Y1)ier spelnione sg inkluzje:

@ x| Xn v

teT teT teT

(b) (XU (Y C[(XUY),

teT teT teT

(c) UXt\ UY;: c U(Xt\Y;:)
teT teT teT
Czy podane inkluzje mozna zastapi¢ réwnosciami?
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Rozwigzanie. (a) Korzystajac z prawa rozdzielnosci kwantyfikatora szczegolo-
wego wzgledem koniunkcji otrzymujemy:

ze|J(XinY) <= 3teTleX,nY)]
et = JteTlreX,AzcY
(FteT|ze XN FteT [z €Yy

—_—
= (re|JXrze V)
<~

teT teT
ze | Jxin v
teT teT

(¢) Mamy:

ce | Jx\ Y = kelXinzg |V

teT teT teT teT
— [FteT(xe Xy AVteT(x g Yy

= JteTzxe XiANz &Yy
— JteTxe X \Yy
= ze|JX\").

teT

Podanych inkluzji nie mozna zastapi¢ rownosciami dla dowolnych indeksowanych
rodzin zbioréw. Sprawdzi¢, ze dla rodzin zbiorow: X, = {x € R : = < n} oraz
Y, ={zx € R: z > n}, gdzie n € N, nie zachodza réwnosci w przypadkach (a),

(b) i (c)

Uwagi i komentarze:

e Podac¢ stosowne kontrprzyktady w zadaniu 2.6 za pomoca skoticzonych rodzin
zbioréw skoniczonych.

ZADANIE 2.7
Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru X i dla dowolnej (niepustej) indeksowanej ro-
dziny zbioréw (X;);er spelnione sa réwnosci:

(a) X\ |JX, = (X \ X0,

teT teT
(b) X\ () X: = [ J(X\ X0).
teT teT

Rozwigzanie. (a) Korzystajac z praw zaprzeczania i wytaczania kwantyfikatorow
otrzymujemy:
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!

ze X\ JX: (reXnzg| )Xy
teT teT

(e Xn~(xe X))
teT
(e XA~ (JteT [z e Xy))

(e XAVteT[x ¢ X))
VteT[re X Ne & Xy
VieT[ze X\ Xy

ze [J(X\ X0

teT

et

ZADANIE 2.8
Wykazaé, ze dla dowolnej (niepustej) indeksowanej rodziny podzbioréw (Xi)ier
zbioru X spelnione sa réwnowaznosci:

(a) X'\ UXt: (X \ X)) = UXt:X\ (X \ X0,

teT teT teT teT
(b) X\ X=X\ X) =X, =X\ X\ X0).
teT teT teT teT
Wskazowka:

Wystarczy zastosowaé rownowaznosc (1).

Przyjmujemy nastepujace oznaczenie:

QRXi = X1 x Xy x .. x Xy
i=1
dla dowolnych zbioréw X, X, ..., Xpn-
ZADANIE 2.9
Niech Ay, ..., A 1 By, ..., B,, beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Wykazac, ze:

(a) QA € QR)Bi = Vie{l,..m}A; CBi,
i=1 i=1

i=1

=1
(©) (X A) N (X Bi) = R)(A: N B;).
=1 =1 =1

Czy zalozenie niepustosci zbioréw jest istotne w warunkach (a), (b) i (¢)?
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Rozwigzanie. (¢) Mamy:

m m

(1, ey tm) € (®Al

i=1

]
&
5

(@1, 2m) € Qi A (w1, - 20) € RBY)
i=1 =1

(Vie{l,...m}z, € AiJAVie{l,...m}x € By])

<

<

— Vie{l,..,m}x; € Ai Ax; € B
— Vi€ {1,,m}[xl c A; ﬂBl]
=

(#1, - 2m) € Q(As N By).
=1

Uwagi i komentarze:

e Jakie prawo logiczne dla kwantyfikatorow zostato wykorzystane w rozwigza-
niu zadania 2.9(c)?

Paragraf ten koniczymy zadaniami po§wieconymi ciaggom podzbiorow. W dowo-
dach twierdzenn dotyczacych podstawowych wlasnosci miary i miary zewnetrznej
duze znaczenie maja rozne wlasnosci specjalnych ciagoéw zbiorow. Aby utatwic
studentom zrozumienie tych dowodéw proponujemy im, zeby przygotowali roz-
wiazania podanych nizej zadan. Pewne istotne fragmenty rozwiazan tych zadan
powinny by¢ przedyskutowane na ¢wiczeniach poprzedzajacych odpowiednie wy-
ktady.

ZADANIE 2.10
Niech dany bedzie ciag (An)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)nen nastepujaco:
B,=A U...UA,
dla dowolnegon € N.
Wykazaé, ze:
(a) B, C B, dla dowolnego n € N;

(b) | J4n = | B..
n=1 n=1

ZADANIE 2.11
Niech dany bedzie ciag (Ap)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)TLEN nastepujaco:
B,=A N..NA,
dla dowolnegon € N.
Wykazaé, ze:
(a) Bnt1 C By, dla dowolnego n € N;

(b) [ 4n = [)Bn-
n=1 n=1
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ZADANIE 2.12
Niech dany bedzie ciag (An)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)nen nastepujaco:

Bl - A17 Bn - An \ (Al u..u Anfl)

dla dowolnego n > 2.
W'Vkazaé, ze:

>0

@)UAW7UBM

(b) Alu uAmelu .UB,, dlameN,

(c) Vi,j € Nli#j==B;nB; =0,

(d) jezeli (Ap)nen jest ciagiem podzbioréw zbioru X, to By = Ay oraz B, =

An V(X \ (AU UAp 1) = X\ ((X\ An) U(A U..UA, 1)) dlan2.

Rozwigzanie. (a) Inkluzja
UB.c 4
n=1 n=1

jest oczywista. Uzasadnimy zatem, ze

e
n=1 n=1

Niech = € |~ An. Stad z € A, dla pewnego n € N. Rozwazmy zbior
I={keN:xzecA}.

Poniewaz n € I, wiec I # 0. Niech ky € I bedzie najmniejsza liczba w zbiorze
I. Jezeli ko =1, to = € Ay, czyli x € By, a wiec z € |, Bn. Jezeli kg > 1, to
x € Ako \ (A1 U...uJ Akofl) = Bkg- St@d S U(:Lolen- Zatem

>0

4. c G B
n=1 n=1

(b) Niech m € N bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna. Rozwazmy ciag
(Cn)nen taki, ze C1 = Ay,...,Cpy = Ay, G = 0 dla i > m. Okreslamy ciag

(D) nen nastepujaco:
D1:017 Dn:Cn\(01U~"UCnfl)
dla n > 2. Zauwazmy, ze Dy = By, ..., Dy, = By, D; = 0 dla @ > m. Wobec tego

na podstawie rownosci (a) mamy:

Ay u...uAmzclu...UCm:UC :UDH:Dlu...UDm:Blu...UBm.

n=1 n=1

(¢) Niech 7,7 € N oraz i # j. Przypusémy, ze istnieje element zq taki, ze zg €
B; N B;. Rozwazmy przypadek, gdy ¢ < j. Wiemy, ze:
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B; = A; \ (A1 U... UAifl), B = A \ (A1 U... UAjfl).

Poniewaz xg € B;, wiec g € A;. Jednak 1 <i<j—1, czyli@wg € Ay U...UA;_4,

a wiec zo € B;. Otrzymalismy sprzecznosc. Przypadek, gdy j < ¢ jest analogiczny.
Zatem B; N Bj = 0.

(d) Wystarczy do zbioru B, dla n > 2 zastosowaé rownoéé (b) z zadania 2.2,
a nastepnie prawa de Morgana dla zbiorow.

Uwagi i komentarze:
e 7 jakiego twierdzenia o uporzadkowaniu zbioru N liczb naturalnych korzy-

staliSmy w rozwiazaniu zadania 2.12(a)?

ZADANIE 2.13
Niech dany bedzie ciag (A, )nen zbioréw takich, ze

VneN[A, CAni]
Okreslamy ciag zbioréw (B,,)nen nastepujaco:
By =Ay, B, =A,\ An1
dla dowolnego n > 2.
Wykazaé, ze:

a) UA": UBn;
n=1 n=1
(b) VreN[A, =B U...UB,);

Wskazowka:

W rozwiazaniach (a) i (¢) w zadaniu 2.13 mozna skorzysta¢ odpowiednio ze
schematow rozwiazan (a) i (¢) w zadaniu 2.12. Rozwiazanie zadania 2.13(b) mozna
przeprowadzié¢ stosujac indukcje matematyczna.

ZADANIE 2.14
Niech dany bedzie ciag (A )nen zbioréw takich, ze

VTL < N[An+1 g An]
Wykazaé, ze:

ﬁAn :Al\ G(Al \An)
n=1 n=1

Rozwigzanie. Z rownosci (a) w zadaniu 2.7 wynika, ze

Al\G(Al\An):ﬁ(Al\ (A1 \ 4n)) ﬂAn,
n=1 n=1

bo A, C Ay dla kazdego n € N.
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ZADANIE 2.15
Niech A, Ay, ..., A, gdzie n > 2, beda dowolnymi zbiorami takimi, ze A, N A; =0
dlai=1,....,n—1. Wykazaé, ze:

[A N (A1 U...UA,_ U An)] \An = AN (A1 U...u Anfl).

Wskazowka:
W rozwigzaniu zadania 2.15 wystarczy zastosowaé rownowaznosé (b) z zadania
2.3.

3. O pewnych wiasnosciach przedziatow uzytecznych przy studiowaniu
teorii miary

W tej czesci artykulu symbolem R™, gdzie m € N, bedziemy oznaczaé prze-
strzen kartezjanska m-wymiarowa.

Pojecie przedziatu jest jednym z podstawowych poje¢ w teorii miary Lebe-
sque’a w przestrzeni R™. W powszechnie wykorzystywanej na wykladach z tej
tematyki literaturze (np. Kotodziej, 2010; Sikorski, 1969) wiele wlasnosci prze-
dziatow w R™ jest przyjetych bez dowodu, raczej z odwotaniem sie do intuicji
w tym zakresie. Uwazamy, ze aby studenci lepiej mogli zrozumie¢ studiowany ma-
terial z tego zakresu, powinni wczesniej w ramach ¢wiczen i samodzielnej pracy
wlasnej wykona¢ przedstawione nizej zadania, gdyz wszystkie wlasnosci przedzia-
tow zawarte w tych zadaniach sa wykorzystywane przy analizie podstawowych
wlasnosci miary Lebesque’a. Zaproponowane rozwigzania zadan lub zamieszczone
wskazowki do tych zadan sa mozliwie elementarne, tzn. unikamy korzystania z bar-
dziej zaawansowanych pojec¢ i twierdzen znanych w topologii, gdyz z doswiadczenia
wiemy, ze albo tych poje¢ i twierdzen studenci nie realizowali w ramach kursu ele-
mentéw topologii, albo nie potrafig z nich efektywnie skorzysta¢. Oczywiscie nie-
ktore podstawowe pojecia i twierdzenia z teorii przestrzeni metrycznych musza by¢
uzywane w rozwigzaniach zadan z zakresu wtasnosci przedziatow w R™. Nastepu-
jace pojecia dotyczace przestrzeni metrycznych sa stosowane w sformutowaniach
i rozwiazaniach ponizszych zadan:

1) Przestrzenn metryczna (X, d), gdzie d jest metryka w zbiorze X.

2) Przestrzen kartezjanska m-wymiarowa R™ z metryka:

|la —0l| =

dlaa = (ay,...,am) E R™ib=(by,....,b,,) € R™. Oczywiscie, jesli a,b € R,
to przyjmujemy ||la — b|| = |a —b].

3) Srednica diamA zbioru A.
4) Kula otwarta K (xg,r) i kula domknieta K (xg, 7).
5) Zbiory otwarte i domkniete.

6) Wnetrze intA zbioru A i jego podstawowe wlasnosci.
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7) Domkniecie clA zbioru A i jego podstawowe wlasnosci.
8) Zbieznosc ciagoéw w przestrzeniach metrycznych.

9) Metryka i zbieznosé ciagow w iloczynie metrycznym (kartezjanskim) prze-
strzeni metrycznych (wymienione w tym punkcie zagadnienia mozna ograni-
czy¢ do przestrzeni kartezjanskiej R™).

Zauwazmy, ze nawet elementarne podejscie do rozwazanych zagadnieni w teorii
miary Lebesgue’a wymaga od studenta pewnego przygotowania z zakresu topologii.
Studentom lepiej przygotowanym z topologii i zainteresowanym tym przedmiotem,
proponujemy alternatywny sposob rozwiazania niektérych zadan z zastosowaniem
bardziej zaawansowanego aparatu topologicznego.

Warto studentom zaproponowaé szczeg6towe rozwigzania probleméw zawar-
tych w ponizszych zadaniach, nawet w tych przypadkach, gdy zadania sg oczywiste
intuicyjnie, gdyz z praktyki wiadomo, ze studenci maja duze trudnosci w popraw-
nym merytorycznie i redakcyjnie zapisie prowadzonych rozumowarn.

DEFINICJA 3.3
Przedziatem w przestrzeni R™ nazywamy dowolny iloczyn kartezjanski

P=1 x...xIm:éIi
i=1

przedzialéw Iy, ..., I, w przestrzeni R.

Ogolna definicje przedzialu w przestrzeni R mozna znalezé¢ np. w ksiazce:
W.Kotodziej (2010).

DEFINICIA 3.4
Niech aq, ..., am, b1, ..., by € R beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a; < b; dla
kazdegoi=1,...,m.

Przedzial postaci

i=1

nazywamy przedziatem domknietym, a przedzial postaci

m

P = (Q(ai,b:) (3)

i=1

nazywamy przedzialem otwartym.
Przedzialy

P =(R)(ai,bi] i P=(Xlai,bs) 4)
i=1 =1

nazywamy odpowiednio przedziatem prawostronnie domknietym i lewostronnie do-
mknietym.
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Przyjmujemy, ze zbidr pusty jest przedziatem zaréwno domknietym, jak i otwar-
tym.

DEFINICIA 3.5
Jezeli P jest przedzialem postaci (2), (3) lub (4), to objetoscig przedziatu P nazy-
wamy liczbe

volP — (b1 — al)(bg — ag)...(bm — am) = ﬁ(b@ — ai).

Dodatkowo przyjmujemy, ze vol() = 0.

Zadania o przedzialach w przestrzeni R™ rozpoczniemy od dwoch zadan (3.1,
3.2) dotyczacych elementarnych wlasnosci przedziatow.

ZADANIE 3.1
Niech
P= ®[ai,bi] oraz P = ®[a;, by
i=1 =1

beda przedziatami domknietymi w R™.
Wykazaé, ze
P C P < |a;, b Ca]

(3] l]

dlai=1,...m

Wskazowka:
Mozna skorzystac z zadania 2.9(a).

Uwagi i komentarze:

o Sformulowac i rozwigza¢ analogiczne zadanie do zadania 3.1 dla réwnosci
przedziatow domknietych P i P'.

ZADANIE 3.2
Niech

Q= é(ai,bi oraz Q' = ® a;, bl)
i=1

beda przedzialami otwartymi w R™.
Rozwazmy réwnowaznosé:

QCQ = (ai,b) C (a5, b)) (5)

dlai=1,...m
Przeprowadzié¢ dyskusje (oczywiscie z uzasadnieniem) nad nastepujacymi stwier-
dzeniami:
(a) Réwnowaznosé (5) jest spelniona.
(b) Réwnowaznosé (5) nie jest spelniona.
(c) Réwnowaznosé (5) jest spelniona przy stosownych zalozeniach o przedzialach
otwartych Q i Q'.
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Uwagi i komentarze:

o Sformulowac i rozwigza¢ analogiczne zadanie do zadania 3.2 dla réwnosci
przedzialéow otwartych Q i Q'.

W zadaniach 3.3-3.13 bedziemy bada¢ topologiczne wlasnosci przedziatow
w przestrzeni R™, ktore sa wykorzystywane przy opracowaniu miary Lebesgue’a
w przestrzeni R™ (zob. np. Kolodziej, 2010). Glownymi pojeciami topologicz-
nymi stosowanymi w tych zadaniach sa: kule otwarta i domknieta, zbiory otwarty
i domkniety, wnetrze zbioru, domkniecie zbioru, srednica zbioru.

ZADANIE 3.3
Uzasadnié, ze w przestrzeni metrycznej R liczb rzeczywistych ze zwykla metryka
spelnione sa warunki:
(a') Ig(x(br) - (.’EO —7,%g + 7’),
(b) K(zo,7) = [x0 — 7,20 + 7],
gdziexqg € Rir > 0.

ZADANIE 3.4
Niech a i b bedg liczbami rzeczywistymi takimi, ze o < b. Wykazaé, ze:

(a) (a,b) = K(%5*, 552),

(b) [a,b] = K (%52, 55).

Rozwigzanie. (a) Dla dowolnego z € R mamy: = € K (%2, 259) = |z — 21| <
e bt cgp b o bt s g ca<be=z€(ab).

Uzasadnienie w przypadku (b) jest analogiczne.

ZADANIE 3.5
Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Wykazaé, ze przedzial
otwarty (a,b) jest zbiorem otwartym w R.

Rozwigzanie. Jezeli a = b, to (a,b) = 0, a wiec (a,b) jest zbiorem otwartym
w R. Nastepnie zaktadamy, ze @ < b. Niech ¢ € (a,b). Wezmy liczbe dodatnia
s < min{c—a,b—c}. Oczywiscie ¢ € (c—s, c+s). Pokazemy, ze (c—s,c+s) C (a,b).
Niech = € (¢ —s,¢+s), wtedy ¢ — s < = < ¢+ . Poniewaz s < c—aoraz s <b—c,
wiec ¢ < ¢ —soraz ¢+ s < b. Zatem o« < = < b, czyli = € (a,b), a wiec
(c — s,¢+ 8) C(a,b). Korzystajac z zadania 3.4(a), stwierdzamy, ze przedzial
otwarty (a,b) jest zbiorem otwartym w R.

Uwagi i komentarze:

o Korzystajac z zadania 3.4(a) i z faktu, ze kula otwarta w przestrzeni metrycz-
nej jest zbiorem otwartym (zob. np. Engelking, Sieklucki, 1986) otrzymujemy
natychmiast rozwiazanie zadania 3.5.

ZADANIE 3.6
Dane sa liczby rzeczywiste aq, ..., @, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlai =1,....m
Udowodnié, ze przedzial otwarty

Q= ®(ai7 bi)
i=1
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jest zbiorem otwartym w R™.
Rozwiazanie. Podamy schemat rozwiazania zadania:

1) Rozwazy¢ przypadek, gdy Q = (. Opisa¢ ten przypadek za pomocy odpo-
wiednich warunkéw na liczbach a;, b; dla i € {1, ..., m}.

2) Rozwazy¢ przypadek, gdy Q # (0. Jakie warunki w tym przypadku spetniaja
liczby a;, by dlai € {1,...,m}?

2.1) Rozwazy¢ dowolny punkt ¢ = (eq,...,cm) € Q. Czy istnieja liczby
rzeczywiste dodatnie r, ..., 7, takie, ze (¢; — ry,¢; + 71) C (a4, b;) dla
i€ {1,...,m}? Dlaczego?

2.2) Za pomocy liczb rq, ..., 7, okresli¢c promien r kuli K(c,r). Pomyst na
okreslenie promienia » mozna znalez¢ w zadaniu 3.5.

2.3) Wykazac, ze K(c,7) C Q. Dlaczego?

a) Niech z = (z1,...,Tm) € K(c, 7). Rozwazy¢ ||c — z|.

b) Wykazaé, ze (¢; — ;)2 <72 <r? dlai € {1,..,m}.

¢) Czy spelniona jest nieréownosc |¢; — x| <r; dla i € {1,...,m}?

d) Czy na podstawie powyzszych informacji mozna wywnioskowac, ze
K(c,r) CQ? W jaki sposdb?

3) Na zakonczenie ustali¢ najbardziej istotne etapy rozwigzania tego zadania.
Uwagi i komentarze:

e Poniewaz przestrzen kartezjanska R™ jest iloczynem metrycznym przestrzeni
metrycznej R, wiec korzystajac z twierdzenia o iloczynie kartezjanskim zbio-
row otwartych w iloczynie metrycznym (zob. Engelking, Sieklucki, 1986,
twierdzenie 1.6.6, s. 53), otrzymujemy natychmiast rozwiazanie zadania 3.6.

ZADANIE 3.7
Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Wykazaé, ze przedzial
domkniety [a,b] jest zbiorem domknietym w R.

Rozwigzanie. Niech z, € [a,b] dla n € N oraz lim, ,.ox, = z. Poniewaz
a<r, <bdlaneN, wiec a <lim, .cory < b, czyli z € [a,b]. Zatem przedzial
domkniety [a, b] jest zbiorem domknietym w R.

Uwagi i komentarze:

1. Sformutowaé twierdzenia o granicy ciagu i o zbiorach domknietych, ktoére
zostaly wykorzystane w rozwiagzaniu zadania 3.7 (zob. np. Kolodziej, 2010).

2. Korzystajac z zadania 3.4(b) i z faktu, Ze kula domknieta w przestrzeni
metrycznej jest zbiorem domknietym (zob. np. Engelking, Sieklucki, 1986),
otrzymujemy natychmiast rozwiazanie zadania 3.7.
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ZADANIE 3.8
Dane sa liczby rzeczywiste aq, ..., @, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlac =1,...,m.
Udowodnié, ze przedzial domkniety

P = é[ai, bl]
i=1

jest zbiorem domknietym w R™.

Rozwigzanie. Niech z,, € P dlan € N. Przyjmujemy, ze z,, = (T1n, ..., Tmn) dla
n € N. Niech lim, oz, = z, gdzie v = (1, ..., 7). Stad lim,, oz = z; dla
7= 1, ey Poniewaz a; < Tip < bi, WIQC a; < hmnﬁooxm < bi, CZyli a; < x; < bi,
co oznacza, ze x; € [a;,b;] dlai=1,...,m. Wobec tego

T=(x1,...,Tm) € ®[ai,bi] =P
=1

Zatem przedzial domkniety P jest zbiorem domknietym w R™.

Uwagi i komentarze:

1. Sformutowa¢ twierdzenie o zbieznosci ciagdéw w iloczynie metrycznym, ktore
zostalo wykorzystane w rozwiazaniu zadania 3.8 (zob. np. Engelking, Sie-
klucki, 1986; Kotodziej, 2010).

2. Poniewaz przestrzen kartezjanska R™ jest iloczynem metrycznym przestrzeni
metrycznej R, wiec korzystajac z twierdzenia o iloczynie kartezjanskim zbio-
row domknietych w iloczynie metrycznym (zob. Engelking, Sieklucki, 1986,
twierdzenie 1.6.21, s. 57), otrzymujemy natychmiast rozwigzanie zadania 3.8.

ZADANIE 3.9
Dane sa liczby rzeczywiste aq, ..., @, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlai =1,...,m.
Udowodnié, ze jezeli

Q= Q(ai,bi) i P=Qlai,bil,
i=1

i=1

to
intP =@, i clQ=PFP.

Rozwiazanie. Udowodnimy, ze intP = ). Poniewaz Q) jest zbiorem otwartym
(zob. zadanie 3.6) i Q C P, wiec Q CintP. Oczywiscie intP C P. Przypusémy,
ze istnieje ¢ € intP \ Q. Oczywiscie ¢ € P. Przyjmijmy, ze ¢ = (¢1,...,¢m).
Stad a; < ¢; < b; dlai =1,...,m. Poniewaz ¢ € Q, wiec ¢ = a lub ¢; = by, dla
pewnego k € {1,...,m}. Rozwazmy dowolna kule otwarta K (c,r). Wezmy dowolna
liczbe rzeczywista s taka, ze 0 < s < r. Najpierw przyjmujemy, ze c; = a. Niech
¢ = (c1, s Cho1,Ck — 8,Chit1,---, Cm). Zauwazmy, ze cp — s < ¢ = ap, & wiec
¢ & P. Poniewas ||c — ¢|| = V2 = s < r, wiec ¢ € K(c,r). Zatem K(c,7) Z P,
czyli ¢ ¢ intP (dlaczego?). Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢, gdy
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cr = by, biorac ¢ = (c1, ..y Ck—1,Ck + 8, Chi1, -, Cm ). Wobec tego intP\ Q = 0,
czyli intP = Q.

Udowodnimy, ze cl@Q = P. Poniewaz Q C P, wiec cl@Q CclP = P, bo P jest
zbiorem domknietym (zob. zadanie 3.8). Uzasadnimy, Ze jezeli ¢ € P\ Q, to
¢ € cl@. Przyjmujemy, ze ¢ = (c¢1,...,¢m). Oczywiscie a; < ¢; < b; dla dowolnego
i=1,...,m. Rozwazmy ciag p, = (d., ..., d™) dla n € N okreslony nastepujaco:

a; + %7 gdy Ci = Gy,
dy, =4 bi— =, gdy ¢; = by,

n

ci, gdy a; < c¢; < by,

gdziei=1,...,m. Poniewaz a; < b; dlai = 1,...,m, wiec dla kazdegoi € {1,...,m}
istnieje liczba n; € NV taka, ze a; < d, < b; dlan > n;. Niech k = max{ny,...,nm}.
Wtedy p, € Q dla n > k. Zauwazmy, ze lim,, ,..d}, = ¢; dla i = 1,...,m. Wobec
tego lim,, ,.op, = c. Zatem c € clQ, czyli clQ = P.

Uwagi i komentarze:

1. Ustali¢, w ktorych fragmentach rozwigzania zadania 3.9 korzystalismy z wia-
snosci:
a) Wnetrze zbioru A jest suma wszystkich zbioréw otwartych zawartych
w zbiorze A.

b) Ciag w przestrzeni R™ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie
ciagi wspotrzednych wyrazow tego ciagu sa zbiezne. Sformutowaé w sposob
Scisly w postaci twierdzenia opisana wtasnosé zbieznosci ciaggow w R™.

¢) Punkt nalezy do domkniecia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy ten punkt
jest granica ciaggu o wyrazach nalezacych do zbioru A. Sformutowa¢ w sposob
Scisly w postaci twierdzenia opisana wtasnos¢ domkniecia zbioréw w prze-
strzeniach metrycznych.

d) Zbior R liczb rzeczywistych jest gesto uporzadkowany przez relacje nie-
wiekszosei <.

2. Czy wlasnosé sformutowana w zadaniu 3.9 jest prawdziwa, przy zalozeniu
a; < bl dla ¢ = 1,...,m?

ZADANIE 3.10

Dany jest przedzial domkniety P C'R™. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby rze-
czywistej € > 0 istnieje przedzial domkniety S CR™ taki, ze P CintS oraz
volS < volP + .

m
Rozwiazanie. Niech P = ®[ai, b;]. Rozwazmy ciag przedzialow otwartych
i=1

s 1 1
n = i — 5o b+ 5
Q ®(a 2n Jr271,)



[48] Antoni Chronowski, Zbigniew Powazka

dla n € V. Oczywiscie P C Q,, dla kazdego n € N. Zauwazmy, ze

m m 1

VOlQn:H((bi_ai)“f’%):H(bi_az) (d1+ + ! dm 1+—)

=1 i=1

dla pewnych nieujemnych liczb rzeczywistych dy, ..., dm—1. Wobec tego
1 1
VolanolP+( dy + .. + ——dm— 1+—)

Rozwazmy ciag

1 1 1
pn=—di +...+ ﬁdm,1 + —
n n n

dla n € N. Poniewaz lim,,_...p, = 0, wiec istnieje taka liczba naturalna k, ze
pn, < € dla kazdego n > k. Zatem volQj < volP + <. Przyjmijmy, ze

1
S = T 7 z
®[a + 25k
Poniewaz volQj, =volS, wiec volS < volP+¢. Z zadania 3.9 wynika, ze intS = Qy,
wiec P C Qp = intS.
Uwagi i komentarze:

1. Czy w rozwiazaniu zadania 3.10 korzystaliSmy z wlasnosci iloczynéow karte-
zjanskich zbioréw, ktore byty rozwazane w zadaniu 2.97

2. Z jakich wtasnosci granic ciagow liczbowych korzystaliSmy w rozwiazaniu
zadania 3.107

ZADANIE 3.11
Dany jest przedzial domkniety P = ®[al, b;] w przestrzeni R™. Udowodnié, ze
i=1

diamP = ||a — b,
gdzie a — (al,...,am) ib= (bl,...,bm),

Rozwiazanie. Mamy uzasadni¢, ze diamP = sup {||z — y|| : =,y € P} = ||a—1||.
Niech z = (1, ....;%m) € P1y = (y1,...,ym) € P. Wowezas a; < x; < b; oraz
a; < Yi < bl dla 7= 1, ey Ponadto

lle =yl = V(@1 =402 + oo + (@m — ym)?.

Zauwazmy, ze |x; — vi| < bi — a;, a wiee (z; — )2 < (s —b)? dlai =1,....m
Wobec tego

le =9l = V(@1 —91)? + o+ (@m —ym)?
< Vi@ —b1)2 4 .+ (am — bp)?
= lla—bll.

Poniewaz ||a — b|| € {||z — y|| : =,y € P}, wiec diamP = ||a — b||.
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Uwagi i komentarze:

e 7Znalez¢ w literaturze matematycznej lub sformutowaé i udowodnié¢ wlasnosé
kresu gornego zbioru, ktéra zostata wykorzystana w rozwiagzaniu zadania
3.11.

ZADANIE 3.12
Dany jest przedzial otwarty () = ® ai,b;), przy czym a; < by dla i =1,...,m,

i=1
w przestrzeni R™. Udowodnié, ze

diam@Q = fla b,
gdzie a = (a1, ..., am) 1 b= (b1,...,bm).

Rozwiazanie. Mamy uzasadni¢, ze diam@Q = sup {||z — y|| : =,y € Q} = |la—1||.
Niech P = @ [a;,b;]. Poniewaz diamP = ||a — b|| na podstawie zadania 3.11
oraz Q C P, wiec diam@ < diamP = ||a—b||. Niech a;, = a; + < oraz by, = b;— %
dla n € N oraz ¢« = 1,...,m. Poniewaz lim,, .. a;, = a; oraz lim,,_...b;, = b; dla
¢ =1,...,m, wiec istnieja liczby n; € N takie, ze ai, bin, € (as,b;) dlan > ny, gdzie
¢ =1,...,m. Przyjmijmy, ze k1 = max{nq,...,n,,}. Wobec tego a;,,bin € (as,b;)
dla dowolnych n > ki oraz i = 1,...,m. Poniewaz lim, . co(ain — bin) = a; — by,
wiec
lim (ain — bzn)2 = (ai — bl)2

n—r00

dlai=1,...,m. A zatem

lim [(aln - bln)2 + ...+ (amn - bmn)Q] - (al - b1)2 + ...+ (am - bm)2

n—r00

Wobec tego

nli}Héo\/ aln_bln) + ...+ (amn_bmn)2 - \/(al _b1)2 + ...+ (am_bm)2 (6)
= lla—b]|.

Poniewaz aip, bin € (a;,b;) dla dowolnych n > ky oraz ¢ = 1,...,m, wiec

\/(aln - bln)2 + ...+ (amn - mn < \/ al - bl + ...+ (am - bm)2 (7)
lla — b]]

dla kazdego n > k;.
Wezmy ¢ > 0. Z (6) i (7) wynika, e istnieje liczba ky € N taka, ze

||LL - b” —e< \/(aln - bln)2 + ...+ (amn - bmn)2

dla kazdego n > ko. Niech k = max{kl,kg} Rozwazmy punkty ¢’ = (a1, ..., Gmk)
ib = (big,...,bmi). Poniewaz o', b € Q, wiec ||a' = V|| € {||lr — || : =,y € Q}
oraz ||a —b|| —& < ||a/ —b/]]. Zatem diam@ = sup {||z — y|| : =,y € Q} = |la—b]|,
gdzie ¢ = (a1, ...,am) 1 b= (b1, ..., bm).
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Uwagi i komentarze:

1. Z jakiego twierdzenia o srednicach zbioréw korzystamy w rozwiazaniu zada-
nia 3.127

2. 7 jakich wtasnosci zbieznosci ciagéw liczbowych korzystamy w rozwiazaniu
zadania 3.127

3. Na jakich dwoch podstawowych wlasnosciach kresu zbioru oparty jest sche-
mat rozwiazania zadania 3.127

4. Czy twierdzenie sformutowane w zadaniu 3.12 jest prawdziwe, przy zalozeniu
a; < bl dla ¢ = 1,...,m?

ZADANIE 3.13
Udowodnié, ze jezeli Q = Q" |a;,b;) jest przedzialem lewostronnie domknie-
tym lub Q = @ (a;, b;] jest przedzialem prawostronnie domknietym, przy czym
a; <b;dlai=1,...,m, w przestrzeni R, to

diam@ — [la — bl
gdzie a — (al, ey am) ib= (bl, ey bm)

Rozwiazanie. Niech

S = é(ai, bl) oraz P = é[al,bl]
i=1 i=1

Poniewaz S CQ C P, wiec ||a — b|| = diamS < diam@ < diamP = ||a — b|| na
podstawie zadan 3.11 1 3.12, wiec diam@ = || — b||.

Waznym zagadnieniem w teorii miary Lebesgue’a sa podzialy przedziatow
w przestrzeni R™. Ten material sprawia studentom trudno$ci, poniewaz intu-
icyjne wyobrazenia przedziatéw w przestrzeniach R™ dla m > 3 zawodza, a for-
malne uzywanie tych przedzialow jest dosé skomplikowane ze wzgledu na ztozonosé
symboliki, ktora trzeba stosowaé w réznych rozumowaniach dotyczacych tych prze-
dziatéw. Pierwsze zadania 3.14-3.16 z tej grupy tematycznej dotycza waznych, ale
elementarnych zagadnien zwiazanych z przedziatami w przestrzeni R. Maja one
na celu przygotowanie studentéw do trudniejszych zagadnien dotyczacych podzia-
tow przedzialow w przestrzeni R™. W zadaniu 3.17 nalezy udowodni¢ podsta-
wowe wlasnosci podziatow przedziatéw domknietych w R™. Zadanie 3.18 dotyczy
dosé skomplikowanej i mato intuicyjnej symboliki sum i iloczynéw liczb rzeczywi-
stych, stosowanej przy omawianiu whasnosci podziatow przedzialow w R™ (zob.
Kotodziej, 2010).

ZADANIE 3.14
Udowodnié, ze iloczyn mnogosciowy dwéch przedzialéw domknietych [otwartych]
w zbiorze R liczb rzeczywistych jest przedzialem domknietym [otwartym).
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Rozwigzanie. Rozwazmy przedziaty domkniete [a,b] i [¢,d] w zbiorze R liczb
rzeczywistych. Aby wykazaé, ze zbior [a,b] N [c, d] jest przedzialem domknietym,
wystarczy rozwazyé szesSé nastepujacych przypadkow:
1) Jezeli ¢ < d < a < b, to [a,b] N e, d] = 0.
2) Jezeliec < a < d < b, to [a,b] N[e,d] = [a,d].
3) Jezeli c < a < b < d, to [a,b] N e, d] = [a,b].
4) Jezeli a < ¢ < d < b, to [a,b] N e, d] = [c, d]-
5) Jezeli a < ¢ < b < d, to [a,b] N [e,d] = [, b].
6) Jezeli a < b < c < d, to [a,b]N[e,d] = 0.
Przeprowadzimy dowod w przypadku 2). Mamy:

z €la,b]Ne,d] << (x€la,b]Ax€ e, d])
— (a<z<bAec<z<d)
— a<z<d<=z€]la,d]

dla dowolnego = € R.
FLatwo udowodnié¢ pozostate przypadki.
Dowdd dla przedzialow otwartych jest analogiczny.

ZADANIE 3.15

Udowodnié, ze suma mnogosciowa dwéch przedzialéow domknietych w zbiorze R
liczb rzeczywistych jest przedzialem domknietym w R wtedy i tylko wtedy, gdy
przedzialy nie sa rozlaczne.

Rozwiagzanie. Schemat rozwigzania zadania:

1) Zalozy¢, ze przedziaty domkniete nie sg roztaczne i rozwazy¢ stosowne (cztery)
przypadki (zob. zadanie 3.14).

2) Nastepnie zaktadamy, ze [a, b]U|[c, d] jest przedzialem domknietym. Przypu-
§émy, ze [a,b] N [c,d] = 0. Warunek ten jest spelniony wtedy i tylko wtedy,

gdy:
(a) e<d<axhb,
(b)y a<b<e<d.

Udowodnimy, ze w obu powyzszych przypadkach zbior I = [a,b] U [¢,d] nie jest
przedzialem. Najpierw rozwazymy przypadek (a).
Wobec tego mamy pokazaé, ze

Jzy,zg € IFy e Rz <y <z Ay & 1.
Niech z; = d,z9 = a. Oczywiscie z1 € [a,b] U [e,d] 1 z2 € [a,b] U [c,d]. Wezmy

dowolng liczbe y € R taka, ze d <y < a. Wowczasd=x1 <y<zpy =aiy € l.
Dowod w przypadku (b) jest analogiczny.
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ZADANIE 3.16

Udowodnié, ze suma mnogosciowa dwoéch niepustych przedzialéw otwartych w zbio-
rze R liczb rzeczywistych jest przedzialem otwartym w R wtedy i tylko wtedy, gdy
przedzialy nie sg rozlaczne.

Wskazowka:
Do rozwiazania zadania 3.16 mozna wykorzystac¢ zaproponowany schemat roz-
wigzania zadania 3.15.

Uwagi i komentarze:

e Warto zwroci¢ uwage na to, ze ogblniejsze rezultaty o przedziatach w R, niz
zawarte w zadaniach 3.15 i 3.16, mozna uzyska¢, gdy wykorzystamy naste-
pujace fakty z zakresu przestrzeni topologicznych (zob. np. Krzyszkowski,
Turdza, 2005):

1) Przestrzen R liczb rzeczywistych z topologia naturalna jest spojna.

2) W przestrzeni R liczb rzeczywistych z topologia naturalng jedynymi
zbiorami spojnymi s przedziaty.

3) Jezeli zbiory {C;}icr sa spojne i (),-;Ci # 0, to zbior ., C; jest
spéjny.

4) Suma mnogosciowa dwoch zbioréw domknietych [otwartych| jest zbio-
rem domknietym [otwartym].

icl icl

ZADANIE 3.17
Niech dany bedzie przedzial domkniety

P = Qlai,bi] (®)
i=1

w zbiorze R™. Dane sg liczby naturalne ny,...,n,,. Dla dowolnegoi = 1,....,m
rozwazmy nastepujacy podzial przedziatu [a;, b;]:

a; = ¢ < it < oo <Gyt K Ciyy < oo K Gy = by 9)
Podzialem przedziatu (8) wyznaczonym przez uklad podzialéw (9) nazywamy
zbiér wszystkich przedzialéw

m

PI/1,...,I/m - ®[ci,lli717 cil/i]7 (10)

i=1

gdzie vy, ..., vy jest dowolnym ciggiem liczb naturalnych takich, ze v; < n; dla
t=1,....m.
Wykazaé, ze spelnione sa nastepujace warunki:

(a) Poy,. v, CPdlal <v; <n;, gdziei=1,...,m;

®) J Puwn =P gdzei=1,.. m.

1<y <ng
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Rozwigzanie. (a) Niechce P, .., gdzie ¢ = (c1,...,cm) € R™. Stad

(/'1, - C E ®[C’L V1717C’LV1

Wobec tego

a; < Cipm1 <0 K Ciyy Kby

K3

dlai=1,...,m. Zatem

[ Cl, - € E ®[a‘l7 l] -

Stad P, ., CPdlal <v; <ny gdziei=1,...,m.
(b) Z wlasnosci (a) wynlka, ze
U P CP gddie i=1,...,m.
1<vi<ng
Niech -
ceP= ®[ai,bi], gdzie ¢ = (¢1,...,cm) € R™.

Wobec tego

c=(e1,..,c E®[al,b]

Stad a; < e; < by dlai=1,....m. Z (9) wynlka, 7€ ¢ p,—1 < ¢ < ¢4y, dla pewnych
1 <y < ny, gdzie i = 1,...,m. Zatem

m
cec ®[ci7Vi*17ciVi] - PVI:-'W”m
=1

dla pewnych 1 < v; < ny, gdzie ¢ =1,...,;m. Stad
PcC U Pos,oom
1<y <ng
dlal <v; <ny, gdziei =1,...,m.
Uwagl i komentarze:

e Przed analizg rozwigzania zadania 3.17 warto przeprowadzi¢ graficzng ilu-
stracje przyktadowych podziatow przedzialéow domknietych na ptaszczyznie
R? i w przestrzeni R3.

ZADANIE 3.18

(a) Niech m = 3, ny = 2, ny = 3, ng = 2. Niech v; beda liczbami naturalnymi
takimi, ze v; < n; dlai = 1,2,3. Rozwazmy uklad a;,, liczb rzeczywistych dla
1 =1,2, 3. Wykazad, ze

mo NG 1 2 ny m
I aw=2 > > [law.

=1 Viil V1:1 V2:1 V3:1 =1
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(b) Niech m,ni,...,nm beda liczbami naturalnymi. Niech v; beda liczbami
naturalnymi takimi, ze v; < n; dlai = 1,...,m. Rozwazmy uklad a,,, liczb
rzeczywistych dlai = 1,...,m. Wykazac, ze

I3 e =3 3o 3 [Lown

i=1v;=1 v1i=1vo=1 Um—=11=1

Rozwigzanie. (a) Istotnie,

m o n; 3 ny
IDIAE | DI

=1 I/iil =1 I/iil
2 n3
- E a’llll E a’21/2 E a’31/3
I/l— I/2:1 I/3:1
3 2
- E a’llll E a’21/2 E a’31/3
V= vo=1 va=1

(@11 + a12)(ag1 + ag + azs)(as + as)

11621031 + @11a21032 + A11022031 + G11022032

+ aji1a93a31 + aj1a23a32 + a12a21031 + @12621a32
+ a12a92a31 + aj2a92a32 + a12a23a31 + a12023a32

2 3 2
- E E E a’llll a’21/2 a’31/3

I/1:11/2:11/3:1

- Y S e

vi=lveo=lvs=1i=1

S ID D | O

vi=1lve=1vz=11i=1

(b) Mamy:

mo Ny no N
HE i, = E A1y E Ay | - E Ay,
=1v;=1 vi=1 vo=1 Um=1

(a11+a1a+...Fain, )(ag +aga+...4+asn, )-..(@mi +ama+...+amn,,)

= G11021---Qm1T Q11021 ---Cm2T ... T Q11021 -+ . A, oo Q1 O200 - O,

1 2 Mo,
E E E A1y QQug---Cmuy,,

vi=1lve=1 v,=1

vi=1vo=1 Um=11=1



Przyktady zagadnien z roznych dziatéw matematyki [55]

Uwagi i komentarze:

1. Celem zadania 3.18(a) jest przeprowadzenie pelnych obliczen w szczegblnym
przypadku, aby lepiej poznaé¢ schemat rozumowania i zapisu symbolicznego
w ogolnym przypadku przedstawionym w zadaniu 3.18(b).

2. Warto przed analiza rozwigzania zadania 3.18(b) samodzielnie, wzorujac sie
na rozwiazaniu zadania 3.18(a), przeprowadzié¢ obliczenia w innym szczeg6l-
nym przypadku.

Przy analizie wtasnosci zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a w przestrzeni
R™ wykorzystuje sie specjalne przedziaty o koncach wymiernych (zob. np. Kolo-
dziej, 2010). Definicja i podstawowe wlasnosci tych przedzialow sg trescig nastep-
nego zadania.

ZADANIE 3.19
Dla kazdej liczby naturalnej k oznaczamy przez By, zbiér wszystkich przedzialéw

P postaci:
i1—1 4 o —1 49 im— 1 i,
ok ok ) X | Tk o9k ) XX TR 9k )

gdzie iy, 19, ..., i, s dowolnymi liczbami catkowitymi.
Udowodnié, ze:
(a) zbiory By, sa przeliczalne;
(b) srednica kazdego przedzialu P € By, jest liczba \é—,fz;
(c) dla kazdego k jest Jp.p, P =R™;
(d) jezeli P,P' € B, i PN P' 40, to P = P';
(¢) jezeli P € By, P' € By, k<K i PN P £0, to PC P
Rozwigzanie. (a) Niech k bedzie dowolng liczba naturalng. Uzasadnimy,

ze By, jest zbiorem przeliczalnym. Rozwazmy funkcje F' : Z™ — By, okreslona
nastepujaco:

o . i1 —1 4 io—1 9 im— 1 i,
F((i1,i2, . im)) = [2—k, 2—k) X [2—k, 2—k) X .o X [2—k,2—k)
dla (i1,49,...,4m) € Z™. Latwo sprawdzié, ze funkeja F' jest bijekcja zbioru Z™ na

zbiér By, (zob. réwnowaznosé (b) w zadaniu 2.9), a wiec zbiér By, jest przeliczalny.
(b) Z zadania 3.13 wynika, ze:

2 2 2 2
. 1 1 1 1
s BTG T
dla kazdego P € By.
(¢) Oczywiscie Jpep, P CR™. Niech a = (a1, a2,...,am) € R™ il € {1,2,..,m}.

Poniewaz E(2Fa;) < 2Fa; < E(2Fa;) + 1, wiee

E(2kal) E(2kal) +1
o Sa< T

B
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dlal=1,2,...,m, gdzie E(r) oznacza ceche hczby rzeczyw1stej . Przyjmumy, ze
E(2%q;) =di;—1dlal =1,2,...,m. Wobec teg 2 czylia € [, &)
dlal=1,2,...,m. Zatem

i1 —1 11 9 —1 19 im — 1 m
Sl or) X TaE ) XX TR R )

CO 0znacza, ze

rR™C |J P
PeBy
(d) Niech
i1—1 71 9 —1 49 b — 1 i,
P=|Tgrgr) % |[Tor e ) X% | T e )
;=1 5 j2—1 7 Jm =1 Jm
i) < [ ) e [ ).
Z zalozenia wynika, ze istnieje a = (a1,as,...,am) € PN P'. Wobec tego “2;1 <

a; < ;k oraz ”2,:1 <a < ;k dlal=1,2,...,m. Stad i; — 1 < 2%q; < 4; oraz
g1 —1<2Fa; < gy, ezylidy = j;dlal=1,2,...,m. Zatem P = P'.

(e) Niech
i1 —1 21 9 —1 19 tm—1 iy
P=1"grgr ) X [Tarogr) X% | ToF 02k )

A T 1 j2—1 j2 Jm =1 Im
P |: 2]6/ 72]6/) X |: 2]6/ 72]6/) X X |: 2]6/ 72]6/).

Z zalozenia wynika, ze istnieje a = (a1,a9,...,am) € PN P’. Stad ¢, € [”—,2}1, 2%)

oraz a; € [j;,:,l , 2%) dlal=1,2,...,m. Rozwazmy silnie rosnacy ciag liczb:

=1 (=128

2k 2k/ b
i —kl N Lk _ (- 12/2’“’* N Lk _(a- 1)2:/’* +17
2 2 2 2 2

u—1, oMk (g — 1)k k oF ok ok kg

ok oK oK T ow oK T 2k’

Powyzsze liczby dziela przedziat [12,: , %) o dtugosci 5 na 2K =k roztgcznych,

lewostronnie domknle;tych a prawostronnie otwartych podprzedziatow o dlugosci

- 1
2}:,. Poniewaz a; € [12,: ,2k) oraz a; € [Qk, ,2%), wiec ”;k, 72,:,) jest jednym
z powyzszych przedziatow o dtugosci 2}5, zawartym w przedziale [12,: , ;k) Wobec

tego Qk,l, 21:/) Clat, &) dlal =1,2,...,m. Zatem P’ C P (zob. réownowaznosé
(a) w zadaniu 2.9).
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Uwagi i komentarze:

1. Sformutowaé¢ twierdzenia o zbiorach przeliczalnych, ktore zostaly zastoso-
wane w rozwigzaniu zadania 3.19(a).

2. Przeprowadzié¢ szczegotowy dowod, ze funkcja F' okreslona w zadaniu 3.19(a)
jest bijekcja.

3. Znalez¢ w literaturze matematycznej twierdzenie o cesze liczb rzeczywistych,
ktore zostato wykorzystane w rozwigzaniu zadania 3.19(c).

4, Podsumowanie

Przedstawilismy pewna koncepcje dydaktyczna wprowadzania studentow w nie-
tatwa tematyke teorii miary. Mimo to, ze sama definicja miary nie jest skom-
plikowana i ma swoje intuicyjne umotywowania w doSwiadczeniach studentéw
7 wezesniejszych pozioméw edukacji, to rozwazania teoretyczne podczas dowo-
dzenia roznych jej wlasnosci wymagaja rozumienia i postugiwania sie pojeciami
i twierdzeniami z innych dzialéw matematyki. Tresci te poznaja studenci na réz-
nych etapach swych studiéw, ale wtasnie przy realizacji tego fragmentu wyktadow
z analizy matematycznej istnieje konieczno$¢ przypomnienia ich studentom, aby
utatwi¢ im zrozumienie wyktadanego materiahu.

Uwazamy, ze w tym podsumowaniu warto przedstawi¢ zwiezly zestaw pew-
nych dziatan dydaktycznych, ktére zaproponowaliSmy w tym artykule, aby zwré-
ci¢ uwage studentdéw na koniecznos¢ aktywnej pracy z tekstem matematycznym.
Wszystkie nizej wymienione postulaty dydaktyczne sa rezultatem analizy rozwia-
zain powyzszych zadan, ktorych kryteria doboru byty wytacznie merytorycznie
zwiazane z teorig miary.

Zadania podzieliliSmy na cztery grupy, biorac pod uwage sposob opisu ich
rozwiazan:

— zadania z pelnymi wzorcowymi rozwigzaniami;

zadania z zamieszczonym schematem rozwigzar;
— zadania ze wskazoéwkami do rozwiazan;
— zadania bez zamieszczonych rozwigzan i wskazowek.

Do wiekszosci zadan zostaly dotaczone tzw. uwagi i komentarze. Nizej opi-
szemy i usystematyzujemy tresci tych uwag i komentarzy:

— Wskaza¢ fragmenty rozwiazania zadania, w ktorych stosuje sie podane w ko-
mentarzach definicje i twierdzenia.

— Sformutowa¢ w sposob Scisty definicje i twierdzenia uzyte w rozwiazaniu
zadania, ktére w komentarzach podane sa jedynie w formie uproszczonej.

— Sformutowa¢ definicje i twierdzenia wykorzystane w rozwiazaniu zadania na
podstawie wskazanej literatury.

— Sformutowa¢ definicje i twierdzenia wykorzystane w rozwiazaniu zadania
(bez wskazania w komentarzach literatury).
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— Sformutowaé¢ wtasnosci struktur liczbowych, ktore zostaty uzyte w rozwia-
zaniu zadania.

— Sformutowa¢ prawa logiczne wykorzystane w rozwiazaniu zadania.

— Wrykona¢ graficzne ilustracje pewnych poje¢ matematycznych wystepujacych
w zadaniu.

— Samodzielnie uzupetni¢ fragmenty rozumowan pominietych w rozwiazaniu
zadania.

— Po rozwiazaniu zadania (lub po analizie zamieszczonego rozwiazania) ustali¢
najbardziej istotne etapy rozwiazania tego zadania.

— W przypadku zadan o bardzo specyficznej i szczegotowej tresci wskazaé zna-
czenie danego zadania w wyktadzie teorii miary.

— Zbadac istotnosé zatozen przyjetych w zadaniu.

— Zaproponowa¢ rozwigzanie zadania z zastosowaniem bardziej zaawansowa-
nych pojeé¢ i twierdzen z zakresu topologii i analizy matematyczne;j.

— Uogolni¢ tres¢ zadania i podaé jego rozwigzanie.

— Sformutowaé i rozwigzac zadanie analogiczne.

Tego typu zabiegi dydaktyczne wpisuja sie w zagadnienie jakosci ksztatcenia
studentéw, ktore jest jednym z waznych probleméw wspélczesnych badan w za-
kresie dydaktyki matematyki (zob. np. Pardala, 2012). Temu celowi maja stuzy¢
réwniez i nasze rozwazania w tym artykule.
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