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Od hipotezy do twierdzenia*

Abstract. In the paper, on the basis of elementary geometrical content, the
authors présent examples of students’ reasoning, which permits, in the first
place, to formulate a hypothesis, and further to find a proof. The essential
fact here is that the same hypothesis can lead students to follow different
possible ways of reasoning.

Czy obecnie na lekcjach matematyki w szkotach $rednich uczniowie majg oka-
zje do stawiania hipotez, do ich weryfikowania, do dowodzenia twierdzen, do ich
odkrywania? Satysfakcja dla ucznia i jego nauczyciela z odkrycia twierdzenia i jego
dowodu (dowoddw) jest tak duza, ze moze by¢ bodZzcem do zwigzania sie z matema-
tyka na cate zycie. Czy nauczyciel matematyki dysponuje materiatami dydaktycz-
nymi do takiego organizowania procesu nauczania-uczenia sie matematyki, ktory
sprzyjatby wyzwalaniu aktywnosci matematycznych ucznia?

W artykule tym postaramy sie pokazac, jakie mozliwosci aktywizowania ucz-
niow daje formutowanie na lekcjach matematyki tzw. zadan ,,na wymuszanie” i ich
rozwigzywanie. Od kilkunastu lat prébujemy w literaturze dydaktycznej ukazywac
walory takich zadan (zob. Gorowski, Klakla, omnicki, 1995; 1996; 1997a; 1997b;
1997c¢; 2004).

Zadaniami ,na wymuszanie” nazwaliSmy zadania, w ktorych na dany obiekt
(np. figure geometryczng) narzucone zostajg pewne warunki, a zadanie polega na
wydedukowaniu konsekwencji tych warunkéw. W zaleznos$ci od stopnia trudnosci,
niektdre z utozonych przez nas zadan nadajg sie do pracy z uczniami gimnazjum,
inne dla uczniéw szkot Srednich, inne dla studentéw matematyki lub ucznidéw szkot
Srednich, przygotowujgcych sie do konkurséw matematycznych.

Podamy najpierw tematy Kilku opisanych juz w literaturze dydaktycznej za-
dan, kierowanych do uczniéw szkot Srednich oraz dokladniej oméwimy ostatnio
uzyskane twierdzenia.

Zadanie 1
tatwo uzasadnic¢, ze Srodek okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym pokrywa
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sie ze Srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Czy te wlasnosé ma tylko tréjkat
rownoboczny? Narzuca sie hipoteza, ze jest to cecha trojkata réwnobocznego. Ale
na poczatku jest to tylko hipoteza, ktéra trzeba zweryfikowaé. Dla uczniéw nie jest
takie oczywiste, co nalezy przyjac¢ jako zalozenie. Przyjmijmy wiec z uczniami, ze
srodek okregu opisanego na pewnym trojkacie pokrywa sie ze Srodkiem okregu
wpisanego w ten tréjkat. Nietrudno udowodnié, ze tréjkat ten jest réwnoboczny.

Zadanie 2

Latwo udowodnié, ze w trojkacie réwnobocznym pokrywaja sie cztery punkty cha-
rakterystyczne trojkata: srodek okregu opisanego na tréjkacie, srodek okregu wpi-
sanego w trojkat, srodek ciezkodci tréjkata, ortocentrum. Okazuje sie, ze prawdzi-
wa jest hipoteza, ze jest to cecha charakterystyczna trojkata rownobocznego. Co
wiecej, nietrudno udowodnié nastepujace twierdzenie: jezeli w tréjkacie pokrywaja
sie dwa z jego punktéw charakterystycznych, to jest to tréjkat réwnoboczny (zob.
Gorowski, Klakla, Lomnicki, 2004).

Zadanie 3
Latwo uzasadnié, ze §rodek okregu opisanego na n-kacie foremnym pokrywa sie ze
srodkiem okregu wpisanego w ten n-kat. Okazuje sie, ze prawdziwa jest hipoteza,
ze jest to cecha charakterystyczna n-kata foremnego, uzyskujemy wiec nastepujace
twierdzenie:

jezeli srodek okregu opisanego na n-kacie pokrywa sie ze $rodkiem okre-
gu wpisanego w ten n-kat, to wielokqt jest foremny.

Zadanie 4

Przyjmijmy, jak zwykle w zadaniach ,na wymuszanie”, ktére sa formulowane w spo-
s6b otwarty (bez narzucanej pytaniem hipotezy), ze w trojkacie przystajace sa dwie
z jego §rodkowych. Jaka hipoteze o tym tréjkacie mozna postawié¢? Interesujaca
teza (latwa do udowodnienia) jest: jest to tréjkat rownoramienny.

W dalszej czedci artykutu ukazemy, jak roézne rozumowania moze wyzwolié
u uzdolnionego ucznia szkoly dredniej lub studenta matematyki proba weryfikacji
hipotezy narzucajacej sie po przyjeciu nastepujacych zalozen:
zatdimy, Ze w trojkacie przystajace sq odcinki dwusiecznych dwidch z jego katéw.
Przez odcinek dwusiecznej kata bedziemy tu rozumieé¢ cze$é wspdlna dwusiecz-
nej kata trojkata i (obszaru) tego trojkata (w literaturze spotkaliSmy tez nazwe:
dwusieczna wewnetrzna trojkata).

Rysunek 1.
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Przy oznaczeniach jak na rysunku 1 zalézmy wiec, ze |AD| = |BE|. Przyjmij-
my tez oznaczenia: |AB| = ¢, |AC| = b, |BC| = a, p = 2t

Mozliwe sa teraz dwie drogi: stawiamy hipoteze i prébujemy ja zweryfikowaé
lub ;wymuszamy” teze z przyjetych zalozen.
I rozumowanie ilustruje druga z tych drég:
Ze znanych wzorow:

|AD'| = bic bep-(p—a), |BE|= aic\/acp- (p—b).

Mamy kolejno:

2 \/7 2 \/7
o bCP'(P—a)*a—Jrc acp - (p—b),

(a+¢)*bep- (p—a) = (b+c)acp- (p—b),
(a? 4 2ac + ) (bp — ab) = (b* + 2be + ¢2)(ap — ab),
a’bp—a’b+ 2abep — 2a2be + c?bp — P ab = b2ap — ab® + 2abep — 2ab%c + ap—cab,
abp - (a —b) —ab - (a® —b%) = 2abc- (a —b) + Zp- (b—a) =0,
(a—b) - (abp — ab- (a+b) — 2abc — c*p) = 0,
(a—1b)[ab-(p—(a+b) —2c) —c’p] =0,
(a—b)[ab-(p—(a+b+ec)—c)—c’p] =0,
(a—b)(ab- (=p—c) —c’p) =0,
a—b=0,
a=hb.
Uzyskalismy wiec dowdd I tezy: trdjkat jest rownoramienny.

Dowéd 1I:
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1 i ponadto |AD| =d, |BFE| = d.
Wykazemy, ze 2a = 203.
Wezmy pod uwage trojkat ABD; z twierdzenia sinuséw dostajemy:

d c
sin23  sin|<ADB|’

a poniewaz |[<ADB| =7 — 28 — o, to

d c
sin2B8  sin(28 +a)

Podobnie biorac pod uwage trojkat ABE dostajemy

d c
sin2a  sin(2a+ )’




[78] Jan Gdrowski, Maciej Klakla, Adam tomnicki

Stad
sin 2« sin24

sin(2a+3)  sin(28 + a)

i kolejno
sin 2asin(28 + «) = sin 28 sin(2a + B),
28 + o) = —2sin2Bsin(2a + 8),
a — 28) = cos(38 + 2a) — cos(B — 2a),
cos(3a + 28) — cos(38 + 2a) = cos(a — 28) — cos(B — 2a),

5 _ o — _
o+ 58 sin & p — —2sin 2 'Bsin Sa 3'8.
2 2 2 2
Stad i ze wzorow: sin3z = 3sinz — 4sin® z, sinbx = sin® z — 10sin® z cos? x +
5sin x cos* = dostajemy

a—p . a+p (Sin4a+,8 _

—2sin2asin

cos(3a +28) — cos

N N N N

—2sin

5 10 sin 5 5

:—Sina;r'gsina_'8 (3—4sin2¥) .

sin sin

5 5 i 2a+'80052a+'8+5cos4—a+'8)

2
Praypusémy, ze o # 4. Wiedy sin P sin © =2 2 0 kolejno
sin? %’8 —10sin? a42r,8 cos? a42r,8 +5cos? _a;r/;’ = 4sin® _a;/)’ -3,

2
5(cosza;r'8 —sinza;r'g) —4Sin4#:4sin2a7_'8—3

5cos’(ar+ ) +3=14 (Sin4 # + sin? ﬂ) .
1

Dowaod I1I:

Rysunek 2.
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2, |AE| = y, |ED| = 2z, |BD| = =.
Korzystajac z twierdzenia cosinuséow dostajemy:

& =d? + 2% — 2dxcos(m — 28 — o) = d? + % + 2dx cos(28 + o),
& =d? +y? — 2dycos(m — 20 — B) = d? + y? + 2dy cos(2a + B),
22 = d? + 2? — 2dx cos 3,

22 =d% +y? —2dycosa,

d? 4+ 2% + 2dxcos(2B + o) = d? + y? + 2dy cos(2a + B),

d? + 2% — 2dzcos B = d? +y? — 2dy cos v,
4dz(cos(28 + a) + cos B) = 4dy(cos(2a + B) + cos ),

38+« o+ p 3o+ o+ p
T Cos cos = gy cos cos .
2 2 2 2
Zauwazmy, ze
a+p 7w
0< < —
2 4
oraz 5 8 38
o+ s + o s
0 — 1 0 —
ST 3 P Vs 2

Uzasadnimy, ze

3o+ 7w . 3PB+a «
> 2 ' T3 3
Najpierw zauwazmy, ze
3Ja+fB8 a+p T w3
> 2 “S1727 1"
Podobnie
3B+o 3
—7.
2
Gdyby np.
T 3a+p 3 . 3P+« <

2 <2 it ' T sw
to warunek
38+« o+ p 3a+,6’csa+,8

Z COS CcOos = Yy Ccos

0.
2 2 2 2

réwnowazny warunkowi

nie moglby zajsé. Stad
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Gdyby
Ja+p w ; 38+«

T
2 2 2 2
to o+ B =m.

Oczywiscie przypadek
3a+8

3Bt Ty, a8 3Bta

T T T
2 2 2 2 2 2 ' T2 2’

zaj$¢ nie moze, bo przeczy temu warunek

38+ o 3o+
=ycos—

Z COS

Stad

3 3
atf T g3t

v
0 T
< 2 2 2

Gdyby teraz o > 3, to

3o+ o 38+«
2 2

T >y oraz

Stad

SSaJr,B 3B+a . 3o+ 38+«

CO; < COS 1 cos ——— < T Cos
2 Y 2

Otrzymalismy sprzecznosé z warunkiem

38+ o 3o+
 cos —5— =y cos .

2

Podobnie wykluczamy przypadek o < 8. Zatem o = 3.

Dowéd 1V:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1, a wiec |AD| = |BE|. Wykazemy, ze
a=b.

Przypusémy, ze 2a > 28. Wtedy sina > sin 8 i poniewaz,

! 1
PAABD:§-Clc-Sina, PAABE:§-dc-Sin,B,
to Paapp > Prapp, zatem P, pc < P,ppc. Stad poniewaz
1 . . 1 ,
PAADC:§-bcl-sma i PABEC:§'Cla-Sln,8,

to
b a

sinf  sino’

1 1
§-bd-sina< §-sin,8,
Skoro 0 < 8 <a < Z, to

1 1

cosf>cosa>0 1 0< < .
p 2cosf8  2cosa
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Stad oraz z nieréwnosci ﬁ < o dostajemy kolejno:

sin
b a b a
- < o= . < = .
2sinfBcosf  2sinacosa’ sin2B  sin2«

Otrzymalismy sprzeczno$é (z twierdzeniem sinuséw dla trojkata ABC).
Analogicznie mozna uzasadnié, ze przypuszczenie 23 > 2o prowadzi do sprze-
cznodci. Zatem 28 = 2o, a = b.

Dowéd V:
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1, a wiec |AD| = |BE|. Wykazemy, ze
a = b. Mamy

2b 2
ccosa, |BE| = ac

b+te a+c
Przypusémy, ze a > b. Wtedy

|AD| = cos 3.

a>p i 0<,3<a<g.

Stad cos 3 > cos . Ponadto
2bc 2ac
cosa =
b+c a+c
b-(a+c)cosa=a-(b+ c)cosp,

ab- (cosa—cosB) = ac-cosfB — be- cosa.

cos 3,

Lewa strona ostatniej réwnosci jest ujemna, za$ prawa dodatnia, gdyz ac > be
icosfB > cosa > 0. OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Analogicznie mozna uzasadnié, ze przypuszczenie a < b prowadzi do sprzecz-
nosci. Zatem a = b.

Na zakonczenie podamy dowdd VI, uzyskany po uzupelnieniu luk w rozumo-
waniu podanym przez stynnego matematyka szwajcarskiego Jakuba Steinera (wg
Enriques, Amaldi, 1916, s. 105).

Zalozmy, ze w trojkacie ABC przystajace sa odcinki AD i BE dwusiecznych
dwoch jego katow (rys. 3).

Rysunek 3.



[82] Jan Gdrowski, Maciej Klakla, Adam tomnicki

Przypusémy, ze |BC| > |AC|. Stad |<BAD| > |<FBA|. I dalej z twierdzenia
cosinusow: |BD| > |AFE|. Zatem |<ADB| > |<AEB|. Przez punkt A prowadzi-
my prosta réwnolegta do BC. Niech punkt D’ bedzie takim punktem tej prostej,
ze |AD'| = |BD| oraz E i D’ leza po przeciwnych stronach prostej AB (zob.
rysunek 3). Wtedy |<DBA| = |<BAD'| i trojkaty ABD 1 ABD’ sa przystaja-
ce, |[<ADB| = |<AD'B|, |BE| = |AD| = |BD'|, |<BD'E| = |<D'EB|. Stad
|<AD'E| = |<AD'B|—|<«BD'E| = |[<ADB| - |<D'EB| > |<AEB| - |<D'EB| =
|<AED'|, |AE| > |AD'| = |BD|. Otrzymali$my sprzecznos¢ z uzyskana poprzed-
nio nieréwnoscia |BD| > |AF|.

Trojkat ABC jest wiec rownoramienny.
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