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Cechy rownobocznosci trojkatow*

Abstract. The paper présents some non-standard (in the sense: not yet pré-
sented in the literature), necessary and sufficient conditions for a triangle to
be isosceles.

W pracy podamy kilkanascie cech réwnobocznosci trojkatow, ktorych nie spo-
tkaliSmy w literaturze. Inspiracjg do poszukiwan byty nasze wczesniejsze artykuty
(Gorowski, Klakla, omnicki, 1997a; 1997b; 2004), dotyczace tzw. zadan ,nha wy-
muszanie” oraz pozycja (Kourliandtchik, 2006), w ktérej miedzy innymi podano
szereg nieréwnosci dla funkcji trygonometrycznych miar katéw trojkata. Na po-
czatku wzmocnimy niektére wyniki z (Kourliandtchik, 2006), by z nich nastepnie
skorzysta¢ w dalszej czesci pracy.

Lemat 1
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y,z zachodza réwnosci:

+y . X+2zZ .Y+ [

,— SIn - Sin

X
sinx + siny + smz —sm(.r+ y + z) =4 sin—
y (r+y+2) 3 ) )

X+y X+ z Y+ 4
cos X+ cosy + cosz + cos(.r + y + z) =4 cos —-— €0S —-— COS 2

Dowdd. Dla dowodu pierwszej z tych tozsamosci wystarczy wykorzysta¢ dla
sumy

(sinx + siny) —(sin(x + y + z) —sin z)

kolejno wzory na sume sinusow, réznice sinuséw, a nastepnie wzor na roznice co-
sinusow.
Dla uzasadnienia drugiej z tych tozsamosci wystarczy do sumy

(cosx + cosy) + (cos(x + y+ z) + cos z)
zastosowaé trzykrotnie wzor na sume cosinusow.

*Some necessary and sufficient conditions for a triangle to be isosceles
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LEMAT 2
Zatézmy, ze o, B,y sq miarami kqgtow trajkata. Wiedy

i B Y 1
(1) sin §sin5sin < 3,
. @ o ﬁ . v
(2) sin$sin5sind =

Dowdd. Zauwazmy, ze co najmniej dwie sposrod liczb o, 8, v naleza do prze-
dziatu [0, Z]. Przyjmijmy, Ze sg to 3 i v. Wtedy:

v—8 y+8

I# <#<g i cos—o—>cos— >0
oraz
sin—sin—sinzz—smg cosfy_'B—cosnyr'8
2 2 2 2 2 2
1 _
:—cosnyr'B cosfy 'B—cosfy p
2 2 2
1
gicosfy;rﬂ(l—cosfy;rﬁ)
1
ziu(l—u),
gdzieu:cosnyr'Bqu(O,l).

Oczywiscie najwiekszg wartoscig funkcji kwadratowej f(u) = Su(l — u) jest &

=73
Wobec tego

1
sin%-sing-singgg.
Ponadto
Lo By 1
sin — -sin — -sin — = —.
2 2 2 8
wtedy i tylko wtedy, gdy
cosOHr'B:1 i cosfy_lB:l,
2 2 2

To konczy dowdd lematu 2.

LEMAT 3
Zatdézimy, Ze a, 3,7y sq miarami kqotéw trojkata. Wtedy:
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Dowdd. Korzystajac z lematu 1 dostajemy:
sin?a+sin? B+sin~y

1
= 5(1 —cos2a+ 1 —cos2B+1 — cos2v)

%[3 — (cos2a + cos 28 + cos 2v)]

= %[3 — (—cos(2a+ 28 + 2v) + 4 cos(a + B) cos(a + ) cos(B + 7v))]

=2+ 2cosycosBcosa.

Zauwazmy, ze gdy jedna z liczb o, 3,v nalezy do przedziatu [, 7], to

2+ 2 cosy cos B cosa < 2 1 nieréwnosé z tezy (1) jest wtedy oczywista.
, B ora=f-g f=5-5,
v =% —%. Wtedy o, ', 7' sa miarami katow trojkata oraz 242 cos~y cos § cos o =
B
2

Przyjmijmy zatem teraz, ze o, 8,7 € (0

’
o

. 4 . 4 . 4 . . . . 4
2+2sm°‘7-sm%-sm77 i na mocy lematu 2 mamy 2+ 2sin - - sin -sm% g%

. a_/ . ﬂ_’ . 7_’ 9 I al g w
0raz2+.2sn_12-51n2-sm2f4(:)a 7-/37773.- .
Poniewaz warunek o/ = 8’ = 4" = % jest réownowazny warunkowi o = 8 =

v = %, zatem dowod lematu 3 zostat zakoriczony.

7 lematu 3 wynika wprost

LEMAT 4
Zatdzmy, ze o, B,y sq miarami kqgtow trajkgta. Wiedy:

(1) cosacosBcosy < 3,
(2) cosacosfBeosy =t a==y=7.

Udowodnimy teraz dwa twierdzenia, w ktorych podamy szesé cech réwnobocz-
nosci trojkatow.

TWIERDZENIE 1

Jezeli w trajkgceie ABC boki diugosci a, b, ¢ znajdujq sie naprzeciw kqetéw o miarach
odpowiednio o, B,y oraz p = %(a +b+c), a R jest dlugoscig promienia okregu
opisanego na tym trdjkacie, to nastepujace warunki sq réumowazne:

(1) acosa+beosB + ccosy = p;
(2) sin2a +sin2B +sin2y = sina + sin 8 + sin~;
B

. o B o l—l‘
(3) sin §sin 5sind = §;

@) a=B=7v=73
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Dowod poprowadzimy wedlug schematu (1) = (2), (2) = (3), (3) = (4),
(4) = (1).
Uzasadnimy najpierw implikacje (1) = (2).
Z (1) wynika kolejno:

C

b 1
sin o cos o + IBSin,Bcos,BJr sin*ycos*yzi(aerJrc),

sin o sin siny
Rsin2a + Rsin28 + Rsin2y = R(sin o + sin 8 + sinvy)
z twierdzenia sinuséw,
sin 2« + sin 28 + sin 2y = sina 4 sin 8 + sin+y.
2) =)
Mamy kolejno:

sin 2« 4 sin 28 + sin 2y = sina 4 sin B + sin vy,

sin2(a + 8+ ) + 4sin(a + B8) sin(a + ) sin(B8 + v)

:sin(a+,8+fy)+4Sinaj2L'BsinaJ2rfysin'BJ2rfy

na podstawie lematu 1,

SSina;ﬁB cosa;r'g sina;uy cosa;rfy sinfy;r'g cosfy;r'g = sina;r'gsina;rfysinﬁ;rfy,
cosajL'Bcosaijycos'Bijy 1
2 2 2 g

.y B o
Sin — sin — 81— = —

2 2 2 8’
(3) = (4) wynika bezposrednio z lematu 2.
Implikacja (4) = (1) jest oczywista.
TWIERDZENIE 2

Jezeli o, B,y sq miarami kgtéw trajkata ABC, to trojket ABC jest réumoboczny
wtedy i tylko wtedy, gdy sin 4o + sin48 + sin 4y = —(sin 2« + sin 23 + sin 2v).

Dowdd. Wrykorzystujac tozsamosé z lematu 1 oraz fakt, 7e 0 < o+ 8 < 7,
O<a+vy<m 0<pB+v < dostajemy kolejno:
sind(a + 8 + ) + 4sin(2a + 28) sin(2a + 27) sin(28 + 27)
= —[sin2(a+ B + ) + 4sin(a + B) sin(a + 7) sin(B8 + v)],

8 cos(a + B) sin(a + ) cos(a + ) sin(a + ) cos(B + ) sin(B + v)
— —sin(a + 8) sin(a + ) sin(B + ),
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cos(a + B) cos(a + ) cos(B +v) = _%7

1
cosycosBcosa = 3

Ostatni warunek, na mocy lematu 4, jest rownowazny warunkowi o = 8 =y =
Dowéd twierdzenia 2 zostal zakonczony.

s
3 -

Z lematu 4 wynika takze

TWIERDZENIE 3
Jezeli o, B,y sq miarami kgtéw trajkata ABC, to trojket ABC jest réumoboczny
wtedy ¢ tylko wtedy, gdy cosacosBcosy = %.

TWIERDZENIE 4

Jesli w trojkacie ABC boki dlugodci a, b, ¢ znajdujq sie naprzeciw katéw o miarach
(odpowiednio) o, B,v, a R jest dtugodciq promienia okregu opisanego na tym trdj-
kacie oraz hg, hp, he oznaczaje dlugosci wysokosci opuszczonych na boki dlugosci
{odpowiednio) a, b, c, to nastepujgce warunki sqg réunowazne:

(1) 2(ha + hy + hc) =9R,

(2) 2(sin? a+sin? B-+sin? v—2) = (sin B—sin )2+ (sin a—siny)?+(sin oe—sin 3)?,
(3) sin? o +sin? B + sin® y = g,
W a=p=y-12.
Dowdd. (1) = (2).
Oznaczbajqc przez S pole trojkata ABC mamy 2h, = %, 2hy = %, 2h. = %
oraz S = 7.
Stad
be ac ab
9R=2(he + hy + he) = =+ —= + —,
(ha +hy +he) = 55 + 5 +
9R%? = be+ ac+ab, —18R? = —2bc — 2ac — 2ab,
—18R* = (b—¢)® + (a — ¢)? + (a — b)* — 2(a® +b* + 2),
20 + b + ) —18R? = (b—¢)? + (a —¢)? + (a — b)?.

Wrykorzysujac teraz twierdzenie sinuséw otrzymujemy:

9
8R? (sin2 a-+sin? B+sin®y— Z) = 4R*((sinB—siny)*} (sina—siny) %+ (sina—sing)?),
czyli

9
2(sin2 o+ sin? B + sin? v — Z) — (sin B —siny)% + (sin o« —sinv)? + (sin o —sin ).

(2) = (3)
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7 lematu 3 wiemy, ze

|

sin? o +sin? B +sin?y — = < 0.
Oczywiscie

(sing — Sinfy)2 + (sino — sinfy)2 + (sina — sin,é’)2 > 0.

Zatem

sin? & + sin? B + sin? y = z
Wykazalismy wiec, ze z (2) wynika (3).
Implikacja (3) = (4) wynika wprost z lematu 3.
Implikacja (4) = (1) jest oczywista.

7 twierdzenia 4 wynika bezposrednio

TWIERDZENIE 5
Jezeli o, B, sq miarami kqtdw trijketa ABC, to:
trajkat ABC jest réumoboczny < sin asin 8 + sin aesiny + sin Ssiny = %.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 6
Jezeli o, B, v sq miarami kgtow w tréjkacie ABC, to trdjkat ABC jest réwnoboczny
wtedy i tylko wtedy, gdy cos o cos B+ cosacosy + cos B cosy = %.

Dowdd. Uzasadnimy mniej oczywistg implikacje ,,<=".
Mamy:

3

cos cos  + cos o cosy + cos S cosy = T
1 2 2 2 2 3
5 [(cos o+ cos B+ cosy)? — (cos® o+ cos® B+ cos® )] =7

Wrykorzystujac teraz tozsamosé z lematu 1, otrzymujemy

ajL'Bcosaijycos'BJrfy
2 2 2

2
6
(1+4cos ) —(3—sin2a—sin2,8—sin2fy)] =7

2
6
(1 + 4 sin % sin g sin %) — (3 — (sin? & + sin? B + sin? fy)] T

Wobec lematéw 2 i 3 najwieksza wartoscia wyrazenia

4 sin % sin g sin %
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a tym samym wyrazenia

B o)
1+4Sinzsin—sin—
2 2 2

jest (1+4- %)2, czyli %, za$ najmniejsza wartodcig wyrazenia
3 — (sin? o + sin? B + sin? v)
jest 3 — %, czyli %.

Co wiecej, zarowno ta najwieksza wartosé, jak i ta najmniejsza, o ktorych mowimy,
sq przyjmowane dla o = 8 =y = . Stad

FCN

2
(1 + 4sin % sin g sin %) — (3 — (sin® o + sin® B + sin® 7)) <

Wobec tego

| o

cos acos 3+ cosacosy + cos S cosy <

b

o™

a rownos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy o = 8 =y = Z.

Wykazemy teraz

TWIERDZENIE 7

Niechr, R bedq (odpowiednio) dtugosciami promieni okregéw wpisanego i opisanego
na trdjkacie ABC. Wtedy:

trojkgt ABC jest réunoboczny < R = 2r.

Dowdd. Uzasadnimy mniej oczywista implikacje ,,<=".
Poniewaz
x
2 b
gdzie o, 8, oznaczaja miary katow trojkata ABC, to wobec przyjetego zatozenia
mamy,

r = 4Rsin ad sin é sin
2 2

Lo By 1
SIHESH’I—SH’I—:—.

22 8
Stad z lematu 2 dostajemy o = 8 =y = Z.

7 pordéwnania pola tréjkata obliczonego dwoma sposobami otrzymujemy

TWIERDZENIE 8
Jezeli a,b,c sq diugoiciami bokéw trdjkata ABC oraz v, R ({odpowiednio) dltugo-
Seiami promieni okregéw wpisanego i opisanego na nim, to:

trajkat ABC jest réunoboczny < afb’ic = R? lub afb’ic = 492,
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Dowdd. Wrystarczy wykorzystaé wzor

abe 1
S—E lub S—E(a+b+())'7’,

gdzie S oznacza pole trojkata ABC oraz twierdzenie 7.

TWIERDZENIE 9
Jezeli o, B,y sq miarami kgtéw w trajkacie ABC, to nastepujace warunki sq¢ réw-
nowazne:

() a=B=v=73,
(2) 4sinasinBsiny = sina + sin 8 + sin vy,

. . . i @B i Y i BEY
(3) sinasin Bsiny = sin “5F sin 57 sin =7,

(4) 4sin2asin28sin 2y = sin 2a + sin 23 + sin 27,

(5) sino+sinp +siny = cos%Jrcosg +cos 3,

(6) 4cos § cos g cos 3 = sin 2a + sin 24 + sin 27,

(7) cosa+cosfB+ cosy =

b

3

2

. . ﬂ . Yo 3

(8) sing +sing +sing =3

Dowdd. To, ze (1) < (2) wynika wprost z twierdzenia & i twierdzenia sinusow
zastosowanego przy warunku —2¢— — R?,

at+btc
Wrykorzystujac tozsamosé z lematu 1 dostajemy

sina+sin,8+sinfy:Sin(a+,8+fy)+4sinaJ2r'BsinaJ2rfysin'BJ2rfy,

a stad wnosimy, ze (2) < (3).
Wrykorzystujac tozsamosé z lematu 1 otrzymujemy:

sin 2« + sin 28 + sin 2y = sin(2a + 28 + 2v) + 4sin(a + B8) sin(a + ) sin(B8 + v)

= 4 sinysin 8 sin o

Stad
4sin2asin 28 sin 2y = 4 sin asin B sin vy,

1
coS o cos 3 cosy = 3

Z lematu 4 wynika teraz wprost, ze (4) < (1).
Wrykorzystujac tozsamoscei z lematu 1 oraz lemat 2 uzyskujemy warunki réwno-
wazne:

sina 4+ sin 8 + siny = cos % + cosg + cos %,
OﬁL'BSinaijysin'Bijy :4cosa+'8 cosaJrfycos'Bijy

4sin— 2 2 1 1 1
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4 4 4 8’

al ! !

Sln;SlnESlng - §,

1
sinaJr'Bsinaijysin'Bijy E

gdzie
a+,87, aijyi / /8+'77 / Y I R

Wobec tego (5) < (1).
Z lematu 1 mamy

sin 2« + sin 28 + sin 2y = 4sin(« + 8) sin{(a + ) sin(8 + ) = 4 sinysin Bsin a.

Stad oraz z lematu 2 wnosimy, ze warunek

4 cos % cos g cos L = sin2a + sin 23 + sin 2y

jest réwnowazny kolejno warunkom

4cosgcosécosl = 4sin asin B sin v,
2 2 2

1
Sin%sinisingzg, a:,B:fyzg.

Zatem (6) < (1).
Wrykorzystujac tozsamosé z lematu 1 oraz lematu 2 dostajemy kolejno:

3
cosa +cosfB +cosy = >

3
1+4cosa+ﬁcosa+fycos'8+fy:—,
2 2 2 2

v Ba 1 .7
sin sm2sm2f8, af,Bffyfg.

Zatem (7) < (1).
Korzystajac ponownie z lematu 1, otrzymujemy kolejno:
B Y

. O‘+ . L 3
Sin — Sin — Sl — = —
2 2 2 2’

1
1+4sinaj;'gsinaj:fysin'8:fy :g.

Otrzymalismy warunek taki sam jak w dowodzie (5) < (1). Wobec tego (8) < (1).
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