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O nieskonczonych ciggach liczb parami wzglednie
pierwszych raz jeszcze"

Abstract. In the paper the authors, using general formulas, détermine and
describe a ctass of infinité sequences of natura] numbers, pairs of which are
relativelv prime. This resutt was obtained using the theory of Lucas sequences
and récurrent équations of the second degree.

Od dawna wiadomo, ze cigg liczb Fermata (Fn), gdzie Fn = 22 + 1,n G No
jest ciggiem liczb parami wzglednie pierwszych. Znane sg inne ciagi liczb parami
wzglednie pierwszych (Edwards, 1964; Gérowski, omnicki, 2009), ale mankamen-
tem najczesciej podawanych w literaturze takich ciggéw' jest to, ze sg zdefiniowane
rekurencyjnie i zwykle nie potrafimy znalez¢ wzoru na wyraz ogolny takiego ciggu.
W pracy (Gérowski, £omnicki, 2009) okreslono wzorami ogélnymi wiele réznych
ciggéw' o wyrazach parami wzglednie pierwszych.

Bedziemy w dalszym ciggu moéwili krotko, ze nieskonczony ciag liczb natu-
ralnych ma wiasno$é wp, gdy kazde dwa jego rézne wyrazy sag liczbami wzglednie
pierwszymi. Rozwiniemy pomyst okreslania ciagéw' majacych wiasnos¢ wp, w opar-
ciu o teorie réwnan rekurencyjnych liniowych rzedu 2.

Niech k oznacza liczbe naturalng dodatnig. Symbolem Nk oznacza¢ bedziemy
w catej pracy zbiér N\{0,1,2,..., k —1}. Niech p, q oznaczajg liczby catkowdte,

NWD(p,q) = 1ip2+4g>0ig= 0.
Rozwazmy dwra ciggi (Fn), (Ln) spetniajgce rownanie rekurencyjne

Gn=pGn-1 + gGn-2, n GN2 (@)
oraz odpowiednio warunki poczatkowe
Fo=0, Fi=1 Lo=2, Li=np

*Once again on infinité sequences of natural numbers, pairs of which are relativelv prime
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Ciag (F,) nazywa¢ bedziemy ciagiem Fibonacciego, a ciag (£,,) — clagiem Lucasa.
Wiadomo, ze
]:n:T —° , Lo=7r"+s" dlan>0, (2)
r—Ss8

gdzie r = EEVTT ";’2+4q, s =2V TH "52+4q (Koshy, 2001).
Zauwazmy, ze wzory (2) dla n € Z okreslaja funkcje (F,)nez (Ln)nez, ktore
spelniaja réwnanie rekurencyjne G,, = p G,,_1 + ¢ G,,_2 o dziedzinie Z.
Podstawowe tozsamosci dla funkcji (Fp)nez, (Ln)nez, to

—(=q)"F_p=Fn, (—q@)"L_,, = L,, gdzie n € Z, (3)
Foim + (=) " Fonem = Ly Fn, gdzie n,m € Z, (4)
Foem — (=) " Foem = Fm Ly, gdzie nym € Z, (5)
Loptm + (=) " Lp_m = LnLy, gdzie n,m € Z, (6)

Lo-m = (=0)"Ln—m = (p* +4q) FinFn, gdzie n,m € Z, (7)
Foim = FaFm+1 — ¢Fn—1Fm, gdzie n,m € Z. (8)

Tozsamosci (3) do (8) wynikaja bezposrednio ze wzoréw (2). Udowodnimy teraz

LEMAT 1

Frmn = Fn B(myj)(_l)j(_Q)njELniliﬁ

dla m € N, n € Ny, gdzie B(m,j) = (m’jl’j),

Dowdd. Wrykorzystamy zasade indukcji matematycznej prowadzona ze wzgle-
du na m.
Dla m = 0 oraz m = 1 réwnos$é podana w Lemacie 1 jest prawdziwa.
Zalozmy teraz, ze dla dowolnie ustalonego m > 1 oraz dla kazdego k €
{0,1,...,m} i kazdego n € Ny
(53] . . .
Fin =Fn Y Blk,j)(=1) (=q) L%,
§=0
Pokazemy, ze dla kazdego n € Ny
(%] . . .
Fmitm = Fn p_ Blm+1,7)(=1)3 (=)™ L.
§=0

Wykorzystujac tozsamo$é (5), a nastepnie tozsamosé (3) otrzymujemy:
]:(m+1)n — J nt+mn
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Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego oraz z okreslenia liczb B(m, j)
dostajemy:

]:(m+1)n

("53] (75t

= —(=q)" Y_ Blm—1,5)(=1)A=)™ Ly 2243 " Blm, j)(~1)(~g)" L7
=0 =0

m—1
2

S+
> Blm=1,j = 1)(=1) (=)L + > Blm, i) (1) (—q)™ Ly~
j=1 =0

(m

(3]
=3 Blm o+ 1)1 (—q)iLy .
=0

w3

Zasada indukcji koniczy dowod lematu 1.

Korzystajac z tozsamoscei (6) 1 (3) analogicznie jak powyzej lemat 1 mozna
udowodnié

LEMAT 2
(%]
Emn - ZE(mu?)(_l)J(_q)nJE;niQJ
=0
dla m,n € Ny, gdzie E(m,j) = (m;j) + (”:,;127) oraz E(m,0) =1 dla m € N.

Whioskiem z lematu 2 jest

LEMAT 3
Jeslin,m € Ny, |L,| # 1 oraz |L,| # 2, to:
Lo |Lomn wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczbg naturalng nieparzystq.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 1
NWD(Fn, Fm) = FNWD(n,m) dla dowolnych n,m € Ny.

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze NWD(F,,q) =1 dla n € Ny.

Istotnie, gdyby dla pewnegon € Ny, NWD(F,,q) =d > 1,ton > 3, poniewaz
Fi=1l,aFy=np. St@d dalej F, =p, Fno1+4q, Fnoli dl]rnfl.

Powtarzajac, to samo rozumowanie, dojdziemy kolejno do wnioskow d|F,,_o,
d|Fn—_s,...,d|F1, co jest niemozliwe, bowiem F; = 1. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze NWD(F,,q) =1 dlan e Nj.

Teraz wykazemy, ze NW D(F,, F,—1) =1dlan € Ny.

Gdy n=1lub n =2, oczywiscie NW D(F,, F_1) = 1.
Zalézmy zatem, ze n > 3. Wtedy

Fo=pFn1+qFnoi NWD(F,, Fo1) = NWD(F,_1,qFn_2)
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Poniewaz NW D(F,,,q) = 1 dla m € Ny, zatem
NWD(]:TL,1 5 q]:nfg) — NWD(]:TL,1 5 ]:nfg).

Stad
NWD(F,, Fno1) = NWD(F,—1,Fn_2)

dla kazdego n € N3 oraz

NWD(F,,Fn_1) =1dlan € Ny.
Mamy zatem

NWD(F,, Foo1) = NWD(F,,q) =1dlan e Ny. (9)

Kladac teraz w tozsamosci (8) m — n w miejsce m, gdzie m > n > 1 otrzymujemy

Fon =FnFmni1 — qFn-1Fm—n-
Stad — majac na uwadze (9) — dostajemy

NWD(Fp, Fn) = NWD(F,, Fonn)-

Po przyjeciu, ze d; oznacza reszte z dzielenia liczby m przez n otrzymujemy

NWD(Fn, Fn) = NWD(F,, Fa,).

Przyjmijmy teraz, ze do wyznaczenia NW D(m, n) zastosowalidmy algorytm Eu-
klidesa. Wtedy

m=kin+d;
n = kad; +dy
dy = kzda + d3

di—9 = kyds—q +dy
di 1 = kiyads,

gdzie d; jest ostatnia reszta rézna od zera.
Wykorzystujac odpowiednia ilo$¢ razy wykazana wezesniej wlasnosé

NWD(F,,, Fn) = NWD(F,, Fa,)

clagu (F,) dostajemy NW D(F,,, F,) = NWD(F,,Fa,) = NWD(Fu,, Fa,) =
. =NWD(Fa, 5, Fa,,) = NWD(Fa,_,, Fa,) = Fa,-
Ostatnia rowno$é wynika z lematu 1. Dowdd twierdzenia 1 zostal zakoniczony.

Warto zauwazy¢, ze twierdzenie 1 mozna znalezé w (Ribenboim, 1997), jed-
nakze przedstawiony tam jego dowdd — jak pisze sam autor — nie jest latwy.
Udowodnimy teraz
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TWIERDZENIE 2
NWD(Lm, Ly) jest dzielnikiem liczby Lnwp(m,ny dla dowolnych m,n € Ny.

Dowdd. 7 okreslenia liczb F,, 1 £L,, bezposrednio wynika, ze L, F, = Fa, dla
n€N. Stad oraz z twierdzenia 1 mamy NW D(L,,, Fon, L, Fn) = NW D(Foum, Fon)=
FNWD@m,2n) = F2NWD(m,n) = FNWD(m,n)LNW D(m,n)-

W konsekwencji uzyskujemy teze twierdzenia 2.

TWIERDZENIE 3
Jezeli n,m € Ni,d = NWD(m,n) oraz % i 5 sq liczbami mnieparzystymi, to

Dowdd. 7 lematu 3 wynika, ze Lg|L,, 1 L4]L,. Stad i z twierdzenia 2 bezpo-
drednio wynika teza twierdzenia 3.

Twierdzenie 3 takze mozna znalezé¢ w (Ribenboim, 1997), jednakze dow6d tam
naszkicowany ani nie jest latwy, ani tak krotki jak ten, ktory zamiesciliSmy powy-
zej. Wykazemy teraz

TWIERDZENIE 4
Jesli q € 2Z,p € Z\2Z, k jest dodatniq liczbg naturalng parzystq, to cigg (Lign)nen
ma wlasnosé wp.

Dowdd. Kladac w tozsamosci (6) w miejsce m liczbe m — n, a nastepnie
opierajac sie na tozsamogci (3) otrzymujemy

Ly =LnLm—n —(—qQ) " Lon—2n, gdzie m,n € Z. (10)

Z przyjetych zalozen o liczbach p i ¢ wynika, ze wszystkie liczby £, dlan > 1 sa
nieparzyste. Ponadto NW D(L,,,q) =1 dla n € Nj.

Dowdd tego faktu przebiega podobnie jak dowédd analogicznej wlasnosci dla liczb
Fn (gdzie n > 1) w dowodzie twierdzenia 1.

Niech teraz m,n € Ny i n < m.

Wrykorzystujac teraz %km’” razy tozsamos$é¢ (10), mamy kolejno:

Lim = Ly Lim g — (@) Lym _opn,

Lim _gpn = Lign Lym _gpr — (—q) " Lam _agr,

Lim_apr = Lin Lim _gir — ()" Lim _gin,

Ligm —(gm—n—2ypm = Lin Lygm —(gm—n_135m — (—=@)* Lim _jm—n .

Z otrzymanych rownosci i faktu, ze NWD(L,,q) = 1 dla n € N; dostajemy
kolejno:
NWD(Lgm, Lgn) = NWD(Lgn, Lym_ogn),

NWD(Ekm72kn, Ekn) - NWD(Ekn, Ekm74kn),
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NWD(Ekmlek", Ekn) - NWD(Ekn 5 Ekm76k"),

NW D(Lm _(gm—n—2yin, Lin) = NWD(Lyn, Lo),

oraz konkluzje
NWD(Lygm, Lgn) = NWD(Lgn, Lo).

Poniewaz Ly = 2, a Ly~ dla n € N sa liczbami nieparzystymi, zatem
NWD(Lpm, L) =1dlan € Nin # m. Dowod twierdzenia 4 zostal zakoriczony.

TWIERDZENIE 5
Jesli p,q € Z\ 2Z,k jest liczbg naturalng parzystq niepodzielng przez 3, to cigg
(L )nen ma wltasnosé wp.

Dowdd. 7 przyjetych zalozen o liczbach p,q wynika, ze £, dla n € N jest
liczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 3|n. Wobec tego 3|k™ dlan € Ni (Lyn)nen
jest ciagiem liczb nieparzystych. Dalej postepujemy analogicznie jak w dowodzie
twierdzenia 4 i uzyskujemy

NWD(Lygm, Lgn) = NWD(Lo,Lin) = NWD(2,Lin) =1
dla n € Nin # m, co koniczy dowod twierdzenia 5.
7 twierdzenia 4 uzyskujemy
TWIERDZENIE 6

Cigg (an) okreslony wzorem a, = o*" + 1, gdzie a i k sq ustalonymi liczbami
parzystymi 1 dodatnimi ma wlasnosé wp.

k

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli w twierdzeniu 4 przyjmiemy, ze p = a+1,q¢ = —a,
to wszystkie zalozenia tego twierdzenia beda spelnione i ponadto F,, = “ajll oraz

L, =a"+1. Stad i z twierdzenia 4 dostajemy teze twierdzenia 6.
Przyjmujac e = k = 2 w twierdzeniu 6 otrzymujemy

WNIOSEK 1
Cigg (F,) liczb Fermata zadany wzorem F,, = 22" + 1 ma wltasnosé wp.

7 twierdzenia 1 wynika bezposrednio

TWIERDZENIE 7
Jesli (c,,) jest ciggiem liczb naturalnych majgeym wlasnosé wp, to cigg (F., )nen
ma wlasno$é wp.
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