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Abstract. Measurement is an important form of human activitv. It appears at
ail levels of secondary school éducation, while discussing the length of a seg-
ment, the area of a plane figure and the volume of a solid. The définition of
a measure, understood as a non-negative real function defined on a a-field
of sets of a space, is taught during the classes on mathematical analysis. It
is observed that the concept of measurement causes great difficulties to stri-
dents. This paper présents the results of research on students’ difficulties in
understanding and using the basie concepts of measure theory and intégral.
The research conducted in years 2006-2009 shed some light on the causes
of those difficulties. The study involved students of the third year of the
Mathematics Department at the Pedagogical Universitv of Krakdw.

1. Wstep

mJedng z waznych form dziatalnosci cztowieka jest mierzenie. Pojawia si¢ ona
w zyciu codziennym, np. podczas wyznaczania odlegtosci, czasu, wymierzania po-
wierzchni mieszkania, domu lub dziatki, objetosci naczynia. We wszystkich tych
sytuacjach nalezy postuzy¢ sie pojeciem miary.

Jest ono bardzo waznym pojeciem matematycznym i znajduje zastosowanie
np. w geometrii, rachunku prawdopodobieristwa, analizie matematycznej. W ana-
lizie matematycznej przez miare rozumie sie nieujemng, rzeczywistg funkcje okre-
$long na a-ciele zbioréw pewnej przestrzeni X. Funkcja ta przyjmuje warto$¢ zero
na zbiorze pustym ijest przeliczalnie addytywna na zbiorach parami roztgcznych.
Tak rozumiane pojecie miary stanowi uogoélnienie pojec¢: dtugosci odcinka, pola po-
wierzchni figury ptaskiej i objetosci bryty, ktére sg opracowywane w szkole podsta-
wowej, gimnazjum lub szkole ponadgimnazjalnej na poziomie przeddefinicyjnym.

Definicje tego pojecia poznajg studenci studiow matematycznych podczas wy-
ktadow z analizy matematycznej.

*From the research on students’ difficulties in understanding the concepts of measure and
intégral
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W nauczaniu matematyki pojecie miary budowane jest wiec poczynajac od
miary Jordana, poznawanej bardziej czy mniej swiadomie przez zdecydowana wiek-
szo$¢ dzieci i mlodziezy, do miary Lebesgue’a, z ktora zaznajamiaja sie przede
wszystkim studenci studiow matematycznych na ogéot na drugim stopniu tych stu-
diéw. Proces ksztaltowania tego pojecia jest dlugotrwaty i wymaga na kazdym
poziomie edukacji wielu zabiegdéw dydaktycznych.

Studiowanie teorii miary wymaga bowiem od studenta posiadania dobrze ugrun-
towanej wiedzy z logiki, teorii mnogosci, topologii przestrzeni metrycznej oraz
analizy matematycznej (Chronowski, Powazka, 2012).

Koncepcje ksztattowania pojecia miary na réznych szczeblach edukacji zostaty
opisane w pracy (Powazka, 2009b). Podano tam réwniez wazny, moim zdaniem,
przyktad ilustrujacy najwazniejsze wiasnosci miary tworzonej za pomoca twier-
dzenia Carathéodory’ego z miary zewnetrznej. Zaleta tego przykladu jest jego
prostota, ale nie banalno$¢. Student postugujac sie nim moze zrozumie¢ wzajemne
zwiazki miedzy pojeciami, zachodzace w bardziej skomplikowanych abstrakcyjnych
sytuacjach.

7 pojeciem miary zwiazane jest pojecie catki. W kursie analizy matematycz-
nej omawia sie catke Riemanna i catke wzgledem miary, a w szczegélnosdci catke
Lebesgue’a. Problem catkowalnosci funkeji wzgledem miary interesuje wielu mate-
matykow i dydaktykow matematyki. Ciekawa koncepcje dydaktyczna opracowania
pojecia calki proponuja matematyce stowaccy (por. np. Gunéaga, 2009).

W niniejszej pracy przedstawione zostana wyniki badan nad trudnosciami stu-
dentow trzeciego roku nauczycielskich studiéw matematycznych na Uniwersytecie
Pedagogicznym w Krakowie w zakresie teorii miary i catki. Prowadzone w latach
2006-2009 obserwacje rzucaja nieco swiatta na ich przyczyny.

2. Zagadnienia metodologiczne

W tej czesci pracy sformutowany zostanie cel badarn, opisane bedzie narzedzie
badawcze oraz sposéb prowadzenia badan.

Jak juz wspomniano powyzej, od roku 2006 podczas zaje¢ z analizy matema-
tycznej na trzecim roku stacjonarnych studiéw nauczycielskich byly prowadzone
obserwacje stopnia przyswojenia przez studentéw tresci z teorii miary, a zwlaszcza
miary i catki Lebesgue’a. Szukano odpowiedzi na nastepujace pytania badawcze:

1. Czy wiedza zdobyta przez studentéw z teorii miary i catki jest operatywna,
czy odtworcza?

2. Jakie trudnosci towarzysza studentom przy poznawaniu tego dziatu i jakie
sg przyczyny tych trudnosci?

Uzyskanie choéby czesciowych odpowiedzi na powyzsze pytania badawcze moze
by¢ pozyteczne przy przygotowywaniu i prowadzeniu zaje¢ z tego przedmiotu.
Zdobyte informacje przydadza sie zapewne w doborze odpowiednich zadan uta-
twiajacych studentom poznawanie teorii miary.

Aby znalez¢ chocby czesciowa odpowiedz na te pytania, zostal skonstruowany
test jednokrotnego wyboru zlozony z 20 zadan (zob. aneks). Pytania testowe
dotyczyty trzech zagadnien:
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a) teoria miary, w tym miary Lebesgue’a (zad. 1,2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 16),
b) funkcje mierzalne (zad. 3, 4, 13, 17, 20),
¢) roznego typu calki i ich zastosowania (zad. 11, 12, 14, 18, 19).

W roku 2006 w badaniach uczestniczyto 99 studentow IIT roku matematyki
studiow dziennych. Analiza ich odpowiedzi pozwolita wyltoni¢ zestaw pytan testu,
z ktorymi badani studenci mieli trudnosci. W nastepnych dwoch latach prowa-
dzono ze studentami rozmowy indywidualne nad tymi pytaniami, obserwujac, na
czym polegaly trudnosci ze wskazaniem poprawnej odpowiedzi. Uzyskane w ten
sposOb informacje staratem sie wykorzysta¢ w prowadzonym przez siebie wykta-
dzie w roku akademickim 2008/2009 na studiach dziennych i zaocznych. W roku
2009 ponownie poddatem badaniem testowym grupe 19 studentéw studiow zaocz-
nych oraz przeprowadzitem rozmowy indywidualne z 60 studentami obu rodzajow
studiow na temat wybranych zadan z testu. Uzyskane na tej drodze wyniki zostaty
opisane w czedci trzeciej tej pracy.

3. Analiza uzyskanych wynikow

W tym paragrafie omowimy wyniki ilosciowe i jakosciowe przeprowadzonych
badarni. Dane ilosciowe zostaly opracowane procentowo dla obu grup studentéw
(z roku 2006 i 2009). Analiza jakosciowa powstala na podstawie dyskusji bted-
nych odpowiedzi z testéw oraz w oparciu o wyniki rozméw indywidualnych ze
studentami oraz obserwacji ich pracy w czasie ¢wiczen.

3.1. Zadania zwigzane z pojeciem miary

Test zawieral 10 pytan dotyczacych najwazniejszych tresci wykltadu teorii
miary. Poruszatly one nastepujace zagadnienia:

a) ciala i o-ciala zbioréw i przyktady miar (zad. 1, 9),
b) wtasnosci miary i miary zewnetrznej (zad. 2, 5, 15),
¢) twierdzenie Carathéodory’ego (zad. 6, 7, 8),

d) zwiazki miedzy miara Jordana i Lebesgue’a (zad. 10, 16).

Zadanie 1 miato na celu zbadanie, czy studenci rozrézniaja pojecia ciata oraz
o-ciala zbiorow. Pojecia te sa fundamentalne dla catej teorii, gdyz na o-ciele
podzbioréw dowolnej przestrzeni okreslana jest miara. Nie zapytano jednak wprost
o definicje, ale postuzono sie rodzing zbioréw otwartych lub domknietych, o ktorej
wiadomo, Ze nie jest rodzina addytywna, a wiec nie moze by¢ ciatem, a zatem
i o-cialem. Moze sie jednak zdarzy¢, ze dziedzina miary jest rodzina wszystkich
podzbioréw przestrzeni . Przyktad takiej miary znajduje sie w zadaniu 9.

Procentowy rozktad odpowiedzi uzyskanych w zadaniach 1 i 9 przedstawia
tabela 1.

Odpowiedzia poprawna w zadaniu 1 jest odpowiedz b), wskazana przez wiek-
szo$¢ uczestnikow badan. Niepokoi jednak fakt, ze znalazta sie grupa studentow
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(27,3% w 2006 r. 1 15,8% w 2009 r.), ktora nie dostrzegla, ze suma np. przedziatu
otwartego i domknietego nie musi by¢ ani zbiorem otwartym, ani domknietym.
Takim zbiorem jest np. [0,1] U (2, 3).

Tabela 1. Odpowiedzi w zadaniach 11 9.

Numer Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | odpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009

1 a) 9,1 0

1 b) 60,0 84,2

1 c) 3,0 0

1 d) 27,3 15,8

9 a) 7,1 5,3

9 b) 9,1 15,8

9 c) 82,7 78,8

9 d) 1.0 0

W tym miejscu nalezy zauwazy¢, ze zagadnienia teoriomnogosciowe sprawialy
studentom powazne trudnosci i niewiele pomagato im uzycie schematu Venna.
Studenci na ogédl wiedzieli, ze suma, iloczyn i réznica zbioréw z o-ciata do niego
nalezy, ale w wiekszosci nie potrafili wyrazié¢ iloczynu i réznicy zbioréw za pomoca
sumy i dopelnienia odpowiednich zbioréw. Oznacza to, ze wiedza w tym zakresie
byta jedynie wyuczona na pamieé, bez glebszej refleksji nad tymi faktami.

Odpowiedzia poprawng w zadaniu 9 jest odpowiedz ¢), ktéra w obu grupach
uzyskala nalepszy procentowy wynik. Fakt, ze okoto 30% studentow udzielio bted-
nych odpowiedzi sygnalizuje trudnosci w rozumieniu poje¢ miara zupelna i miara
UNOrmowana.

Zadania 2, 5, 15 dotyczyly réznych wtasnosci miary i miary zewnetrznej. Ce-
lem pytan 2 i 15 bylo zbadanie, czy studenci znaja definicje tych funkcji, do-
strzegaja, ze sa one okreslone na og6t na réznych dziedzinach. Ponadto miara
zewnetrzna, jako funkcja przeliczalnie podaddytywna, spetnia pewna nieréwnose,
zas$ miara, jako funkcja przeliczalnie addytywna, spelnia stowarzyszone z ta nie-
rownoscig odpowiednie roéwnanie.

W zadaniu 5 studenci mieli wskaza¢ stosowne wtasnosci miary Lebesgue’a,
ktora nalezy do najwazniejszych przykladéw miar poznawanych przez studentéw.

Otrzymane odpowiedzi na te pytania prezentuje tabela 2.

Z danych w tej tabeli wynika, ze najtrudniejszym zadaniem dla studentéw bylo
zadanie 2, ktorego poprawng odpowiedzia jest d). Wyboér odpowiedzi ¢) przez duza
grupe studentéw w 2006 r. jak rowniez 2009 r. moze $wiadezy¢ o niezrozumieniu
zakresu pojeé: przeliczalna i skonczona addytywnos$é. Autorowi testu wydawalo
sie, ze wlasnie ta odpowiedz, jak rowniez odpowiedz b), zostanie odrzucona przez
wszystkich studentow. Tak jak stato sie tylko z odpowiedzig b) w badaniach z 2009
roku. Wybor odpowiedzi a) w obu badaniach moze §wiadczyé o powierzchownym
czytaniu tekstu matematycznego. Odpowiadajacy w ten sposdb zapominali, ze
pytanie dotyczyto miary zewnetrznej, a nie miary Lebesgue’a. Odnotujmy rowniez
i to, ze w zadaniu tym nie jest istotne, ze rozwazana miara zewnetrzna jest miara
zewnetrzna Lebesgue’a.
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Tabela 2. Odpowiedzi w zadaniach 2, 51 15.

Numer Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | odpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009
2 a) 19,2 26,3
2 b) 12,1 0
2 c) 43,4 26,3
2 d) 25,3 47,4
5 a) 8,1 10,5
5 b) 64,6 80,0
5 c) 17,2 4,2
5 d) 10,1 5,3

15 a) 0 0
15 b) 0 0
15 c) 100 100
15 d) 0 0

Poprawng odpowiedzig w zadaniu 5 jest odpowiedz b), ktora zostata wybrana
przez zdecydowanie najwieksza grupe studentéw w obu badaniach. Okazuje sie
jednak, Ze istniejg tacy studenci (8,1% w 2006 r. i 10,5% w 2009 r.), ktorzy
albo nie wiedzieli, w jakiej przestrzeni okreslona jest miara Lebesgue’a, albo nie
rozumieli, co oznacza fakt, ze miara jest unormowana. Oba te fakty potwierdzity
rozmowy ze studentami. Wyboér odpowiedzi d) jako zdanie prawdziwe réwniez jest
niejakim zaskoczeniem. Studenci, z ktorymi rozmawiano, nie mieli watpliwosci, ze
punkt jest zbiorem miary zero, ale zapewne zapominali, ze zbiér liczb wymiernych
jest przeliczalny, a miara Lebesgue’a przeliczalnie addytywna.

Najlatwiejszym w tym tescie okazalo sie zadanie 15. Uzyskalo ono najlepsza
zgodnosé udzielonych odpowiedzi w obu badaniach.

Tabela 3. Odpowiedzi w zadaniach 6, 71 8.

Numer Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | dpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009

6 a) 2,0 0

6 b) 94,0 94,6

6 c) 4,0 5,4

6 d) 0 0

7 a) 89,9 78,9

7 b) 4,0 5,3

7 ) 6,1 10,5

7 d) 0 5,3

8 a) 41,4 10,5

8 b) 43,4 73,7

8 ) 3,0 5,3

8 d) 12,2 19,5

Podstawowym twierdzeniem w rozwazanej teorii jest twierdzenie Carathéo-
dory’ego. Przy jego pomocy z miary zewnetrznej buduje sie miare przez zawezenie
dziedziny z rodziny wszystkich podzbioréw przestrzeni X do o-ciala S podzbio-
row tej przestrzeni speliajacych warunek Carathéodory’ego. Dla kazdego zbioru
A nalezacego do S miara tego zbioru jest wtedy réwna jego mierze zewnetrznej.
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Zagadnieniom tym byly poswiecone trzy zadania (zad. 6, 7, 8). Otrzymane wyniki
przedstawia tabela 3.

Zadanie 6 sprawdzalo ten fragment omawianego twierdzenia, ktory podawat
sposOb tworzenia miary z miary zewnetrznej. Warto tu odnotowa¢ zadziwiajaca
zgodnosé otrzymanych wynikéw w dwu réznych grupach studentéw. Oznacza ona,
ze respondenci przyswoili sobie to twierdzenie w sposob zadowalajacy. Z drugiej
jednak strony nalezy zauwazy¢, ze ci sami studenci bardzo czesto, mimo popraw-
nego zacytowania twierdzenia, nie potrafili poprawnie odpowiedzie¢ na nastepujace
pytanie: Wiadomo, Ze zbidr Z ma pewng miare zeunetrzng ¢ spetnia warunek Ca-
rathéodory’ego. Jest wiec zbiorem mierzalnym. Ile wynosi jego miara? Fakt ten
wydaje sie znowu przemawiaé¢ za przyswajaniem wiedzy przez tych studentéw bez
zrozumienia. Nieliczne bledne odpowiedzi a), ¢) na to pytanie swiadcza o tym, ze
niektorzy studenci myla pojecia miara zupelna i miara unormowana.

Zadanie 7 dotyczyto postaci warunku Carathéodory’ego. Zdecydowana wiek-
sz05¢ studentow (89,9% w roku 2006 i 78,9% w 2009) znala poprawna odpowiedz.
Wszyscy badani wiedzieli, ze w warunku tym wystepuje duzy kwantyfikator na
zbiory weryfikujace jego spetnianie. Nieliczne btedy dotyczyty dziatan algebraicz-
nych lub mnogosciowych, wystepujacych w tym wzorze.

Najwiecej trudnosci sprawito studentom zadanie 8, ktérego poprawna odpo-
wiedzig jest zdanie b). Osoby, ktére uznaly za poprawne zdanie a), zapomnialy,
ze miara nie musi by¢ okreslona w rodzinie wszystkich podzbioréw przestrzeni.
Rowniez nie jest prawdziwa odpowiedz ¢), bo np. dla miary Lebesgue’a poza zbio-
rami miary zewnetrznej zero mierzalne sa przedzialy, ktore na og6t nie sg zbiorami
miary zero. Oczywiscie nieprawdziwe jest takze zdanie d).

Dydaktycznie wazne jest rozstrzygniecie problemu wzajemnego zwigzku mie-
dzy pojeciem miary Jordana i miary Lebesgue’a. Miara Jordana nie jest wpraw-
dzie miarag w sensie ogélnych definicji miary, bo nie jest funkcja przeliczalnie
addytywna. Ma jednak olbrzymie znaczenie, gdyz postugujemy sie nia zaréwno
w szkole, jak i w Zyciu codziennym (Major, Powazka, 2008; Powazka, 2009a). Tego
zagadnienia dotycza dwa pytania testowe (zad. 10, 16). Otrzymane odpowiedzi
prezentuje tabela 4.

Tabela 4. Odpowiedzi w zadaniach 101 16.

Numer | Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | odpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009
10 a) 69,7 73,7

10 b) 10,1 10,5

10 c) 6,1 0

10 d) 15,8 15,8

16 a) 4,0 0

16 b) 33,3 10,5

16 c) 5,1 5,3

16 d) 57,6 84,2

Celem zadania 10 byto zbadanie, czy studenci znaja i wlasciwie rozumieja
twierdzenie, ze kazdy zbior mierzalny w sensie Jordana jest mierzalny w sensie
Lebesgue’a i obie miary sa rowne. Okazalo sie, ze w obu grupach nie byt to fakt
oczywisty, gdyz znalo go jedynie 69,7% w roku 2006 oraz 73,7% w roku 2009. I tym
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razem zbiezno$¢ wynikoéw w obu grupach jest widoczna. Ponad 25% uczestnikow
badan w kazdej grupie udzielito btednej odpowiedzi, co moze swiadczyé¢ o tym, ze
nie znaja oni rozwigzania tego problemu.

W zadaniu 16 postanowilismy zbada¢, czy studenci potrafia postugiwac sie
niebanalnymi przyktadami zbioré6w mierzalnych. Wybrany zostal zbior Cantora,
ktory omawia sie nie tylko na zajeciach z analizy matematycznej, ale rowniez
na topologii. Okazalo sie jednak, ze konstrukcja tego zbioru, cho¢ rekurencyjna,
sprawia studentom pewne trudnosci. Sa one zwiazane z wyobrazeniem sobie, jak
wygladaja kolejne atraktory tego fraktala, o czym moze swiadezy¢ 33,3% blednych
odpowiedzi w roku 2006 (odpowiedz b)).

7 rozmoéw przeprowadzonych ze studentami wynika, ze uwazaja oni ten zbior
za przyklad zbioru niemierzalnego w sensie Jordana i mierzalnego w sensie Lebes-
gue’a. Tymczasem jest to zbior miary Jordana zero. Taka odpowiedz udzielito
57,6% studentéow w 2006 roku oraz 84,2% w roku 2009.

3.2. Zadania dotyczace funkcji mierzalnych

Funkcje mierzalne to wazna klasa funkcji o wartosciach rzeczywistych, ktére
moga by¢ catkowalne wzgledem miary. Szereg wtasnosci tych funkeji nie zalezy od
tego, z jakich elementow zbudowana jest przestrzenn X i jak okreslona jest miara
w tej przestrzeni. Istotnym jest wtedy jakie zbiory naleza do o-ciata S.

Tabela 5. Odpowiedzi w zadaniach 3, 4, 13, 17 1 16.

Numer | Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | odpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009
3 a) 3,0 0

3 b) 94,0 947
3 ) 1,0 0

3 d) 2,0 5,3
4 a) 26,2 5,3
4 b) 10,1 10,5
4 c) 27,3 52,6
4 d) 36,4 31,6
13 a) 0 0
13 b) 3,0 0

13 c) 1,0 0

13 d) 94,0 100
17 a) 76,8 15,8
17 b) 8,1 42,1
17 ) 5,0 5,3
17 d) 10,1 36,8
20 a) 29,3 5,3
20 b) 14,1 68,4
20 ) 32,3 10,5
20 d) 24,2 15,8

W wykladzie analizy matematycznej omawia sie réwniez funkcje mierzalne
wzgledem miary Lebesgue’a. Funkcje takie maja dodatkowe wtasnosci. Dla przy-
ktadu w tym modelu rozwaza sie zwiazek miedzy ciagloscia i mierzalnoscig funkcji.
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W omawianym tescie byto 5 zadan poswieconych tylko wlasnosciom funkcji
mierzalnych (zad. 3, 4, 13, 17, 20). Zadania dotyczace zwiazku miedzy mierzalno-
Scig i catkowalnoscia wzgledem miary Lebesgue’a zostang oméwione w nastepnym
paragrafie.

Zadanie 3 dotyczy zwiazku miedzy mierzalnoscia funkeji a mierzalnoscia war-
tosci bezwzglednej tej funkeji. Z teorii miary wiadomo, ze z mierzalnosci funkeji
f wynika mierzalnosé funkeji |f] (Kolodziej, 1978, s. 293). Natomiast z mierzal-
nosci wartosci bezwglednej funkeji f nie wynika mierzalnosé funkeji f. W pracy
(Powazka, 2009b) znajduje sie przyktad ilustrujacy niepoprawnosé odpowiedzi a).
Rowniez niepoprawne sa odpowiedzi ¢) i d). Poprawng odpowiedzia jest odpo-
wiedz b), ktorg w obu grupach badanych zgodnie wybralo nieco ponad 94% re-
spondentow. Odnotujmy tu fakt, ze rozktad odpowiedzi w obu grupach jest prawie
identyczny (tabela 5).

Celem zadania 4 byto zbadanie, czy studenci znaja wtasnosci mierzalnosci, cat-
kowalnosci wzgledem miary i sumowalnosci funkeji oraz jej wartosci bezwzglednej.
Przez sumowalnosé rozumie sie tu fakt, ze catki z czesci nieujemnej i niedodatniej
funkeji sa skoniczone (Lojasiewicz, 1973, s. 138). Poprawng odpowiedzia w tym
zadaniu jest odpowiedz d). Wybralo ja 36,4% ankietowanych w 2006 r oraz 31,6%
w roku 2009. Zastanawia duza liczba btednych odpowiedzi w obu grupach. Roz-
wiazanie zadania wymagato wskazania zdania falszywego. Nie jest wykluczone, ze
spora grupa badanych nie zwrécita na ten szczegot uwagi. Réwniez i tu zastanawia
bardzo podobny rozktad uzyskanych odpowiedzi w obu grupach badanych.

Kolejnym zadaniem pytajacym o wazny fakt z teorii miary i catki, ktérym jest
twierdzenie o istnieniu niemalejacego ciagu funkceji prostych, zbieznego do dowolnej
funkcji mierzalnej nieujemnej, jest zadanie 13. I tym razem zachodzi zgodnosé
poprawnych odpowiedzi w obu grupach badanych. Nalezy jednak odnotowac, ze
zadna z os0b uczestniczacych w badaniach, zapytana o idee tej konstrukcji, nie
potrafita opowiedzie¢, na czym ona polega. Jest to wiec kolejny argument za teza,
ze studenci uczg sie na pamiec¢ i nie s zainteresowani szczegdétami dowodu.

W zadaniu 17 nalezalo wskaza¢ zdanie fatszywe. Podano tu trzy twierdzenia,
ktorych dowody byty prezentowane studentom na wyktadzie i jak dowiodly tego
rozmowy indywidualne, byly znane sporej grupie uczestniczacych w badaniach.
Nie dziwi wiec duza liczba poprawnych odpowiedzi. Mimo tego ponad 20% osob
udzielito blednych odpowiedzi. By¢ moze zaznaczali oni odpowiedzi losowo. Za
losowoscia wybierania moze przemawiac¢ fakt, ze na pytanie o mierzalnosé warto-
$ci bezwzglednej funkeji mierzalnej w zadaniu 3b) negatywnie odpowiedziato 6%
studentow w 2006 roku, a w zadaniu 17d) az 10,1% badanych.

Odnotujmy réwniez i to, ze analizowane zadanie nalezy do nielicznej grupy za-
dan, w ktorych pojawity sie duze rozbieznosci miedzy odpowiedziami udzielonymi
przez badanych z obu grup.

Zadanie 20 bylo zwigzane z twierdzeniem o ztozeniu funkcji ciagtej i mierzal-
nej. Okazatlo sie, ze twierdzenie to przyswoila sobie niewielka grupa studentéw
i jak pokazuja wyniki w tabeli 5, pojawity sie duze rozbieznosci miedzy grupami
badanych.
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3.3. Zadania dotyczace catki wzgledem miary

Wybranym zagadnieniom rachunku catkowego w omawianym tescie poswieco-
nych byto pie¢ zadan (zad. 11, 12, 14, 18, 19).

Trzy pierwsze dotyczyly pojecia calki wzgledem miary Lebesgue’a (zad. 11),
zwiazkom miedzy pojeciami mierzalnosci i catkowalnosci funkcji (zad. 12) oraz
relacjom miedzy zbiorami funkcji catkowalnych w sensie Riemanna, funkcji catko-
walnych w sensie Lebesgue’a i funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a (zad. 14).

Dwa ostatnie zadania dotyczyty catki krzywoliniowej skierowanej i nie beda tu
omawiane. Trudnosci studentéw zwiazane z tymi catkami zostaly opisane w pra-
cach Z. Powazki i L. Zareby (2007) i Powazki (2009a).

Uzyskane odpowiedzi prezentuje tabela 6.

Tabela 6. Odpowiedzi w zadaniach 11, 12,1 14.

Numer | Rodzaj Odpowiedzi | Odpowiedzi
zadania | odpowiedzi | w roku 2006 | w roku 2009
11 a) 5,1 0

11 b) 71,7 79,0

11 ) 19,2 21,0

11 d) 4,0 0

12 a) 4,0 0

12 b) 94,0 100

12 ) 2,0 0

12 d) 0 0

14 a) 100 100

14 b) 0 0

14 c) 0 0

14 d) 0 0

Jak wida¢ z danych w tej tabeli studenci w zadaniu 11 wskazali w wiekszosci
odpowiedz poprawna. Jest nig odpowiedz b). Jednak uzyskany rozktad wynikow
wskazuje na fakt, ze okolo 20% ankietowanych nie umiato poradzi¢ sobie z tym
zadaniem. Trudnos$ci te ujawnily réwniez rozmowy indywidualne ze studentami.
Funkcja rozwazana w tym zadaniu nie jest catkowalna w sensie Riemanna, po-
niewaz zbior jej punktow nieciaglosci jest przedzialem [—2,5], a wiec ma miare
Lebesgue’a 7, czyli rézna od 0. Stwierdzenie to wymagato znajomosci warunku
koniecznego i wystarczajacego catkowalnosci funkcji w sensie Riemanna.

Aby zbadaé¢ catkowalno$é funkcji D w sensie Lebesgue’a, nalezy zbadaé jej
mierzalno$é. Najlatwiej mozna to zrobi¢ na podstawie definicji funkcji mierzalnej,
tzn. badajac mierzalnosé przeciwobrazow przedziatow przez funkcje D. Stad wy-
nika natychmiast jej catkowalnosé¢ w sensie Lebesgue’a, gdyz jest to funkcja prosta.
Okazalo sie, ze mimo znajomosci formalnych definicji, operatywne postugiwanie
sie tymi pojeciami nawet w tak prostym modelu jest dla niektérych studentow
trudne. Odnotujmy w tym miejscu, ze na pytanie badajacego to zjawisko o jego
przyczyne, ankietowani odpowiadali zgodnie: to jest bardzo trudne.

Rozwiazanie zadania 12 wymagalo wskazania omawianego na zajeciach twier-
dzenia. Tego typu zadania nie sprawialy na ogot studentom wiekszych trudnosci.
Nie bez powodu zadanie to pojawilo sie bezposrednio po zadaniu, w ktérym byt
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przyktad funkeji catkowalnej w sensie Lebesgue’a i niecatkowalnej w sensie Rie-
manna. Zastanawiajaca jest duza rdéznica poprawnych odpowiedzi w grupie stu-
dentow studiow dziennych w zadaniach 11 1 12. Moze by¢ ona spowodowana tym,
ze studenci nie znali waznych kontrprzyktadow.

W zadaniu 14 nalezato ustali¢ zaleznosci miedzy zbiorami: M-funkcji mierzal-
nych w sensie Lebesgue’a, R-funkeji catkowalnych w sensie Riemanna, L-funkcji
catkowalnych w sensie Lebesgue’a. Zadanie to ma wiec $cisty zwiazek z dwoma po-
przednimi. Wielkim zaskoczeniem okazat sie fakt, ze wtasnie to zadanie uzyskato
w obu badanych grupach maksymalny wynik (100% poprawnych odpowiedzi).
Fakt ten rzuca Swiatto na spos6b uczenia sie studentéw. Stosowne twierdzenie
byto podawane na zajeciach i kilkakrotnie do niego sie odwolywano. Badani stu-
denci mogli zapamieta¢ je na zasadzie rejestracji faktow. Byli jednak tacy, ktorzy
nie potrafili postugiwaé sie tymi pojeciami, o czym swiadcza btedne odpowiedzi
w zadaniach 111 12.

Jest to kolejny przyktad na to, ze na kazdym poziomie edukacji uczacy sie
ujawniaja trudnosci w pojeciowym rozwigzywaniu zadan i probleméw z réznych
dzialéow matematyki (por. np. Turnau, 1990; Major, Powazka, 2006; Major, Po-
wazka, 2009).

4. Wnhnioski wynikajgce z badan i hipotezy badawcze

Podsumujmy wyniki naszych badan. Odpowiadajac na pierwsze pytanie ba-
dawcze mozna stwierdzi¢, ze wiedza studentow studiujacych ten dzial w naszej
uczelni w wiekszosci przypadkéw nie zalezata od tego, czy studiowali go w sys-
temie dziennym czy zaocznym. Swiadcza o tym wyniki ilosciowe zamieszczone w
tabelach (tabele 1-6).

Nalezy jednak odnotowaé, ze w czasie zaje¢ audytoryjnych, jak rowniez pod-
czas rozméw indywidualnych niektérzy studenci studiéw dziennych prezentowali
bogatsza baze pojeciowa i lepsze oczytanie w literaturze przedmiotu niz studenci
studiow zaocznych. Wiedza zdecydowanej wiekszosci studentow obu form studiow
byla przewaznie odtwércza. Potrafili sformutowaé podstawowe definicje, takie jak
np. definicja o-ciata, miary zewnetrznej, miary, funkcji mierzalnej oraz sformu-
towaé¢ najwazniejsze twierdzenia teorii (np. wlasnosci miary i miary zewnetrznej,
twierdzenie Carathéodory’ego, warunki rownowazne definicji funkcji mierzalnej,
niektore wlasnosci calki wzgledem miary). Ale, jak pokazuja wyniki testu (np.
zad. 1, 11, 12, 14) oraz rozmowy indywidualne, postugiwanie sie w miare biegle
tymi pojeciami pozostawialo wiele do zyczenia. Badania wskazaly takze na te
fragmenty teorii, z ktorymi studenci mieli szczeg6lne trudnosci. Naleza do nich
przede wszystkim:

a) zagadnienia, ktore wymagaly postugiwania sie pojeciami teoriomnogoscio-
wymi i topologicznymi przy dowodzeniu réznych wtasnosci miary i catki,

b) stosowanie wyuczonych definicji i twierdzen do rozwiazywania konkretnych
problemoéw, takich jak np. badanie czy dana funkcja jest mierzalna lub
catkowalna wedtug danej miary,
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¢) poprawne postugiwanie sie przy dowodzeniu wlasnosci catek wzgledem miary
trojetapowa definicja calki z funkcji mierzalnej (funkcje proste, funkcje mie-
rzalne nieujemne, funkcje mierzalne, przyjmujace dowolne wartosci rzeczy-
wiste),

d) pojecie procesu catkowego przy roznych definicjach calek, a zwtaszcza odroz-
nianie normalnego ciagu podziatow od pojedynczego, n-tego podziatu oraz
ciagu sum aproksymacyjnych od n-tej sumy aproksymacyjnej.

W poszukiwaniu przyczyn takiego stanu rzeczy nalezy zwroci¢ uwage z drugiej
strony na abstrakcyjnosé tego dziatu, wymagajaca wiekszej liczby godzin na zro-
zumienie materiatu oraz na stabg motywacje studentow. Spora grupa badanych
stwierdzala, ze ten material jest trudny i nie przektada sie bezposrednio na prace
w szkole. Stwierdzenia takie moga $wiadczy¢ o tym, ze ich kontakt z mierzeniem
w szkole podstawowej, gimnazjum lub szkole $redniej sprowadzat sie jedynie do
formalnego stosowania znanych wzoréw w nieskomplikowanych sytuacjach. Do-
Swiadczenie zdobyte w taki sposob nie inspiruje do poszukiwania bardziej sub-
telnych narzedzi. Przed takim nauczaniem tego dzialu matematyki przestrzega
H. Siwek w swej ksiazce (2005, s. 63-66).
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Aneks

Test jednokrotnego wyboru z teorii miary i catki dla 11l roku matematyki

1.

Niech S oznacza rodzine podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych, ktore sg otwarte

lub domkniete. Wskaza¢ zdanie prawdziwe.

3.

a) S jest o-cialem zbiorow.
b) S nie jest cialem, bo nie jest rodzing addytywna.

¢) S nie jest cialem, bo dopelnienie zbioréw nalezacych do S nie musi nalezeé¢
do S.

d) S jest cialem zbiorow, ale nie jest o-ciatem.

. Ktora z wlasnosci ma miara zewnetrzna Lebesgue’a?

a) Jest przeliczalnie addytywna funkcja zbioru.

b) Jest skonczenie addytywna, ale nie jest przeliczalnie addytywna funkcja
zbioru.

¢) Jest przeliczalnie addytywna, ale nie jest skornczenie addytywna funkcja
zbioru.

d) Jest przeliczalnie podaddytywng funkcja zbioru.
Niech X bedzie przestrzenia, S o-cialem, A € S oraz f : A — R dang funkcja.

Wskazaé¢ twierdzenie prawdziwe.

4.

a) Jezeli |f| jest funkcja mierzalna, to f jest funkcja mierzalna, ale nie na
odwro6t.

b) Jezeli f jest funkcja mierzalna, to |f| jest funkcja mierzalng, ale nie na
odwrdt.

¢) Funkcja |f| jest funkcja mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest
mierzalna.

d) Jezeli dla kazdej liczby rzeczywistej zbior {z € A: f(x) = a} € S, to funkcja
[ jest mierzalna.

Niech X bedzie przestrzenia, S o-cialem, A € S oraz p : S — R miara,

a f: A — R dowolng funkcja. Wskaza¢ twierdzenie fatszywe.

5.

a) Jezeli funkcja f jest prosta, to jest mierzalna.

b) Kazda funkcja mierzalna nieujemna jest catkowalna wzgledem miary p.
¢) Funkcja f jest sumowalna wtedy i tylko wtedy, gdy |f| jest sumowalna.
d) Kazda funkcja mierzalna jest catkowalna.

Wskaza¢ twierdzenie prawdziwe.

a) Miara Lebesgue’a jest unormowana.
b) Miara Lebesgue’a jest zupelna.
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¢) Miara Lebesgue’a zbioru liczb rzeczywistych jest skornczona.

d) Zbiér liczb wymiernych nie jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a.

6. Niech X oznacza przestrzeri, u* : 2% — R miare zewnetrzna, M rodzine zbioréw
spelniajacych warunek Caratheodory’ego. Wtedy:

a) Funkcja p = p*|pr jest miara, ale nie jest zupelna.

b) Funkcja g = p*|pr jest miarg zupelna.

¢) Funkcja p = p*|pr jest miarg zupelng i unormowana.

d) Funkcja i = p*|a jest miarg unormowang i nie jest zupelna.

7. Niech X oznacza przestrzeri i p* : 2% — R jest miara zewnetrzna. Ktory
z podanych warunkéw oznacza, ze zbidr Z spetlnia warunek Caratheodory’ego?

8) Vacxu"(A) = p* (AN Z) + p*(A\ 2).
b) Vacxu*(4) = u' (AN Z) — u*(4\ 2).
&) Vacxp'(4) = p*(AN Z) + p*(Z \ A).
d) Tacxp*(A) = (AN Z) + p*(A\ 2).

8. Niech X bedzie dowolna przestrzenig, a 2% rodzing wszystkich podzbioréw tej
przestrzeni. Wskaza¢ zdanie prawdziwe.

a) Kazda miara jest miara zewnetrzna.

b) Miara zewnetrzna jest miara w X, gdy kazdy zbior przestrzeni X spehnia
warunek Caratheodory’ego.

¢) Zbiorami mierzalnymi sg jedynie zbiory miary zewnetrznej zero.
d) Zadne z powyzszych zdan nie jest prawdziwe.

9. W przestrzeni X wyrdzniamy punkt z¢ oraz definiujemy funkcje g wzorem:

- O,ZE(]EX\A,
M(A)i {1,$0€A.

a) Funkcja p jest miarg zewnetrzng, ale nie jest miarg.

b) Funkcja p jest miarg zupelng, ale nie jest miarg unormowang.
¢) Funkcja p jest miarg zupelng i unormowang.

d) W przestrzeni X istniejg zbiory niemierzalne wedtug tej miary.

10. W przestrzeni R” rozwazmy rodzine .J zbioréw mierzalnych wedtug Jordana
i rodzine L zbior6w mierzalnych wedtug Lebesgue’a. Wskaza¢ zdanie prawdziwe.

a) Kazdy zbior nalezacy do J nalezy do L.
b) Kazdy zbior nalezacy do L nalezy do J.
¢) Istnieje zbior, ktory nalezy do J i nie nalezy do L.
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d) Istnieje zbior, ktory nalezy do J i do L i ma rozne miary.
11. Rozwazmy funkcje okreslong wzorem:

1, zeQnN[-2,5],
D(z) = {O,xe (R\ Q)N [-2,5].

a) Funkcja D jest catkowalna w sensie Riemannna.
b) Funkcja D jest calkowalna w sensie Lebesgue’a.
¢) Funkcja D jest catkowalna w sensie Riemannna i Lebesgue’a.
d) Istnieja obie calki, ale catka Lebesgue’a jest rozna od catki Riemanna z funk-
cii D.
12. Wskaza¢ zdanie prawdziwe.

a) Kazda funkcja caltkowalna w sensie Lebesgue’a jest calkowalna w sensie Rie-
manna i obie catki sa rowne.

b) Kazda funkcja calkowalna w sensie Riemanna jest caltkowalna w sensie Le-
besgue’a i obie catki sa réwne.

¢) Kazda funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest catkowalna w sensie Le-
besgue’a, ale catki moga by¢ rézne.

d) Nie ma zadnego zwiazku miedzy catkowalnoscia funkeji w sensie Riemanna
i Lebesgue’a.

13. Twierdzenie o istnieniu niemalejacego ciagu funkcji prostych zbieznego do danej
funkcji dotyczy:

a) dowolnej funkcji rzeczywistej,

b) wszystkich funkcji mierzalnych,

¢) tylko funkcji ograniczonych,

d) funkcji mierzalnych i nieujemnych.

14. Oznaczmy przez R — rodzine funkcji catkowalnych w sensie Riemanna, L —
rodzine funkeji catkowalnych w sensie Lebesgue’a oraz M — rodzine funkcji mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a. Ktory z ponizszych zwiazkow jest prawdziwy?

a) RCLcCM.
b) M C R.

¢ LCRCM.
d) L=RUM.

15. Wskazaé zdanie okreslajace wlasnosci miary.

a) Jest to funkcja nieujemna, skonczenie addytywna i skoriczenie multiplika-
tywna.
b) Jest to funkcja nieujemna, monotoniczna i skonczenie multiplikatywna.



[154] Zbigniew Powazka

¢) Jest to funkcja nieujemna, przeliczalnie addytywna, okreslona na pewnym
o- ciele.

d) Jest to dowolna nieujemna funkcja rzeczywista.
16. Niech C oznacza zbiér Cantora.

a) Jest to przyktad zbioru niemierzalnego w sensie Jordana i Lebesgue’a.
b) Miara Jordana zbioru C wynosi 1.

¢) Miara Lebesgue’a zbioru C wynosi 1.

d) Miara Jordana tego zbioru wynosi 0.

17. Wskaza¢ zdanie fatszywe.

a) Zlozenie funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalng.
b) Tloczyn funkeji mierzalnych jest funkcja mierzalna.
¢) Suma funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalng.
d) Modutl z funkcji mierzalnej jest funkcja mierzalng.

18. Niech A = {(z,y) € R?;a < = < b, p(x) < y < Y(x)}, gdzie ¢, ¢ sa danymi
funkcjami ciggtymi. Krzywa K jest brzegiem obszaru A i jest dodatnio skierowana.
Wskaza¢ zdanie falszywe.

a) 4| = [f((x) — (x))dz.
b) |A| = [ [, dwdy.

c) |4l = ffA(x + y)dzdy.
d) |A] = [ (ydx + 2zdy).

19. Niech DNR? bedzie obszarem jednosp6jnym i funkcje P, @ : D — R sa danymi
funkcjami rzeczywistymi. Catka krzywoliniowa nie zalezy od drogi catkowania
wtedy i tylko wtedy, gdy:

a) Funkcje P i Q sa klasy C! w obszarze D.
b) Funkcje P i Q sg ciagle w obszarze D wraz z pochodnymi czastkowymi ‘?)—I;
i 99,
dx
¢) W obszarze D zachodzi réwnoscé ‘?)—I; = ‘g—g.

d) Zachodza warunki b) i d).
20. Wskaza¢ twierdzenie prawdziwe.

a) Jezeli f jest mierzalna, a g ciagla, to zlozenie f o g jest funkcjg mierzalna.

b) Jezeli funkcje f, g sa mierzalne, to zlozenie g o f jest funkcjg mierzalna.

¢) Jesli funkcja f jest mierzalna, a g ciagla, to zlozenie g o f jest funkcja mie-
rzalna.

d) Zadne z twierdzen nie jest prawdziwe.



