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Wstep

Glownym celem niniejszej pracy doktorskiej jest zbadanie wtasnosci algebraiczno-
kombinatorycznych uktadéw krzywych gtadkich na zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Ten
nurt badan jest obecny w $wiatowej matematyce od blisko 40 lat, a mianowicie od momentu
sformutowania hipotezy Terao (cho¢ niektérzy autorzy wskazuja, ze hipoteza ta powinna
nosi¢ miano hipotezy Terao-Saito), ktéra przewiduje, ze dla ukladéw hiperptaszczyzn
zawartych w P¢ algebraiczna wtasno$¢ wolnosci uktadu jest w pelni determinowana
przez jego krate przeciecia. Hipoteza ta jest uznawana za jeden z najwazniejszych i
najtrudniejszych otwartych probleméw w kombinatorycznej geometrii algebraicznej. W
przypadku ptaskim, tj. dla n = 2, hipoteza ta zostala zweryfikowana (tylko!) dla uktadéw
d < 14 prostych, co tez pokazuje z jak trudnym i skomplikowanym problemem mierza si¢
badacze na calym $wiecie. Jak sie okazato pdzniej, hipoteza Terao jest tylko jednym z
wielu trudnych probleméw badawczych z pogranicza algebry i kombinatoryki, i mozemy
przywotaé calg liste podobnych problemoéw, ktére dodatkowo zahaczajg o topologie, np.
problem nietrywialnosci wielomianéw Alexandera wyznaczonych przez uktady prostych,
problemy zawierania dla poteg symbolicznych idealéw jednorodnych stowarzyszonych z
konfiguracjami punktéw, czy tez mozemy wspomnie¢ o problematyce konstruowalnosci par
Zariskiego.

W niniejszej pracy skupimy sie¢ na uktadach, ktore sktadaja sie z gtadkich krzywych
ptaskich stopnia 1, 2, oraz 4. Zmiana ta, tj. dopuszczenie krzywych stopnia wigkszego niz
1, ma charakter fundamentalny, gtéwnie ze wzgledu na pojawiajace si¢ komplikacje. W

celu zobrazowania sytuacji przytoczymy tylko kilka utrudnien, mianowicie:

e osobliwosci zwyczajne dla uktadéw krzywych, w odroznieniu od przypadku uktadow

prostych, przestaja by¢ quasi-jednorodne,

« wiele technik dziatajacych dla uktadéw prostych przestaje mie¢ zastosowanie w ogdl-

niejszej sytuacji, np. gdy dopuszczamy gladkie stozkowe,

e jest bardzo mato znanych narzedzi, ktore moga pozwoli¢ na efektywng prace z ukta-

dami krzywych, np. w kontekscie ograniczania stabych kombinatoryk uktadow,
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o zdecydowanie wzrasta ztozonosé¢ obliczeniowa dla probleméw algebry homologicznej,

np. gdy chcemy wyznaczy¢ minimalne rezolwenty wolne algebr ilorazowych.

W niniejszej pracy doktorskiej skupimy sie na dwu waznych aspektach, mianowi-
cie na tworzeniu narzedzi, ktére pozwalaja badaé¢ wtasnosci krzywych z perspektywy
kombinatorycznej, oraz na konstrukcjach uktadéow krzywych z ciekawymi wtasnodciami
algebraiczno-kombinatorycznymi. Prowadzac nasze badania, zauwazyliSmy pewne luki
w kombinatorycznej teorii uktadéw prostych bistycznych stowarzyszonych z gtadkimi
ptaskimi kwartykami i stato sie to dla nas motywacja do jej uzupetienia. Przedstawmy
teraz, pokrotce, najwazniejsze rezultaty badawcze uzyskane w wyniku naszych badan oraz
strukture niniejszej pracy doktorskie;j.

W rozdziale pierwszym przypomnimy definicje i twierdzenia, ktére uwazamy za istotne
i niezbedne z punktu widzenia tematyki pracy. Rozdziat ten jest podzielony na trzy obszary
tematyczne, ktore odnosza sie do réznych aspektow teorii krzywych. I tak wpierw skupimy
si¢ na analitycznych wlasno$ciach uktadéw plaskich krzywych w P%. Dalej wprowadzimy
najwazniejsze pojecia w kontekscie naszej rozprawy, miedzy innymi takie jak: minimalny
stopien nietrywialnych relacji syzygii ideatu jakobianowego stowarzyszonego z krzywa,
krzywa ptaska m-syzygijna, krzywa wolna, krzywa niemal wolna, krzywa plus-jeden genero-
wana, a takze wazne twierdzenia podajace zwigzki miedzy tymi pojeciami np. Twierdzenia
1.2 1 1.3 podajace warunki na to, aby krzywa byta wolna lub niemal wolna. W trzeciej
czesci pierwszego rozdziatu przywotujemy szczegdlne uogodlnienie nieréwnosci Bogomotowa-
Miyaoki-Yau na przypadek powierzchni log kanonicznych z wykorzystaniem orbifoldowej
charakterystyki Eulera autorstwa Langera (zobacz Twierdzenie 1.6). Twierdzenie to jest
dla nas bardzo istotnym narzedziem wykorzystywanym w tej rozprawie (zobacz dowody
Twierdzen 2.3, 3.1).

W rozdziale drugim badamy uktady gtadkich stozkowych, ktore dopuszczaja tylko
pewne ADE osobliwosci. Interesujg nas wzajemne zaleznosci pomiedzy liczba osobliwosci
Ay, Az, Dy, As, A7 iliczby stozkowych tworzacych dany uktad. Korzystajac z nieréwnosci
Bogomotowa-Miyaoki-Yau oraz twierdzenia Bézouta, wyznaczamy zwiazek miedzy tymi

wielko$ciami w postaci nastepujacej nierownosci.

Twierdzenie A (zobacz Twierdzenie 2.3)
Niech C bedzie uktadem k > 3 gladkich stozkowych, ktory dopuszcza ne osobliwosci Ay,
ts osobliwosci Az, ns osobliwosci Dy, ts osobliwosci As, oraz t; osobliwo$ci A;. Wowczas

zachodzi nastepujgca nierouwnosé typu Hirzebrucha:
560k 4 100ny + 7dng = 608t; + 404t5 4 184¢s.

Otrzymana nieréwnosé¢ pozwala wyznaczy¢ ograniczenia gorne na liczbe osobliwosci As
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i A; w uktadach gtadkich stozkowych, ktére dopuszczaja tylko pewne typy osobliwosci,
zobacz Wniosek 2.1. Jesli oznaczymy przez to,,,1 liczbe punktéow osobliwych typu Agpiq

dla m > 0, oszacowania te w zaleznosci od liczby stozkowych k tworzacych uktad maja

postac:
25 45
ts < —k2+ —k
58 g8t T g™
25 5
< k2 g
"= 126 14

Inne zastosowanie nierownosci z Twierdzenia 2.1 dotyczy jej wykorzystania w poszuki-
waniu uktadéw wolnych danego stopnia. Na przyktad, poniewaz nie wiemy, czy mozna
skonstruowaé¢ uktad wolny ztozony z czterech gltadkich stozkowych dopuszczajacych osobli-
wosci Ay, Az, D4, As i A7, to mozna sprébowaé ograniczy¢ liczbe dopuszczanych stabych
kombinatoryk dla takich uktadéw. Wobec tak zaproponowanej strategii Stwierdzenie 2.2
wymienia stabe kombinatoryki tych wolnych uktadéw stozkowych, ktorych nie udato sie
wyeliminowa¢ metodami stricte kombinatorycznymi, a ktére mozna wykluczy¢, korzystajac
z Twierdzenia 2.1, co tez pokazuje potencjat stojacy za metodami odnoszacymi sie do

nierownosci typu Bogomotowa-Miyaoki-Yau.

W rozdziale trzecim zajmujemy si¢ uktadami gtadkich kwartyk i prostych zawartych w
zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Nasze rozwazania rozpoczynamy od ogdlnego wyniku po-
zwalajacego ograniczy¢ stabe kombinatoryki dla uktadéw kwartyk i prostych, zawierajacych

tylko pewne okreslone osobliwosci quasi-jednorodne.

Twierdzenie B (zobacz Twierdzenie 3.1)

Niech QL = {ly,...,Lq,Q1,...,Qr} C P% bedzie ukladem skladajgcym sie zd > 1 prostych
oraz k > 1 gladkich kwartyk. Niech 4k + d > 6. Przypusémy, Ze QL dopuszcza no
prostych punktow podwojnych Ay, ts osobliwosci Az, ts osobliwosci As, dg osobliwosci Dg,
t7 osobliwosci Az, ng osobliwosci Dy oraz ny osobliwosci Xg. Wowczas zachodzi nastepujgca
nierownosc:

3 13 3 29
56k + Ng + an = d+ gd(} + §t3 + 57f5 + Zt7.

W dalszej czesci rozdziatu przytaczamy pewne znane fakty dotyczace prostych bistycz-
nych do kwartyk gtadkich, a nastepnie dowodzimy kilka ciekawych faktéow opisujacych
uklady prostych bistycznych do kwartyk Kleina, Dycka i Komiya-Kuribayashiego (zobacz
Stwierdzenia 3.4, 3.5, 3.6).

W kolejnej czesci tego rozdziatu przedstawimy petny opis stabych kombinatoryk ukta-
dow 28 prostych bistycznych do bardzo symetrycznych gtadkich kwartyk, podajac réwniez
odpowiednie rownania tychze prostych, jak i wspotrzedne punktéw poczwoérnych, i same

incydencje. Powyzsze informacje zawieraja Tabele 3.1 do 3.9.
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W czwartym rozdziale omowimy wtasnosci wolno$é, niemal wolnos¢ oraz plus-jeden
generowania dla uktadéw sktadajacych sie z prostych i jednej gtadkiej kwartyki, a w kon-
cowej czesci rozdziatu takze dla uktadow ztozonych z elementow pewnego peku kwartyk.
Na poczatku rozdziatu dowodzimy Stwierdzenia 4.1, 4.2, 4.3 orzekajace, ze nie istnieje
uktad wolny lub niemal wolny ztozony z gtadkiej kwartyki i jednej prostej i, co wigcej,
jesli dotozymy do uktadu druga prosta i ograniczymy si¢ do pewnych osobliwosci quasi-
jednorodnych, to taki uktad réwniez nie moze by¢ uktadem wolnym. W kolejnych kilku
stwierdzeniach przedstawiamy konkretne uktady wolne, niemal wolne, jak i plus-jeden
generowane zltozone z kwartyki Dycka i wybranych prostych bistycznych. Przyktadowo,
Stwierdzenia 4.5, 4.6 przedstawiajg uktady wolne ztozone z kwartyki Dycka i, odpowiednio,
czterech badz pieciu wybranych prostych bistycznych do tej kwartyki. Dalsza analiza ukta-
déw prostych bistycznych dotyczy uktadow stowarzyszonych z kwartyka Kleina. Specyfika
uktadow ztozonych z kwartyki Kleina i prostych bistycznych wynika z faktu, ze kazda
prosta bistyczna do kwartyki Kleina ma z nig doktadnie dwa punkty wspoélne bedace
osobliwosciami Ag. Brak punktéw stycznosci A7 skutkuje tym, ze istnieje mniej mozliwosci
na skonstruowanie uktadow o relatywnie duzej catkowitej liczbie Tjuriny. Z tego powodu
w pracy podajemy tylko jeden typ plus-jeden generowanych uktadéw ztozonych z kwartyki
Kleina i czterech prostych bistycznych przecinajacych sie w punkcie poczwérnym, zobacz
Stwierdzenie 4.9. Uktady te jednakze sg interesujace w zestawieniu z [13, Theorem 2.4]
oraz [13, Corollary 5.3] pochodzacych z pracy autorstwa Dimci i Sticlaru, gdyz realizuja,
maksymalny w stosunku do stopnia uktadu wyktadnik d3 dla krzywych 3-syzygijnych.

Ostatnia czesé rozdziatu czwartego poswiecona jest badaniu peku krzywych
P uK, +vK, (u:v)€Pg,

gdzie, odpowiednio, K to kwartyka Komiya-Kuribayashiego, a K5 to kwartyka rozktadalna
ztozona z pewnych czterech prostych hiperoskulujacych. Z krzywych nalezacych do peku
konstruujemy uktad wolny Cj5 ztozony z naszych bazowych kwartyk K, Ky oraz dwoch
specjalnie dobranych osobliwych nierozktadalnych kwartyk z peku.

Uktad ten jest interesujacy ze wzgledu na fakt, iz pek zawiera krzywa niezredukowana.
Ten wniosek wynika z analizy uktadu z zastosowaniem Twierdzenia 4.1, w ktérym to Dimca
[8, Theorem 1.8] podaje charakteryzacje minimalnego stopnia relacji syzygii dla uktadéw
krzywych generowanych przez peki krzywych. Dowodzimy Stwierdzenie 4.13, ktore niejako
podsumowuje te analizy, nie tylko wskazujac te niezredukowang kwartyke, ale orzekajac
rowniez, ze jest to jedyna niezredukowana krzywa w tym peku. Eksperymenty polegajace

na uzupetnianiu uktadu C5 o inne niezredukowane krzywe pochodzace z peku pozwolity
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nam postawi¢ Hipoteze 4.1, ktéra w odniesieniu do uktadu C3 orzeka, ze uzupetnienie tego
uktadu o nowe gladkie krzywe z peku nie zmienia minimalnego stopnia relacji syzygii dla
uzyskanego uktadu, a sam uktad jest wolny. Na koniec, inspirujac si¢ Twierdzeniem 4.2
udowodnionym przez Dimce oraz Macinic i Pokore, zbadalismy uktady powstate z uktadow
wolnych poprzez usuniecie jednej prostej hiperoskulujacej bedacej sktadows kwartyki Ko,
dowodzac, ze uzyskane uktady sa wolne (zobacz Stwierdzenie 4.15). Na koncu znajduja sie
dwa dodatki, ktore zawierajg kody pozwalajace na weryfikacje pewnych obliczeniowych

stwierdzen kombinatorycznych.



Rozdziat 1

Preliminaria

W niniejszej pracy bedzie rozwazaé uklady krzywych gladkich zawartych w P4. Be-
dziemy stosowaé notacje zgodnie z monografiami [7, 26]. Pierwszy rozdzial jest podzielony

na trzy obszary tematyczne, ktére odnosza sie do réznych aspektow teorii krzywych.

1.1 Osobliwosci krzywych ptlaskich

W tym rozdziale skupimy sie na analitycznych wtasnosciach uktadow ptlaskich krzy-
wych w P4. Zauwazmy, ze zalozenie rozpatrywania krzywych nad ciatem C jest istotne
z perspektywy ich przecinana sie¢ w punktach, tj. korzystamy bezposrednio z twierdzenia
Bézouta [3, Theorem 11.5].

Twierdzenie 1.1 (Bézout)
Niech C,C" C P bedg dwiema zredukowanymi nierozkladalnymi krzywymi takimi, ze
degC' = d oraz degC" = d'. Przypusémy, zZe krzywe C i C' nie posiadajg wspdlnej

sktadowej (dodatniego wymiaru), wowczas
CcC'=d-d.

Innymi stowy, krzywe C i C' przecinajq sie w doktadnie d - d' punktach, liczgc je z krotno-
sciams.

7 perspektywy kombinatoryki, najcieckawsze problemy dotycza uktadéw krzywych
ptaskich genusu 0, tj. uktadéw prostych i gtadkich stozkowych, ktére przecinajg sie parami

transwersalnie. Ta sytuacja prowadzi nas do pojecia osobliwosci zwyczajnej.

Definicja 1.1
Niech C' C P2 bedzie krzywa zredukowana. Punkt osobliwy p krzywej C' nazywamy k-
punktem (badZ tez punktem zwyczajnym krotnosci k > 2), jezeli ten punkt moze by¢

lokalnie opisany przez {z* + y* = 0}.
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Przyjeto sie, ze 2-punkty sa nazwane prostymi punktami podwéjnymi, badz tez nodami,
cho¢ to ostatnie okreslenie jest niezbyt estetyczng kalka jezykowa z jezyka angielskiego.
W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywaé pojecia (lokalnej) liczby Milnora
i (lokalnej) liczby Tjuriny.

Definicja 1.2

Méwimy, ze punkt p jest izolowang osobliwoscia dla wielomianu f € Clz, ], jezeli istnieje
taka (mata) liczba rzeczywista ¢, ze nie ma innych osobliwosci w sasiedztwie punktu p

0 promieniu €.

Definicja 1.3
Niech p bedzie izolowang osobliwoscia wielomianu f € Clz, y|. Przypu$émy, po stosownej

zmianie zmiennych, ze p = (0,0). Liczbe

iy = e Ci11/(0..1.0,1))

nazywamy liczba Milnora f w punkcie p.

Przykiad 1.1
Niech f(z,y) = 2®+y? oraz p = (0,0), co oznacza, ze rozwazamy sytuacje prostego punktu

podwdjnego. Obliczymy liczbe Milnora dla f w p, mianowicie

p, = dimg <C[:U, yl/(z, y)) = dim¢ Span(1) = dimcC = 1.

Definicja 1.4
Niech p bedzie izolowana osobliwoscia wielomianu f € Clz,y|. Przypu$émy, po stosownej

zmianie zmiennych, ze p = (0,0). Liczbe

nzmm{cmmmﬁ@ﬂ@fg

nazywamy liczba Tjuriny f w punkcie p.

Jezeli teraz p jest izolowana osobliwoscia f € Clz,y|, to woéwczas
Tp S Hp-

Oczywiscie bardzo ciekawym problemem jest podanie charakteryzacji tych wszystkich

izolowanych osobliwoéci, dla ktérych 7, = .

Definicja 1.5
Osobliwos¢ p nazywamy quasi-jednorodng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje holomorficzna

zamiana zmiennych o tej whasnoéci, ze wielomian definiujgcy jest quasi-jednorodny. Scisle]
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ujmujac, wielomian f(z,y) = >, ; ¢ j2'y’ nazywamy quasi-jednorodnym, jezeli istnieja

liczby wymierne «, 8 takie, ze wielomian

> ciga®ty™

1:7j
jest wielomianem jednorodnym.

W kontekscie wielomianéw quasi-jednorodnych, Reiffen w [29] udowodnit, ze jezeli
f(x,y) jest zbieznym szeregiem potegowym z izolowana osobliwoscia w p = (0,0), to
f(z,y) jest zawarty w ideale generowanym przez pochodne czastkowe 0, f, 0,f wtedy
i tylko wtedy, gdy f wielomianem quasi-jednorodnym. Oznacza to, w szczegolnosci, ze

w przypadku quasi-jednorodnym zachodzi réwnosé¢ 7, = .

Przyktad 1.2
Rozwazmy f(z,y) = 2> +y* i p = (0,0). Woéwczas 2% + y* € (x,y), zatem prosty punkt

podwdjny jest osobliwoscig quasi-jednorodng. Wobec tego

Tp = Hp = 1.

W naszej rozprawie przewaznie bedziemy rozwazaé uktady krzywych z osobliwo$cia-
mi quasi-jednorodnymi, a doktadniej uktady krzywych, ktére dopuszczaja osobliwosci
ADE oraz osobliwosci eliptyczne Xg. Dla ustalenia notacji oraz dla wygody czytelnika

przypominamy lokalne postaci normalne wskazanych powyzej osobliwosci:

Agdlak>1 : 2?2+ =0,
Dipdlak>4 :y*r+a1=0,
Fy s a3+ yt =0,
E; st ayd =0,
Ey st S =0,
Xy cat 4yt =0.

Nalezy wspomnie¢, ze wltasnos$é quasi-jednorodnosci wyréznionych powyzej osobliwosci

wynika z gltebokiego wyniku klasyfikacyjnego Arnolda [1].

Uwaga 1.1

W przypadku uktadéw prostych £ C P4, na mocy znanego w folklorze matematycznym
rezultatu, kazdy k-punkt jest osobliwoscia quasi-jednorodna. Fakt ten doprowadzit do
zhudnego przeswiadczenia wsérod czesci badaczy, ze dowolny k-punkt przeciecia zreduko-
wanej krzywej C' C P% jest automatycznie osobliwoécig quasi-jednorodna. Oczywiscie to
przeswiadczenie jest zupelie nieprawdziwe, o czym moéwi nastepujacy przyktad, ktory

pochodzi z artykutu [31].
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Przyklad 1.3
Rozwazmy nastepujacy uktad stozkowych C = {C},...,Cs} C P%, gdzie

Cr: (x—32)°+ (y —42)* — 2522 = 0,
Co: (v —42)%+ (y — 32)? — 2522 = 0,
Cs: (v+432)% + (y —42)? — 2522 = 0,
Cy: (z4+42)+ (y—32) — 2522 =0,
Cs (x —52)* +y* — 252% =

Prostym rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze punkt p = (0 : 0 : 1) jest osobliwoscia zwyczajna,

krotnosci 5, ale nie jest osobliwo$cia quasi-jednorodna, bowiem
15 =7, # p, = 16.

W kontekscie uktadéw krzywych bedziemy potrzebowaé nastepujaca definicje.

Definicja 1.6
Niech C' C P2 bedzie zredukowana krzywa ptaska. Calkowita liczba Tjuriny krzywej C

nazywamy

T(C) = Z Tp(C)-

p€eSing(C)

Catkowitg liczba Milnora krzywej C' nazywamy

W@ = > m(0).
p€ESing(C)
Uwaga 1.2

Jezeli zredukowana krzywa C' C P% posiada tylko osobliwo$ci quasi-jednorodne, to wowczas

T(C)= > w@O)= > m(C)=pnC).

p€eSing(C) p€eSing(C)

1.2 Uklady krzywych ptaskich w ujeciu homologicz-
nym

Celem niniejszego rozdziatu bedzie wprowadzenie fundamentalnego pojecia w kontek-
Scie naszej rozprawy, mianowicie krzywej 3-syzygijnej. Pojecie to ma charakter czysto
algebraiczny i nawigzuje Scisle do waznych poje¢ z algebry homologicznej.

Niech S = Cl[z,y, z| bedzie pier§cieniem wielomianéw z gradacja trzech zmiennych
x,y, 2. Niech C: f = 0 bedzie zredukowang krzywa stopnia d zawarta w P%. Oznaczmy przez

Jr = (fu, fy, f-) ideal jakobianowy stowarzyszony z f, tj. ideal generowany przez pochodne
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czastkowe f;, fy, f> wielomianu f. Rozwazmy teraz S-modut z gradacja wszystkich syzygii

ideatu jakobianowego Jy, mianowicie

AR(f) = {(a,b,c) € S*: af, +bf, + cf. = 0}.

Definicja 1.7

Minimalnym stopniem nietrywialnych relacji syzygii ideatu jakobianowego Jy nazywamy
mdr(f) := min{k : AR(f)x # 0}.

Warto juz w tym miejscu zaznaczy¢, ze minimalny stopien nietrywialnych relacji syzygii jest
kluczowym obiektem naszych badan i bedzie odgrywat istotna role w naszych rozwazaniach.
Mozemy zatozy¢, ze mdr(f) > 1, bowiem jezeli mdr(f) = 0, to wéwczas C' jest pekiem
prostych, tj. prostych przechodzacych przez doktadnie jeden ustalony punkt.

Dla ustalonej krzywej zredukowanej C' C P stopnia d zadanej przez f € S definiujemy

stowarzyszona algebre Milnora M(f) := S/ J;.

Definicja 1.8
Zredukowana krzywg ptaska C': f = 0 stopnia d nazywamy m-syzygijna, jezeli stowarzy-
szona algebra Milnora M (f) posiada minimalng rezolwente wolna z gradacja postaci:
m—2 m
0— P S(—e;) > EPS(l—d—d;) = S*(1—d) = S — M(f) =0,
i=1 i=1
przy czym e; < €3 < ... < ep o oraz 1 < dy < ... < d,,. Wektor postaci (dy,...,dy)
nazywamy wyktadnikami krzywej m-syzygijnej C.
Uwaga 1.3
W sytuacji z powyzszej definicji, minimalny stopien nietrywialnych relacji syzygji moze

by¢ zdefiniowany jako mdr(f) := d;.

Wéréd wszystkich krzywych m-syzygijnych mozemy wyrézni¢ trzy fundamentalne klasy,

na ktorych skupimy nasze dalsze rozwazania.
Definicja 1.9

Krzywa zredukowana C' C PZ% stopnia d jest wolna jezeli C' jest 2-syzygijna, i wtedy
dy+dy=d—1.

Korzystajac z wiadomosci dotyczacej catkowitej liczby Tjuriny krzywej C', mozemy scha-
rakteryzowaé¢ wolnosé w jezyku teorii osobliwo$ci oraz minimalnego stopnia nietrywialnych

relacji syzygii Jakobianu [15].
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Twierdzenie 1.2 (du Plessis - Wall)
Zredukowana krzywa C: f = 0 zawarta w P% stopnia d jest wolna wtedy i tylko wtedy, gdy
dy =mdr(f) < (d—1)/2 oraz

di —di(d—1)+(d—1)* =71(C).

Pojecie wolnosci odgrywa niezwykle istotne znaczenie w kontekscie uktadéw prostych
na ptaszczyznie zespolonej, a doktadniej w kontekscie hipotezy Terao. Przypomnijmy

skrotowo te hipoteze.

Definicja 1.10

Niech £ C PZ bedzie ukladem d prostych. Grafem Leviego uktadu £, ktéry bedziemy
oznaczaé przez G(L), nazywamy graf dwudzielny o d wierzchotkach x4, ..., x4 odpowiada-
jacych prostym w uktadzie £ oraz o s wierzchotkach yy, ..., ys odpowiadajacych punktom
przecigcia ukladu, przy czym wierzcholek z; jest potaczony krawedzig z wierzchotkiem y;,

o ile odpowiadajaca prosta z uktadu jest incydentna z odpowiednim punktem przeciecia.

Innymi stowy, graf Leviego koduje informacj¢ kombinatoryczng o uktadzie, a doktadniej
strukture incydencji oraz krotnosci punktéow przeciecia. W latach 80. XX wieku Terao

sformutowal nastepujaca gteboka hipoteze [26].

Hipoteza 1.1 (Terao o wolnosci)
Niech L1, Lo C PZ beda dwoma ukladami d prostych o tej wlasnosci, ze ich stowarzyszone
grafy Leviego G(L;), G(L2) sa izomorficzne. Przypu$émy, ze L, jest wolna, wowczas Lo

musi by¢ wolna.

Powyzsza hipoteza, niezwykle trudna i intrygujaca, zostala udowodniona w przypadku,
gdy liczba prostych d < 14 (zobacz [2]), co pokazuje ztozonoéé problemu. Srodowisko
badaczy jest mocno podzielone odnosnie tej hipotezy, cze$¢ badaczy bezwarunkowo wierzy
w jej prawdziwo$¢, natomiast spora grupa coraz glosniej podnosi, ze hipoteza Terao w
swojej calej rozciaglosci jest bardzo optymistyczna. W tym doktadnie kontekscie Dimca
i Sticlaru zdefiniowali bardzo ciekawa klase krzywych, ktora jest bliska klasie krzywych

wolnych.

Definicja 1.11
Krzywa zredukowana C' C P% stopnia d jest niemal wolna, jezeli C jest 3-syzygijna o tej

wtasnosci, ze dy + dy = d oraz dy = ds.

Podobnie jak w przypadku krzywych wolnych, korzystajac z wiadomosci dotyczacej catko-
witej liczby Tjuriny krzywej C', mozemy scharakteryzowa¢ niemal wolno$¢ w jezyku teorii

osobliwosci oraz minimalnego stopnia nietrywialnych relacji syzygii Jakobianu [6].
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Twierdzenie 1.3 (Dimca)
Zredukowana krzywa C: f = 0 zawarta w P% stopnia d jest niemal wolna wtedy i tylko

wtedy, gdy
i —di(d—1)+(d—1)*> =7(C) + 1,

przy czym d; = mdr(f).
Ostatnia klasa krzywych, ktéra bedziemy badaé, pochodzi z pracy [13].

Definicja 1.12
Zredukowana krzywa C' C P% stopnia d jest plus-jeden generowana jezeli C' jest

3-syzygijna o tej wtasnosci, ze dy + dy = d oraz ds > d».

Podobnie jak w przypadku krzywych wolnych i niemal wolnych, krzywe plus-jeden
generowane mozemy scharakteryzowa¢ w jezyku minimalnego stopnia nietrywialnych relacji

syzygii jakobianowych oraz caltkowitej liczby Tjuriny [13].

Twierdzenie 1.4 (Dimca-Sticlaru)
Niech C: f = 0 bedzie zredukowang 3-syzygijng krzywq stopnia d > 3 o wyktadnikach
mdr(f) := (dy, ds, d3). Wowczas C jest plus-jeden generowana wtedy i tylko wtedy, gdy

7(C)=(d—1)*—di(d—dy — 1) — (dsg — dy + 1).

1.3 Orbifoldowa nieré6wnos¢ Bogomotowa-Miyaoki-Yau

Przypomnijmy, ze dla zespolonej gltadkiej powierzchni rzutowej X o tej wlasnosci, ze
wymiar Kodairy x(X) > 0, co oznacza, ze X nie jest biwymiernie kre§lna (ang. birationally
ruled), to wowczas

K% < 3e(X),

przy czym Ky oznacza dywizor kanoniczny oraz e(X) oznacza holomorficzng charakte-
rystyke Eulera powierzchni X. Przez blisko 55 lat, czyli od momentu, kiedy powyzsza
nier6wnos$¢, dzisiaj znana pod nazwa nieréwnosci Bogomotowa-Miyaoki-Yau (badz skroto-
wo BMY), zostata udowodniona przez Miyaoke oraz Yau, nieréwnosé ta uzyskata wiele
wariacji oraz wzmocnien. Dla przykladu, Wahl w pracy [33] podal nieréwnosé dla przy-
padku powierzchni log-terminalnych (X, D). Z naszej perspektywy, bedziemy rozpatrywac
szczegbdlne uogodlnienie nieréwnosci Bogomotowa-Miyaoki-Yau na przypadek powierzchni
log kanonicznych z wykorzystaniem orbifoldowej charakterystyki Eulera autorstwa Langera
[22]. W celu udowodnienia tej nieréwnosci, Langer wykorzystal wiele wysublimowanych
metod geometrii algebraicznych, ktérych tutaj nie bedziemy omawiaé¢, natomiast naszym

celem bedzie szczegdtowe opisanie tej nieréwnosci w kontekscie naszych zastosowan oraz



1.3. Orbifoldowa nieréwnos¢ Bogomotowa-Miyaoki-Yau 16

naszego gtéwnego celu badawczego, tj. podanie warunkéw, dla ktérych mozemy ograniczy¢
staba kombinatoryke dla ustalonej zredukowanej krzywej. W tym miejscu nalezy przypo-
mnie¢ przetomowe wyniki Hirzebrucha, w ktérych to nieréwnosé¢ Bogomotowa-Miyaoki-Yau
uzyskata niespodziewane i zaskakujace zastosowanie. Zacznijmy od przypomnienia kla-
sycznego rezultatu dla zespolonych uktadéw prostych. Dla ustalenia uwagi, dla uktadu d
prostych £ C P4 oznaczmy przez n; liczbe wszystkich punktéw i-krotnych uktadu L, tj.
punktow, w ktoérych spotka sie doktadnie ¢ krzywych z uktadu L.

Twierdzenie 1.5 (Hirzebruch, [17])
Niech £ C P% bedzie uktadem d > 4 prostych o tej wilasnosci, ze ng =ng4_1 = 0. Wowczas

prawdziwa jest nastepujgca nierownosc:

no + ing >d+ g(r — 4)n,.
r>5

Dowod powyzszej nierownosci opiera sie na bardzo ciekawym pomysle, do$¢ technicz-
nym, a mianowicie na skonstruowaniu nakrycia abelowego X, zespolonej ptaszczyzny
rzutowej rozgatezionego wzdtuz uktadu prostych. Przestrzen nakrywajaca jest na ogot
osobliwa, jednakze w sposéb algorytmiczny mozemy znalez¢ minimalne rozwigzanie osobli-
wosci Y, a przy pewnych naturalnych zalozeniach odnosnie liczby prostych w uktadzie oraz
ograniczeniu na maksymalng krotnos¢ uktadu, uzyskana powierzchnia ma nieujemny wy-
miar Kodairy. Co wigcej, mozemy algorytmicznie wyznaczy¢ holomorficzng charakterystyke
Eulera oraz samoprzecigcia dywizora kanonicznego powierzchni Y, a liczby te wyrazaja sie
w sposob jawny w jezyku liczb n; oraz liczby prostych naszego uktadu. W ostatnim kroku
aplikujemy uzyskane wyniki do nieréwnosci Bogomotowa-Miyaoki-Yau, co pozwala nam
uzyskac¢ przedstawiong powyzej nieréwnos¢ Hirzebrucha.

Przedstawiona konstrukcja ma pewne wady, mianowicie jest bardzo techniczna i zmudna
rachunkowo, oraz nasze rozwazania ograniczaja sie gtéwnie do przypadku osobliwosci
zwyczajnych. Stosujac techniki Langera, mozemy rozszerzy¢ nasze rozwazania na klase
krzywych z osobliwosciami zwyczajnymi oraz na dowolne osobliwosci ADE krzywych.
Punktem startowym jest zdefiniowanie lokalnych orbifoldowych liczb Eulera. Przypomnijmy,
ze jezeli X jest rozmaitodcia quasi-rzutowa, ktora posiada tylko izolowane osobliwo$ci

ilorazowe, to wowczas orbifoldowa liczba Eulera X jest zdefiniowana jako

1
) =)= ¥ (1= L),
z€Sing(X) e
przy czym r(z) jest rzedem lokalnej grupy podstawowej woko6t punktu z, a e, (X) oznacza
topologiczna charakterystyke Eulera. Gtéwnym pomystem Langera jest zdefiniowanie

orbifoldowych liczb Eulera w przypadku powierzchni log kanonicznych bedacych parami
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(X, D), przy czym X to normalna powierzchnia oraz D to Q-dywizor. Globalna orbifoldowa
liczba Eulera e, (X, D) dla pary (X, D = ¥, a;D;) jest zdefiniowana przy uzyciu lokalnych

liczb orbifoldowych osobliwosci, a mianowicie

€orb(X, D) = €10p(X) = Y aserop(D; \ Sing(X, D)) + > (o (x; X, D) — 1),
i z€Sing(X)

Warto juz tutaj podkresli¢, ze lokalne orbifoldowe liczby Eulera sa trudne do wy-
znaczenia, jednakze w kontekscie naszych badan, tj. w przypadku osobliwosci ADE oraz
zwyczajnych punktéw osobliwych krzywych liczby te sa dobrze znane. W celu wyrobienia
wtasnej intuicji odnosnie lokalnych orbifoldowych liczb Eulera przytoczmy ich najwazniejsze

wlasnosci:

1. Jezeli (X, ) nie jest osobliwoscia ilorazowa oraz (X, D) jest log kanoniczna w punkcie

x, to woéwezas e (z; X, D) = 0.

2. Jezeli (C?, D) jest log kanoniczna w 0 oraz multg(D) oznacza krotno$ci D w punkcie
0, tj. suma krotnosci nierozktadalnych sktadowych D; liczonych z odpowiednimi

krotnosciami, to wowczas

2
eor(0; C2, D) < (1 _ multf)(D)) .

2

3. Dla par log kanonicznych (X, D) zachodzi e, (z; X, D) < 1.

Sformutujmy teraz nieréwnos¢ orbifoldowa Bogomotowa-Miyaoki-Yau, z ktorej bedziemy
korzysta¢ w niniejszej rozprawie.
Twierdzenie 1.6 (Langer)

Niech C bedzie zredukowanqg krzywq stopnia n zawartg w P%4. Zaléimy, ze para (P4, aC)

jest efektywna i log kanoniczna dla odpowiednio dobranej stalej a € [0, 1], wowczas

> 3(04(%, — 1) + 1 — eo(p; P, aC)> < (3a — a®)n? — 3an,
p€ESing(C)
przy czym p, oznacza lokalng liczbe Milnora osobliwosci p € C' oraz ey, 0znacza lokalng

orbifoldowq liczbe Fulera osobliwosci p € C'.

Kolejno, naszym celem jest przedstawienie, zbiorczo, lokalnych orbifoldowych liczb Eulera
dla osobliwosci, ktore beda dopuszczaé¢ analizowane przez nas uktady krzywych, a po

szczegbly odsytamy do [4].
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Typ osobliwosci | 41, | eorn(p, PE, aC) | a

A, 1 1-a) O<a<l
Ay 3 @ta)® 1/4 < a < 3/4
D, 4 (230" 0<a< 2/3
As 5 (4-6a)" 1/3<a<2/3
Dg 6 (3=5a) W 1/3 < a < 3/5
Ay 7 (5 186“)2 3/8 < a<5/8
Xo 9| <(1-2a)? O<a 1/2

Tabela 1.1: Lokalne orbifoldowe liczby Eulera dla pewnych wybranych osobliwosci krzywych.

1.4 Obliczenia symboliczne

W badaniach odnoszacych sie do wolnosci i niemal wolnosci krzywych istnieje ko-
niecznos¢ wykorzystywania obliczen symbolicznych, ktére mozna przeprowadzi¢ w wielu
programach. W naszym przypadku wykorzystujemy obliczenia w programie SINGULAR [5],
ktory jest podstawowym narzedziem, jezeli idzie o badania zwigzane z teorig osobliwosci.
Program SINGULAR najczesciej wykorzystujemy do poszukiwania minimalnego stopnia
relacji syzygii, czy tez wskazania minimalnej rezolwenty wolnej dla algebry Milnora stowa-
rzyszonej z zadang krzywa ptaska. Ponizszy przykladowy skrypt pokazuje, w jaki sposob

mozemy uzyska¢ niezbedne dla nas informacje.

ring R = 0, (x,y,2z), (c,dp);

poly f = x¥y*z*(x+y+z);
ideal I = jacob(f);
syz(I);

resolution r = mres(I,0);

print(betti(r), "betti");

W powyzszym przyktadzie mamy uktad 4 prostych, dla ktérego program znajduje genera-
tory stowarzyszonego modutu syzygii AR(f) oraz dla wyznaczonej minimalnej rezolwenty
algebry Milnora podaje liczby Bettiego. Z perspektywy zastosowan szczegdtowsza infor-
macje odnosnie wtasnosci homologicznych krzywych podaje nam wtasnie tabela liczb

Bettiego.



Rozdziat 2

Uktady stozkowych z osobliwosciami

As 1 A7

2.1 Oszacowania kombinatoryczne

Niniejszy rozdzial jest oparty na artykule [32].

Skupimy sie na uktadach krzywych, ktore sktadaja sie tylko z gtadkich stozkowych
i dopuszczaja pewnie wybrane przez nas ADE osobliwosci. Nasza gtéwng motywacja jest
klasyczny rezultat Miyaoki z pracy [25], ktéry pozwala oszacowaé liczbe osobliwosci As
dla uktadow, ktore dopuszczaja tylko osobliwoéci A; i Az. Dla utatwienia zapisu, niech ns

oznacza liczbe osobliwosci A; oraz niech t3 oznacza liczbe osobliwosci As.

Twierdzenie 2.1 (Miyaoka)
Niech C C P2 bedzie ukladem k > 3 gladkich stozkowych, ktére dopuszczajq tylko osobliwosci
Ay oraz As. Wowczas

t3 < ;lk2 + gk.

Oczywiscie bardzo naturalnym problem jest scharakteryzowanie tych wszystkich ukta-
dow stozkowych, dla ktérych powyzsze ograniczenie gorne na liczbe osobliwosci As jest
osiagniete. Problemem tym zajmowat sie w 2000 roku Megyesi, ktéry udowodnit, ze powyz-
sze ograniczenie gérne jest osiagane dla k < 5. Wiele lat pdzniej, wykorzystujac nieréwnosé
Bogomotowa-Miyaoki-Yau autorstwa Langera, w [11] Dimca, Janasz i Pokora udowodnili

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (Dimca-Janasz-Pokora)
Niech C C PZ bedzie ukladem k > 6 gladkich stozkowych na plaszczyénie, ktére dopuszczajq

tylko osobliwosci Ay oraz As. Wowczas

1
t3 < §k2 + 3k.

19
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W szczegolno$ci powyzsze ograniczenie gorne jest lepsze od oszacowania Miyaoki, jesli tylko
k > 16.

W kontekscie powyzszych rozwazan, naszym celem w niniejszym rozdziale jest podanie
oszacowan na liczbe punktéw As i A, dla uktadéw gtadkich stozkowych. Zaczynamy od
informacji wstepnych, a potem bezposrednio przejdziemy do omdwienia naszych gtéwnych
wynikéw w tym rozdziale.

Niech C = {C}, ...,Cy} C PZ bedzie uktadem k > 2 gladkich stozkowych. Zaktadamy,
ze uktad C dopuszcza tylko ns osobliwosci Aq, t3 osobliwosci As, n3 osobliwosci Dy, ts
osobliwosci As, oraz t; osobliwo$ci A7. Innymi stowy, powyzsza lista ustala dopuszczalne
typy osobliwosci, jakie nasze uktady stozkowe moga posiadaé¢. Zauwazmy, ze w takim
razie C dopuszcza tylko osobliwosci quasi-jednorodne. Dla tak zdefiniowanych uktadow

definiujemy ich stabg kombinatoryke, tj. wektor postaci
(k;ng,ts,ng, ts, t7) € Zgo-

Korzystajac z zacytowanego twierdzenia Bézouta, mozemy wyznaczy¢ wzor na naiwne

kombinatoryczne zliczanie, mianowicie
k
4. 9 =ng + 2t3 + 3”3 + 3t5 + 4t7. (21)

DowOD. Lewa strona to zastosowane wprost twierdzenie Bézouta dla parami przecina-
jacych si¢ stozkowych, a prawa strona to nic innego jak zliczanie indekséw przeciecia dla

odpowiednich typéw osobliwosci. [ |

Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3
Niech C bedzie ukladem k = 3 gladkich stoZkowych, ktory dopuszcza ny osobliwosci Ay,
ts osobliwosci Az, ns osobliwosci Dy, ts osobliwosci As, oraz t; osobliwo$ci A;. Wowczas

zachodzi nastepujgca nierouwnosé typu Hirzebrucha:

Dowo6D. Niech C = {C, ..., C.} C P% bedzie naszym ukladem stozkowych. Oznaczmy
przez C = C + ... + C} stowarzyszony dywizor. Naszym celem bedzie zastosowanie
Twierdzenia 1.6 dla pary (P, aC), zatem naszym pierwszym celem bedzie wskazanie
dopuszczalnych wartosci parametru «. Pierwszym nalozonym ograniczeniem jest efektyw-

nos¢ pary, zatem musimy zatozy¢, ze a > % 7 drugiej strony, nasza para musi by¢ log
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kanoniczna, a to sprowadza sie do przeanalizowania gérnych ograniczen na parametr o

wedtug Tabeli 1.1, a zatem « € [3/8, 5/8]. Wobec powyzszego zauwazmy, ze
a € |max{3/2k, 3/8},5/8].

Zauwazmy, ze powyzszy warunek jest niepusty w przypadku, gdy tylko k£ > 3, wobec czego

mozemy wybraé parametr « z przedziatu [1/2,5/8]. Od tego momentu, niech

Stosujemy bezposrednio nieréwnos¢ z Twierdzenia 1.6. Lewa strona nieréwnosci ma naste-

pujaca postac:

5 9 5 1 5 1
“(1-1)+1-— ts(=3-1)+1—— —(4-1)+1-—
3n2<8( )+ 64> +3 3<8(3 )+ 32> —|—3n3<8( )+ 256>+

5 1 5
(25— 41— — | +3t(2(7=1)+1 -
3 5<8(5 )+ 192> +3 7(8(7 )+ 0)

_ 16 213, . 2205 @Wﬁlt
T4 2T 327 T o5 P e Pt 4T

Wobec powyzszego, uzyskujemy nastepujaca nierownos¢:

165 213 2205 671 57 5 15\2\ . 5, 95, 15
- - - - 4t < R 3. =27 _ =
64n2+32t3+256n3+64t5+4t7\<3 8 (8> )d gl =t s

Poniewaz d = 2k, zatem

165 213, 2205 671, . 57, 95(%2) 15,
—ng + —— ng + —— —il7 < == - —k.
64 2" 323 256 2 64 > 47T 32 4

Naszym celem bedzie teraz zastosowanie formuly na zliczenie kombinatoryczne (2.1),
mianowicie

2k% = ng + 2t3 + 3ng + 3t5 + 4t + 2k.
Po zastosowaniu powyzszej réwnosci uzyskujemy

165 +213t +2205 +671t +57t _ 95 b Bt 3 4t 2% 15,
—nNy + —— —n3 + —— —ilr < —=|n n - —k,
64 2 323 956 2T g4 P 4 TS g\ 2T 8T ems TR 4

a po prostych przeksztatceniach uzyskujemy ostatecznie

560k 4 100ny + 7dng = 608t; + 404t5 4 184ts,

co konczy nasz dowod. |
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Przechodzimy teraz do zastosowan udowodnionej przez nas nieréwnosci. Na samym
poczatku wspominalidémy, ze naszym gltéwnym celem bedzie podanie efektywnych szacowan

na liczbe osobliwoéci As i A7 dla uktadéw stozkowych.

Whiosek 2.1
Niech C bedzie uktadem k& > 3 gtadkich stozkowych, ktory dopuszeza osobliwosci Ay, Dy, As

i A;. Wowcezas prawdziwe sa nastepujace oszacowania gorne:

25 45
ts < —k*+ —k
55 g8t T g™

DOWOD. Zaczniemy od wyznaczenia oszacowania dla t5. Korzystajac ze zliczania (2.1),
mamy

3
2/{32 — 2k = o +3n3+3t5 = Ng + 1713 +3t5,

wobec czego otrzymujemy
3
560k + 100(2k> — 2k — 3t5) > 560k + 100 <n2 + 4n3> > 404ts,

a zatem A
200 360 25 5
k4 k= K+ —k.
704 * 704 88 + 88

To konczy dowdéd w przypadku osobliwosci As. W analogiczny sposéb wskazemy ograni-

ls <

czenie gorne na t7. Korzystajac ponownie ze zliczania kombinatorycznego (2.1), mamy
9 3
2k — 2k 2 no + an + 4t7,

co daje nam ostatecznie

200 ., 360 25 , 5
< —— k= —k.
1< To0s” T 100" T 126" T 1a”

2.2 Przyktady

Przejdzmy zatem do przyktadow, ktore dla matych wartosci £ bedg maksymalizowaty
liczbe osobliwosci As i A;. Korzystajac z naiwnego kombinatorycznego zliczania dla

uktadow gtadkich stozkowych, mozemy wskazaé oszacowanie na liczbe osobliwosci Az,
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ey

mianowicie

2 2

Latwym rachunkiem mozemy sprawdzié¢, ze nasze ograniczenie z Wniosku 2.1 jest lepsze
od naiwnego, o ile £ > 3. W przypadku granicznym, czyli k = 3, nasze ograniczenie daje
nam oszacowanie
l7 < @,
7

a zatem t; < 2. Zauwazmy, ze powyzsze ograniczenie jest osiggalne, o czym moéwi nam

nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.1
Rozwazmy uktad stozkowych C = {C}, Cy, C3} dany przez nastepujace réwnanie

Q(z,y,2) = (2> + y* — 2°)(22° + y* + 222) (22 + y* — 222) = 0.

Uktad ten zostal skonstruowany przez Perssona w [27]. Mozna zobaczy¢, ze uklad ten
zadaje dokladnie dwie osobliwosci A7, zatem maksymalizuje nasze ograniczenie gérne
w przypadku k£ = 3. Doktadniejsza analiza pokazuje, ze uktad ten zadaje réwniez jedna

osobliwos¢ As oraz dwie osobliwosci A;.

Tak jak w przypadku osobliwosci A7, korzystajgc z naiwnego zliczania kombinatorycznego
mozemy pokazac, ze dla uktadéw stozkowych z osobliwoSciami As mamy
2k(k —1)

t5\#.

Prostym rachunkiem mozna wykazac¢, ze oszacowanie goérne na liczbe osobliwosci As z
Whniosku 2.1 jest lepsze od naiwnego, o ile tylko k£ > 4, a dla k = 3 daje dokltadnie taki
sam wynik. Zauwazmy, ze dla k = 3 mamy t5 < 4. W kontekscie tego problemu mozemy

udowodni¢ nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.1
Nie istnieje zredukowana krzywa C C P4 stopnia d = 6 posiadajgca tylko ADE osobliwosci

o tej wlasnosci, Ze t5 = 4.

DowOD. Na podstawie pracy [12] wiemy, ze jezeli C': f = 0 jest zredukowana krzywa
stopnia d = 2k dla k > 2, ktora posiada tylko ADE osobliwosci, to woéwczas prawdziwa
jest nastepujaca nierownosc:

u(C) < 3k(k—1)+1. (2.3)

Zauwazmy, ze dla k = 3 mamy
w(C) < 19.
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Poniewaz lokalna liczba Milnora osobliwosci As wynosi 5, nie istnieje krzywa stopnia 6,

ktéra posiada doktadnie 4 osobliwosci As, co konczy dowdd. |

Wobec tego dla k = 3 nasze oszacowanie gorne wynosi t5 < 3, ktére jest osiagalne, jak

wynika z ponizszego przyktadu.

Przyktad 2.2
Rozwazmy nastepujacy uktad stozkowych C = {C}, Cy, C3} C P4 dany przez réwnania.

Ci: =322+ a2y +yz+ 20 =0,
Co: =3y +ay+yz+ 20 =0,
Cy: =322+ ay+yz+ 20 =0.

Latwym rachunkiem mozna pokaza¢, ze C posiada doktadnie 3 osobliwosci A5 oraz do-
ktadnie jeden prosty punkt potrdjny, czyli osobliwo$é¢ Dy, wobec czego oszacowanie gorne

na ts; dla k = 3 jest osiggalne.

W kolejnym kroku przejdziemy do zastosowania naszej nieréwnosci w kontekscie
wolnosci uktadéw gtadkich stozkowych. Przypomnijmy nastepujacy wynik klasyfikacyjny z
[28].

Twierdzenie 2.4 (Pokora)
Niech C bedzie uktadem k > 2 gladkich stozkowych, ktory dopuszcza ny prostych punktow
podwojnych, ts osobliwosci Az, n3 osobliwosci Dy, ts osobliwosci As, oraz t7 osobliwosci

Az. Przypusémy, ze C jest wolna, wowczas k < 4.

Powyzsze twierdzenie klasyfikacyjne (wzgledem stopnia ukladu) pozwala nam podaé

czesciowy klasyfikacje takich uktadow.

o (k =2) Zauwazmy, ze dla dwoch stozkowych ze wskazanymi powyzej osobliwo$ciami
maksymalna liczba Tjuriny wynosi 7(C) = 7, a wartos¢ ta moze by¢ zrealizowana
w dokladnie jednym przypadku, tj. gdy mdr(C) = 1 oraz stozkowe przecinaja
sie w doktadnie jednym punkcie zadajac osobliwos¢ A;. Okazuje sie, ze istnieje

1-parametrowa rodzina posiadajaca doktadnie takie wtasnosci, mianowicie

22 —yz =0,

’+c-22—yz=0 dlaceC)\{0}.

e (k=3) W tym przypadku znamy doktadnie dwa uktady wolne, mianowicie ukltad
Perssona z Przyktadu 2.1 oraz uktad z Przyktadu 2.2. W obu przypadkach catkowita

liczba Tjuriny wynosi 7(C) = 19 oraz minimalny stopiert nietrywialnych relacji
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syzygji dy = mdr(C) = 2, zatem korzystajac z Twierdzenia 1.2, mamy
19 =d? —di(2k — 1) + (2k — 1)* = 7(C),

a zatem uktady te sa wolne.

W przypadku k£ = 4 nie jest znany w literaturze zadny przyktad wolnego uktadu stozkowych
z zadanymi powyzej osobliwosciami! Sprébujmy teraz ustali¢ warunki dla geometrycznej
realizowalnosci takiego uktadu. Jezeli C jest uktadem k = 4 stozkowych z osobliwo$ciami
Ay, As, Dy, A5 oraz Az, ktory dodatkowo jest wolny, to wowczas spelnione sg nastepujace
rownosci:

ny + 3t + 4ng + 5ts + Tty = 7(C) = 37,

(8) :
n2+2t3+3n3+3t5+4t7:4 (2) :24

Zauwazmy, ze pierwsza réwnos¢ méwi nam, ze dla k = 4 maksymalna liczba Tjuriny
wynosi 37, co wynika wprost z Twierdzenia 1.2, natomiast druga réwnosé¢ to znane nam
naiwne zliczanie kombinatoryczne przecieé¢ stozkowych. Rozwigzujac uktad (A) w liczbach
calkowitych nieujemnych (zobacz Dodatek A, gdzie znajduje sie nasz kod napisany w
jezyku Python) uzyskujemy nastepujace 50 rozwiazan — w celu skrocenia zapisu pomijamy
k:

(%) : (na,t3,ng, ts,t7) € {(O,O7 3,5,0),(0,0,4,0,3),(0,1,3,3,1),(0,2,3,1,2),(0,3,2,4,0),(0,4,2,2,1),
(0,5,2,0,2),(0,6,1,3,0),(0,7,1,1,1),(0,9,0,2,0), (0,10,0,0,1), (1,0, 3,2,2),(1,1,2,5,0),(1, 1, 3,0, 3),
(1,2,2,3,1),(1,3,2,1,2),(1,4,1,4,0),(1,5,1,2,1),(1,6,1,0,2),(1,7,0,3,0),(1,8,0,1,1), (2,0, 2,4, 1),

(2,1,2,2,2),(2,2,1,5,0),(2,2,2,0,3),(2,3,1,3,1),(2,4,1,1,2),(2,5,0,4,0),(2,6,0,2,1),(2,7,0,0,2),

(3,0,1,6,0),(3,0,2,1,3),(3,1,1,4,1),(3,2,1,2,2),(3,3,0,5,0),(3,3,1,0,3),(3,4,0,3,1),(3,5,0,1,2),

(4,0,1,3,2),(4,1,0,6,0),(4,1,1,1, 3), (4,2,0,4,1), (4,3,0,2,2), (4,4,0,0,3),(5,0,0,5,1), (5,0,1,0,4),

(5,1,0,3,2), (5,2,0,1,3),(6,0,0,2,3), (6, 1,070,4)}.

Wobec tego naiwne zliczanie kombinatoryczne i warunek wolnosci prowadzi nas do 50 moz-
liwych réznych stabych kombinatoryk dla uktadéw 4 stozkowych. Korzystajac z naszej

nieréwnosci z Twierdzenia 2.3, dowodzimy nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.2
Dla uktadow k = 4 gladkich stozkowych C nastepujgce stabe kombinatoryki nie sq realizo-

wane geometrycznie na zespolonej plaszczyinie rzutowey:

(na, t3, n3, 5, t7) € {(0,6,1,3,0),(0,9,0,2,0), (0,10,0,0,1), (1,7,0,3,0), (1,8,0,1, 1),
(2,5,0,4,0),(2,6,0,2,1),(2,7,0,0,2), (3,3,0,5,0), (3,4,0,3,1) .

DowOD. Wystarczy podstawi¢ wartoéci wskazanych powyzej stabych kombinatoryk do
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naszej nieréwnosci z Twierdzenia 2.3 — w kazdym ze wskazanych przypadkow uzyskujemy

Sprzecznosc. ]

Wobec powyzszego stwierdzenia pozostato nam doktadnie 40 stabych kombinatoryk do
zbadania. Problem ten jest jednak niezwykle trudny i na ten moment nie potrafimy pokazac,
ze jakakolwiek kombinatoryka z listy (*) jest realizowalna geometrycznie na zespolonej

plaszczyznie rzutowe;j.



Rozdziat 3

Uktady prostych i gitadkich kwartyk z
wybranymi osobliwosciami

quasi-jednorodnymi

W tym rozdziale skupimy sie na uktadach krzywych sktadajacych sie z gtadkich kwartyk
i prostych, ze szczegdlnym uwzglednieniem prostych bistycznych. Do tej pory, patrzac na
literature przedmiotu, badania nad wolno$cig skupiaty sie na przypadku uktadow prostych
badz na przypadku uktadéw prostych i stozkowych. Bardzo mato wiemy o wolnosci uktadow,
w ktorych sktadowe nierozktadalne posiadaja dodatni genus, w szczegdlnosci mamy mato
przyktadow wolnych uktadéw takich krzywych.

Naszym celem bedzie omoéwienie wlasnosci kombinatorycznych uktadéw prostych i
gtadkich kwartyk, ktére dopuszczaja pewne naturalnie wybrane ADE osobliwosci, a po-
tem skupimy sie na kombinatoryce uktadéw kwartyk i bistyczych. Jak wiemy, kazda
dostatecznie ogdlna nierozkladalna kwartyka posiada doktadnie 28 prostych bistycznych.
Przegladajac literature, co spowodowalo u nas niemate zaskoczenie, bardzo mato znalez-
lisSmy o kombinatoryce uktadéw 28 bistycznych do ustalonej gtadkiej kwartyki C' C PZ.
Stanowi to dla nas motywacje do podania charakteryzacji stabych kombinatoryk uktadéw
28 bistycznych, ze szczegdlnym uwzglednieniem podania oszacowania dolnego na liczbe
poczwornych punktow przeciecia dla pewnej klasy gladkich kwartyk, ktore posiadaja
duzg grupe automorfizméw. W ostatniej czedci tego rozdziatu, korzystajac z uzyskanych
przez nas danych kombinatorycznych dotyczacych uktadow prostych bistycznych, podamy
konstrukcje wolnych, niemal wolnych, oraz plus-jeden generowanych uktadéw sktadajacych

sie z gtadkich kwartyk i bistycznych. Niniejszy rozdzial jest oparty na artykule [19].

27
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3.1 Ograniczenia dla stabych kombinatoryk uktadéw
gladkich kwartyk i prostych

Nasze rozwazania rozpoczynamy od ogolnego wyniku pozwalajacego ograniczy¢ stabe
kombinatoryki dla uktadow kwartyk i prostych. W ponizszym twierdzeniu zaktadamy, ze
nasze uktady dopuszczaja pewne okreslone osobliwosci quasi-jednorodne, ktore wyszcze-

gblniamy w wypowiedzi naszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1
Niech QL = {l1,...,04,Q1,...,Qr} C P% bedzie ukladem skladajocym sie z d > 1
prostych oraz k > 1 gladkich kwartyk. Niech 4k +d > 6. Przypusémy, ze QL dopuszcza ngy
prostych punktow podwdjnych A1, ts osobliwosci As, ts osobliwosci As, dg osobliwo$ci Dg,
t7 osobliwos$ci A7, n3 osobliwosci Dy oraz ny osobliwosci Xo. Wowczas zachodzi nastepujgca
nierownos$c:

5 29

3 13
56k + no + an 2 d+ §d6 + §t3 + 5t5 + Zt7.

DowOD. Dowdd przebiega podobnie jak w przypadku twierdzenia odnoénie uktadéw
stozkowych z poprzedniego rozdzialu, zatem skupimy si¢ na kluczowym momentach,
pomijajac przy tym pewne zmudne obliczenia.

Niech D =01+ ...+ 03+ Q1+ ... + Q bedzie stowarzyszonym dywizorem do QL
stopnia deg(QL) := m = 4k + d, przy czym k > 1 oraz d > 1. Bedziemy pracowaé z

1

5D |, ktora jest log kanoniczna oraz efektywna wobec zalozenia, ze 4k + d > 6.

2
parg | Pz,
Zastosujemy ponownie nieréwnosé BMY w sensie Langera [22], mianowicie

1 1 ) 3
> 3( (up - 1) +1—eop (p, P2, D)) < -m?— Sm. (3.1)
© 2 2 4 2

pESing

Po dosy¢ zmudnych i elementarnych rachunkach mozemy zauwazy¢, ze lewa strona strona

nierownosci jest ograniczona od dotu przez nastepujace wyrazenie

Oy 2y MT 35, 333, 189, s
T g T g T s T gy de T gt T AT

Popatrzmy teraz na prawa strone nieréwnosci (3.1).
Przypomnijmy, ze dla naszego uktadu krzywych QL spetnione jest nastepujace zliczanie

kombinatoryczne
k d
16 9 + 4kd + 9 = N9 + 2t3 + 3713 + 3t5 + 4d6 + 4t7 + 6714, (32)

a wynika ono wprost z klasycznego twierdzenia Bézouta. Korzystajac z powyzszego zliczania,
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uzyskujemy
5m? — 6m =5 - (16k + d + 2ny + 4t3 + 6n3 + 6t5 + 8dg + 8t7 + 12ny) — 6(4k + d).

Laczac powyzsze rachunki przed podstawienie do nieréwnosci (3.1), uzyskujemy ostatecznie

3 13 5 29
56k + ny + an >d+ gd(; + §t3 + 5t5 + Zt% (33)

co konczy dowdd. [ ]

3.2 Uktady prostych bistycznych i stowarzyszonych
gltadkich kwartyk

Nieréwnos¢ z powyzszego twierdzenia moze zosta¢ wykorzystana do badania uktadow
sktadajacych sie z prostych bistycznych oraz gladkiej kwartyki. Jest to bardzo interesujacy
i klasyczny temat badawczy, ktéry nadal wydaje si¢ niewystarczajaco zbadany, co za chwile
bedzie przedstawione przez odpowiednie wyniki.

Zaczynamy od przypomnienia pewnych podstawowych rezultatéw odnosnie punktéw
przegiecia krzywych zredukowanych w PZ.

Niech C': f = 0 bedzie zredukowana stopnia d > 3 zawarta w P4 dang przez f €
S = Clz,y, z]. Rozwazmy teraz hesjan H(f) wielomianu f, ktéry jest zdefiniowany jako
wyznacznik macierzy hesjanu f, i oznaczmy przez Ho stowarzyszona krzywa hesjanowa
do krzywej C'. Oznaczmy kolejno przez X¢o = C'N He. Wiemy, ze X sktada sie doktadnie
z punktow przegiecia krzywej C', a zbiér tych punktow bedziemy oznaczaé przez I, oraz
z punktéw osobliwych krzywej C. Przypomnijmy, ze jezeli p € C' jest gladkim punktem
na tej krzywej oraz T,C' oznacza prostg rzutows styczng do C' w punkcie p, to woéwcezas

rzedem stycznosci punktu p nazywamy
p(C) = (C,T,(C)), — 2,

przy czym (C,T,(C)), oznacza indeks przecigcia krzywych C' i T,C' we wsp6lnym punkcie
p.

Definicja 3.1

Punkt p zredukowanej i nierozkladalnej krzywej C' C P2 jest punktem przegiecia, tj. p € I,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢,(C) > 0.

Przypomnijmy nastepujaca charakteryzacje liczby ¢,(C') w przypadku p € Io [20,
Theorem 9.7 and Corollary 9.10].



3.2. Uktady prostych bistycznych i stowarzyszonych gtadkich kwartyk 30

Stwierdzenie 3.1
Dla zredukowanej i nierozktadalnej krzywej C C P2 stopnia d > 3 oraz dowolnego gladkiego
punktu p € C mamy

W(C) = (€, He),.

Przypomnijmy réwniez, ze ¢,(C) < d—2, poza przypadkiem w ktérym p lezy na proste;
L = T,C bedacej sktadowa nierozktadalng krzywej C, i wtedy tez mamy ¢,(C') = oo.

Przejdzmy teraz do sytuacji gtadkich kwartyk C zawartych w P%. W tej klasie
krzywych mozemy mie¢ punkt przegiecia p € I, dla ktérego 1,(C) = 1, i wtedy méwimy,
ze p jest punktem przegiecia rzedu 1, oraz mozemy znalezé si¢ w sytuacji, w ktorej dla
punktu ¢ € Ic mamy ¢,(C) = 2. W tym drugim przypadku méwimy, ze punkt g jest
punktem przegiecia rzedu 2. Korzystajac z klasycznego twierdzenia Bézouta zastosowanego

do krzywych C oraz Ho oraz Stwierdzenia 3.1, uzyskujemy nastepujace oszacowanie.

Stwierdzenie 3.2
Dla gtadkiej kwartyki C C P%, oznaczmy przez hyp(C') zbidr wszystkich punktéw przegiecia
rzedu 2. Wowczas

#hyp(C) < 12.

Nasze oznaczenie zbioru punktéw przegiecia rzedu 2 wywodzi si¢ bezposrednio z nomen-
klatury angielskiej, mianowicie takie punkty przegiecia sa nazywane jako hyperflexes.
Przechodzimy teraz do fundamentalnej definicji niezbednej do dalszych rozwazan w tej

czesci rozdziahu.

Definicja 3.2
Niech C bedzie zredukowana i nierozktadalng krzywa zawarta w P4. Prosta L nazywamy

bistyczng do krzywej C, jezeli jest styczna w dwu punktach p,q € C.

Zauwazmy, korzystajac wprost z klasycznego twierdzenia Bézouta, ze krzywa C' C
PZ o tej wlasnosci, ze posiada prosta bistyczna L, musi mie¢ stopient przynajmniej 4.
Powyzsza definicja delikatnie odbiega od tej klasycznej definicji z geometrii wywodzacej sie
z XIX wieku, mianowicie nigdzie nie zaktadamy, ze punkty p,q w definicji prostej
bistycznej sa rézne! Przypomnijmy réwniez, ze kazda gltadka kwartyka w P% posiada
dokladnie 28 bistycznych, a wynik ten przypisuje sie Pliickerowil.

Teraz mozemy przej$¢ do najciekawszego momentu tej czesci rozdziatu, a mianowicie do
klasyfikacji gtadkich kwartyk ze wzgledu na typy prostych bistycznych, jakie dopuszczaja.
W przypadku, gdy kwartyka dopuszcza prosta bistyczng o tej wlasnosci, ze p = ¢, mamy do
czynienia z sytuacja, w ktérej punkt p jest punktem przegiecia rzedu 2, a prosta bistyczna
w tym punkcie jest nazywana prostg hiperoskulujacg. Wobec powyzszego, w najbardziej

ekstremalnej sytuacji, mozemy oczekiwaé, ze istnieje gtadka kwartyka C' C PZ%, ktéra

W tej kwestii, jednakze, zdania bywaja podzielone.
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posiada doktadnie 16 prostych bistycznych oraz 12 prostych hiperoskulujacych. Ponizsze
twierdzenie, niezwykle zaskakujace, podaje pelna klasyfikacje kwartyk o wspomnianej

wlasnosci (po szczegblty odsytamy do [21]).

Twierdzenie 3.2 (Komiya-Kuribayashi)
Niech C C P% bedzie gladkg kwartykq. Wéwczas C posiada dokladnie 12 punktéw przegiecia
rzedu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest jedng z ponizszych kwartyk:

1) C jest kwartykq Dycka, oznaczang przez D, zadang przez

F(z,y,2) = o* +y* + 2%

2) C jest kwartyke Komiya-Kuribayashiego, oznaczang przez KV, zadang przez
G(z,y,2) = a* +y* + 2" + 3(2%y* + y22* + 2%27).

Przechodzimy teraz do analizy geometrycznej uktadéw bistycznych stowarzyszonych
z powyzszymi dwiema kwartykami, jak réwniez z najbardziej symetryczna kwartyka
(tj. o najliczniejszej grupie automorfizméw), czyli kwartyka Kleina. Okazuje sie, ze te
wszystkie trzy kwartyki maja jedng dos¢ nieoczekiwang wspolng wtasnosé, a mianowicie

sa elementami peku Cianiego.

Definicja 3.3

Pekiem Cianiego kwartyk nazywamy
Ox: ot +yt 4 21 +)\(:1:2y2 222 4 222?),

przy czym A € C.

Jezeli teraz wezmiemy A\ bedaca jednym z pierwiastkéw réwnania
A +3X+18 =0,

to wowczas uzyskujemy kwartyke Kleina, ktéra bedziemy oznaczaé przez K.
Przypomnijmy, ze grupa automorfizméw kwartyki Kleina ma maksymalng mozliwg
licznosé, tj.
#Aut(K) =168 =84 - (¢(C) — 1),
przy czym prawa strona drugiej powyzszej réwnosci odpowiada sytuacji osiggniecia osza-

cowania gornego na rzad grupy automorfizmoéow, a to wynika z klasycznego twierdzenia

Hurwitza [18]. Dodatkowo, w przypadku kwartyki Kleina mamy dokladnie 28 bistycznych
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w klasycznym sensie, a to wynika wprost ze znanego faktu, ze wszystkie punkty przegiecia
kwartyki Kleina to punkty przegiecia rzedu 1.
Przejdzmy zatem do opisu kombinatorycznego uktadéw 28 prostych bistycznych dla wy-
branych przez nas kwartyk, tj. kwartyki Dycka, Kleina i kwartyki Komiya-Kuribayashiego.
Ponizsze twierdzenie, pozwalajace oszacowaé maksymalng krotnosci punktéw przeciecia

bistycznych, wywodzi sie z teorii powierzchni del Pezzo (zobacz, dla przyktadu, [30]).

Stwierdzenie 3.3
Maksymalna krotnosé punktow przeciecia uktadow prostych bistycznych stowarzyszonych z

gtadkimi kwartykami wynosi 4.

Wobec powyzszego, jezeli C jest uktadem 28 prostych bistycznych stowarzyszonych z

gtadka kwartyka C', to wéwczas spelnione jest nastepujace zliczanie kombinatoryczne:

(228> = ng + 3ng + 6ny, (3.4)
gdzie n; oznacza liczbe i-krotnych punktéw przecigcia prostych bistycznych. Okazuje sie,
ze w przypadku uktadow 28 prostych bistycznych stowarzyszonych z naszymi trzema
kwartykami uzyskujemy dos¢ zaskakujaca wtasnosé, a mianowicie w kazdym przypadku
ng = 0. Wtasno$¢ ta, wedtug naszej najlepszej wiedzy, nie pojawia sie w literaturze, zatem
obserwacja ta stanowi istotne uzupetnienie luki w naszym rozumieniu uktadéw prostych
bistycznych. Przechodzgc do konkretnych kwartyk, mozemy udowodni¢ nastepujace stwier-
dzenia, wspomagajac si¢ obliczeniami przeprowadzonymi w programie SINGULAR oraz

rownaniami prostych bistycznych przedstawionymi w nastepnym rozdziale.

Stwierdzenie 3.4
28 prostych bistycznych do kwartyki Kleina KC posiada 252 podwaojnych i 21 poczwdrnych

punktow przeciecia.

DowOD. To, ze uktad 28 bistycznych posiada dokladnie 21 poczwérnych punktéw
przeciecia, jest znanym faktem w literaturze, zobacz [14, Exercise 6.22]. Pozostalo nam wy-
kaza¢, ze ng = 0 oraz ny = 252. Oznaczmy przez () réwnanie definiujace uktad 28 prostych

0Q 9Q 9Q

bistycznych, a sam uktad oznaczmy przez L. Niech Jg = <E’ EX 8—Z>. Przypomnijmy, ze

mamy nastepujacag tozsamosé

deg(Jg) =7(L) = Z (mult, (L) — 1)?,

p€ESing(L)

przy czym najbardziej skrajna po prawie stronie réwnos$¢ wynika z faktu, ze w przypadku

uktadéw prostych wszystkie osobliwosci sg quasi-jednorodne. Korzystajac z programu
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SINGULAR, mozemy sprawdzi¢, ze deg(Jg) = 441. Wobec tego
441 = 7(L) = ng + 4nz + 9Iny.
Korzystajac teraz ze zliczania kombinatorycznego (228) = Ny + 3n3 + 6ny, uzyskujemy
63 = n3 + 3ng.

Poniewaz ny = 21, a zatem ng = 0. Korzystajac teraz wprost ze zliczania kombinatorycz-

28
Nog = <2> —6n4:252,

nego uzyskujemy

co konczy dowdd. [ |

Korzystajac z doktadnie tych samych technik jak w powyzszym dowodzie, mozemy

udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.5
28 prostych bistycznych do kwartyki Dycka D posiada 288 podwéjnych oraz 15 poczwdérnych

punktow przeciecia.

DowOD. Dowdd przebiega analogicznie jak w przypadku Stwierdzenia 3.5, jednakze
liczba punktéw poczwérnych dla tego uktadu, wedtug naszych badan literatury, nie jest
powszechnie znana. W tym celu, wspomagajac si¢ programem SINGULAR, musimy obliczy¢
stopien ideatu Tp, ktory jest generowany przez wszystkie pochodne czastkowe rzedu
trzeciego réwnania definiujacego uktad 28 bistycznych, a stopien ten wynosi 15. Wynika
stad wprost, ze ny = 15. Dalsza cze$¢ dowodu przebiega doktadnie tak samo jak w

przypadku analogicznej czesci dowodu Stwierdzenia 3.4. [

Stwierdzenie 3.6
28 prostych bistycznych do kwartyki Komiya-Kuribayashiego KX posiada 324 podwdjnych i

9 poczwornych punktow przeciecia.
DowOD. Dowdd przebiega dokladnie tak samo jak w Stwierdzeniu 3.5. [ |

Powyzsze stwierdzenia, jak rowniez dodatkowe eksperymenty numeryczne z dostatecznie
symetrycznymi gtadkimi kwartykami, tj. kwartykami, dla ktérych grupa automorfizmow
ma rzad przynajmniej 9, pozwalaja zaobserwowaé, ze liczba punktéow poczwérnych dla
uktadow 28 bistycznych jest ograniczona z géry przez 21 i jest osiagana w przypadku
kwartyki Kleina. Obserwacje te, do$¢ intrygujacy, stanowity motywacje do nastepujacego

pytania.
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Problem 3.1
Dla ukladu 28 prostych bistycznych £ C P% wskaz efektywne oszacowanie gérne na liczbe

poczwérnych punktow przeciecia.

Korzystajac z Twierdzenia 3.1, mozemy udowodni¢ nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.7
Niech C bedzie uktadem 28 prostych bistycznych stowarzyszonych z gladkq kwartyke C' C Pa.

Wowczas ny < 44.

DowOD. Zastosujemy nieréwno$¢ z Twierdzenia 3.1 dla uktadu sktadajacego sie z kwar-
tyki C' oraz stowarzyszonych 28 prostych bistycznych. Zauwazmy, ze w wyniku przecinania
sie bistycznych z kwartyka C' uzyskujemy osobliwosci Az lub Ay, przy czym przeciecie
kazdej prostej bistycznej w klasycznym sensie z kwartyka dostarcza doktadnie dwie osobli-
wosci Az, natomiast kazda prosta hiperoskulujgca przecinajgca sie z kwartyka dostarcza

doktadnie jedng osobliwos$ci A7. Korzystajac z oznaczen jak w Twierdzeniu 3.1, mamy
ts =32+2(12—h), t;=nh,
gdzie h to liczba prostych hiperoskulujacych kwartyki C'. Podstawiajac powyzsze dane do

nieréwnosci (3.3), uzyskujemy

3 5 29 9
56 +no + Ty > 28+ 2 (3242012 — b)) + Th =168 + ~h > 168. (3.5)

Wobec tego uzyskujemy
3
(%) —|—n3 2 No + an 2 112.

Podstawmy teraz powyzsze oszacowanie do zliczania kombinatorycznego

28
n2+3n3+6n4: <2>

Wobec powyzszego
28
( ) :6n4+3n3+n2 2 6714"‘112,

2
(378 - 112),

zatem ny < 44. [ |

co daje nam

=

Ny <

Powyzsze stwierdzenie nie jest jednak wystarczajaco satysfakcjonujace, bowiem mamy
bardzo duza rozbieznos¢ pomiedzy oszacowaniem goérnym na liczbe punktéow poczwérnych,

a przyktadem dajacym najwieksza znang liczbe punktéw poczwérnych, tj. uktadem 28



3.2. Uktady prostych bistycznych i stowarzyszonych gtadkich kwartyk 35

bistyczych do kwartyki Kleina. Okazuje sie, ze mozemy dosta¢ duzo lepsze oszacowanie na
liczbe punktéw poczwornych, korzystajac z doglebnej analizy inwolucji gtadkich kwartyk
ptaskich. W tym kontekscie wspomnijmy wynik [19, Proposition 3.6].

Twierdzenie 3.3

Niech C' C P% bedzie gladkq kwartykq i niech L bedzie stowarzyszonym ukladem 28 prostych
bistycznych. Wowczas liczba punktow poczwornych uktadu L jest rowna liczbie inwolucji
kwartyki C'. Co wiecej, liczba punktow poczwornych jest ograniczona z gory przez 21 1 jest

osiggana doktadnie w przypadku 28 bistycznych do kwartyki Kleina.

Powyzsze twierdzenie, dos¢ zaskakujace dla nas, pozwala nam oszacowaé z dotu liczbe
punktéw poczwornych dla gltadkich kwartyk bedacych elementami peku Cianiego. Mozna
zauwazy¢, ze kazda kwartyka w peku Cianiego jest niezmienniczna wzgledem dziatania
grupy >4, ktéra moze by¢ widziana jako produkt pétprosty (semi-direct product) postaci
(Z9)? x X3, przy czym Y3 dziala przez permutacje na zmiennych x, vy, 2 oraz (Zy)?* dziata
przez zmiane znaku. Poniewaz grupa Y4 posiada doktadnie 9 inwolucji (jest to standardowe
¢wiczenia z zakresu algebry abstrakcyjnej), zatem uzyskujemy nastepujacy wynik, zobacz
[19, Proposition 3.7].

Stwierdzenie 3.8
Niech C' bedzie gladkg zespolong kwartykq bedgcg gladkim i zredukowanym elementem peku
Cianiego, i niech L bedzie stowarzyszonym uktadem 28 prostych bistycznych. Wowczas L

ma przynajmniej 9 punktow poczwornych przeciecia.

W kolejnej czesci tego rozdziatu przedstawimy zwiezte opisy kombinatoryczne dla
pewnych uktadéw 28 prostych bistycznych, podajac odpowiednie réwnania tychze pro-
stych, jak i wspotrzedne punktéw poczwornych i incydencje. Zdecydowalismy sie na takie
rozwigzanie, nie przenoszac zmudnych wyliczen na koniec pracy, gtéwnie ze wzgledu na
konieczno$¢ wprowadzenia odpowiedniej notacji, co zdecydowanie utatwi czytelnikowi

lekture nastepnych rozdziatow.
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3.3 Kombinatoryka uktadéw 28 prostych bistycznych

3.3.1 Kwartyka Kleina

Zaktadamy, ze e jest pierwiastkiem réwnania e? 4 e + 2 = 0.

Tabela 3.1: Roéwnania prostych bistycznych.
l; réwnanie l; réwnanie l; réwnanie
b: y+ez b x4+y+(e—1)z loy: z—ez
ly: y—ez {1y T+ez ly: z+y+(—e+1)z
l3: exr—y liz: T +ey lyz: (e—1l)x+y—=z
ly: ey—z by: T—y+z ly: x4+ (—e+1)y—=z
Us: (—e+Dzx+y—z li5: v+(e—1y+z ly: z+(e—1y—=z
lg: z—y+(e—1)z Llig: ey+z ly: (e—1)x—y—=2
b z+(1—ey+z Ll (e—Dx+y+z ly: z—y—2=z
681 ex+y 518- €T + 2 528- exr — 2
ly: x—ey lig: x+y—=z
lo: z—y+(1—e)z ly: z+y+z

Tabela 3.2: Wspotrzedne poczwornych punktéw przeciecia.

p;  wspolrzedne p;  wspolrzedne
pr: (1:0:0) pr2: (—=1:0:1)
pe: (e:—e—2:—e) p3: (—2e—2:e—1:e—1)
ps: (e:e+2:e) pa: (e:—=1:-1)
py: (—e:e+2:—e) pi5s: (—1:1:0)
ps: (e:e+2:—e) pie: (0:1:0)

pe: (0:0:1) pr: (e+2:e:—e)
pr: (—e+1l:e—1:-2e—2) pg: (—1:-1:¢)
ps: (—e+1:—e+1:2e+2) pg: (—1:1:—e)
po: (0:1:1) pao: (0:—1:1)
po: (3¢e—2:e—2:—e+2) py: (1:0:1)
prn: (1:1:0)
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SZZ
LZJ
989
962

VZa

SZg
ZZg
IZJ
OZJ
612
812
LIa
QIg
912
ﬂg
8[3
612
Ha
OIa
5
5
5
%
il
")
£)
7
7l

+

_|_

+

‘[Zd‘ozd‘md‘m(l‘ﬂd‘md‘Qld‘ﬂd‘ﬁld‘Zld‘Hd‘Old‘f‘)d‘Sd‘Ld‘9d‘9d‘?d‘€d‘zd‘IC[H

Tabela 3.3: Tabela incydencji punktéw poczwdérnych i prostych bistycznych.
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3.3.2 Kwartyka Dycka

Zaktadamy, ze w jest pierwiastkiem prymitywnym réwnania w* + 1 = 0.

Tabela 3.4: Roéwnania prostych bistycznych i hiperoskulujacych.

l; réwnanie l; réwnanie l; réwnanie
by —wy+z b v —wy+z lo1: wr — Wy + 2z
by wy+z lio: z+wiy+2z by 1 W?x + Wy + 2
l3: —wly+z li3: —wx—+z lys: —wz + 2
£4Z w3y+z 6142 wr + z 6241 w3$+z
bs: —x—y+z bis5: —wr—y+z los: —wr+y
bg: —x+y+z le: —wr+y+z log : wx+y
by —x—wy+z lip: —wrr—wWly+z by —Wr+y
lbg: —az+wly+z lig: —wWr+wiy+z lyg: Wdr+y
by: T—y+2 lg: wr—y+2
610 rT+y+z £203 w2x+y+z
Tabela 3.5: Wspotrzedne poczwornych punktéw przeciecia.

p;  wspolrzedne p;  wspotrzedne

pr: (1:0:0) po:  (wW?:1:0)

pa: (1:0:1) pro: (0:1:—w?)

ps: (0:1:1) prn: (—1:0:1)

pa: (—1:1:0) p2: (0:1:0)

ps: (1:1:0) piz: (—=1:0:—w?)

pe: (0:1:=1) pu: (=1:0:w?

pr: (0:1:w?)  pis: (0:0:1)

pg: (—w?:1:0)
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| i p2|ps | pa|ps|we | pr | ps | po] pro] pus | paz | pis | pua | pis |

—_

_l_
+
b3 || +
+

IS
+ 4|+ |+
+
+

o>

_l’_

_|_
+|+|+|+

|+ |+

Uy + +

+|+ |+ +

las
lag
lor
log

+ |||+

Tabela 3.6: Tabela incydencji punktéw poczwoérnych i prostych bistycznych.
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3.3.3 Kwartyka Komiya-Kuribayashiego

Zaktadamy, ze r = /5 oraz i =

—1.

Tabela 3.7: Roéwnania prostych bistycznych i hiperoskulujacych.

l; réwnanie l; réwnanie l; réwnanie

ly: —ér(% +y+z b1 x—2iy+=z loy : —%T(Qi + Dz +2
Uy : —ér(% —Dy+2z flio: z+2iy+=z log : 4“(22' —Dz+z
b3: Ir(2i—1Vy+z 32 —2ix—y+z log 0 ir (2@ —Dz+=z2
ly: %‘(22’—1— Dy +z liy: —2ix+y—+z loyg : % (2i 4+ Dz + 2
ls: —x—1y+2 b —giz—siy+z lys: —ir(2i+1z+y
662 —r+y+z 616. —%zx—l—%zy—i—z 6262 —% (22—1)x+y
by —x—2iy+z U7 %ix—%iy—i—z Uo7 - %( i—lz+y
lg: —x+2iy+=z lig - %im—l—%iy—l—z log: zr(2i+ 1)z +y
ly r—y+z lig: 2ix—y+ 2z

lio: z+y+z lyy: 2ix+y+z

Tabela 3.8: Wspotrzedne punktow poczwérnych.

p;  wspotrzedne p;  wspdlrzedne
pr: (1:0:=1) pg: (0:1:1)
pa: (1:0:0) pr: (=1:1:0)
ps: (1:0:1) ps: (1:1:0)
pe: (0:1:=1) pg: (0:0:1)
ps: (0:1:0)
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| e p2ps|palps[pe|pr|ps]|po]

+
Uy +
+
i

S
+|+ |+ +

4|+

%
4|+ |+

S
++]+|+

Tabela 3.9: Tabela incydencji punktéw poczwoérnych i prostych bistycznych.
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Rozdziat 4

Wolne, niemal wolne i plus-jeden
generowane uklady prostych

i kwartyk

W tym do$¢ technicznym rozdziale oméwimy wolnosé¢, niemal wolnos$¢ oraz plus-jeden
generowanie dla uktadow sktadajacych sie z prostych i jednej gtadkiej kwartyki, a w konco-
wej czesci rozdziatu takze dla uktadéw ztozonych z elementéow pewnego peku kwartyk. W
konstrukeji krzywych wykorzystamy dane zgromadzone w poprzednim rozdziale, tj. dane
odnosnie prostych bistycznych, ich punktow przeciecia oraz tabeli incydencji, wobec czego
w opisach bedziemy, mimochodem, korzysta¢ z numeracji oraz wszystkich wymaganych
opiséw z poprzednich czesci pracy.

Caly Rozdziat 4 jest oparty na obliczeniach symbolicznych, ktore przeprowadziliSmy w
programie SINGULAR, a wszystkie kody umozliwiajace zweryfikowanie zaprezentowanych

wynikéw mozna uzyskaé, na zadanie, u autora niniejszej dysertacji.

4.1 Wyniki ogdlne
Zaczynamy od przypadku stwierdzenia klasyfikujacego przypadek doktadnie jednej
gtadkiej kwartyki i jednej prostej.

Stwierdzenie 4.1
Nie istnieje wolny uktad C sktadajocy sie z doktadnie jednej prostej ¢ oraz jednej gltadkiej
kwartyki Q w PZ.

DowOD. Zauwazmy, ze mamy nastepujace mozliwosci dla przecigé prostej £ i kwartyki

Q:
o Q.0 =pi+ ps+ p3+ p4, tj. mamy cztery osobliwosci Ay,
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Q.0 = 2p + ps + ps3, tj. mamy jedng osobliwosé Az oraz dwie osobliwos$ci Ay,

Q.0 = 2p, + 2ps, tj. £ jest prostg bistyczng i mamy dwie osobliwosci As,
o Q.0 = 3p; + po, tj. mamy jeden punkt typu As i jeden punkt typu A;.
o Q.0 =Adp, tj. { jest prosty hiperoskulujaca i mamy punkt osobliwy A;.

Wobec powyzszej analizy maksymalna liczba Tjuriny, jaka moze uzyskaé nasz uktad, to 7.
7 drugiej strony, korzystajac z Twierdzenia 1.2, uzyskujemy, ze uktad C' bylby wolny,
gdyby jego catkowita liczba Tjuriny wynosita 7(C) € {12,13}, co jest niemozliwe do

zrealizowania. [ |

Zauwazmy, ze z naszej analizy wynika nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.2
Nie istnieje niemal wolny uktad C' sktadajocy sie z doktadnie jednej prostej ¢ oraz jednej
gladkiej kwartyki Q w PZ.

DowOD. Korzystajac z Twierdzenia 1.3, dostajemy, ze nasz uktad C' byltby niemal wolny,
gdyby jego catkowita liczba Tjuriny wynosita 7(C) € {11,12}, a w Swietle powyzszego

stwierdzenia taka sytuacja jest niemozliwa. [

Przechodzimy teraz do kolejnego przypadku, tj. uktadow sktadajacych sie z dwu
prostych i jednej gtadkiej kwartyki.

Stwierdzenie 4.3
Nie istnieje wolny uktad C' sktadajocy sie z jednej gladkiej kwartyki i dwoch roznych
prostych.

DowOD. Dowdd opiera sie na technice programowania liniowego. W pierwszej kolejnosci
zauwazmy, ze dla krzywej C stopnia parzystego d = 2m zlozonej z gtadkiej kwartyki i
dwdéch réznych prostych mozliwe sg tylko ADE osobliwo$ci, a doktadnie osobliwosci Ay,

As, Dy, As, Dg, Az, Dg, Dyg. Zachodzi wiec nastepujaca nieréwnosc:
mdr(C) =dy > m — 1, (4.1)

a wynika ona wprost z dowodu [12, Theorem 2.9]. Przypu$émy teraz, ze C spelnia
zalozenia naszego twierdzenia oraz jest wolna. Wowczas d; = 2 oraz na mocy Twierdzenia

1.2 spetiona jest réwnosé

7(C)=di —di(d— 1)+ (d —1)* = 19.
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Wobec powyzszego zachodzi nastepujacy uktad réwnan diofantycznych z niewiadomymi
(n27 t37 ng, t57 d6> t77 d87 le) € ZG}Ov t.]

Mo —I— 2t3 + 3’]13 —I— 3t5 + 4d6 —f- 4t7 —I— 5d8 + 6d10 = 8
ng + 3t3 + 4713 + 5t5 + 6d6 + 7t7 + 8dg + 10d10 = 19.

Korzystajac teraz z dowolnego programu rozwiazujacego réwnania diofantyczne (zobacz
Dodatek B, gdzie znajduje sie nasz kod napisany w jezyku Python), mozemy zauwazy¢,
ze powyzszy uktad nie posiada zadnych rozwigzan w liczbach catkowitych nieujemnych,

co konczy dowdd. [ |

4.2 Konstrukcje ukladéw oparte na kwartyce Dycka

W tej czesci, skupimy sie na konstrukcjach krzywych co najwyzej 3-syzygijnych z
wykorzystaniem kwartyki Dycka oraz prostych hiperoskulujacych.

Stwierdzenie 4.4
Uktad krzywych skladajocy sie z kwartyki Dycka i trzech hiperoskulujgcych prostych do

kwartyki Dycka przecinajgcych sie w punkcie potrojnym jest plus-jeden generowany.

DowoD. Jak tatwo zauwazyé, spogladajac wprost na tabele incydencji dla prostych
hiperoskulujacych do kwartyki Dycka, mamy doktadnie 12 takich uktadéw, a nasz do-
wod przeprowadzimy tylko dla jednego konkretnego uktadéw, bowiem w pozostatych
przypadkach dowdd jest zupetnie analogiczny.

Rozwazmy uktad DL dany przez wielomian definiujacy
Qx,y,2) = (ey + 2)(—ey + 2)(’y + 2) - (¢ + y' + 27),

przy czym e*41 = 0. Uktad DL posiada doktadnie jedng osobliwo$é¢ D, oraz trzy osobliwosci
Az, wobec czego catkowita liczba Tjuriny dla tego uktadu wynosi 7(DL) = 21 + 4 = 25.
Korzystajac z programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢ minimalng rezolwente wolng algebry

Milnora stowarzyszonej z uktadem DL, ktéra ma nastepujaca postac:
0— S(—12) = S(—11) @ S(—10) ® S(-9) — S*(—6) — S.

Poniewaz(dy, dy, d3) = (3,4,5), dy + dy = 7 oraz d3 > ds, a zatem uktad DL jest plus-jeden

generowany. |
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Stwierdzenie 4.5

Niech C bedzie uktadem sktadajgcym sie z kwartyki Dycka i 4 hiperoskulujgcych prostych
o tej wilasnosci, zZe proste te przecinajg sic w doktadnie jednym punkcie krotnosci 4.
Wowczas C jest jednym z nastepujgcych trzech uktadow danych przez nastepujgce wielomiany

definiujgce:
o Qi(z,y,2) = (z*+y*) - (z* +y* + 2%,
o« Qo(z,y,2) = (y'+24) - (2 +y' +2Y),
o Q3(z,y,2) = (zr+2%) - (2t +yt + 21).
Co wiecej, uktad C jest wolny.

DowOD. Pierwsza czedé naszego stwierdzenia wynika z nastepujgcej prostej obserwacji.
Jezeli rozwazymy teraz uklad H sktadajacy sie z doktadnie 12 hiperoskulujacych prostych

do kwartyki Dycka zadany przez wielomian definiujacy
Qz,y,2) = (& +y*) - (y* +2%) - (2" + 27,

to zauwazymy, ze H posiada dokladnie 48 podwéjnych punktéw przeciecia (osobliwosei A )
i dokladnie 3 punkty poczwoérne (osobliwosci Xy). Ta obserwacja pozwala nam wyznaczy¢
wielomiany definiujace Q1, @2, Q3. Druga czes¢ naszego stwierdzenia wynika wprost z [10,
Theorem 1.5]. |

Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze sytuacja, w ktorej 4 proste hiperoskulujace do gtadkiej
kwartyki spotykaja sie w doktadniej jednym punkcie, jest niezwykle rzadka. Dla przyktadu,
kwartyka Kleina nie posiada zadnych prostych hiperoskulujacych, natomiast 12 prostych
hiperoskulujacych do kwartyki Komiya-Kuribayashiego przecinaja si¢ tylko w 66 punktach
podwdjnych.

Kontynuujemy nasze dalsze rozwazania w kontekscie kwartyki Dycka.

Stwierdzenie 4.6
Niech C bedzie uktadem skiadajgcym sie z kwartyki Dycka oraz pieciu hiperoskulujgcych
prostych do kwartyki Dycka o tej wlasnosci, ze 4 z nich spotykajq sie w jednym punkcie

poczwornym. Wowczas C jest uktadem wolnym.

DowOD. Patrzac na tabele incydencji prostych hiperoskulujacych do kwartyki Dycka,
mozemy zauwazy¢, ze mamy doktadnie 24 takie uktady. Opiszemy teraz wielomiany

definiujace te uktady, a mianowicie

H]i(xayaz) = Ql(xvya Z) : gk(m7y72)7
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gdzie lx(z,y, z) jest jedna z 8 form liniowych zadanych przez czynniki liniowe wielomianu
(y* + 21) - (2t + 2%) oraz Q; to wielomian definiujacy ze Stwierdzenia 4.5. W analogiczny
spos6b konstruujemy wielomiany definiujace H? oraz H; dla k € {1,...,8}. W kazdym
z tych przypadkéw catkowita liczba Tjuriny dla naszych uktadow wynosi 48, tj. mamy
pie¢ punktow osobliwych A7, jedng osobliwo$é Xg oraz cztery osobliwosci A;. Korzystajac
z programu SINGULAR, mozemy pokazaé, ze dla kazdego z naszych uktadéw krzywych

minimalny stopien nietrywialnych relacji syzygii wynosi d; = 4. Wobec powyzszego mamy
48 = d} —di(d — 1)+ (d—1)* = 7(C) = 48,

a zatem C jest uktadem wolnym. [ |

Przechodzimy teraz do konstrukcji uktadéw krzywych stopnia 10 , ktore sa niemal
wolne. W tym celu potrzebujemy wprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje. W sytuacji prostych

hiperoskulujacych do kwartyki Dycka, rozwazmy nastepujace wielomiany definiujgce

Gil,j(x7y7 Z) = Ql(l’,y,z) : Ei(x7y7 Z) ’ gj('r?wa)?

gdzie ¢;(z,y, 2), {;(z,y, ) to parami rézne formy liniowe bedace czynnikami linjowymi wie-
lomianu jednorodnego (z*+2*)- (y*+2%) oraz Q; to wielomian zdefiniowany w Stwierdzeniu

4.5. W zupelnie analogiczny sposéb definiujemy uktady Gb’ oraz Gé’j .

Stwierdzenie 4.7

Uktady krzywych C,i’j dane wielomianami Gﬁg’j dla k € {1,2,3} sq niemal wolne.

DowOD. Zauwazmy, ze calkowita liczba Tjuriny dla kazdego ze skonstruowanych
uktadéw wynosi 60, tj. mamy dokladnie 6 osobliwosci A7, jedna osobliwo$¢ Xy oraz
9 osobliwosci A;. Korzystajac z programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢, dla kazdego
z naszych uktadéw, minimalny stopien nietrywialnych relacji syzygii, ktory wynosi d; = 5.

Woéwezas, korzystajac z kryterium niemal wolnosci uktadéw z Twierdzenia 1.3, mamy
61=d?—dy(d—1)+(d—1)*>=7(C;") +1 =160+ 1 =61,

a zatem C,i’j uktady sa niemal wolne. [ |

Ostatnim wynikiem w tej czes¢ pracy jest konstrukcja uktadéw niemal wolnych stopnia 12.

Stwierdzenie 4.8

Rozwazmy nastepujgce uktady krzywych

o Cr=V((x'+y' + 24 (@' +y") - (v +2"),
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o Oy =V((@*+y*+21) (2t +y*) - (z* + 2)),
o C3=V(@'+y'+2Y) (¥ +24) - (@ +2%).

Wowczas Cy, Cy, Cs sqg niemal wolne.

DowOD. Dowdd jest analogiczny jak w powyzszym stwierdzeniu, zatem go pominiemy.
[ |

4.3 Konstrukcje ukladéw oparte na kwartyce Kleina

W tej dos¢ krotkiej czesci skupimy sie na przypadku kwartyki Kleina. Przypomnijmy,
ze kwartyka ta nie posiada prostych hiperoskulujacych, a zatem wszystkie proste bistyczne
zadaja tylko osobliwosci Az. Niemniej, w tej czesci skonstruujemy ciekawe przyktady
plus-jeden generowanych uktadow, ktore majg niezwykte ciekawe znaczenie w kontekscie

rezultatéw uzyskanych w pracy [13].

Stwierdzenie 4.9
Niech QIC bedzie uktadem skladajgcym sie z kwartyki Kleina oraz czterech prostych bistycz-
nych przecinajgcych sie w jednym punkcie poczwornym. Wowczas uktad QK jest plus-jeden

generowany o wykladnikach (dy,ds,ds) = (4,4,7).

DowOD. Zauwazmy, ze mamy dokladnie 21 takich uktadéw, co wynika wprost z tabeli
incydencji dla prostych bistycznych dla kwartyki Kleina. Wszystkie te uktady posiadaja
doktadnie takie same stabe kombinatoryki, tj. mamy osiem osobliwo$ci A3 oraz jedng oso-
bliwos¢ Xgy. Korzystajac z programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢ minimalng rezolwente

wolna algebry Milnora stowarzyszonej z uktadem QL, mianowicie
0 — S(—15) — S(—14) @ S*(—11) — S3(=7) — S.

Poniewaz (dy, dy, ds) = (4,4,7), di + dy = 8 oraz d3 > ds, zatem nasz uktad jest plus-jeden

generowany. n

Dlaczego nasze nowo skonstruowane uktady krzywych sa ciekawe? W niedawnej pracy
Dimeca i Sticlaru badali wtasnos$ci homologiczne krzywych m-syzygijnych, a wsréd wielu
ciekawych rezultatow udowodnili nastepujace dwa stwierdzeniem, zobacz [13, Theorem
2.4] oraz [13, Corollary 5.3].

Stwierdzenie 4.10
Niech C': f =0 bedzie krzywg m-syzygijng stopnia d o wyktadnikach 1 < dy < ... < dp,
orazm = 3. Wowczas di +dy > d orazd; <dy <ds <d-—1.



4.4. Konstrukcje uktadéw oparte na kwartyce Komiya-Kuribayashiego 48

Stwierdzenie 4.11
Niech C: f = 0 bedzie krzywq 3-syzygijng stopnia d > 3. Jezeli wszystkie skladowe
nierozktadalne C; krzywej C' sq wymierne oraz C' nie jest plus jeden generowana, to

wowcezas ds < d — 2.

W é$wietle powyzszych wynikow nasze uktady oparte na kwartyce Kleina okazujg sie
by¢ ekstremalne w kontekscie ograniczenia gérnego na wyktadnik ds w klasie uktadow
sktadajacych sie z krzywych posiadajacych dodatni genus. Z drugiej strony nasze przyktady

pokazuja, ze zatozenia we wspominanych powyzej stwierdzeniach sa konieczne i optymalne.

Uwaga 4.1
W kontekscie Stwierdzenia 4.10 okazuje sie, ze mozemy skonstruowaé przyktad uktadu
krzywych, ktéry jest 3-syzygijny o tej wltasnosci, ze d3 = d — 1, ale nie jest plus-jeden
generowany.

Rozwazmy nastepujacy uktad DL dany wielomianem
Q(z,y,2) = (2" +y* + %) (2" — ).

Uktad ten posiada doktadnie 16 osobliwo$ci A; oraz jedng osobliwosé¢ Xy. Korzystajac z
programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢ minimalng rezolwente wolng algebry Milnora

stowarzyszonej z uktadem DL, mianowicie
0— S(—17) = S(—14) ® S(—13) @ S(—11) — S*(=7) — S.

Poniewaz (di,ds,d3) = (4,6,7), wobec czego dy + ds > 8, a zatem nasz uktad nie jest
plus-jeden generowany. Z drugiej strony ds = d — 1 = 7, a zatem w $wietle Stwierdzenia

4.10 nasz uktad realizuje maksymalna mozliwa wartos¢ wyktadnika ds.

4.4 Konstrukcje uktadéw oparte na kwartyce Komiya-
Kuribayashiego

Przechodzimy teraz do konstrukcji 3-syzygijnych uktadéw krzywych z wykorzystaniem
kwartyki Komiya-Kuribayashiego. Jak wiemy, kwartyka ta ma doktadnie 12 hiperosku-
lujacycych prostych, jednakze proste te przecinaja sie tylko w punktach podwdéjnych, co
stanowi znacznie utrudnienie w procesie konstrukcji ciekawych, z naszego punktu widzenia,

uktadéw krzywych.

Stwierdzenie 4.12
Uktad krzywych zlozony z kwartyki Komiya-Kuribayashiego oraz dwdch prostych bistycznych

(zwyczajnych) i dwdch prostych hiperoskulujgcych o tej wlasnosci, zZe te cztery proste
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przecinajq sie w dokladnie jednym punkcie jest uktadem plus-jeden generowanym.

DowoOD. Nasz dowdd przeprowadzimy dla jednego konkretnego uktadu krzywych,
bowiem w pozostatych przypadkach rozumowanie jest zupetnie analogiczne. Oznaczmy, tak
jak wezeéniej, przez G(z,y, z) = 2t +y* + 24 + 3(2?y? + y22? + 222?) wielomian definiujacy
kwartyke Komiya-Kuribayashiego. Rozpatrzmy uktad krzywych KX £ zdefiniowanych przez

wielomian
Q(z,y,2) =(—x—y+2)(—x+y+ 2)(—x — 2iy + 2)(—x + 2iy + 2) - G(z,y, 2).

Uktad XL ma doktadnie jedng osobliwoéé Xy, cztery osobliwosci Az oraz dwie osobliwoéci
Az, zatem catkowita liczba Tjuriny uktadu wynosi 7(KL) = 14 + 12 + 9 = 35. Korzystajac
z programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢ minimalng rezolwente wolng algebry Milnora,

ktora ma postaé
0 — S(—13) = S(—12) @ S*(—11) — S3(=7) — S.

Wobec powyzszego (dy, da, d3) = (4,4,5), dy + dy = 8 oraz d3 > ds, zatem uklad krzywych

jest plus-jeden generowany. |

W dalszej czesci tego rozdziatu skupimy sie na konstruowaniu krzywych wolnych z
wykorzystaniem peku generowanego przez pewne dwie zredukowane kwartyki. Nasz pomyst
nawiazuje bezposrednio do pracy [8], w ktérej to Dimca bada whasno$ci minimalnego stopnia,
relacji syzygii dla uktadow krzywych generowanych przez peki krzywych. Zaczynamy od
krotkiego wprowadzenia oznaczen.

Niech C: F = 0 bedzie uktadem krzywych takim, ze wielomian definiujgcy uktadu ma

postac

F=Q1--Qn, m>1, (4.2)
przy czym deg()y = deg@)y = ... = deg@Q,, = 1 oraz krzywe C;: Q; = 0 dla i €
{1,2,...,m} sa elementami peku generowanego przez dwie krzywe zredukowane K, Ko

tego samego ustalonego stopnia, czyli deg(K7) = deg(K3) = k. Sciglej ujmujac, rozwazamy
pek krzywych postaci
P: uK, +vK, (u:v)€Pg. (4.3)

W naszych rozwazaniach wymagamy, aby wszystkie krzywe z peku byty tego samego stopnia,
ale nie bedziemy wymagaé¢ ani gtadkosci krzywych, ani wlasnosci ich zredukowania.

Przechodzimy teraz do naszej sytuacji. Niech pek P bedzie generowany przez nastepu-
jace krzywe

Ki:o oot oyt 4+ 20+ 3(0%2 + 222 %2 =0, (4.4)
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czyli kwartyke Komiya-Kuribayashiego, oraz
Ky: (=2ix—y+2)(—2iz+y+2)(2ix —y+2)(2iz+y+2) =0, (4.5)

czyli przez kwartyke rozktadalna ztozona z czterech prostych hiperoskulujacych do kwartyki
Komiya-Kuribayashiego. Rozwazmy nastepujacy zbiér 4 wyréznionych punktow, tj. zbior

punktéw bazowych naszego peku:
B={(—i:—1:1),(=i:1:1),(z:—=1:1),(¢:1:1)}. (4.6)

Wszystkie punkty zbioru B, widziane jako punkty przeciecia krzywych Kj i Ks, to osobli-
wosci Ax.
Rozwazmy uktad C' = { K, Ky} zdefiniowanych powyzej. Punkty osobliwe tego uktadu

to oczywiscie 4 osobliwosci A; oraz mamy dodatkowo 6 osobliwos$ci A;. Wobec powyzszego
7(C)=4-7T+6=34.

Przypomnijmy, ze jezeli uktad C' bytby wolny, to wowczas minimalny stopien nietrywialnych
relacji syzygii bytby mniejszy od potowy stopnia krzywej C', wobec czego mdr(C') € {1, 2, 3}.
Korzystajac teraz z Twierdzenia 1.2, oznaczaloby to, ze 7(C') € {37,39,43}. Poniewaz
catkowita liczba Tjuriny uktadu C wynosi 34, zatem uktad ten nie moze by¢ wolny. Stosujac
podobny argument, mozemy zauwazy¢, ze uktad C' nie moze by¢ rowniez niemal wolny.
W poszukiwaniu uktadéw wolnych ztozonych z kwartyk bedacych elementami naszego
peku P zastepujemy w uktadzie C' kwartyke K; przez kwartyke Ky — Ky, ktorej wielomian

definiujacy ma postac
Qu.—1)(7,y,2) = —152" — 52°y® — 5a*2* + 5y*2°.

Indeks dolny (1 : —1) w oznaczeniu wielomianu odnosi si¢ do punktu (u : v) € P
wystepujacego w (4.3). Powyzsza kwartyka jest nierozkladalna, ale nie jest gtadka, bowiem
ma dwie osobliwosci A1 wp; = (0:0:1)ipy=(0:1:0). Oznaczmy nowo otrzymany
uktad przez C) = {K; — Ky, Ks}. Wowcezas

7(Cy) =4-7T+6+2 =36,

zatem nasz uktad C7 moze by¢ niemal wolny pod warunkiem, ze mdr(C}) = 4. Korzystajac
z programu SINGULAR, mozemy sprawdzi¢, ze faktycznie mdr(C}) = 4, co oznacza C; jest
uktadem niemal wolnym.

Kolejno, uzupetniamy uktad C; o dodatkows kwartyke postaci —16K; 4+ K5 o wielo-
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mianie definiujgcym
Q-16:1)(T,y,2) = —402%y* — 15y* — 402222 — 50y%2? — 152*,

uzyskujac uktad Cy = {—16K; + Ky, K1 — Ky, Ky}. Nasza kwartyka —16K; + K jest
nierozkladalna, ale nie jest gltadka, bowiem ma jedna osobliwo$¢ A; w p = (1 : 0 : 0).
Korzystajac z programu SINGULAR, mozemy wyznaczy¢ minimalng rezolwente wolng algebry

Milnora stowarzyszonej z uktadem C5, ktéra ma postaé
0— S(—18) @ S(—15) — S3(—11) — S,

co oznacza, ze uktad Cy jest wolny.
Przechodzimy teraz do bardziej ztozonych uktadéw. W celu uzasadnienia naszych

dalszych rozwazan przywolajmy wynik [8, Theorem 1.8].

Twierdzenie 4.1

Niech C bedzie ukladem krzywych w P24 takim, ze jego wielomian definiujgcy ma postaé

f=Q1-Qm,

przy czym m = 3, deg(Qy1) = ... = deg(Qn) = k = 2, oraz krzywe C;: Q; = 0 sq
elementami peku P : uCi + vCy. Przypusémy, ze P ma zerowymiarowy zbior punktow
bazowych oraz posiada tylko zredukowane elementy. Wowczas albo mdr(f) = 2k — 2, albo

m = 3 oraz mdr(f) < 2k — 3, 7 dodatkowo zachodzi jeden z poniiszych dwu przypadkdéw:

e k>4 orazmdr(f) < k+ 1. Wowczas zachodzi réwnosé, tj. mdr(f) = k+ 1 oraz
uktad krzywych C jest wolny, i wtedy (dy,ds) = (k+ 1,2k — 2).

e k=5 orazk+2 < mdr(f) <2k —3.

Uzupelijmy teraz uktad C, o kolejng krzywa z naszego peku. Dla przyktadu, roz-
wazmy uklad C3 = {—16K; + Ky, K1 — Ky, Ky, K1}, gdzie K jest kwartyka Komiya-~
Kuribayashiego. Otrzymany uktad, co jest obserwacja ciekawsa, jest réwniez wolny, bowiem

stowarzyszona algebra Milnora ma rezolwente postaci
0 — S(—26) ® S(—19) — S*(—15) — S.

W Swietle powyzszego twierdzenia, gdyby jego zatozenia bytyby spetnione, to poniewaz
krzywe generujace nasz pek to kwartyki, zatem powinni$my uzyska¢ mdr(Cs) = 2-4—2 = 6.
Tymczasem mdr(Cs) = 4. Obserwacja ta prowadzi nas do wniosku, ze pek P musi zawieraé

jaki§ element niezredukowany. Zauwazmy, ze takim elementem jest, na przyktad, krzywa
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zadana przez

Q(4;1)(l‘, Y, Z) = (21‘2 + y2 + 22>2.

Co ciekawe, powyzsza krzywa jest jedynym elementem niezredukowanym generowanym

przez pek P, co tez bedziemy chcieli teraz udowodni¢.

Stwierdzenie 4.13

Istnieje doktadnie jedna krzywa niezredukowana nalezgca do peku P: uKy 4+ vKy 1 jest to
K(4:1) : (2.1‘2 + y2 + 2’2)2 = 0.

Nasz dowdd jest podzielony na kilka krokow. Zaczynamy od nastepujacego ogdlnego le-

matu dotyczacego dowolnego, dopuszczalnego przez nasze zatozenia ogdlne, peku krzywych.

Stwierdzenie 4.14
Niech Cap), C(e:a) bedg réznymi krzywymi z peku

P:uCy +vCy, Cy #Co, (u:v)€ Rle

ktorego zbiorem punktow bazowych jest B = Cy N Cy. Witedy zbior puntow wspélnych
dowolnych dwoch rézinych krzywych z peku jest rowny B, tj.

C(a:b) N C(c:d) = B, ]€Z6lZ C(a:b) 7& C(c:d)~

DowOD. Dla dowodu przyjmujemy nastepujgce oznaczenia dla wielomianéw definiujg-

cych generatory peku P, mianowicie
Ci: Qi(z,y,2) =0 oraz Cy: Qa(z,y,2) =0.
Oznaczmy wielomiany dwoch krzywych z peku
Clab): Qat) (7, Y, 2) = 0 oraz Cieay: Qeay(,y,2) = 0.
W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze Cu:p) M C(e:qy 2 B. Niech p € B, woéwczas
@Q1(p) = Q2(p) = 0. (4.7)

Sprawdzimy teraz wartos¢ wielomianéw definiujacych krzywe Cap), Ce:qy W punkcie p.
Mamy
Qa)(p) =a-Q1(p) +b-Qa(p) =a-0+b-0=0,
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Qea)(p) =c-Qi(p) +d-Q2(p) =a-0+b-0=0,

wiec p € C(a:b) N C(c:d)-
Wykazemy teraz zawieranie w drugg strone, czyli C.p) N Cie.q) € B.
Przypuéémy, ze p € Cap) N Cie:ay i p € B, czyli p € C; lub p & Cy. Bez straty ogélnosci

mozemy zalozyé, ze p & Cy. Z powyzszych warunkéw wynika
() Quny(p) =a-Qi(p) +b-Qa2(p) =0,
(il) Qeay(p) =c-Qi(p) +d-Qa(p) =0,
(iif) Q1(p) # 0.

Wobec powyzszego rozwazmy pierwszy przypadek a # 0. Wéwcezas korzystajac z (i)

i (iii), otrzymujemy Qs(p) # 0 oraz 2 = —gfg ; Poniewaz ¢ i d nie mogg by¢ réwnoczesnie
réwne zero, to z warunku (ii) wynika, ze obie te liczby sa rézne od zera, wiec % = —8?—%.
Otrzymalismy zatem g = %, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze C(ap) 7 C(ca)-

Pozostaje nam zatem rozwazy¢ drugi przypadek, tj. a = 0. Poniewaz b # 0, bowiem
a, b nie moga by¢ réwnoczesnie réwne 0, to na mocy (i) wnioskujemy, ze Q2(p) = 0, co na
podstawie (ii) i (iii) oznacza, ze ¢ = 0. Otrzymalismy (0 : b) = (0 : d), co zndéw przeczy

zatozeniu Ciq.p) # Cieq)- [ |

Wracamy teraz do sytuacji kwartyki i prostych hiperoskulujacych. Zaczynamy od

wprowadzenia nastepujacego oznaczenia.

Oznaczenie 4.1

Dla prostych hiperoskulujacych [y, ls, l3, 14 do kwartyki K7 mozemy przyjaé¢ taka numeracje
punktéw ze zbioru B = {p1, p2, p3, p4}, ze zachodzi

li N K1 = {pl} dlaz € {1, 2, 3,4}, (48)

czyli jedynym punktem wspolnym prostej [; i kwartyki Komiya-Kuribayashiego jest punkt
Di-

Lemat 4.1

Dowolna kwartyka z peku (generowanego przez krzywe 4.4 oraz 4.5) rézna od Ky ma
doktadnie jeden punkt wspolny z kazdq z czterech prostych hiperoskulujgcych ly,ls, 13,14 ©
jest to punkt nalezgcy do B. Innymi stowy,

LiN Ky = {pi} dlai e {1,2,3,4} oraz K # K.
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DowoD. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze I; N K a5y 3 p;. Wprost z definicji punktu
p; mamy p; € l;, zatem wystarczy pokazaé, ze p; € K(4). Uwzgledniajac (4.7), mamy

Qany(pi) = a- Q1(pi) +b- (Lilalsly)(p)) =a-0+b-0=0,

a zatem p € K(qu).

Pozostalo nam pokazaé, ze [; N Kap) C {p;}. Niech p € l; N Ka4) wtedy l;(p) = 0
i Qa:v)(p) = 0. Z drugiej réwnosci otrzymujemy 0 = Qqa)(p) = a-Q1(p) +b- (Lilalsly)(p) =
a-Q1(p). Widaé, ze a # 0, bo w przeciwnym przypadku mielibysmy K o.;y = K>, co byloby
sprzeczne z zatozeniem, wiec Q1(p) = 0, czyli p € [; N K. Poniewaz jedynym punktem
wspolnym kwartyki Komiya-Kuribayashiego z prosta [; jest punkt p;, zatem p = p;, co
konczy dowdd. [

Lemat 4.2
Nie istnieje kwartyka rozktadalna K g nalezqca do peku, réina od Ko, dla ktorej w roz-

ktadzie na sktadowe nierozktadalne pojawia sie prosta. Inaczej mowigce, nie istnieje punkt

(a:0)# (0:1) € Pt taki, ze
Kpy: 1-h =0, gdzie deg(l) = 1.

DoOwOD. Zauwazmy, ze | # l;. Gdyby [ = [;, to wéwczas [; C Ky N Ky, ale ze
Stwierdzenia 4.14 wiemy, ze K4 N Ko = B. Z drugiej strony, zbioér punktéw bazowych
to B = {p1,p2, ps, pa}, co prowadzi do oczywistej sprzecznosci, gdyz l; # {p1, p2, ps, pa}-
Przyjmijmy zatem, ze [ # [;. Niech teraz p; = [ N[} bedzie punktem wspolnym prostej [ i
prostej hiperoskulujacej ;. Wtedy p; € K(as), bowiem (Ih)(p;) = 0 oraz p; € K5, bowiem
(I1l2l3l4)(py) = 0, czyli na podstawie Stwierdzenia 4.14 punkt p; € B. Z drugiej jednak
strony, jedynym punktem prostej [; nalezacym do B jest punkt p;, wiec p; = py, czyli
ostatecznie punkt p; nalezy do prostej [. Analogicznie mozna pokazaé, ze takze pozostate
trzy punkty ps, p3, ps naleza do prostej [, co jednakze jest niemozliwe, bowiem punkty

P1, D2, P3, P4 nie sa wspotliniowe, co tatwo sprawdzié. |

Warto zaznaczy¢, ze w powyzszym dowodzie nie zakladamy nic szczegdlnego o wielo-
mianie h. W szczegdlnosci, z czego bedziemy korzystali ponizej, wielomian h moze by¢
rozktadalny.

Na podstawie powyzszego lematu jest oczywiste, ze nie moze istnie¢ kwartyka nie-
zredukowana nalezaca do peku opisana przez réwnanie [2-h; = 0 lub 12 - h; = 0 lub
I* =0, gdzie deg(l) = 1, bo w takim przypadku daloby si¢ zapisa¢ réwnanie tej kwartyki
w postaci [ - h, gdzie, odpowiednio, h = [ - hy, lub h = [? - hy, lub h = [?. Analogicznie,
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korzystajac z podobnej argumentacji jak powyzej, nie moze takze istnie¢ kwartyka z peku
o réwnaniu s? = 0, gdzie wielomian s jest wielomianem rozkladalnym. Korzystajac z tej

obserwacji, mozemy zapisa¢ nastepujace stwierdzenie

Lemat 4.3

Kazda kwartyka niezredukowana naleZgca do peku, o ile istnieje, musi mieé¢ postaé

gdzie s jest nierozktadalnym wielomianem stopnia drugiego.

Przechodzimy zatem do dowodu Stwierdzenia 4.13.

DowOD. Korzystajac z Stwierdzenia 4.14 i Lematu 4.1, wnioskujemy, ze proste
l1,1s,13,1, musza by¢ styczne do s = 0 w punktach py, ps, p3, ps. Warunki te pozwalaja
nam w prosty sposob wyznaczy¢ jedyny, z doktadnoscig do przemnozenia przez niezerowsa

stala, wielomian stopnia drugiego, mianowicie
s =22+ 9% + 22,
co konczy dowdd jedynosci kwartyki niezredukowanej w peku P. |

W ostatniej czesci tego rozdziatu skupimy sie na eksperymentach zwiazanymi z genero-
waniem wolnych uktadéw z wykorzystaniem opisanych powyzej wlasnosci peku kwartyk
P. Na bazie wielu obliczeniach z wykorzystaniem programu SINGULAR, mozna postawic

nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 4.1
Jezeli uktad krzywych C5 uzupelmimy o dowolna skonczona liczbe gladkich kwartyk
z peku P, to otrzymany ukltad krzywych bedzie wolny. Co wiecej, minimalny stopien

nietrywialnych relacji syzygii tak otrzymanego uktadu bedzie stale rowny 4.

Wypiszemy teraz wielomiany definiujace kwartyki z peku, ktére wykorzystamy w

konstrukeji uktadu Cyo stopnia 40 zawierajacego C5 jako poduktad, mianowicie
(1) Quoy(z,y,2) = ot 4yt 4+ 2+ 3(2%y? + 2222 + 22,
(2) Qun(z,y,2) = (=2ix —y+ 2)(—2ix +y + 2)(2iz —y + 2)(2iz + y + 2),
(3) Qu.—1)(z,y,2) = —152* — ba?y? — ba?z? + Hy?2?,
(4) Q161 (z,y,2) = —402%y* — 15y* — 402222 — 50y22* — 1524,

(5) Quay(w,y,2) = 172" + 11y + 2y* + 11a?2? + y?2% + 224,
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(6) Quoy(x,y,2) = 33z + 192%y* + 3y* + 192%2* — y?22 + 324,
(7) Quasy(z,y, 2) = 492* 4 272%y? + 4y* + 27T2%2% — 3y?22 + 424,
(8) Quay(z,y, z) = 652* 4 352%y* + 5y* + 352%2% — 5y?2® + 5z,
(9) Qus)(w,y, z) = 8lat + 432%y* + 6y* + 43222% — Ty?2% + 624,
(10) Quie)(z,y,2z) = 97zt + 5la?y® + Ty* + 5la?z? — 9y?2? + 724

Mozna sprawdzi¢ dos¢ standardowym rachunkiem, ze Cjyg jest uktadem wolnym, z czego
bedziemy korzystaé¢ za moment. Krzywa K, to kwartyka rozkladalna sktadajaca sie z
czterech prostych hiperoskulujacych do kwartyki Komiya-Kuribayashiego, wobec czego z
kazdego z rozpatrywanych uktadow Cs, C5, i Cyg, w ktorych sktad wchodza cztery proste
hiperoskulujace, mozemy usunaé po jednej z nich, otrzymujac nowe uktady nizszego stopnia.
Procedura ta znana jest w literaturze jako deletion technique i jest ona niezwykle istotna
w kontekscie nastepujacego twierdzenia, ktére zostato niedawno udowodnione przez Dimce

oraz Macinic i Pokore [9, 23].

Twierdzenie 4.2
Niech C bedzie zredukowang wolng krzywq plaskq @ niech C = C' U L dla pewnej prostej L

takiej, ze L ¢ C'. Wowczas C' jest albo wolna, albo plus-jeden generowana.

W $wietle powyzszego twierdzenia, jezeli usuniemy prosta z uktadow Cs, Cs, Cyg, to
wowezas mozemy uzyskaé uktad, ktory jest albo wolny, albo plus-jeden generowany. Korzy-

stajac z obliczen w programie SINGULAR, mozemy zweryfikowaé nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.15
Usuniecie hiperoskulujgcej prostej {: —2ix—y+z = 0 z ktoregokolwiek z ukltadow Cy, Cs, Cyg

prowadzi nas do nowych wolnych ukladow krzywych CY, C5, Cl.

DowOD. Opieramy sie na obliczeniach symbolicznych z wykorzystaniem program
SINGULAR. Dowod polega na wypisaniu minimalnych rezolwent wolnych stowarzyszonych
algebr Milnora. Zaczynamy od ukladu CY, dla ktérego mozemy wyznaczy¢ nastepujaca

rezolwente:

Cy: 00— 8(—16) @ S(—14) — S(-10)* — S,

wobec czego uktad CY jest wolny o wyktadnikach (dy,dy) = (4, 6).
Przechodzimy do ukladu C5. W tym przypadku mamy nastepujaca rezolwente:

Ch: 00— S(—24)® S(—18) — S(—14)> — S,

wobec czego uktad CY jest wolny o wyktadnikach (dy,ds) = (4, 10).
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W koricu przechodzimy do ostatniego rozwazanego uktadu C},. Mamy nastepujaca

rezolwente wolna:
Clo: 0= S(=72) @ S(—42) — S(—38)° — S,

wobec czego uktad C, jest wolny o wyktadnikach (dy,ds) = (4, 34). [ |
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Dodatek A

W tym dodatku przedstawiamy kod pozwalajacy na wypisanie rozwigzan uktadu

réwnan diofantycznych (A) ze strony 24.

def solve():
# Fquation system coefficients:
Al = [1, 3, 4, 5, 7]

Bl = 37
A2 = [1, 2, 3, 3, 4]
B2 = 24

# Bounds for every wvariable:
BOUNDS = [25,13,9,9,7]

#Array for saving found solutions:

SOLUTIONS = []

#Function for checking if given wvector X is a solution:
def test_solution (X):
nonlocal Al,B1,A2,B2, SOLUTIONS
resl =0
res2 =0
for i in range(5):
resl+= Al[i]*X][1]
res24+= A2[i|*X][1i]
if resl=—Bl1 and res2=—B2:
SOLUTIONS. append (X. copy ())

def rec(iter X):
nonlocal Al,B1,A2,B2, BOUNDS
if iter = 5:
test_solution (X)

else:

for val in range(BOUNDS[iter |):
X[iter]| = val
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rec(iter+1,X)

#Checking all posibilites :

rec(0,[0,0,0,0,0])
return SOLUTIONS

print (solve ())
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Dodatek B

W tym dodatku przedstawiamy kod pozwalajacy na weryfikacje ostatniej czesci dowodu
Stwierdzenia 4.3 odnos$nie braku rozwiagzan uktadu réwnan diofantycznych (OJ) ze strony
43.

def solve():

# Fquation system coefficients:

Al = [1,2,3,3,4,4,5 6]
Bl = 8
A2 = [1,3,4,5,6,7,8,10]
B2 = 19

# Bounds for every wvariable:

BOUNDS = [9,5,3,3,3,3,2,2]

#Array for saving found solutions:
SOLUTIONS = []

#Function for checking if given wvector X is a solution:
def test_solution (X):
nonlocal Al,B1,A2 B2, SOLUTIONS
resl =0
res2 =0
for i in range(6):
resl+= Al[i]*X][1i]
res2+4= A2[i]xX[1i]
if resl=B1 and res2=—B2:
SOLUTIONS. append (X. copy ())

def rec(iter ,X):
nonlocal Al,B1,A2,B2, BOUNDS
if iter = 6:
test_solution (X)

else:
for val in range(BOUNDS[iter |):



LITERATURA

X[iter] = val
rec(iter+1,X)

#Checking all posibilites:

rec(0,[0,0,0,0,0,0])
if len (SOLUTIONS)==0:

return "No-solutions-found.”
return SOLUTIONS

print (solve ())
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