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Gloéwnym celem niniejszej pracy doktorskiej jest zbadanie wlasnoéci algebraiczno-kombinatorycznych
ukltadéw krzywych gladkich na zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Ten nurt badan jest obecny w Swia-
towej matematyce od blisko 40 lat, a mianowicie od momentu sformulowania hipotezy Terao (choé
niektorzy autorzy wskazuja, ze hipoteza ta powinna nosi¢ miano hipotezy Terao-Saito), ktora przewi-
duje, ze dla ukladéw hiperplaszczyzn zawartych w P¢ algebraiczna wlasnos¢ wolnosci ukladu jest w
pelni determinowana przez jego krate przecigcia. Hipoteza ta jest uznawana za jeden z najwazniejszych
i najtrudniejszych otwartych probleméw w kombinatorycznej geometrii algebraicznej. W przypadku
plaskim, tj. dla n = 2, hipoteza ta zostala zweryfikowana (tylko!) dla uktadéw d < 14 prostych, co tez
pokazuje z jak trudnym i skomplikowanym problemem mierza sie badacze na calym Swiecie. Jak sie
okazalo pdzniej, hipoteza Terao jest tylko jednym z wielu trudnych probleméw badawczych z pograni-
cza algebry i kombinatoryki, i mozemy przywotaé catg liste podobnych probleméw, ktére dodatkowo
zahaczaja o topologie, np. problem nietrywialnosci wielomianéw Alexandera wyznaczonych przez ukla-
dy prostych, problemy zawierania dla poteg symbolicznych ideatéw jednorodnych stowarzyszonych z
konfiguracjami punktéw, czy tez mozemy wspomnieé¢ o problematyce konstruowalnosci par Zariskiego.

W niniejszej pracy skupimy sie na uktadach, ktére sktadaja sie z gtadkich krzywych ptaskich
stopnia 1, 2, oraz 4. Zmiana ta, tj. dopuszczenie krzywych stopnia wiekszego niz 1, ma charakter
fundamentalny, gltéwnie ze wzgledu na pojawiajace si¢ komplikacje. W celu zobrazowania sytuacji
przytoczymy tylko kilka utrudnien, mianowicie:

e osobliwosci zwyczajne dla uktadéw krzywych, w odréznieniu od przypadku uktadéw prostych,
przestaja byé¢ quasi-jednorodne,

e wiele technik dziatajacych dla ukladéw prostych przestaje mieé¢ zastosowanie w ogdlniejszej sy-
tuacji, np. gdy dopuszczamy gladkie stozkowe,

e jest bardzo malo znanych narzedzi, ktére moga pozwoli¢ na efektywna prace z uktadami krzy-
wych, np. w kontekscie ograniczania stabych kombinatoryk uktaddéw,

e zdecydowanie wzrasta ztozonos¢ obliczeniowa dla probleméw algebry homologicznej, np. gdy
chcemy wyznaczy¢ minimalne rezolwenty wolne algebr ilorazowych.

W niniejszej pracy doktorskiej skupimy sie na dwu waznych aspektach, mianowicie na tworzeniu
narzedzi, ktére pozwalaja bada¢ wtasnosci krzywych z perspektywy kombinatorycznej, oraz na kon-
strukcjach uktadéw krzywych z ciekawymi wtasno$ciami algebraiczno-kombinatorycznymi. Prowadzac
nasze badania, zauwazyliSmy pewne luki w kombinatorycznej teorii uktadéw prostych bistycznych sto-
warzyszonych z gtadkimi ptaskimi kwartykami i stalo sie to dla nas motywacja do jej uzupelnienia.
Przedstawmy teraz, pokrétce, najwazniejsze rezultaty badawcze uzyskane w wyniku naszych badan
oraz strukture niniejszej pracy doktorskie;j.

Pierwszy wynik naszych badan dotyczy ukladow gladkich stozkowych, ktére dopuszczaja tylko
pewne ADE osobliwoéci. Interesuja nas wzajemne zaleznosci pomiedzy liczba osobliwosci Ay, As, Dy,



As, A7 1 liczby stozkowych tworzacych dany uklad. Korzystajac z nieréwnosci Bogomotowa-Miyaoki-
Yau oraz twierdzenia Bézouta, wyznaczamy zwiazek miedzy tymi wielkoSciami w postaci nastepujacej
nieréwnosci.

Twierdzenie A (zobacz Twierdzenie 2.3). Niech C bedzie ukliadem k > 3 gladkich stoZkowych, ktory
dopuszcza ny osobliwodci A1, t3 osobliwosci Az, n3 osobliwosci Dy, ts osobliwosci As, oraz t7 osobli-
wodci A7. Wéwcezas zachodzi nastepujgea nieréwnosé typu Hirzebrucha:

560k + 100no 4 7ong > 608ty + 404ts + 184t5.

Otrzymana nieréwnos$é pozwala wyznaczyé ograniczenia gérne na liczbe osobliwosci As i A7 w
uktadach gladkich stozkowych, ktére dopuszczaja tylko pewne typy osobliwodci. Jesli oznaczymy przez
tom+1 liczbe punktéw osobliwych typu As,,4+1 dla m > 0, oszacowania te w zaleznosci od liczby
stozkowych k tworzacych uktad majg postac:

tr < 12—256k:2 + %k.

W dalszej czesci pracy zajmujemy sie uktadami gtadkich kwartyk i prostych zawartych w zespolonej
plaszczyznie rzutowej. Nasze rozwazania rozpoczynamy od ogdlnego wyniku pozwalajacego ograniczy¢
stabe kombinatoryki dla uktadéw kwartyk i prostych, zawierajacych tylko pewne okreslone osobliwosci
quasi-jednorodne.

Twierdzenie B (zobacz Twierdzenie 3.1). Niech QL = {l1,...,lq, Q1,...,Qr} C P% bedzie ukliadem
sktadajgcym sie z d > 1 prostych oraz k > 1 gladkich kwartyk. Niech 4k + d > 6. Przypusémy, ze QL
dopuszcza ny prostych punktow podwdojnych Ai, ts osobliwosci As, ts osobliwodci As, dg osobliwosci
Dg, t7 osobliwo$ci Az, ns osobliwosci Dy oraz ng osobliwosci Xg. Wéwczas zachodzi nastepujgca
nierownosc: 5
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56k+n2+4n3/d+8d6+2t3+5t5+4t7

W dalszej czesci rozdziatu przytaczamy pewne znane fakty dotyczace prostych bistycznych do kwar-
tyk gtadkich, a nastepnie dowodzimy kilka ciekawych faktow opisujacych uktady prostych bistycznych
do kwartyk Kleina, Dycka i Komiya-Kuribayashiego.

W kolejnej czesci tego rozdziatu przedstawimy pelny opis stabych kombinatoryk uktadéw 28 pro-
stych bistycznych do bardzo symetrycznych gladkich kwartyk, podajac réwniez odpowiednie réwnania
tychze prostych, jak i wspolrzedne punktéw poczwoérnych, i same incydencje.

Dalej omawiamy wlasnosci wolnoéé¢, niemal wolnosé oraz plus-jeden generowania dla uktadéw skta-
dajacych sie z prostych i jednej gladkiej kwartyki, a w koncowej czeéci rozdziatu takze dla uktadéw
zlozonych z elementéw pewnego peku kwartyk. Na poczatku rozdzialu dowodzimy stwierdzenia orze-
kajace, ze nie istnieje uktad wolny lub niemal wolny ztozony z gladkiej kwartyki i jednej prostej i,
co wiecej, jesli dotozymy do uktadu druga prosta i ograniczymy sie do pewnych osobliwosci quasi-
jednorodnych, to taki uktad réwniez nie moze by¢ uktadem wolnym. W kolejnych kilku stwierdzeniach
przedstawiamy konkretne uklady wolne, niemal wolne, jak i plus-jeden generowane ztozone z kwar-
tyki Dycka i wybranych prostych bistycznych. Dalsza analiza uktadéw prostych bistycznych dotyczy
uktadéw stowarzyszonych z kwartyka Kleina. Specyfika uktadéw ztozonych z kwartyki Kleina i pro-
stych bistycznych wynika z faktu, ze kazda prosta bistyczna do kwartyki Kleina ma z nig dokladnie
dwa punkty wspdélne bedace osobliwoéciami Asz. Brak punktow stycznosci Ay skutkuje tym, ze istnieje
mniej mozliwosci na skonstruowanie ukladéw o relatywnie duzej catkowitej liczbie Tjuriny. Z tego
powodu w pracy podajemy tylko jeden typ plus-jeden generowanych uktadéw ztozonych z kwartyki
Kleina i czterech prostych bistycznych przecinajacych sie¢ w punkcie poczwérnym. Uktady te jednakze



sg interesujace w zestawieniu z wynikami pochodzacych z pewnej pracy autorstwa Dimci i Sticlaru,
gdyz realizuja maksymalny w stosunku do stopnia uktadu wyktadnik ds dla krzywych 3-syzygijnych.
Ostatnia czeé¢ pracy jest po$wiecona na badaniu peku krzywych

P uK)+vKy, (u:v)€PE,

gdzie, odpowiednio, K; to kwartyka Komiya-Kuribayashiego, a Ko to kwartyka rozkladalna ztozona
z pewnych czterech prostych hiperoskulujacych. Z krzywych nalezacych do peku konstruujemy uktad
wolny Cj zlozony z naszych bazowych kwartyk K7, Ko oraz dwéch specjalnie dobranych osobliwych
nierozktadalnych kwartyk z peku. Analizujac nasz uktad dochodzimy do wniosku, ze nasz pek zawiera
krzywa niezredukowang. Dowodzimy stwierdzenie, ktére niejako podsumowuje te analizy, nie tylko
wskazujac te niezredukowang kwartyke, ale orzekajac réwniez, ze jest to jedyna niezredukowana krzywa
w tym peku. Na koniec, inspirujac sie twierdzeniem udowodnionym przez Dimce oraz Macinic i Pokore,
zbadalidmy uklady powstale z uktadéw wolnych poprzez usuniecie jednej prostej hiperoskulujacej
bedacej sktadows kwartyki Ko, dowodzac, ze uzyskane uklady sa wolne.



