FOLIA 163

Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis

Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia VI (2014)

Michat Biesiada, Jan Gorowski, Adam tomnicki
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Abstract. In this paper the authors formulate and prove several conditions for
triangle to be equilateral. These conditions are associated with Gergonne,
Nagel and Torricelli points and were obtained by composing and solving
the so-called ‘enforcement tasks’. Both, the method and the results, can be
used to trigger some mathematical student activities at different levels of
education or even some teacher activities.

W artykutach (Gorowski, Klakla, Lomnicki, 2004; Gorowski, Klakla, Lomnic-
ki, 2011; Gorowski, Lomnicki, 2012; Gorowski, Lomnicki, Zabowski, 2013) sformu-
towano i udowodniono szereg cech rownobocznosci trojkatow. Uzyskano te twier-
dzenia na drodze ukladania i rozwiazywania tzw. zadai na wymuszanie.

Przykladami takich cech sa nastepujace:

e Trojkat jest réwnoboczny wtedy i tylko wtedy, gdy pokrywaja sie w nim
ktorekolwiek dwa z jego nastepujacych punktéow charakterystycznych: érodek
ciezkosci, ortocentrum, srodek okregu opisanego, srodek okregu wpisanego.

e Trojkat jest rownoboczny wtedy i tylko wtedy, gdy promien okregu opisanego
na nim jest dwukrotnie dtuzszy od promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

W tym artykule podamy i udowodnimy kilka dalszych cech réwnobocznosci
trojkata, zwiazanych z punktami Gergonne’aﬂ, Nagela i Torricellego. Zaznaczmy,
ze material ten mogltby — naszym zdaniem — by¢ wykorzystywany na zajeciach
ze studentami matematyki (lub uzdolnionymi matematycznie uczniami szkot sred-
nich), poswieconych wspélnemu budowaniu geometrii elementarnej, ,,odkrywaniu”
matematyki przez odkrywanie twierdzen i ich r6znych dowodéw.

Przyjmijmy nastepujace definicje:

*Some new criterions for equilateral triangles
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LW literaturze mozna tez spotkaé¢ pisownig¢ Georgonne’a.
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DEFINICJA 1

Prosta Gergonne’a nazywamy prosta taczaca wierzchotek tréjkata z punktem stycz-
nodci przeciwlegtego boku z okregiem wpisanym w ten tréjkat. Punkt stycznosci,
o ktérym mowa, nazywaé bedziemy $ladem prostej Gergonne’a.

DEFINICIA 2

Prosta Nagela nazywamy prosta taczaca wierzchotek trojkata z punktem stycznosci
przeciwleglego boku z odpowiednim okregiem dopisanym do rozwazanego trojkata,
a ten punkt stycznosci nazywamy $ladem prostej Nagela.

Na rycinie 1 prostymi Gergonne’a trojkata ABC sa s, t, u; punkty A’, B', C’ sa
sladami tych prostych. Na rycinie 2 prostymi Nagela sa k, [, m; punkty A’, B’, C’
sa §ladami tych prostych.

7 twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu wynika, ze jesli A’, B', C' sg
$ladami prostych Gergonne’a, to

|AB'| = |AC"|, |BC'|=|BA'|, |CA'|=|CB|.

Stad i z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy proste Gergonne’a rozwa-
zanego trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten nazywamy punktem
Gergonne’a tego trojkata.

Na rycinie 1 punkt Gergonne’a trojkata ABC' zostal oznaczony litera G.

Ryc. 1.

Przyjmijmy, ze na rycinie 2 i dalej w artykule dla trojkata ABC: |AB|=c,
|BC| = a, |AC| = b.
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Nietrudno pokazaé (por. np. Coxeter, 1967), ze
|AB'| = |[A'B|=p —c,
[CA'| =|C"A[=p—b,

IBC| = |B'C| =p—a, gdzie p— %b”
Stad
ABCA||BC|
A B[CA|BC| —

i w oparciu o twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy otrzymujemy, ze proste
Nagela przecinaja sie w jednym punkcie. Na rycinie 2 punkt Nagela trojkata ABC
zostal oznaczony litera V.

Punktem Torricellego tréjkata nazywamy punkt wspélny okregdéw opisanych
na tréjkatach rownobocznych, ktére zostalty zbudowane na bokach danego trojkata,
jak to sugeruje rycina 3.

Ryec. 3.

Prosta Torricellego trojkata nazywamy kazda z prostych wyznaczonych przez
wierzchotek tego trojkata i punkt T Torricellego. Punkt wspolny prostej Torricel-
lego z bokiem tréjkata, rézny od wierzchotka, bedziemy nazywali $ladem prostej
Torricellego.

Nietrudno pokazaé, ze z punktu Torricellego trojkata widaé kazdy bok tego
trojkata pod katem 2. Ponadto jezeli A, B, C’ sa $ladami prostych Torricellego
trojkata ABC, przy czym A’ € BC, B’ € AC, C' € AB, a T jest punktem
Torricellego, to [<ATC'| = %.

Przyjmijmy, na potrzeby artykutu oznaczenia:

— punkt Gergonne’a rozwazanego trojkata,

— punkt Nagela rozwazanego trojkata,

— punkt Torricellego rozwazanego trojkata.

srodek ciezkosci rozwazanego trojkata,

— $rodek okregu wpisanego w rozwazany trojkat,

— ortocentrum rozwazanego trojkata,

— $rodek okregu opisanego na rozwazanym tréjkacie,
2p — obwdd rozwazanego trojkata,

a = |BC|, b=|AC|, ¢ = |AB| w trojkacie ABC.

QT wmN=ZQ
|
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TWIERDZENIE 1
Jezeli G = S w trdjkgcie ABC, to trdjkgt ten jest réwnoboczny.

Dowdd. Symbolami A’, B’, C' oznaczmy odpowiednio $lady prostych Gergon-
ne’a trojkata ABC (ryc. 4). Z zalozenia G = S wynika, ze A’ jest rownoczesnie
srodkiem boku BC' i §ladem prostej Gergonne’a. Podobnie B’ oraz C’ sa réwno-
cze$nie odpowiednio srodkami bokéw AC, AB i sladami prostych Gergonne’a.

Stad wynika, ze mozna przyjaé¢ oznaczenia, jak na rycinie 4.

Ryc. 4.

7 twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu wynika, ze

a b b c

2 20 2 2

Stad a = b = ¢, trojkat ABC jest wiec rownoboczny.

TWIERDZENIE 2
Jezeli G = W w trojkacie ABC, to trdjkgt ten jest réwnoboczny.

Dowadd. 1 spos6b rozumowania:
Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.
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7 zalozenia G = W wynika, ze A’ jest rébwnoczesnie Sladem dwusiecznej kata
BAC i $ladem prostej Gergonne’a. Stad na podstawie twierdzenia o odcinkach
stycznych do okregu otrzymujemy

|AB| = [AC"|, |BC'| =|BA'|, |CA'|=I|CB|.

Mozemy wiec przyja¢ dodatkowe oznaczenia, jak na rycinie 6.

Skoro AA'™ jest dwusieczna kata BAC w trojkacie ABC, to (na podstawie
twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie):

T+Yy TH+2
y oz

Stad % =7, wigcy = z.
Analogicznie mozna pokazaé, ze x = z. Zatem trojkat ABC' jest réwnoboczny.

IT spos6b rozumowania:

Skoro G =W, to GA’, GB’, GC’ sa promieniami okregu wpisanego w trojkat
ABC, prostopadlymi odpowiednio do bokéw BC, AC, AB. Przyjmijmy oznacze-
nia, jak na rycinie 7.

Ryc. 7.

Katy GA'B oraz GB’'A sa wiec proste. Ponadto |<B'GA| = |<A’GB| (katy
wierzchotkowe). Zatem trojkaty A’GB, B'G A sa przystajace, bo sa podobne (cecha
kk) w skali 1. Stad a = S.

Analogicznie mozna pokazaé, ze a = . Zatem trojkat ABC jest rGwnoboczny.
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TWIERDZENIE 3
Jezeli G = H w trajkgcie ABC, to trajkgt ten jest réwnoboczny.

Dowdd. 7 zalozei wynika, ze mozna przyjaé oznaczenia, jak na rycinie 8, po-
niewaz A’ jest rownoczesnie $ladem prostej AA’ Gergonne’a i spodkiem wysokosci
opuszczonej z A (i analogicznie B, C").

7Z faktu, ze A’, B',C’ sg §ladami prostych Gergonne’a, wynika mozliwo$é przy-
jecia oznaczen jak na rycinie 9.

I droga dalszego rozumowania:
7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

22 +|C'C)2 = (z + 2)?,

Y+ 1C'CP = (z+y)*.

Stad kolejno
vt (@t 2)? —a? = (2 + )%,
VP4 a? 4 2zz 4 2% — 2t =22 4 22y + 47,
T =y.

Analogicznie mozna wykazaé, ze z = y. Trojkat ABC' jest wiec réwnoboczny.
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IT droga dalszego rozumowania:

Zauwazmy, ze |<B'CG| = |<C’'BG|. Ponadto trojkaty GB'C i GA'C oraz
GBC’ i GA'B sa przystajace (na podstawie cechy bbb, gdyz sa to trojkaty prosto-
katne). Stad |[<<ACB| = |[<ABC|. Analogicznie |<ACB| = |<BAC]|. Trojkat ABC
jest wiec robwnoboczny.

IIT droga dalszego rozumowania:

Nietrudno wykazac, ze G = W. Wystarczy tylko zauwazy¢, ze proste GA’, GB’
zawieraja promienie okregu wpisanego w trojkat ABC poprowadzone odpowiednio
do punktow A’ i B’. Stad z twierdzenia 2 wynika, ze trojkat ABC jest rownoboczny.

TWIERDZENIE 4
Jezeli N = S w trajkgcie ABC, to trdjkgt ten jest réwnoboczny.

Dowdd. Mozna przyjaé oznaczenia jak na rysunku 10, poniewaz N jest punk-
tem Nagela trojkata ABC.

Ryc. 10.

Z zalozenia N = S wynika, ze A" jest rownoczesnie srodkiem boku BC'i §ladem
prostej Nagela.
Podobnie B’, C'. Zatem

p—b=p—c
p—b=p—a.
Stad a = b = c. Trojkat ABC jest wiec rownoboczny.

TWIERDZENIE 5
Jezeli N = H w trdjkqcie ABC, to trajkat ten jest réwnoboczny.

Dowdd. Mozna przyjaé¢ oznaczenia jak na rycinie 11, poniewaz z zalozenia
N = H wynika, ze B’ jest rownoczesnie §ladem prostej Nagela i spodkiem wyso-
kosci trojkata ABC.
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy:
[B'B* =¢® — (p— ), |B'B]* = a® - (p — a)”.
Stad
—p® + 2pc = —p” + 2pa,
a wiec
c=a.

Analogicznie mozna pokazaé, ze b = c. Zatem trojkat ABC jest réwnoboczny.

TWIERDZENIE 6
Jezeli N = W w tréjkgcie ABC, to trdjkagt ten jest réwnoboczny.

Dowdd. Mozna przyjaé¢ oznaczenia jak na rycinie 12, poniewaz N jest punk-
tem Nagela oraz punktem wspolnym dwusiecznych katow trojkata ABC.

Ryc. 12.

7 twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie otrzymujemy:

p—c p—b
c b

Stad
c=b.

Analogicznie mozna pokazaé, ze a = c. Zatem trojkat ABC jest réownoboczny.
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TWIERDZENIE 7
Jezeli' T = N w trdjkqgcie ABC, to tréjkgt ten jest réwnoboczny.

Dowdd 1. 7 zalozen wynika, ze mozna przyja¢ oznaczenia, jak na rycinie 13,
na ktorej m.in.: |AT| =t¢, |BT| = u, |CT| = s.

Ryc. 13.

7 twierdzenia cosinusdéw zastosowanego do trojkatow ATC i BTC dostajemy:
(z+2)? =t + 52 + ts,
(y+2)? =u® + 5% + su.
Stad mamy kolejno
(y+2)2 = (z+2)? =u? >+ s(u—1t),

2zt +y)(y—z)=(u—-t){E+u+ts) (*)

Pokazemy, ze x = y.

I droga rozumowania: Przypusémy, ze y > x. Wtedy z rownosci () wynika, ze
u > t, a stad uy > ty. Z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie
(rozwazajac trojkat ABT) mamy

< |
SRS

czyli
uy = tx.

Stad nier6wnos¢ uy > ty pociaga nierownosé tx > ty i dalej z > y. Otrzymalismy
sprzeczno$¢. Analogicznie przypuszczenie y < x mozna doprowadzi¢ do sprzeczno-
$ci. Zatem x = y. Ze wzgledu na symetrie zatozenn mamy tez x = z. Trojkat ABC
jest wiec rownoboczny.
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IT droga rozumowania: Oczywiscie 2z +x +y > 0it+u+ s > 0, wiec
z rownosci () wynika, ze obie réznice y — x oraz u — ¢ sa rowne 0 lub sa tych
samych znakow. Stad (y — x)(u —t) > 0. Z kolei z twierdzenia o dwusiecznej kata
wenetrznego w trojkacie (rozwazajac trojkat ABT) dostajemy kolejno % = %,
tr = uy, tr —ty = uy —ty, t(x —y) = y(u—t), (x—y)(u—1t) >0 (bo obie rézice
x —y oraz u — t sa rowne 0 lub sa tych samych znakow).

Z nieréwnosci (y — z)(u —t) > 0 oraz (x — y)(u —t) > 0 otrzymujemy
(y—xz)(u—1t) =0, astad z = y lub u = ¢. Rownos¢ u = t pociaga x = y,
poniewaz % = % Ostatecznie y = x. Zatem |AC| = |BC|. Z tych samych powo-
dow |AB| = |BC|.

Trojkat ABC' jest wiec rownoboczny.

Dowdd II. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rycinie 13. Przypu$émy, ze trojkat
ABC nie jest rownoboczny i ze |[AC| > |BC|. Stad x4z > z+y, x > y i dalej, ko-
rzystajac z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie (dla trojkata
AT B) dostajemy u > t. Niech Sj, oznacza symetrie osiowa o osi k, gdzie literg k
oznaczono prosta CC’ oraz A’ = Si(A’), B = Sk(B). Rozwazmy trojkat ACC’
(przedstawiony na rycinie 14) oraz obraz BCC' trojkata BOC' w symetrii Sy.

C

Ryc. 14.

Poniewaz |AT| =t < u = |BT| = |BT| i punkty B, A, T sa wspolliniowe
(gdyz |<CTB| = |<CTA|iT € k), to |[BC| > |AC|, z +y > z + x i dalej y > .
Otrzymalismy sprzeczno$c.

Zatem |AC| = |BC| = |AB|.

TWIERDZENIE 8
Jezeli G =T w trajkgcie ABC, to trajkat ten jest réwnoboczny.

Dowdd. 7 zatozen wynika, ze mozna przyjaé oznaczenia, jak na rycinie 15,
w szczegblnosei |AG| = u, |GB'| = z, |GC'| = y.
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Ryc. 15.

Z twierdzenia sinuséw zastosowanego do trojkatow AGB’ 1 AGC’ wynika, ze
okregi opisane na nich sa przystajace. Oznaczmy literg R dtugosé promieni tych

okregow. Wtedy
u u
2R = = .
sinp  siny

Stad ¥ = ¢ lub ¢ =7 — .
Przyjmijmy najpierw, ze ¢ = ¢. Wtedy = = y i mamy sytuacje taka jak na
rycinie 16.

Ryc. 16.

I droga rozumowania w przypadku ¢ = ¢: trojkaty AGB’ i AGC’ sa oczy-
wiscie przystajace, wiec polprosta AG™ jest dwusieczng kata C'AB’, czyli kata
BAC w trojkacie ABC. Analogicznie potprosta BG™ jest dwusieczna kata CBA
w trojkacie ABC, punkt G jest wiec srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
7 twierdzenia 2 wyciggamy teraz wniosek, ze trojkat ABC jest réwnoboczny.

IT droga rozumowania w przypadku ¢ = ¢: trojkaty C'GB i B'GC (ryc. 16) sa
przystajace (cecha kbk). Stad |BG| = |GC|. Zatem |BB’| = |CC’| i trojkaty ABB’
i ACC’ sa przystajace (cecha bkb). To pociaga |AB| = |AC|. Analogicznie |AB| =
|BC|. Trojkat ABC jest wiec w rozwazanym przypadku (1) = ¢) réwnoboczny.

Przyjmijmy teraz, ze ¢» = m — ¢. Wtedy przy oznaczeniach z ryc. 15 (biorac
pod uwage czworokat AC'GB’) mamy

™

|<BAC|:2W—¢—(W—¢)—§—§

il
3
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Rozumujac analogicznie, mozna wykaza¢, ze |[<ABC| = Z. Trojkat ABC jest
wiec w rozwazanym przypadku (¢ = 7 — ¢) réwnoboczny.

TWIERDZENIE 9
Jezeli N = O w trdjkgcie ABC, to trojkagt ten jest réwnoboczny.

Dowdd. 7 zalozen wynika, ze mozna przyjaé oznaczenia jak na rycinie 17.

Ryc. 17.

Rozwazmy trojkaty BNC', CNB'. Z twierdzenia sinuséw wynika, Ze na obu
tych trojkatach mozna opisa¢ okregi przystajace (bo katy BNC’ i CN B’ sy wierz-
chotkowe oraz |BC'| = |CB’|); dtugo$é¢ promieni tych okregow oznaczmy litera R.
I dalej z tego twierdzenia

2R - N v - ,L,
sin @1 sin ¥y

a stad 1 = 1 lub Y1 = ™ — 1, Analogicznie: 1o = @9 lub 1y = ™ — o i w koticu
3 = 3 lub Y3 =7 — 3.

Gdy ¢1 = Y1, ’@/Jg = ¥2, ’@/13 = @3, to tr(’)jkacty BNC' i CNB/, BNA' i ANBI,
ANC’ 1 CA'N sg przystajace, bo sa podobne w skali 1. Stad trojkaty ABB’
i BCB', ACA’ i ABA' maja rowne pola. To pociaga, ze x = y i y = 2. Trojkat
ABC jest wiec w tym przypadku réwnoboczny.

Gdy Y1 =7 — @1, Vg =7 — 3, 3 = T — 3, to T — 1 + Y2 = 7, a stad
©1 = 2. Analogicznie 3 = @3 i dalej 1 = o = @3 = g Trojkaty BC'N i AC'N
sa zatem przystajace, x = z.

Analogicznie: y = z.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek rézny od omoéwionych powyzej. Nie
zmniejszajac ogblnosci rozumowania, mozna przyjac, ze 1 = @1 1 Y2 =7 — 2.
Wtedy trojkaty BNC’ 1 CN B’ sa przystajace (bo sa podobne w skali 1), |[<TACN|=
|<ABN]|. Stad i z rownoramiennosci trojkatow ACN i ANB wynika dalej, ze
|[<ACN| = |<CAN| = |[<ABN| = |<BAN|. Zatem trojkaty ACN i ABN sa
podobne (cecha kk), a skoro |[AN| = |BN| = |CN|, to sa przystajace, wiec
x+y=x+zy==z Oczywiscie |<AC'N| =7 — ¢1 = 2. Ponadto |[<NA'C| =
Y3 =7 — e =7 — (T — p2) = @o. Trojkaty AC'N i NA'C sa wiec przystajace.
Stad |<NCB| = |<NAB|. Ostatecznie |<ABC| = |<BCA| = |<CAB], trojkat
ABC jest zatem réwnoboczny.
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TWIERDZENIE 10
Jezeli G = O w trdjkgcie ABC, to trdjkgt ABC jest réwnoboczny.

Dowdd. 7 zalozen wynika, ze mozna przyja¢ oznaczenia jak na rycinie 18,
w szczegdlnosci |AG| = |BG| = |CG| = w.

Ryc. 18.

Przypusémy, ze trojkat ABC nie jest réwnoboczny i ze |AC| > |BC|. Stad
wynika, ze y > z. Ale |AB| = y + 2, wiec punkt wspolny symetralnej boku AB
(do ktorej nalezy punkt G, bo G = O) z bokiem AB nalezy do odcinka AC".
W konsekwencji kat BC'G jest rozwarty, kat BGC’ jest ostry. Rozwazamy troj-
katy rownoramienne AGC i1 BGC, w ktorych |AG| = |GC| = |GB|. Stad skoro
|AC| > |BC|, to |[<AGC| > |<BGC| i dalej |<BGC'| > |<C'GA|. Ale jak juz wie-
my, kat BGC" jest ostry, wiec i kat C'G A jest ostry. Okregi opisane na trojkatach
AC'G i C'"GB sa przystajace, gdyz (na podstawie twierdzenia sinusow):

u u

sin<gAC'G ~ sin<BC'G’

Stad
y z

sin TAGC'  sin<C'GB’
Otrzymalis$my sprzecznosé, bowiem y > z oraz sin <AGC’ < sin <BGC' (w $wietle
tego, co zostalo pokazane o katach AGC" i BGC").

TWIERDZENIE 11
Jezeli G = N w trdjkgcie ABC, to trajkgt ten jest réwnoboczny.

Dowod jest oczywisty. Wystarczy rzut oka na rycine 19, na ktorej przyjeto ozna-
czenia zgodnie z zalozeniami tego twierdzenia.
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Ryec. 19.

Twierdzenie 11 zostalo podane, by podkresli¢, ze dopoki nie poznamy dowodu
(a jeszcze lepiej kilku dowodow) $miato postawionej hipotezy, nie mozemy ocenié,
czy formutujac hipoteze, postawiliémy problem trudny do rozstrzygniecia. A i po
poznaniu pomystowego, skomplikowanego dowodu jakiego$ twierdzenia nie moze-
my by¢ pewni, czy nie mozna odkry¢ blyskotliwie krotkiego dowodu.

Geometria elementarna, ktorej narzedzia (twierdzenia) sa powszechnie zna-
ne, daje wiele wspaniatych przyktadow, jak réznymi drogami mozna uzyskaé cel
— dowdod lub obalenie postawionej hipotezy.

Oczywiscie w trojkacie rownobocznym pokrywaja sie punkty oznaczone w arty-
kule literami G, N, T, S, H, W, O. Stad i z twierdzen 1-11 wynikajg zapowiedziane
w tytule artykulu cechy réwnobocznosci trojkatow.
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