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Abstract. We use the recurrence relations and the Pell equations to determine
all integer triangles whose lengths are consecutive integers and the length of
a fixed median is a rational number.

Trojkat o bokach dlugosci x — 1, z,  + 1, gdzie x € N i z > 3 nazywamy
trojkatem sredniobocznym. Nazwa pochodzi zapewne stad, ze = jest srednia aryt-
metyczna liczb x — 1, x + 1. Bedziemy mowili, ze trojka liczb (z —1,z, 2+ 1), gdzie
x € Niz > 3 wyznacza trojkat srednioboczny o bokach dtugoséci z — 1, =, z + 1,
i nazywali te trojke trojka srednioboczng.

Od dawna badano te trojkaty $rednioboczne, ktorych pole wyraza sie liczba
wymierna (zob. Sierpiriski, 1950; Bednarek, 2009), nazywane sa trojkatami wy-
miernymi $§redniobocznymi.

W tej pracy wyznaczymy wszystkie te trojkaty srednioboczne, dla ktérych
dowolnie ustalona ich srodkowa ma dlugosé bedaca liczba wymierna.

Przyjmijmy oznaczenia obowiazujace w calej pracy:

mg — dlugos$é srodkowej trojkata, poprowadzonej do boku dlugosci a,

N — zbior liczb naturalnych, 2N — zbiér liczb naturalnych parzystych,

N; — zbior liczb naturalnych dodatnich,

2N; — zbiér liczb naturalnych parzystych dodatnich,

N, =N\ {0,1,...,k — 1}, gdzie k jest liczba naturalna dodatnia,

Z — zbior liczb catkowitych, Q — zbior liczb wymiernych,

NW D(p, q) — najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych dodatnich p, g.

PROBLEM 1
Znalez¢ wszystkie tréjkaty srednioboczne wyznaczone przez tréjki (v —1,xz, 2+ 1),
dla ktérych m, € Q.

*On some intger triangles with a rational median
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Rozwiazanie problemu 1
Ze wzoru na dtugos$é srodkowej trojkata dostajemy

1
my = 5\/2((x 124+ (x+1)2)—22 czyli 2m, = V322 +4.

Poniewaz 322 + 4 jest liczba naturalng, zatem m, € Q wtedy i tylko wtedy, gdy
V322 4 4 jest liczba naturalna, czyli 2m, € N.

Przyjmijmy teraz oznaczenie y = 2m,. Stad rozwigzanie problemu 1 jest réwno-
wazne znalezieniu wszystkich rozwiazan rownania Pella (zob. Song, 2006, s. 52)

y? =322 +4 o niewiadomych z,y € N; (1)

spelniajacych warunek x > 3.
Przyjmijmy oznaczenia:

F:7% — 7% F(x,y) = 2z +vy,3z + 2y),
G:7* — 7% G(x,y) = (2z —y, 3z + 2y).

Zauwazmy, ze F'o G = G o F = Idy2, gdzie Idz> oznacza przeksztalcenie
tozsamogciowe zbioru Z2.

Udowodnimy teraz trzy lematy, ktére wykorzystamy w dalszej czesci rozwia-
zania problemu 1.

LEMAT 1
Jesli (z,y) jest rozwigzaniem réwnania

y? = 322 + 4 o niewiadomych x,y € Z, (2)
to F(xz,y) oraz G(x,y) sq takze rozwigzaniami réwnania (2).

Dowdd. Niech (x,y) bedzie rozwigzaniem rownania (2). Wtedy F(z,y) € Z2
oraz G(z,y) € Z*. Ponadto

(3z +2y)? — 3(2x +y)? = =322 +¢%

Stad F(z,y) jest rozwiazaniem roéwnania (2).

Analogicznie mozna uzasadnié¢, ze jesli (z,y) jest rozwiazaniem réwnania (2),
to G(z,y) jest takze rozwigzaniem réwnania (2).

Dowdd lematu 1 zostal zakoniczony.

LEMAT 2
Jesli (x,y) jest rozwigzaniem réwnania (1) oraz x > 8, to G(x,y) € Ng x Ny.

Dowdd. Niech (z,y) bedzie rozwigzaniem rownania (1), takim, ze x > 8.
Wtedy nastepujace warunki sg rownowazne:

2z —y = 2,

2r—-22 vy,
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Podobnie, przy uczynionych zalozeniach, nastepujace warunki sa rownowazne:
—3x+2y >4,
2y > 4 + 3z,
4y? > 16 + 24z + 922,
4(322 +4) > 16 + 24z + 922,

322 — 24z > 0,
(33 - 4)2 P 167
T > 8.

To koniczy dowod lematu 2.

LEMAT 3
Jesli (x,y) jest rozwigzaniem réwnania (1), to istnieje liczba naturalna n, taka ze
(x,y) = F™(2,4), gdzie F(z,y) = 2z + y,3x + 2y), a F™ oznacza n-tq iteracje
funkcji F'.

Dowdd. 7 lematu 1 wynika, ze F™(2,4) jest rozwiazaniem réwnania (1) dla

kazdego n € N. Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzié, ze nie istnieje roz-
wiazanie (z,y) rownania (1), takie, ze x € {3,4,5,6,7}.
Stad i z lematéw 1 1 2 wnosimy, ze jesli (z,y) jest rozwigzaniem réwnania (1),
takim, ze z > 8, to G(z,y), gdzie G(z,y) = (2o — y, —3x + 2y) jest rozwiazaniem
rownania (1). Jesli teraz (¢, y') = G(z,y) oraz 2’ > 8, to G(2/,y') = (¢”,y") daje
nowe rozwigzanie rownania (1).

Kontynuujac ten proces dojdziemy do rozwigzania, ktorego pierwsza wspol-
rzedna jest mniejsza od 8, czyli do rozwiazania (2,4). To oznacza, ze G™(x,y) =
(2,4) dla pewnego n € N. Stad (z,y) = F"(2,4) dla pewnego n € N. Dowod
lematu 3 zostal zakoiiczony.

Udowodnimy teraz
TWIERDZENIE 1
Jesli
2+ -(2-V3)"
Tn = »
V3
Un = (24+ V3)" + (2 — V3)", gdzie n € Ny,

to {(Tn,yn) : n € N1} jest zbiorem rozwigzan réwnania (1).
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Dowdd. 7 lematu 3 wynika, ze wszystkie rozwiazania rownania (1) mozna
otrzymaé ze wzorow

{xm e ®)

Yn+1 = 33)11 + 2yn;
gdzie n € Ny i (z1,y1) = (2,4).
Z warunkow (3) otrzymujemy kolejno:
Tnt2 = 2Tp41 + Ynt1,
Tnt2 = 2Zn41 + 3Tn + 2Yn,
Tnt2 = 2xn+1 + 3z, + (233“4.1 — 43)11)7

Tn42 = 4xn+1 — Tn-

Ponadto (z2,y2) = (8,14).
Wobec tego ciag (x,) spelnia réwnanie rekurencyjne:

Tnt2 —4Tp1 + 2, =0dlan €Ny (4)

i warunki poczatkowe x1 = 2, x5 = 8.
7 teorii réwnan rekurencyjnych wiadomo, ze rozwiazaniem réwnania rekuren-
cyjnego (4) z warunkami x1 = 2, x5 = 8 jest ciag okreslony wzorem

r, = AQ2+V3)" + B2 -V3)",
gdzie state A, B spelniaja uklad rownan

A2+ V3) + B(2—3) =2,
A2+V3)2+B(2—-V3)? =38

Stad A = L., B=—-1. To dowodzi, ze ciag zadany wzorem
V3 V3
_2+Vvr -2 - Ve
Ty =
V3

jest rozwiazaniem réwnania rekurencyjnego (4), spelniajacym warunki poczatko-
we 21 = 2,29 = 8. Podobnie wychodzac od ukladu (3), gdzie (z1,y1) = (2,4)
dostajemy

Ynt2 — 4Yns1 +yn =0, (5)

gdzie n € N; oraz y; =4, y» = 14.
Rozwiazujac rownanie rekurencyjne (5) z podanymi warunkami poczatkowymi,
dostajemy y, = (2 4+ v3)" 4+ (2 — v/3)", a to koticzy dowod twierdzenia 1.

7 twierdzenia 1 wynika bezposrednio rozwiazanie problemu 1.

Jesli
. (24+V3)" —(2—V3)"
n — \/§ 9
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Yo = (24+V3)" + (2—V3)",n € Ny,

to trojki (xn41—1, Tnt1, Tne1 +1) sa wszystkimi trojkami sredniobocznymi, o kto-
rych mowa w problemie 1.
Ponadto my,, ., = %ynﬂ, czyli mg, = %((2 +/B) (2 — /B)n ),

PROBLEM 2
Znalez¢ wszystkie trojki srednioboczne (x — 1, z,x + 1), dla ktérych m,_1 € Q.

PRrROBLEM 3
Znalez¢ wszystkie tréjki srednioboczne (x — 1, z,x + 1), dla ktérych m,41 € Q.
Dla rozwiazania probleméw 2 i 3 postuzymy sie rozwiagzaniami réwnania
y? = 322 — 2 o niewiadomych z,y € N; (6)

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 2

Jesli

(V3-1D2+V3)"+ (V3+ D2 - V3)"
2v/3 ’

_B-V3)2+ V)" - (B3+V3)(2- V)"
Yn = 2\/§ )

gdzie n € Ny, to zbior {(zn,yn) : n € N1} jest zbiorem rozwigzar réwnania (6).

Ty =

Dowdd. Niech F(z,y) = (2v+y,3z+2y), G(z,y) = (22 —y, —3z+2y), gdzie
(z,y) € Z2.

Zauwazamy, ze F' o G = Idz:. Podobnie jak przy rozwiazaniu problemu 1
mozna pokazac, ze jesli (z,y) jest rozwigzaniem rownania

y? = 322 — 2 o niewiadomych z,y € Z, (7)

to (2x 4y, 3z +2y) oraz (2x —y, —3x + 2y) sa rowniez rozwigzaniami rownania (7).
Zauwazmy ponadto, ze jesli (z,y) jest rozwiazaniem réwnania (6), to

204+ y,3x+2y) eN? i 2z +y>ai3x+2y>y i u4y,3z+2y
1

jest rozwiazaniem rownania (6).

Pokazemy teraz, ze jesli (z,y) jest rozwigzaniem rownania (6) i z > 2, to
(2x — y, —3x + 2y) jest rozwiazaniem réwnania (6).

Wiemy juz, ze (2z — y, —3x + 2y) jest rozwiazaniem réwnania (7). Wystarczy
zatem uzasadnié, ze 2z —y > 01 —3x 4 2y > 0.

Warunek 2z — y > 0 jest réwnowazny kolejno warunkom:

20 >y, 4r? >y? 42? > 327 -2, 27 > -2
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Warunek —3x + 2y > 0 jest rownowazny kolejno warunkom:
2y > 3z, 4y® > 922 4(32% —2) > 9% 32 >8, z>2.

Zauwazmy teraz, ze jedynymi rozwiazaniami rownania (6) nalezacymi do zbio-
ru{l,2,3} x{1,2,3,4,5} sa (1,1) oraz (3,5). Wobec tego dla kazdego rozwiazania
(z,y) rownania (6), takiego ze x > 2 istnieje n € Ny, takie, ze G™(x,y) = (1,1),
gdzie G™ oznacza n-ta iteracje funkcji G. Stad tez mamy (z,y) = F"(G"(z,y)) =
Fr(1,1).

Przyjmijmy teraz nastepujace oznaczenie:

Tp+1 = 23)11 + Yns (8)
Ynt1 = 3Ty + 2yn, gdzie n €Ny 1 (z1,91) = (1,1).

Wobec wezesniejszych ustalen dla zakoiiczenia dowodu twierdzenia 2 wystarczy
znalezé przepisy ciagow okreslonych uktadem (8). Podobnie jak przy rozwigzaniu
problemu 1 z uktadu (8) wynika, ze ciagi (z,), (y») spelniaja odpowiednio warunki:

Tpao —4Tpi1+ 2, =0 1 1 =1 1 39 =3, (9)

Ynt2 —4Ynt1+yn=0 1 y1 =1 1 yo=5. (10)

Bez trudu mozna sprawdzié, ze ciagi podane w twierdzeniu 2 spelniaja warun-
ki: ciag (z,,) warunek (9), za$ ciag (y,) warunek (10). To koriczy dowod twierdze-
nia 2.

Przystepujemy teraz do rozwiazania problemu 2.

Niech mg,_1 = %, gdzie p,q € Ny i NWD(p,q) = 1. Ze wzoru na dlugosé
srodkowej trojkata dostajemy kolejno:

Mg_1 = %\/Z(mQ +(z41)2) — (z —1)2,

4p* = ¢*(32* + 62 + 1).

Skoro NWD(p,q) =1, to q |2, stad ¢ =11ub g = 2.
Gdyby ¢q = 1, to mielibyémy 4p? = 322 + 62 + 1. Otrzymane réwnanie nie ma
rozwiazan w N?, poniewaz dla = € 2N; mamy

414p* 1 41 (32* +6x+1)
oraz dla z € N\ 2N mamy
414p* i 41 (32% +6x+1).

To oznacza, ze nalezy przyjac¢ ¢ = 2. Stad rozwiazanie problemu 2 jest réwnowazne
rozwiazaniu w N? réwnania

p? =322 462+ 1, gdzie = >3 (11)
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lub tez réwnania,
p?=3(x+1)? -2, gdzie x> 3. (12)

Z twierdzenia 2 wnioskujemy, ze trojki (z,42 — 2, Tpy2 — 1, Tpt2), gdzie

_(WB-De+VE s (Brne-vEr

In )
2v3
sg wszystkimi trojkami $redniobocznymi, dla ktérych mg, ,—2 € Q. Ponadto
mwn+272 - %yn+27 gdZie
Y = (B-V3)2+V3)" - (B3+v3)(2- V)"
n 2\/5 ?

Analogicznie jak problem 2 mozna rozwiaza¢ problem 3. Oto jego rozwiazanie:

n € Ny.

Trojki (Tni1, g1 + 1, Tny1 + 2),n € Ny, gdzie:

(V3-1DE+V3)"+(V3+1)(2-V3)"

Tp = 2\/5 3 n e Nl
sg wszystkimi trojkami $redniobocznymi, dla ktérych mg, 42 € Q. Ponadto
Ma, 112 = 5Ynt1, gdzie

_B=V32+V3)"-B+V3)2-V3)"
Yn = 2\/§ )

Mamy nadzieje, ze przedstawione problemy i ich rozwiazania wzbudza zaintere-
sowanie nauczycieli akademickich, ktorzy szukaja niebanalnych zagadnieri do zajec¢
z teorii liczb, a w konsekwencji i studentéw matematyki, zwlaszcza tych, ktorzy
znajduja satysfakcje w stawianiu problemoéw i poszukiwaniu rozwiazaii w opar-
ciu o poznane na studiach nowe dzialy matematyki wyzszej. Zazwyczaj w ramach
kursu algebry z teoria liczb studenci poznaja wiele poje¢ i twierdzeni, ilustrowa-
nych bardzo elementarnymi przykladami, a prawie nie rozwiazuja znalezionych
w literaturze lub postawionych samodzielnie zadan-probleméw. To wynika z réz-
nych powodéw, gtéwnie z koniecznosci realizacji obszernych programoéw nauczania.
Oczywiscie pisanie prac dyplomowych z matematyki lub dydaktyki matematyki
wdraza studentow w tworcze poznawanie matematyki. Ta praca miata tez takie
ambitne cele.

n € Ny.
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