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1. Liczby rzeczywiste

W roku 1872 ukazaty sie trzy nieduze rozprawy przedstawiajace konstrukcje
liczb rzeczywistych; w kolejnosci publikowania byty to: Eduarda Heinego, Elemente
der Functionenlehre, Georga Cantora, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen, Richarda Dedekinda, Stetigkeit und Irra-
tionale Zahledl. Dwie pierwsze zawieraja konstrukcje, w ktorej liczby rzeczywiste
— ,hiewymierne”, jak woéwczas pisano — sa definiowane jako klasy ciagow liczb wy-
miernych spelniajacych warunek Cauchy’ego. W rozprawie Dedekinda natomiast
liczby rzeczywiste zostaly zdefiniowane jako przekroje zbioru (Q, <).

We wstepie do Elemente der Functionenlehre Heine wspomina, ze konstruk-
cja, ktora przedstawia, moze pochodzi¢ od Weierstrassa. Cantor z kolei, dokonujac
w roku 1883 przegladu koncepcji liczb rzeczywistych, przypisuje Weierstrassowi
inng konstrukcje, a poréwnujac ja ze swoja tak pisze: ,w roku 1871 podana zostala
przeze muie (...) definicja [liczby niewymiernej|, ktora zewnetrznie podobna jest
do [tej] Weiestrassa, tak, iz mogta byé pomylona z niac’ﬁ. Przez stowa te prze-
bija troska Cantora o uznanie oryginalnosci jego konstrukcji. Istotnie, popularno$é
Cantora oraz dominujaca pozycja matematyki niemieckiej sprawity, ze konstruk-
cja, ktora znajdujemy w rozprawie Heinego, nosi wspotczesnie nazwe konstrukeji
Cantora. Fakty historyczne sg jednak takie, ze jako pierwszy konstrukcje te przed-
stawil Charales Méray w artykule z roku 1869 Remarques sur la nature des quanti-
tés déjinies par la condition de servir de limites a des variable donnéedd. Meéray byt

*A note on Eduard Heiny treatise FElemente der Functionenlehre

1E. Heine, Elemente der Functionenlehre, Journal fur die reine und angewandte Mathematik
74, 172-188; G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen, Mathematische Annalen 5, 123-132; R. Dedekind, Stetigkeit und Irrationale Zahlen,
Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig, ss. 22.

2@G. Cantor, G. Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen
21, 1883, 545-586; O mnieskoriczonych rozmaitosciach punktowych, § 9-10, tt. J. Pogonowski,
http://www.eudoxos.pl/tlumaczenia,/.

3Ch. Méray, Remarques sur la nature des quantités déjinies par la condition de servir de limites
a des variable données, Revue des Sociétés savantes, Sciences mathém. phys. et naturelles 2, IV,
1869, 281-289.
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matematykiem francuskim, wyksztalcenie odebrat w paryskiej Ecole Normale Su-
périeure, a we wspomnianej rozprawie nawiazywat do prac Lagrange i Cauchy’ego.
Jednakze rozprawa Méraya o liczbach rzeczywistych jest nieporéwnywalnie mniej
znana niz prace Heinego, Cantora i Dedekinda.

1.1. Aksjomat ciggtosci

Poszczegolne konstrukcje liczb rzeczywistych wiaza sie ze specyficznymi wer-
sjami aksjomatu ci@gloécﬂ Konstrukeji Cantora odpowiada koniunkcja warunkow:

(CC) zupelnosé w sensie Cauchy’ego: kazdy ciag liczb rzeczywistych spelniajacy
warunek Cauchy’ego jest zbiezny do pewnej liczby rzeczywistej,

(AA) aksjomat Archimedesa.

Heine dowodzi tylko warunku (CC); podobnie jest w rozprawie Cantora. Istot-
nie, w roku 1872 aksjomat Archimedesa byl nieznany. Jego role i znaczenie odkryt
w roku 1885 Otto Stolz, acz rozwazania Stolza nie byly wprost zwiazane z liczbami
rzeczywistymi. Zwiazek (AA) z aksjomatem ciagltosci w wersji (DC)? ustanowit do-
piero w roku 1901 Otto Holderd.

W rozprawie Heinego aksjomat Archimedesa jest stosowany w sposob niejawny
kilka razy: (1) jako oczywiste stwierdzenie, ze ciag (10~") jest zbiezny do zera, (2)
jako stwierdzenie, ze ciag (§/2™) jest zbiezny do zera, (3) ze ciag (1/n) jest zbiezny
do zera, (4) jako zalozenie, ze zbior Q jest gesty w (R, <)1.

Duzo wieksza subtelnoscia i wrazliwoscia na zagadnienia podstaw wykazal sie
Dedekind, ktéry ciaglo$é uczynil centralnym tematem swojej rozprawy o liczbach
rzeczywistych. Definicje ciaglosci porzadku liniowego pochodzaca od Dedekinda
obecnie tak przedstawiamy:

Porzadek liniowy < okreslony na zbiorze I jest ciagly, gdy kazdy przekréj Dede-
kinda (L,U) osi (F, <) spetnia warunek:

(Flz e F)(Vy € L)(Vz € U)(y < 2). (DC)

Dowodzac, ze kazdy przekrdj osi (R, <) spelnia warunek (DC), Dedekind po-
kazal, ze zbior Q jest gesty w (R, <).

4Zob. P. Blaszczyk, O ciatach uporzadkowanych, Annales Universitatis Paedagogicae Craco-
viensis. Studia ad Didacticum Mathematicae IV, 2012, 15-30.

5Zob. nizej.

6Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Otto Holdera Die Aziome der Quantitit und die Lehre
vom Mass, Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticum Mathema-
ticae Pertinentia V, 2013, 129-142.

"W przypadku (4) chodzi m.in. o zdania: ,[jezeli] d,, pozostaje powyzej zera, to istnieje do-
datnia liczba wymierna d, ktéra jest mniejsza od wszystkich liczb dy,, poczawszy od pewnej
ustalonej m”. Inny przyklad podajemy nizej: §2.1.3, formuta [l Kolejny znajdujemy w dowodzie
twierdzenia o zupelnosci liczb rzeczywistych.

8Przypomnijmy, ze para zbioréw (L,U) jest przekrojem Dedekinda zbioru (F, <), gdy (1)
LU#0,(2) LUU=F, 3) (Vye L)(Vz € U)(y < 2).
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2. Eduard Heine, Elemente der Functionenlehre

Rozprawa Elemente der Functionenlehre ma jasno zakreslony cel: Heine chce
mianowicie ustanowi¢ niepodwazalne, a zarazem oczywiste podstawy teorii funkcji
rzeczywistych. Czytamy:

»Postep w teorii funkcji jest istotnie hamowany przez te okoliczno$é, ze pewne
elementarne jej twierdzenia, choé udowodnione przez wnikliwych badaczy, ciagle
jeszcze podawane sa w watpliwosé, tak, ze wyniki badan nie wszedzie uchodza za
poprawne, gdy odwoluja sie do owych niezbednych twierdzen”.

O zastanej teorii Heine pisze, ze prawdziwo$¢ jej twierdzeil ,opiera si¢ jednak na
nie w pelni ustanowionej definicji liczb niewymiernych, w ktorej czesto uwiktane sa
przedstawienia geometryczne, a mianowicie wytworzenie linii poprzez ruch”. Heine
przyjmuje, ze filarem nowej teorii winna by¢ jasna definicja liczby rzeczywistej,
wolna od skojarzen geometrycznychd. Podkresla, ze najwazniejszym sprawdzianem
dla przedkladanej przezen teorii liczb rzeczywistych bedzie to, czy pozwoli ona
udowodni¢ podstawowe twierdzenia teorii funkcji. Czytamy:

,»Nie bez watpliwosci publikuje te prace, ktérej pierwsza najistotniejsza czesé O licz-
bach jest od dlugiego juz czasu ukoriczona. Niezaleznie od powaznej trudnosci
w przedstawieniu takiego materialu, mam watpliwosci co do opublikowania pracy,
zwlaszcza, iz zawiera ona przekazane mi ustnie przemyé$lenia innych, a szczeg6l-
nie Pana WEIERSTRASSA, tak, ze do mnie nalezy nie wiecej niz [ich] wylozenie,
przy czym chodzi réwniez o to, aby nie pozostawi¢ nigdzie zadnej powaznej luki.
Najwazniejsza jest konieczno$¢, abym w pozniejszej rozprawie odniost sie do pod-
stawowych twierdzei teorii funkcji, ktora zmusza mnie do opublikowania niniejszej
[pracy], w ktorej twierdzeni owych w konicu dowodze”.

Rozprawa jest odpowiednio podzielona na dwie czesci: w pierwszej, zatytutowa-
nej O liczbach, Heine podaje definicje liczby rzeczywistej, w drugiej, O funkcjach,
dowodzone sg ,,podstawowe twierdzenia teorii funkcji”.

2.1. Elementy teorii funkcji. O liczbach
2.1.1. Terminologia i oznaczenia

Cigg liczbowy, dostownie szereg (Reihe), w rozumieniu Heinego, to wedlug
wspolczesnej terminologii, cigg Cauchy’ego liczb wymiernych;
,» Ciggiem liczbowym nazywa sie ciag liczb aq, as itd., a,, itd., gdy dla kazdej jak-
kolwiek malej réznej od zera liczby 7 istnieje warto$é¢ n taka, ze dla wszystkich
dodatnich v, a,, — apy, lezy ponizej 1.

9Wspolczesny czytelnik moze byé zaskoczony tym, ze ruch jest uznawany za skojarzenie geo-
metryczne. W matematyce XVIII wieku bylo ono powszechne. Oto np. pierwsze zdanie z wy-
ktadu o krzywych Leonard Eulera: ,Skoro wielko§é¢ zmienna (quantitas variabilis) jest ogolnie
uznawana za wielko§¢ (magnitudo) zawierajaca w sobie wszystkie okreslone wielkosci (quanti-
tates determinatas), to w geometrii najodpowiedniejszym przedstawieniem wielko$ci zmiennej
bedzie nieograniczona linia prosta RS”, L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, Vol. 11,
Lausana 1748, s. 3, ti. P. Blaszczyk, K. Mrowka.
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(Vn € Q) (Bn)(W)(lan — anyo| < ).

W zapisie przyjmujemy, ze n > 0 oraz |a, — an+,|. Nie jest to wprost podane
w definicji, ale wynika z dowodéw prowadzonych przez Heinego.
Cigg elementarny to ciag zbiezny do zera;

,Kazdy ciag liczbowy, w ktérym liczby a,, wraz ze wrastajacym indeksem n pozo-
staja ponizej kazdej podanej wielkosci, nazywa sie ciagiem elementarnym”.

(Vn € Q+)(3Bno)(Vn > no)(lan| < n).

Znak stowarzyszony z ciagiem aq, asg, . . ., to wyrazenie
[a1,az2,...]

»Liczbg uogolniong lub znakiem liczbowym nazywa sie znak stowarzyszony z cia-
giem liczbowym”.
Zatem liczbag jest wyrazenie

[CLl,CLQ,.. ']7

gdzie a; € Q. Heine oznacza liczby takze duzymi literami tak, ze w miejsce
[a1,az,...] przyjmuje A. To czysto redakcyjny zabieg stuzacy jedynie uproszczeniu
formut.

W roku 1872 matematycy mieli problem z definicjg liczby rzeczywistej. Dla
Heinego i Cantora liczba niewymierna byta znakiem, Méray mowil w tym kontek-
Scie o fikcji, Dedekind — ze liczby niewymierne sq¢ stwarzane. Deklaracji tych nie
nalezy jednak traktowaé jako rozstrzygnie¢ ontologicznych. Znak [ai,az,...] jest
w istocie klasa abstrakcji, ale w roku 1872 nie znano tego pojecia i bylo wrecz
tak, ze pojecie klasy abstrakcji wprowadzono w celu rozwiazania problemu z defi-
nicja liczby. Dopiero w XX wieku, gdy liczby zdefiniowano jako klasy abstrakcji,
a zbiory pojeto jako obiekty istniejace poza czasem i przestrzenia, kwestii istnienia
liczb nadano charakter pozamatematyczny. W pracach Méraya, Heinego, Cantora,
Dedekinda uwagi na temat natury liczb rzeczywistych wynikaly raczej z braku
odpowiednich poje¢ matematycznych niz nastroju filozoficznego.

2.1.2. Arytmetyka

Pojecie réwnosci jest stosowane w rozprawie do roznych obiektow (liczb wy-
miernych, ciagoéw, znakdw). W niniejszym komentarzu bedziemy stosowali jeden
znak roéwnosci, ale czytelnik tatwo sie zorientuje, w jakim zbiorze jest okreslona
dana relacja.

Heine przyjmuje, ze gdy a € Q, to

a=la,a,...]. (1)
Rownosé ciagow jest definiowana jak nastepuje:

(a1,a2,...) = (b1,ba,...) ¢ (Vn € Q1)(Ing)(Vn > no)(lan, —bn| <n).  (2)
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Rownosé liczb:
[a1,a2,...] =[b1,ba,...] g (@1,a2,...) = (b1,b2,...).
Jezeli (ay,) jest ciggiem elementarnym, to
[a1,a2,...] =0.
Dzialtania:
[a1,a2,...] +[b1,ba,...] =af [@1 + b1,a2 + b, .. ]

Znaki + wystepujace po lewej i prawej stronie definicji maja oczywiscie od-
mienny sens. Heine, podobnie, jak inni matematycy XIX wieku, nie zwraca na to
uwagi. Kwestia ta stala sie wyrazna dopiero na tle teoriomnogo$ciowej interpretacji
operacji algebraicznych.

Liczba przeciwna, modul, porzadek liczb dane sa definicjami:

—[al,ag,...] =df [—al,—ag,...], |[a1,a2,...]} =df [|CL1|, |CL2|,...],

[a1,a2,...] > [b1,b2,...] ©ar (In € Qy)(3Fno)(Yn > ng)(an — by, > n).

Heine dowodzi, ze suma, iloczyn oraz iloraz (gdy dzielnikiem nie jest ciggiem
elementarnym) ciagéw Cauchy’ego jest ciggiem Cauchy’ego.

2.1.3. Zupetnos¢

W rozprawie znajdujemy dwie definicje granicy ciagu: jedna dla ciagéw liczb
wymiernych, druga dla liczb rzeczywistych (znakdw); roéznia sie one zakresem
zmiennej zwiazanej pierwszym kwantyfikatorem.

Definicja 1. ,Jesli dla liczb (wymiernych) aq,as itd. istnieje liczba (wymierna) 2
o tej wlasnodci, ze /A — a,, wraz ze wzrastajaca n, opada ponizej kazdej podanej
wartosci, to 2l nazywa sie granica tych a”.

W zapisie symbolicznym tak to przedstawimy:

A —a,A—az,...|=0%<qg (Vn € Qyp)(Fno)(Vn > no)(|A — an| < 7).

Definicja (zbieznosci ciagu znakéw do zera). ,O znakach liczbowych C1, Cs itd., Cy,
moéwi sie, ze opadaja one ponizej kazdej podanej wartosci wraz ze wzrastajaca n,
gdy dla kazdego réznego od zera znaku liczbowego D istnieje taka wartosé dla n,
ze dla tej n oraz wszystkich dodatnich liczb catkowitych v wartosé liczbowa dla
Crtv (8. 3, Def. 2) jest mniejsza od tej dla D”.
Symbolicznie, z zastrzezeniem, ze w rozprawie nie pojawia sie znak granicy,
tak zapiszemy te definicje:
lim Cp, =0 g (VD > 0)(3no)(Vn)(|Cro4n| < D). (3)

n—oo

Dalej Heine wykazuje rownowazno$c:

(VD > 0)(3n0) (Vn)(|Cnytn| < D) & (v € Q1) (3n0) (V) (|Cnotnl <m).  (4)
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W dowodzie korzysta z zatozenia, ktore przyjmuje jako oczywiste:
(VD >0)(3d € Q)(0 < d < D). (5)

Formula (5) to wersja aksjomatu Archimedesa w postaci: zbior Q jest gesty

w (R, <)
Definicja 2. ,Jesli A jest ustalonym znakiem liczbowym oraz A — B,, opada ponizej
kazdego znaku liczbowego wraz ze wzrastajaca n, to A nazywa sie granicqg B”.
Symbolicznie:
lim B, = A =df lim (Bn — A) = 0, (6)
n—oo n—oo
gdzie prawa strona dana jest definicja (3).
Liczba wymierna ma podwojne przedstawienie: a oraz [a,a,...]. Heine za-

uwaza, ze faktycznie liczba wymierna ma wiele przedstawienn. Obserwacja ta jest
ujeta w

Twierdzenie. Jezeli 2 € Q, to
[QL—al,Ql—ag,...]zoﬁﬂ:[al,ag,...].

W rozprawie dowodzona jest implikacja z lewej strony na prawa, ale druga
czesé twierdzenia tatwo wynika z (1) i (2).

Liczba (znak) A jest granica ciagu liczb wymiernych, ktory ja wyznacza. Can-
tor miatl klopoty z jasnym przedstawieniem tej kwestii, Heine natomiast znalazt
dla niej proste rozwigzanie. Oto odpowiednie twierdzenie:

»Znak liczbowy A jest granicg cztondw a szeregu, z ktdrym jest on stowarzyszony'.
Spo6jrzmy na dowod. Niech A = [ay, as, .. .]. Kazda z liczb wymiernych a;, gdy
jest poréwnywana z A, odejmowana od A itd., musi by¢ rozpatrywana w postaci
[ai,a;,...], zatem
A—ap,=la1 — an,a2 — an,...].

Skoro (a,) jest ciagiem Cauchy’ego, to dla kazdego d € Q4 istnieje takie ny,
ze dla n > ng zachodzi |a,, — an,| < d. To za$, na podstawie (4) oraz definicji 2,
oznacza, ze
lim a, = A
n—oo
Zasadnicze twierdzenie czesci O liczbach dotyczy zupelnosci liczb rzeczywi-
stych (znakow): Heine pokazuje, ze znak odpowiadajacy ciagowi liczb rzeczywi-
stych jest réwny znakow: wyznaczonemu przez pewien ciag liczb wymiernych.
Twierdzenie to jest sformulowane w bardzo ogodlnej postaci, w ktorej wystepuje
pojecie niewymiernosci n-tego rzedu. Tak wiec niewymiernosé 1. rzedu, to znak
stowarzyszony z ciegiem liczb rzeczywistych A, Ag, .. .., niewymierno$é 2. rzedu
to znak stowarzyszony z ciagiem liczb 1. rzedu itd.

10Zob. P Btaszczyk, O ciatach uporzgdkowanych, op. cit.
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Twierdzenie. ,, Niewymiernosci m + 2. rzedu nie sg nowymi, ale sq réwne tym
rzedu pierwszego’.

Rozwazmy dowod w najprostszej postaci: Jezeli Aq, As, ... jest ciagiem liczb
rzeczywistych (speliajacych warunek Cauchy’ego), to istnieje taki ciag liczb wy-
miernych a1, aso, ..., ze

nh_}ngo Ay = [a1,az,...]. (7)

Heine definiuje kolejne wyrazu ciagu (a, ), przyjmujac, ze sa to liczby spelnia-

jace warunki:

0<A1—a1<1,
0<A2—a2<1/2,
0< A, —a,<1/n.

Nastepnie konstatuje, ze zachodzi rownosé (7).

Zauwazmy, ze istnienie liczb a; jest jedng z wersji aksjomatu Archimedesa,
ktory w rozprawie Heinego w ogoéle nie zostal rozpoznany. Docenié natomiast na-
lezy pomystowo$é dwojakiego przedstawienia liczb wymiernych, ktéry sprawdza
sie w tym dowodzie: liczba a;, gdy wystepuje w znaku [a1,as,...] jest w postaci
zwyktej liczby wymiernej, natomiast w wyrazeniu A; — a; jest brana w postaci
[ai, Ajy .« ]

3. Ciagtos¢ funkcji

3.1. Preludium historyczne

W matematyce wspolczesnej ciagltosé oznacza charakterystyke albo porzadku
liniowego, albo funkcji. Potaczenie idei porzadku ciagltego z pojeciem ciata alge-
braicznego doprowadzito do definicji liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1, <) jako ciala
uporzadkowanego w sposob ciagtyty. Z kolei polaczenie idei odwzorowania cia-
glego z pojeciem ciata algebraicznego doprowadzito do pojecia ciala topologicz-
nego (F,+,-,0,1,7), gdzie T jest topologia na F, a dziatania +, - oraz operacja
elementu odwrotnego ! sa funkcjami ciagglymi wzgledem topologii 7.

W matematyce i filozofii greckiej ciaglo$¢ charakteryzowala obiekty geome-
tryczne (odcinki, figury, bryly i krzywe), a takze ruch i czas. Greccy matematycy
nie zdefiniowali ciaglosci, zag wsrdd definicji filozoficznych wiekowsq stawe zdobyta
ta pochodzaca od Arystotelesa: ,wszystko ciagte (ndv cuveyéc) jest podzielne na
te, ktore sa podzielne na zawsze podzielne’.

Uwzgledniajac praktyke matematyczna, otrzymamy bardziej zréznicowany ob-
raz. Otéz w Elementach Euklidesa znajdujemy dwojakie podej$cie do odcinka:
z jednej strony jest on pojmowany w mysl definicji Arystotelesa, z drugiej, zwlasz-
cza w teorii proporcji, odcinki wziete razem sa traktowane jako potgrupa uporzad-

117Zob. P. Blaszczyk, O ciatach uporzadkowanych, op. cit.
12 Aristotelis Physica, w: Bekker I. (ed.), Aristotelis Opera, Berlin 1831, 231a 15-16, tt. P. Btasz-
czyk, K. Mrowka.
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kowana spelniajaca aksjomat Archimedesad. Ostatecznie, to drugie rozumienie
odcinka doprowadzito do pojecia ciala uporzqdkowaneg.

Pojecie ciagglosci funkeji ma w pelni nowozytny rodowdd: jest ono charaktery-
styka funkcji pojetej jako obiekt ztozony z punktéw. Takie punktowe rozumienie
funkcji bierze swoj poczatek w La Géométrie Kartezjusz.

Historia pojecia funkcji i jej ciaglosci jest stosunkowo dobrze opisana, dlatego
tytulem uwyraznienia rozstrzygnie¢ Heinego przedstawimy tylko definicje, ktore
znajdujemy w pismach Dedekinda i Cantora.

3.2. Dedekind, 1872

W rozprawie Stetigkeit und Irrationale Zahlen Richard Dedekind wprowadzit
pojecie zbioru liniowo uporzadkowanego (X, <) oraz przedzialu w takim zbiorze.
W istocie Dedekind stosowal dwa rozumienia przedzialu. Pierwsze, to te, ktore jest
powszechnie stosowane wspoélczesnie, mianowicie (a,b) = {r € X : a < z < b},
wraz z warlantami [a,b), (a,+00) itd. Drugie mozna tak przedstawié: P C X jest
przedziatem, gdy

(Vz,y € P)((z,y) C P).

Dedekind pokazal, ze w ciele liczb rzeczywistych wszystkie przedzialy sg pierw-
szego rodzaju.

A oto definicja cigglosci, jaka znajdujemy w rozprawie Stetigkeit und Irratio-
nale Zahlen:

wJesli liczba A jest wynikiem rachunku na liczbach «,,7,... oraz A\ lezy we-
wnatrz przedziatu L, to mozna podaé przedziaty A, B, C, ..., w ktorych leza liczby
a, 3,7, ..., tego rodzaju, ze wynik tego samego rachunku, w ktérym zamienimy
liczby «, 3,7, ... na dowolne liczby z przedziatow A, B, C, ... bedzie zawsze liczba
lezaca wewnatrz przedziatu L.

Przyjmujac, ze f jest takim dziataniem dwuargumentowym, ze
F:RxR>(a,8) = AER,
uwage Dedekinda zapiszemy jak nastepuje:
(Ve > 0)(36,7 > 0)(Va,y)(la — 2| <6,[8 -yl <n=[f(e, ) = Al <e).

Jest to ni mniej, ni wiecej jak definicja ciagtosci funkcji dwuargumentowej
w punkcie (v, 3).

13Zob. P. Blaszczyk, K. Mrowka, Euklides i Arystoteles o cigglosci. Czesé 1. Euklides, Filo-
zofia Nauki 4, 2013, 91-115 oraz P. Blaszczyk, K. Mrowka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI.
Ttumaczenie i komentarz, Copernicus Center Press, Krakow 2013.

1470b. P. Blaszczyk Nota o rozprawie Otto Holdera Die Aziome der Quantitit und die Lehre
vom Mass, op. cit.

15Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Metafizyka ruchu w Geometrii Kartezjusza, Argument 4 (2),
2014; http://www.argument-journal.eu.

16R. Dedekind, Stetigkeit und Irrationale Zahlen, Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig
1872, 19, ti. J. Pogonowski.
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3.3. Cantor, 1883

Oryginalne, a rzadko przywolywane rozumienie cigglosci funkcji znajdujemy
w artykule Cantora Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, z roku 1883.
Pojecie ciaglosci funkeji (ruchu) jest tu podporzadkowane ogolnej koncepcji kon-
tinuum — koncepcji zabarwionej, jak to ma czesto miejsce w pismach Cantora,
filozoficzna egzaltacja. W ujeciu Cantora ciagly ruch, ciagla przestrzen, a nawet
zbiory uporzadkowane w sposéb ciagly maja by¢ szczegblnymi przyktadami kon-
tinuum7.

W topologii kontinuum jest definiowane jako zwarty i spdjny podzbior prze-
strzeni topologicznej (X, 7). Idea ta pochodzi wlasnie z Uber unendliche, gdzie
kontinuum zostalo zdefiniowane jako ,doskonalty” i ,spojny” podzbioér przestrzeni
metrycznej (R™, g)@. W Uber unendliche Cantor przyjmuje, ze badania kontinuum
musza byé¢ prowadzone w oparciu o arytmetyke liczb rzeczywistych, jednoczesnie
umieszcza swoj wyktad w szerokim planie filozoficznym, przekonany, ze opisuje ten
sam przedmiot, co Arystoteles, ,ktory traktowal kontinuum jako catosé ztozona,
ktora sktada sie ex partibus sine fine divisibilibus .

Wstepne rozpoznanie dziedziny, do ktorej maja naleze¢ kontinua, jest naste-
pujace:

,Ma[my| wprawdzie u podstaw jedno- lub wielo- rzeczywistych lub zespolonych
wielkosci ciaglych (...) jak najbardziej wyksztalcone pojecie zaleznego od nich
jedno- lub wieloznacznego kontinuum, tj. pojecie funkcji ciagtej (. .. ), jednak samo
niezalezne kontinuum jest przez autoréw matematykéw zaktadane tylko w owej
najprostszej postaci i nie jest poddawane zadnemu gruntownemu rozwazaniu2d.

Termin ,wielkosci ciagle” oznacza w cytowanym fragmencie podzbiory prze-
strzeni R™ lub C™, za§ graf funkcji ciaglej stanowi przyklad kontinuum. Funkcje
f : R™ — R utozsamil Cantor z jej grafem, {(z, f(x)) : = € R}, ktory nastepnie
traktowal jako kontinuum topologiczne w przestrzeni euklidesowej R" 1. Powigza-
nie funkcji ciagtej z ruchem bylo dla Cantora tak oczywiste, ze w artykule nawet
nie pojawita sie sugestia, aby sprawdzié¢, czy faktycznie graf funkcji ciaglej jest
,doskonalo-spojny”; w istocie mozna to udowodni. W jednej z wczesniejszych
prac Cantor podaje przykltad funkcji ciagtej, ktorej graf jest zawarty w ,niecia-
glej przestrzeni”’, co prowadzi do rozwazan na temat ,ciagtego ruch w nieciaglej
przestrzeni’ 4.

17Z0b. P. Blaszczyk, K. Mrowka, Euklides i Arystoteles o cigglosci. Czesé 1. Euklides, op. cit.

18 Cantora definicja zbioru spéjnego jest rézna od obecnie przyjmowanej. Kazimierz Kuratowski
w monografii Topologie rozpoczyna rozdzial poswiecony kontinuum od przypomnienia definicji
Cantora, a w pierwszym twierdzeniu dowodzi, ze w przestrzeni metrycznej, zwartej zbiér spdjny
w senie Cantora jest spojny w mysl wspolczesnej definicji; zob. K. Kuratowski, Topologie, t. 11,
PTM, Warszawa 1952, §42, s. 108. Cantora definicja zbioru doskonalego jest taka jak w ksiazce
K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa 1973, s. 138, przy czym
Cantor rozwazat tylko przestrzenie metryczne albo przestrzenie z topologia porzadkowa.

19G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Mathematische Annalen 21,
1883, op. cit.

20Ibidem.

217Z0b. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, op. cit, s. 164, twierdzenie 2.

2270b. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, Mathematische Annalen
20, 1882, 113-121; O nieskoriczonych rozmaito$ciach punktowych (fragmenty), tt. J. Pogonowski;
http://www.eudoxos.pl/tlumaczenia/. Przykladem takiej ,nieciagtej przestrzeni” jest R™ \ A",
gdzie A to zbior liczb algebraicznych.



[148] Piotr Bfaszczyk

3.4. Elementy teorii funkcji. O funkcjach
3.4.1. Definicja funkcji

Czes¢ druga rozprawy Elemente der Functionenlehre otwiera definicja funkcji:

»Funkcjq jednowartosciowg zmiennej x nazywa sie wyrazenie, ktore dla kazdej po-
jedynczej wymiernej lub niewymiernej wartosci x jest jednoznacznie zdefiniowane”.

Dalej Heine pokazuje, ze wielomian oraz sin z podpadaja pod przyjeta defini-
cje. Pierwszy przyktad jest oczywisty i pelni jedynie pomocnicza role, natomiast
uwagi o funkcji sin z zastuguja na komentarz.

Tradycyjnie, na nizszych poziomach nauczania oraz w wyktadach analizy, si-
nus jest definiowany geometrycznie, jako stosunek odpowiednich bokow trojkata
prostokatnego. Przy takim podej$ciu trudno uznaé sinus za funkcje jednowarto-
Sciowgq, dlatego Heine wykorzystuje dobrze znane w XIX wieku rozwiniecie tej

funkcji w szereg
o0
x2n+1

sinx = -t 8

inz =) (1) 2n+1)! ®)
n=0

i kolejne wyrazy ciggu sum czesciowych szeregu (8) czyni wyrazami ciagu, ktory

definiuge liczbe sin z, mianowicie

{E3 x3 x5 }

sinx =g4f {x,x 6,{E 6 —|—120,...

Leonard Euler jako pierwszy rozwinat funkcje sinz w szere. W jego wykta-
dzie przedstawienie (8) bylto twierdzeniem dowodzonym za pomocsg liczb nieskori-
czenie malych i nieskoniczenie duZyc.

We wspotczesnej matematyce znajdujemy dwojakie podejscie do funkcji sinus:
w analizie rzeczywistej, gdzie punktem wyjscia jest definicja geometryczna, funkcja
sinz jest rozwijana w szereg Taylora, dzieki czemu otrzymujemy przedstawienie
(8). W analizie zespolonej funkcja sin x jest po prostu definiowana jako szereg (8).
Wskazana dwoisto$é po raz pierwszy ujawnila sie wlasnie w rozprawie Elemente
der Functionenlehre.

3.4.2. Dwie definicje ciggtosci

Kolejny paragraf czesci O funkcjach otwiera definicja ciaglosci funkcji w punk-
cie:
SJFunkcja f(z) nazywa sie ciggltq dla okreslonej pojedynczej wartosci x = X, gdy
dla kazdej dowolnie malej danej wielkoéci € istnieje inna liczba dodatnia 1y o takiej

wlasnosci, ze dla zadnej wielkosci dodatniej 7, ktora jest mniejsza od ng, wartosé
liczbowa f(X +n) — f(X) nie przekracza e”.

23Zob. L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, Vol. I, Lausanse 1748, rozdz. VIIL. Do-

25

kladniej, przedstawienie Eulera ma postaé: sinx = x — % + 5= +..., co z uwagi na to, ze w jego
arytmetyce wystepuja liczby nieskoriczenie duze (hipernaturalne), nadaje temu wyrazeniu inny
sens od tego, jaki znamy ze wspoélczesnych kurséw analizy.

24Dowéd Eulera mozna zrekonstruowaé w ramach analizy niestandardowej; zob. M. McKinzie,
C. Tuckey, Higher Trigonometry, Hyperreal Numbers, and Euler’s Analysis of Infinities, Mathe-
matics Magazine 74(5), 2003, 339-368.
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Zwrot ,dowolnie mata wielko$¢” interpretujemy jako dowolng liczbe dodatnia
i definicje Heinego mozemy ujaé nastepujaca formuta:

(Ve > 0)(Fno)=(Fn < no)(If (X +n) = f(X)| > ¢). (9)
Na gruncie wspolezesnej logiki formuta (9) jest rownowazna formule
(Ve > 0)(Fno) (Vi < no)(|f(X +n) = f(X)[ <e). (10)

Mozna pokazaé, zaktadajac, ze f : F — F, gdzie (F,+,-,0,1, <) jest cialem
uporzadkowanym?, ze formuta (10) jest rownowazna tzw. otoczeniowej definicji
cigglosci funkcji w punkcie, tj.:

(Ve > 0)(Fno)(Vo)(| X =z < no = |f(X) = f(2)] <e). (C1)

W czesci B, §2 jako pierwsze dowodzone jest nastepujace twierdzenie:

Jesli funkcja f(x) jest ciagta w z = X, to dla kazdego ciagu liczbowego x1, z2, itd.,
ktory posiada znak X rowniez f(x1), f(x2) itd. tworza ciag liczbowy o znaku f(X);
oraz na odwrot, gdy dla kazdego ciagu liczbowego 1, x9 itd., ktéry posiada znak
X rowniez f(x1), f(z2) itd. tworza ciag liczbowy o znaku f(X), to f(z) jest ciagta
wax=X"

W tezie twierdzenia znajdujemy zdanie, ktére we wspotczesnej matematyce
funkcjonuje jako druga, tzw. ciggowa, definicja ciaglosci funkeji w punkcie, mia-
nowicie:

dla kazdego ciagu (x,,), li_>m xn =X = lim f(z,) = f(X). (C2)

n—oo

Teza twierdzenia ustanawia rownowaznosé tych definicji, tj.
(C1) & (C2).

Dowdd tej réwnowaznodci nalezy do standardowych zadan wspoétczesnych wy-
ktadéw analizy matematycznej, dlatego warto zobaczyé¢, w jaki sposéb Heine prze-
chodzi od jednej definicji do drugie;j.

Najpierw dowodzona jest implikacja (C1) = (C2), w notacji Heinego:

[r1,22,...| = X = [f(z1), f(22),...] = f(X).
Gdy [z1,22,...] = X, to wyrazy x, mozna tak przedstawi¢
Tp = X+ Mns

gdzie ciag (n,) spelnia warunek

(3n0)(Yn > n0)([nn] < o).

25Pierwsza definicja ciata uporzadkowanego pochodzi z pracy Hilberta Grundlagen der Geo-
metrie (1899); zob. P. Blaszczyk, Nota o Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta, Annales Uni-
versitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticum Mathematicae Pertinentia IV, 2012,
195-198. W pracach Heinego, Dedekinda i Cantora podstawowe wlasnosci ciata uporzadkowanego
byly przyjmowane w domysle. Definicja podana przez Hilberta wyeksplikowala i usankcjonowata
powszechna w owym czasie praktyke matematyczna.
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Na podstawie (C1) jest

[f(xl)vf(xQ)v i ] = f(X)

Druga implikacja, czyli (C2) = (C1), dowodzona jest metoda nie wprost.
Kluczowe dla tej czesci jest zdanie:

,Gdyby bowiem bylto tak, ze gdy ustali sie okreslong liczbe ¢ (B, §. 2, Def. 1)
oraz wezmie si¢ jakkolwiek malg liczbe 79 i nigdy nie bedzie spelniony warunek
ciaglosci, to zawsze beda istnialy wartosci n ponizej ng, dla ktorych f(X+n)— f(X)
pozostaje ponad €”.

Zapiszemy je formula

(Fe > 0)(Vno) Fm < mo)(IF(X +m) — F(X)] > e). (—10)
Dalej Heine definiuje liczby 7,:
72 spelnia warunek 7, < 2,

n3 spetnia warunek 7z < 22,

o

Tn+1 Spelnia warunek 7,41 < 37,

i przyjmuje, ze w ten sposob zdefiniowal ciag (1, ). Ciag ten — co ma by¢ oczywiste
— przedstawia ciag elementarny”, tj.

[77177727---] =0, (11)
skad wynika, ze
X+, X +nm,...]=X. (12)
Na podstawie (—10), kazda z liczb 7,, speinia warunek
(X +m) = f(X)] > e (13)

Ostatecznie (12) i (13) oznaczaja, ze funkcja f nie jest ciagta.

W XX wieku, gdy odkryto, ze aksjomat wyboru, (CH), musi by¢ uzyty w do-
wodach wielu znanych i waznych twierdzen, pokazano, ze musi on by¢ takze zasto-
sowany przy definiowaniu ciagu (7,). Z czasem znaleziono, ze zwiazek rownowaz-
nosci dwoch definicji cigglosci z aksjomatem wyboru jest znaczenie subtelniejszy,
pokazano bowiem, ze zachodzi réwnowazno$é

CH* & (C1 < C2), (14)

gdzie CHY oznacza aksjomat wyboru dla rodzin przeliczalnycf@.

W réwnowaznosci (14) przyjmuje sie, ze f jest funkcja rzeczywista, zauwazmy
jednak, ze zarowno definicja (C'1), jak i (C2) moze by¢ postawiona w dowolnym
ciele uporzadkowanym. W dowolnym ciele uporzadkowanym prawdziwa jest impli-
kacja (C1) = (C2). W dowodzie Heinego zwraca uwage fakt, ze (11) jest w istocie
jedna z wersji aksjomatu Archimedesa. Istotnie mozna pokazaé, ze ciele niearchi-
medesowym niestandardowych liczb rzeczywistych istnieje funkcja ciagta w sensie
(C1), ktora nie jest ciagla w sensie (C2).

2670b. A. Blaszczyk, S. Turek, Teoria mnogosci, PWN, Warszawa 2009, 412-414.
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3.4.3. Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posredniej

Najwazniejszym twierdzeniem dowodzonym w czesci O funkcjach jest twier-
dzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich. Heine tak je formuluje:

Jesli funkcja f(z) ciagla (dla kazdego poszczegdlnego x) od a do b posiada dla
dwoch liczb x = 1 oraz z = x5 lezacych miedzy a oraz b przeciwne znaki, to znika
ona dla pewnej lezacej pomiedzy nimi wartosci 2”.

W przypisie Heine dodaje, co znamienne, ze dowod tego twierdzenia jest wolny
od przedstawien, geometrycznych.

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich ma dtuga historie. Probowali
go dowiesé i D’Alembert, i Euler, i Lagrange, i Laplace. Bernard Bolzano w rozpra-
wie Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes. .. z roku 181727 szczegOlowo opisuje
wiele wcze$niejszych prob, lecz co wazniejsze, podaje tez czysto analityczny, czyli
wolny od przedstawienn geometrycznych dowdd tego twierdzenia. Rozprawa Bol-
zana nie zyskala jednak wielkiego rozgtosu, nic zatem dziwnego, ze Heine o niej
nie wspomina.

Wspoblczesnie, gdy dobrze znamy aksjomatyczny opis liczb rzeczywistych, ta-
two jest nam $ledzi¢ historyczne dowody twierdzenia o przyjmowaniu wartosci
posredniej i wskazywaé w nich luki, twierdzenie to jest bowiem réwnowazne aksjo-
matowi ciaglodci.

Istotnie, niech f : R — R bedzie taka funkcja ciagta, ze f(0) < 0 oraz f(1) > 0.
Przyjmijmy A = {z € [0,1] : f(z) < 0}. Z aksjomatu ciaglosci (zasady supremum)
wynika, ze istnieje a = sup A. Pokazemy, ze f(a) = 0. W tym celu skorzystamy
z faktu, ze funkcja ciagta zachowuje znak*q:

F(©) £ 0= (36 > 0)(Va € R)(jc — 2| < & = f(c) - f(z) > 0). (15)

Zatem jezeli f(a) < 0, to na podstawie (15), dla pewnego § > 0 oraz kazdego
x takiego, ze 0 < x — a < 4, zachodzi f(xz) < 0, co jest sprzeczne z zalozeniem
a = sup A. Podobnie pokazujemy, ze zalozenie f(a) > 0 prowadzi do sprzecznosci.
Stad f(a) =0.

Z drugiej strony, jezeli (F, +,-,0, 1, <) jest cialem uporzadkowanym, w ktérym
nie jest spetniony aksjomat (DC), to istnieje taki przekroj (L, U) zbioru (F, <), ze
ani w klasie L nie ma elementu najwiekszego, ani w U nie ma elementu najmniej-
szego. Funkcja

—1,dlax €L,
f(a:):{ 1,dlaz eU.

jest ciagla, a zarazem w zadnym punkcie nie przyjmuje wartosci 0.

Inny przykiad pochodzi wprost z rozprawy Elementy teorii funkcji. Heine roz-
waza mianowicie funkcje rzeczywista f(x) = 2% — 2. Przyjmijmy natomiast, ze
f:Q~— Q. Para zbioréw

L=QwU{geQy:¢*<2}, U={q€Qy:¢*>2}

27B. Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein
entgegensetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reeleWurzel der Gleichung liege, Gottliebe
Haase, Prague 1817.

28W rozprawie Heinego odpowiednikiem tego twierdzenie jest twierdzenie 3, ktére jest jednak
dowodzone w oparciu o twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich.




[152] Piotr Bfaszczyk

stanowi taki przekrdj zbioru (Q, <), a ponadto ani w L nie ma elementu najwiek-

szego, ani w U nie ma elementu najmniejszegd™]. Latwo sprawdzié, ze funkcja f
jest ciagla. Ponadto f(1) < 0, f(2) > 2, a przy tym, dla kazdego = € [1,2] N Q jest
F(z) 0,

Przesledzenie dowodu twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posredniej z roz-
prawy Heinego i wskazanie w nim ukrytych zalozeil pozostawiamy jako ¢wiczenie.

* *

Zamieszczone w niniejszym tomie ttumaczenie Elemente der Functionenlehre zo-
stalo przygotowane przez Profesora Jerzego Pogonowskiego. Jest to pierwszy prze-
ktad na jezyk polski pelnego teksu rozprawy. Wybrane fragmenty pracy Heinego
mozna znalezé w ksiazce W. Wiestaw, Matematyka i jej historia, Wydawnictwo
NOWIK, Opole 1997.

2970b. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen, Wyd. Naukowe AP, Krakow 2007, 35.



