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Leonardo Pisano called Fibonacci, between
advanced mathematics, history of mathematics
and mathematics education: three examples
drawn from Liber Quadratorum®

Abstract. In this research, three problems faced by Leonardo Pisano, cal-
led Fibonacci, are dealt with. The main purpose is to show that history of
mathematics can offer interesting material for mathematics education. The
approach to the use of history of mathematics in mathematics education
cannot be merely historical, but adapted to the needs of the explanations in
a classroom. In the course of this paper, the meaning of such assertion will
be clarified. A further purpose is a trying to explore the relations history of
mathematics-mathematics education-advanced mathematics. Last, but not
the least, a further aim is to offer a specific series of interesting material to
the teacher in order to develop stimulating lessons. The material here ex-
pounded is conceived for pupils frequenting the third and the fourth years
of the high school, but, with minor modifications, it can be adapted to the
fifth year of the high school and to the initial years of the scientific faculties
at the university.

1. Introduction

Federigo Enriques (1871-1946) claimed on several occasions there is not a clear
distinction between advanced mathematical research, history of mathematics and
mathematics education.! Given the extreme specialization of advanced mathema-
tics (which existed already in Enriques’ epoch) and since history of mathematics
and mathematics education have also become specialized fields of research, Enri-
ques’ assertion ought seem paradoxical or wrong, at all. In contrast to this, the

*Od matematyki wyzszej, przez histori¢ do dydaktyki. Trzy przyklady zaczerpnigte z Liber
Quadratorum Leonarda z Pizy zwanego Fibonaccim

2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97 Mathematics Education; Secondary: 01
History and Biography

Key words and phrases: Fibonacci, Enriques, Liber Quadratorum, Relation history of
mathematics-mathematics education, Paradigmatic examples, Medieval mathematics, Number
theory and mathematics education, Diophantine analysis, Lagrange, Genochhi

1 Enriques, 1921, 2003, p.12-14.
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ideas expounded by Enriques hold a profound meaning and express a part of the
truth, though, probably, not the whole truth.

I will refer to a specific example, drawn from Fibonacci’s (1170-12457) Liber
Quadratorum (1225), in which a conspicuous series of ideas to catch the relations
between advanced mathematics, history of mathematics and mathematics educati-
on exists. Since the main approach of this paper is mathematics-education centred
and, after all, a possible concrete use of Fibonacci’s technique in an educational
context will be shown, the references to history of mathematics will be limited to
what is strictly necessary to prove the plausibility of Enriques’ thesis. Thence, this
research offers a double reading-key:

1) A support to Enriques’ conception, according to which — at least in some
circumstances — mathematical research, mathematics education and history
of mathematics can be tied by a thorough link;

2) The possible use of some techniques and methods used along history of ma-
thematics in an education context. In particular the content of this paper can
be presented to the pupils when they deal with the principle of mathematical
induction, this means, in general, when they frequent the third-fourth year
at the high school.

I have no claim to provide a general theory of the relations history of mathematics-
mathematics education since, as I have explained in other works?, I am convinced
that such a general theory does not exist, but profound connections do.

2. References to the figure of Fibonacci and to his works

The figure of Leonardo Pisano, called Fibonacci, is so well known that here
I will only refer to some of his main features, perhaps useful for the reader not
involved in history of Medieval mathematics®: Leonardo was the son of Guglielmo
Bonacci, who was publicus scriba (namely a delegate) of Pisa maritime republic
abroad. In 1185 Guglielmo was transferred to Bugia (nowadays in Algeria) as a re-
sponsible of Pisa’s commercial business in that land. The young Leonardo followed
his father in Bugia. In the Incipit of his famous Liber abaci (1202, 1228)* Fibo-
nacci himself writes to have lived in Bugia and to have travelled to Egypt, Syria,

2 Bussotti, 2014; Bussotti, 2015.

3 1 mention here some significant works on Fibonacci without any claim to be exhaustive (the
literature on Fibonacci is huge): Boncompagni, 1852; Boncompagni, 1854; Bussotti, 2008a, p. 234-
249; Bussotti, 2008b, p. 43-61; Favaro, 1874; Franci, 2002; Genocchi, 1855a; Genocchi, 1855b,
Genocchi, 1855c, Genocchi, 1857; Grimm, 1973; Horadam, 1991; Liineburg, 1991; Picutti, 1979;
Picutti, 1983; Pisano, Bussotti, 2015; Rashed, 1994; Rashed, 2003; Woepcke, 1854-55; Woepcke,
1860-61.

4 Fibonacci, 1228, 1857, p. 1. The works by Fibonacci have been published by Baldassare
Boncompagni. See Fibonacci, 1228, 1857 (Liber Abaci); Fibonacci, 1862a, p. 227-252 (Flos);
Fibonacci, 1862b, p. 253-283 (Liber Quadratorum); Fibonacci, 1862c, p. 1-224 (Practica Geome-
triae). The Liber Abaci has been translated into English by L.E. Sigler (Sigler, 2002); The Liber
Quadratorum has been translated into French by P. Ver Eecke (Fibonacci, 1952) and into English
by L. E. Sigler (Fibonacci, 1988). The Practica Geometriae has been edited and translated into
English with great care by B. Hughes (Hughes, 2008).
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Sicily and Byzantium to improve his knowledge of mathematics. Thence Leonardo
reached a — presumably — good knowledge of Arabic mathematics. Fibonacci came
in contact with the Hindu-Arabic digits and decimal positional system, imported
into the Arabic countries from India, as well as with Arabic algebra and Dio-
phantine tradition, which was alive and flourishing in the Arabic world. Fibonacci
wrote a series of important works, in which his ingenious originality, the knowledge
of Euclid’s Elements and the acquisitions deriving from the Arabic mathematics
converge to create a quite stimulating picture:

A)

The Liber abaci is surely the most famous of Fibonacci’s works. It is a huge
book divided into fifteen chapters, where Fibonacci introduces the calculati-
ons with the Hindu-Arabic digits, namely the four arithmetical operations,
the calculations with fractions, the way to extract square and cubic roots
and a numerous series of problems — in general concerning — transactions, ex-
change of moneys, business societies among partners and so on. Usually, but
not always, these problems can be solved by system of equations of first de-
gree. Other problems concern numbers. In the 12¢" chapter of the Liber abaci,
the well known rabbit-problem is dealt with, where the Fibonacci-series is
introduced. The Liber was a monumental work and impressed Fibonacci’s
contemporaries®. Although the introduction of the Hindu Arabic digits is
documented in the Western world before Fibonacci®, there is no doubt that
the previous works on this subject were not comparable with Fibonacci’s as
to completeness, competency and clearness. The Liber can be considered an
advanced handbook, with several ideas and problems also belonging to the
then high mathematics.

Another significant work is the Flos, written around 1224-1225, in which
Leonardo, answering to a problem proposed to him by the court mathema-
tician of the Emperor Friedrich the second of Swabia, Giovanni da Palermo,
showed that the equation

2 + 222 + 10z = 20

does not have any Euclidean irrational as a solution. Here Fibonacci develops
a series of arguments, which, nowadays, could be transformed into interes-
ting didactical consideration on the limits of the use of some instruments to
solve certain mathematical problems. In the specific case, the use of rule and
compass, which could be connected to the three classical Greek geometrical
problems: duplication of the cube, squaring of the circle, trisection of the
angle and to modern algebraic approach to these questions.

Around 1220-1221 Leonardo also wrote a Pratica Geometriae. Though this
book has some interesting aspects, it is, in my perspective, less interesting
than the other works. Two further contributions by Leonardo: the libro di

5 For the references to this fascinating and difficult historiographical problem, I refer to Pisano,
Bussotti, 2015. In that paper we also offer precise indications on the state of art regarding this
subject.

6 See previous note.
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merchaanti o detto di minor guisa and the Libro sopra il 10° di Fuclide are
lost.

C) However, the most surprising and profound work by Fibonacci is the Liber
Quadratorum. The origin of this contribution is due to a further problem
posed by Giovanni da Palermo to Leonardo: to solve in whole or rational
numbers the system of two equations:

2?2 +5 =1y
2 — 5 =22

As a matter of fact, Leonardo proposes an entire and coherent theory - develo-
ped in the twenty propositions of the Liber - concerning a sequence of interrelated
problems with the squares. The most interesting aspect of the Liber is probably
that methodological: Leonardo used an approach, which is in part influenced by
Euclid’s geometrical tradition, in part by Diophantus’ and Arabic tradition, but
which is, in great part, original. As we will see, it is based on the idea to use
the sums of consecutive integer numbers to solve the problems connected to the
squares. Since my aim is to exploit Leonardo’s method in an education perspective
I refer to the literature for both the mathematical and genetic-historical problems
connected to the Liber Quadratorum’. I will focus on three propositions. Each
section will include the explanation of Leonardo’s approach and — in a separate
box — the didactical considerations. The section 5 will also present a box regar-
ding the relations history of mathematics — mathematics education — advanced
mathematics.

It is necessary to point out that, as to the figure of Leonardo, there are several
questions: a) what exactly were his sources of inspirations; b) why did he succeed in
introducing the Hindu-Arabic numerals in Western Europe; ¢) what is his heritage.
In particular: how much did he directly influence the Western mathematics and
mathematics education — specifically the abacus schools and the abacus treatises
— in the late Middle Age. On these fascinating historical problems, I have to refer
to the literature®, because, as already pointed out, my aim in this paper is not
purely historical.

3. Squares obtained as sum of the successive odd numbers

The first proposition of the Liber Quadratrum is a rather dense introduction to
the topics dealt with in the course of the book. In the second proposition Leonardo
writes:

I want to prove why the ordered series of the squares arises from the ordered collection
of the odd numbers starting from 1 to the infinity.’

7 As to the Liber Quadratorum see specifically: Bussotti, 2008a, p. 234-249; Bussotti, 2008b,
p- 43-61; Genocchi, 1855b; Genocchi, 1855¢; Picutti, 1979; Rashed, 1994; Rashed, 2003; Woepcke,
1854-55. Useful references in Fibonacci, 1952 and Fibonacci, 1988.

8 The literature on this subject is huge. Detailed references exist in Pisano, Bussotti, 2013
and Pisano, Bussotti, 2015.

9 Fibonacci, 1225, 1854, p. 255. Original Latin text: ”Volo demonstrare quare ex ordinata
imparium collectione, ad uno incipiendo ad infinitum egrediatur ordinata series quadratorum”.
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Fibonacci does not claim the priority of this discovery. But — as far as we know
— his way of reasoning is original. He argues like this

A B GT DK EL ZM IN
[ \ \ \ \ \

Ryc. 1.

The segments AB, BG, GD, ... represent the successive numbers, so that
AB =1; BG = 2; GD = 3, and so on. The exponents T, K, L, ... have a different
meaning as they indicate sums: each one indicates the sum of the two previous
numbers. So that T is the sum of AB and BG, thence T' = 3; K is the sum of BG
and GD, so that K = 5, and so on. Therefore, the exponents indicate the series
of the odd numbers. Each odd number has a double representation in this figure
by Fibonacci. For example, 3 is represented by GD and by T'; 5 is represented by
EZ and by K, and so on. Fibonacci reasons as follows:

1. Given any number ZI, the relation
ZI?=EZ*+ EZ + 71 (1)

holds, being FZ + ZI = N. In modern terms this simply means that (n +
1)2 =n?+n+(n+1). Relying upon the formula for the square of a binomial
proved by Euclid in Elements, II, 4, Fibonacci had proved identity (1) in the
first proposition of the Liber Quadratorum.

2. Applying the same formula as (1), one obtains EZ? = DE* + DE + EZ,
where DE + EZ = M. This formula can be applied till reaching BG? =
AB?*+ AB+BG=1+T=1+3.

3. Therefore GD? = BG?+BG+GD =1+T+ K = 1+3+5, because BG? =
14+ T and BG + GD = K. It is clear that this procedure can be iterated
obtaining each square as the sum of the numbers 1+7T+K+L+M+N+...,
namely the successive odd numbers. This proves the proposition.

Didactical considerations.

A) The methodology. From an educational point of view the logical and metho-
dological considerations are important for the pupils to catch that mathematics is
not only a series of results obtained in a mechanical way once and forever. It is also
a set of different methods and way of reasoning, by means of which the men reached
the results, often with a conspicuous work and labour. The proof of this proposition
by Fibonacci is easy, but it is paradigmatic of a procedure he also applied to more
complicated problems. The logic of this method has to be clearly explained to the
pupils. For the explanation, let us symbolize like this:

Proposition q=“every square is the sum of an initial segment of odd numbers”
(this is the proposition to prove).

Proposition p="(n 4+ 1)> =n? +n+ (n + 1)”.

By the application of proposition p to any number (we indicate it by n + 1,
Leonardo by ZI), it possible to descend to 22, But for 22, proposition g holds, too,
because 22 = 1 + 3. Then the ascending phase begins and, by the replacements
showed in the item 3., the proposition ¢ is proved. Thence, Leonardo’s methodology
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has a descending and an ascending phase.

Let us now propose to the students a modern demonstration by mathematical
induction:

Basis of the induction: 22 =1+ 3

Inductive step: let us suppose that n? =1+3 +---+ (2n — 1) , then

(n+1)°=1+3+-+2n—-1)+(2n+1)

which proves the proposition.

The similarities between the two proofs are evident and the teacher has to point
out: i) in the modern inductive proof, there is the basis 22 = 1 + 3, identity, which,
as seen, is fundamental in Fibonacci’s argument, too; ii) the inductive step in Fibo-
nacci’s demonstration can be directly obtained by applying the proposition p and
supposing that proposition ¢ is valid until a number n. Therefore the two proce-
dures are perfectly equivalent from a logical point of view. Then the question: why
did Fibonacci add the descending phase, which is useless in a merely mathematical
perspective? The answer to this question is very instructive because it points out
the human aspect of mathematics. The main consideration concerns exactly the in-
ductive step: in Leonardo’s reasoning the function of our inductive step is replaced,
in fact, by the series of descending identities

ZI*=EZ?*4+ EZ + ZI
EZ?=DE*+ DE+ EZ

BG? = AB?* + AB + BG

The ascending phase consists in a mere replacement of values, according to what
already seen, starting from the identity BG? = AB®> + AB 4 BG =1+ T, which is
the basis of the induction.

Once explained the logic of Fibonacci’s method, let us consider the reason why
he presented such a demonstration: in the epoch in which Leonardo wrote, a set of
standard methods — as mathematical induction — applicable to number theory had
not yet been created. It should be clarified to the pupils that the formalization of
the inductive basis and inductive step needs a certain level of symbolization and
formalization:

Symbolization, because — in the case of our proof by mathematical induction,
we have written the last addend of the sum, which constitutes the square of n, as
2n+1. This implies the capability to use a letter as n to indicate a number in general
and the idea to write a number in function of a modulus, which is 2 in the case of
2n + 1. These skills were acquired only in the 17*" century with mathematicians
as Pierre de Fermat (1601-1665) and Blaise Pascal (1623-1662), although — as we
will see in section 5.1.- Fibonacci seems, in some circumstances, to have arrived
close to the concept of modulus. It is not a case that mathematical induction in
modern terms is present in the Triangle Arithmetique by Pascal. For, even if before
Pascal some methods similar to mathematical induction were conceived and some
scholars date back this method to a period preceding Pascal, I am convinced that
the founder of modern mathematical induction was Pascal'’. Fermat developed the
method of infinite descent, which has similarities — but also profound differences —
with mathematical induction'?.
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Formalization, which consists in operating on the numerical forms according
to the rules and formulas of our algebra. But, in Fibonacci’s period, despite the
conspicuous progresses made by the Arabic mathematicians, the formal calculus —
we could say the literal calculus - almost did not exist. The numbers were, in general,
associated to segments of straight lines or anyway, at least in the Western world, the
geometrical representation played still a pivotal role. Fibonacci made considerable
progresses in this sense because, for example, the idea to represent the number in two
different ways within a sole proof is rather audacious: in the analysed case, i.e., 5 is
represented by K, but also by BG+GD, according to the necessity. Furthermore, the
geometrical representation is a sort of psychological-didactical support rather than a
necessity intrinsic to the proof. This means that Fibonacci probably had something
similar to the concept of any number, but his expressive means allowed him to obtain
a certain level of formalization, by which it was difficult to express and conceive
the necessary formal steps typical of mathematical induction. Notwithstanding, he
conceived a method, which resembles mathematical induction and for which, his
level of symbolization and formalization was enough. This is a very interesting
lesson for the pupils because they can understand, by means of an easy example,
the profound sense in which mathematics is a historical and human activity tied
to the scientific context of the period: Fibonacci’s method is redundant only in our
eyes. In fact, it is extremely innovative.

B) Relations with infinity. The following considerations could be developed
jointly with the teacher of philosophical and historical disciplines: the descending
phase of Leonardo’s proof could also be interpreted as a reluctance to resort to
infinity, also in its potential form, or at least as the intention to limit as much as
possible the resort to infinity. Indeed, this phase — which, in Leonardo’s way of reaso-
ning, not in ours, is quite important — operates between two finite limits: the initial
number ZI, which is arbitrary, but finite and given in the specific context, and the
number BG = 2. This scheme is completely finitary in the sense that it involves
a finite segment of integer numbers in descent, from ZI to 2. One of the reasons
why Fibonacci tried to tie the ascending phase, which involves the whole potentially
infinite series of the integers, to the descending one, is also probably the attempt to
create a logical dependence of a potentially infinite ascent from a finite descent. For,
it is clear that Fibonacci had an almost dynamical vision of his procedure; a sort of
movement, which, starting from an initial point (ZI) reached a minimum (2) after
which the ascending phase began. Although the modern mathematical induction
is not seen by us as a dynamical procedure, it is a scheme in ascent, in which the
potential infinity is directly involved and there is no attempt to create a dependence
of its on a finitary scheme as Fibonacci’s descent. According to my interpretation,
this is a proof of how the mental and psychological presuppositions can also play
a role in the way in which mathematics is created and developed. The discussion
on the concept of infinity in the middle ages as well as on the relations between
science-mathematics and mentality of a certain epoch, are typically interdisciplina-
ry fields, which — at least on some occasions — could be shared by the teachers of
mathematics and of history or philosophy.

Now I will propose an example of a more complex proof carried out by Leo-
nardo’s method to show that its range of application is wider one could think of.

10 As to Pascal and mathematical induction see Palladino, Bussotti, 2002; Bussotti, 2004.
11 A complete work on the infinite descent, where Fermat plays a fundamental role, is Bussotti,
2006.
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4. Leonardo’s proof of the identity (2n — 1)(2n + 1)[(2n — 1) +
(2n+1)] =12[12 + 3>+ 52 + ... + (2n — 3)* + (2n — 1)?

The 7" and 8" proposition of the Liber Quadratorum proves two interesting
propositions by means of a technique similar to the one expounded in the previous
section. In the 7*" proposition Leonardo proves that

nn+1)n+n+1)]=6(12+3>+52+.-- +n?),

while in the 8" one, he demonstrates the identity referred to in the title of this

section. I will focus on proposition 8.
Fibonacci considers the series of the odd numbers. He represents them in a
line so that AB=1;, BG=3;GD=5DE=7,EZ=09,...

A B G D E I Z

Ryc. 2.

Since, DZ = DE + EZ, Leonardo claims he has to prove that
DE-EZ-DZ =12(AB* + BG? + GD? + DE?), (2)

which, posing DE =2n — 1 and EZ = 2n + 1, is exactly our proposition.

Leonardo considers DE = EI, so that IZ = 2. Since the successive odd
numbers are indicated in the figure, it is GD = DE — 2 and GE = 2DE — 2.
Hence GD - DE = DE? — 2DE. Therefore

CD-DE-GFE = (DE? —2DE)(2DE —2) = 2DE? —6DE* +4DE  (3)
Now Fibonacci adds 12DE? to the value in (3), thus obtaining
GD-DE-GE +12DE* = 2DE? + 6DE? + 4DFE (4)

But DE = EI, thence EZ = DE+17Z = DE+2 and DZ = 2DFE + 2. This means
that DE - EZ = DE? 4+ 2DE. Therefore,

DE-EZ-DZ =2DE? + 6DE? + 4DE (5)
That is, from (4) and (5)
GD-DE-GE+12DE? =DE-EZ-DZ (6)

By the same reasoning, Fibonacci constructs a descent. For, by analogous steps as
those used to prove identity (6), it is possible to show that

BG-GD-BD +12GD? =GD - DE -GE (7)
Thus, from (6) and (7)

BG-GD - BD +12(GD? + DE®) = DE - EZ - DZ (8)
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By the same reasoning, it will be shown that
BG-GD-BD = AB - BG - AG + 12BG? (9)
So that, from (8) and (9), one gets
AB-BG-AG +12(BG* + GD* + DE*) = DE-EZ -DZ (10)

However, Fibonacci continues, since AB = 1, BG = 3 and AG = 4, the product
AB-BG-AG =12 , or 12AB, if one wishes to indicate the unit, as Fibonacci, by
AB. Thence

12(AB* + BG* + GD* + DE*) = DE-EZ - DZ (11)

Being AB, BG, GD,. .. the successive odd numbers, this proves the theorem. Ob-
viously the reasoning works whatever the numbers DFE, EZ and DZ are. Thence
it is true in general.

Fibonacci adds some interesting corollaries on which I do not focus. I only
add that by propositions 7 and 8, it is possible to deduce the famous formula by
Archimedes on the sum of squares'2. For, from proposition 6, it follows immediately

nn+1)(2n+1)

24324524+ +n?= G : (12)

Didactical considerations. The same considerations as those presented in the pre-
vious section can be developed. It is important to point out that, in this case, the
particular method of Leonardo, consisting of a descent followed by an ascent, is
applied to prove a far more difficult theorem, this means it is not only of historical
interest, but it is a performative method, too. The teacher should point out that,
in this case, even more than in the theorem presented in the previous section, the
decisive inductive step is represented by the formula, which allows Fibonacci to re-
ach the identity (10). His inductive step is in descent, whereas for us, it is in ascent.
The basis of the induction, which permits the prove of the theorem - namely the
identity AB- BG - AG = 12, represents, hence, the last step in Fibonacci’s methods,
while, in the modern mathematical induction, it is the first one.

5. The equation f;:gz = ¢ (a>b)

In this equation - which constitutes the 18" proposition of the Liber Qua-
dratorum - every letter indicates an integer. I have translated the language of
Fibonacci into the modern symbolism because, in what follows, I will not focus
on the problems of symbolism and, hence, the transcription in modern symbols
makes the explanation easier.

From a mathematical standpoint, this equation represents a far more difficult
problem than the identities analysed in the sections 3. and 4. A complete theory,

12 This result is obtained by Archimedes in the 10t" proposition of the Spirals.
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inside which it was solved, was discovered by Lagrange (1737-1813)'3. Nonetheless,
the considerations developed by Fibonacci are elementary — though rather refined
—and they are particularly suitable to catch: a) his technique of the ”successive ad-
dends”; b) the relations history of mathematics-mathematics education-advanced
mathematics.

Before entering into Fibonacci’s reasoning, it is necessary to remind the reader
two easy statements he proved in the 17" proposition of the Liber:

1) Given two consecutive odd numbers (2n + 1) and (2n 4 3), it holds

(2n+3)2 =(2n+1)2 +8(n+1) (13)

2) Given two consecutive even numbers 2n and (2n + 2), it holds
(2n+2)2 = (2n)* +4(2n + 1) (14)

2 2
5.1. The equation zQ:y = ¢ the three elementary cases

22

Fibonacci distinguishes his solution in cases.

The first analysed case takes places when a = b+ 1 (in what follows it is
supposed a > b, but the reasoning is the same in the opposite hypothesis). The
solution is easy and can be obtained for every a. Fibonacci offers an example,
which, however, is paradigmatic of a general demonstration. He considers a = 11;
b = 10. Referring to proposition (13), it is

212 =192+10-8; 232=2124+11-8

Thence
232 -212 212 +11-8-212 11
212 -192  192+10-8-192 10
Therefore x = 23, y = 21, z = 19 are the solutions.
To get a general proof, it is enough to pose a = n + 1; b = n. The solutions
are: © = 2n+3; y = 2n+ 1; z = 2n — 1, because, according to proposition (13), it
is

2n+32-(2n+1)?* (2n+1)>+8n+1)—-(2n+1)*> n+l a
2n+1)2—-(2n—-1)2 (2n—-12+8—(2n—-1)2  n b

The second analysed case concerns the condition a = b + 2.

Once again, Fibonacci provides a paradigmatic example. He considers a = 11;
b = 13. He adds the two numbers, obtaining 24, divides 24 by 4 and multiplies the
result by 2, thus obtaining 12 (in practice he divides the sum by 2). The number
12 is the "central” square, that is y. The other two numbers are x = 14, z = 10.
For, it is

13 Lagrange’s fundamental work on this subject is Lagrange, 1769. For detailed explanations
of Lagrange’s method, see Bussotti, 2006, p. 299-341.
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142 — 122 122 +4-13 122 13

1222102 102 +4-11-102 11’

The general demonstration of Fibonacci’s method relies upon the identity (14),
because, posed a = 2n + 1; b = 2n — 1, obviously their sum divided by 2 is 2n.
One has

(2n +2)% — (2n)? (2n)> +4(2n+1)—(2n)>  2n+1 a

(2n)2 —(2n—2)2  (2n)2+42n—1)—(2n—2)2 2n—1 b’

What follows is very interest and shows the profoundness of Fibonacci’s though:
Leonardo poses this problem, let us suppose that a = 21, b = 19. Now he requires
three specific squares who solve our equation, with the further condition their bases
are numbers of the form 3n. He offers the following canon: sum the two numbers,
19 + 21 = 40, divide (as in the previous case) by 4, obtaining 10, multiply 10 by
3, obtaining 30. This is the central square, the other two being 33 and 27. Indeed,
it is

332 - 307 21

302 —272 19

How did he reach this amazing result? Probably Fibonacci had studied, for

every modulus, the differences of two consecutive squares (this is the circumstance
in which Leonardo seems to have caught important aspects of the concept of
modulus). Thence mod. 3n, we have

(3n+3)> - (3n)? =9(2n + 1) (15)

Therefore, let us pose a = 2n + 1; b = 2n — 1, so that a + b = 4n, number which,
divided by 4, produces n. Let us now considers t =3n+3; y =3n; 2 =3n — 3. It
will be:

(Bn+3)>—(Bn)*>  Bn)?+92n+1)—(Bn)*  2n+1 a

(Bn)2—-(Bn—-3)2 (Bn)24+92n—-1)—-Bn-3)2 2n—-1 b

As Fibonacci points out, this procedure can be applied to every modulus, 4n,
5n, 6n, and so on. For example mod. 5n, the difference between two consecutive
numbers 5n + 5 and 5n is, obviously, 25(2n + 1)'4. It will be, hence, necessary to
divide a + b by 4 and multiply the result by 5, thus obtaining the central square,
whose root is 5n, the other two roots will be 5n + 5 and 5n — 5. For example, if
a =21, b =19, the three roots are x = 55, y = 50, z = 45, thus obtaining

552 — 502 21

502 — 452 19
The third and last elementary case takes place when both a and b are squares.
Let us pose a = z7; b = y?. The three solutions are then given by x = 2%; y = x191;

14 In general, such a difference, for any modulus kn is k2(2n + 1), which is an extension of the
identities (13) and (14).
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z = y?. This is the least interesting case, whose proof derives immediately by
applying the properties of the proportions:

4..2.2_ 29 4
Ty 1Y = 1Y1 Y

4 2. 2\, 4 _ (.22 4\ . .2 2

(x7 —27y7) 1 2] = (27y1 — 1) : 27Y7

(z} —2Ty) : (2lyi —yi) =t cafyf = 2Ty =a:b.

Fibonacci offers the example of a = 25, b = 16. In this case, it will be x = 25,
y = 20, z = 16.

Didactical considerations. What dealt with in this section induces several observa-
tions.

A) Relation between proofs and numerical ezamples. In order to prove his state-
ments Fibonacci uses specific numerical values and not general symbols, hence one
could thought that his proofs are not valid, but are limited to those specific cases
analysed by him. In fact, this is not true because his examples are paradigma-
tic. Through this expression, I indicate an example in which the general numeri-
cal forms can be replaced to the specific numbers because all the numbers have
a precise form, which can be identified (being this form 2n + 1 or 3n, or 5n, or
whatever it is), thus obtaining a rigorous proof. All the demonstrations examined
in the present section have this feature. Therefore, Leonardo’s arguments are valid
in general, though apparently based on examples. I think, it is a common expe-
rience, shared by the teachers of mathematics, to observe that — especially while
dealing with theorems concerning integers — that several — not all - pupils do no
exactly catch the fundamental difference between a demonstration and a propositi-
on verified for all the examined examples, but not proved. After having explained
Fibonacci’s argumentations, in order to clarify this difference, a teacher could con-
sider the famous theorem by Fermat that every prime of the form 4n + 1 is the
sum of two squares. He/she could begin to decompose these primes beginning with
5=1242% 13 =22 4+3% 17 = 12 +4%; 29 = 22 + 5%, .. .. It could be compre-
hensible that the pupils asked if, in this case, a replacement of the single numbers
by a general form is possible, so to get a demonstration of the statement. The te-
acher should then explain this is not possible: the examples of Fermat’s theorem
are not paradigmatic: it is not possible — at least as far as we know until now — to
deduce from them a general proof of this theorem, which, in fact, is independent
from the way in which such primes are decomposed into two squares'®. Therefo-
re, a clear explanation of Fibonacci’s technique jointly with the replacement of the
general forms to the specific numbers used by Leonardo: i) will make it clear his
reasoning works in general; ii) will be a support to clarify the difference between a
paradigmatic and a not-paradigmatic example; iii) will be a support to distinguish
between a non-paradigmatic example and a rigorous proof. All these aspects are
fundamental for a pupil to catch the true logical foundations of mathematics as well
as the nature of this discipline. History of mathematics is, in this case, a precious
help for mathematics education.

B) Solutions of undetermined equations. Fibonacci provides one or more soluti-
ons to his equations. From a didactical point of view an interesting question arises:
did he supply all the possible solutions? The answer is negative: let us consider once
again the case a = 13; b = 11. Let us divide their sum by 4 and do not multiply
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by 2. We get the number 6, which offers the solution x = 7, y = 6, z = 5, which

does not exist in the Liber Quadratorum. Given § = g;“ﬂ, the least y who solves

the equation is y = n, with x = n 4+ 1; 2 = n — 1 because % = % =z
This number is simply obtained dividing a + b by 4, thence completely remaining
within Fibonacci’s methodology. These considerations have to induce the teacher
to clearly specify that, given an undetermined equation and, in general a mathe-
matical problem, there are four different questions: i) to proof if the equation has a
solution; ii) to show a solution of the equation; iii) to show possible other solutions
of the equation by an algorithm; iiii) to show that the found solutions are all the
solutions. These problems ought be connected: for example, it is clear that if one
finds a solution to an equation, the question i) is automatically solved, but they
are not necessarily connected. In the case of our equation, i. e., with a = 2n + 1;
b = 2n — 1, Fibonacci’s technique offers an infinite number of solutions, but we
cannot be sure they are all the solutions. Others could exist, which are not included
into Fibonacci’s algorithm. The difficulties involved in the answers to the questi-
ons i)-iiii) are, in general, quite different because by means of ingenious devices,
which, in some circumstances, arrive at resembling a theory, it is possible to offer a
solution or also an infinity of solutions. However, as I will explain more clearly in
the didactical considerations added to the next section, the answer to the problem
iiii) for this equation is connected to the general solution of all the undetermined
equations of second degree with two unknowns, problems which goes far beyond the
possibilities of a mathematician living in the 12" — 13" century and far beyond the
programme of mathematics in a high school. This is the connection of which I was
speaking with regard to history of mathematics-mathematics education-advanced
mathematics: a problem, as that of Fibonacci, starts from history, allows us a series
of didactical considerations useful at high school level and is connected with an
aspect of advanced mathematics, whose complete solution was offered only in the
late 18" century. To follow this itinerary — though it can comprehend only a part
of the mathematical details — is quite instructive for the high schools’ pupils.

C) To play with numbers. Apart from more general considerations, the algorithm
by Fibonacci is useful for the pupils to learn to deal with numbers and numerical
forms. For example: given, in our equation a = 2n+ 1, b = 2n — 1, the teacher, after
having explained Fibonacci’s reasoning, could ask the pupils to find the numbers
of various forms: 6n, Tn, 8n,... which solve the equation. This is a useful exercise
because the ability to manipulate the numbers — which is so important in mathe-
matics — is progressively disappearing. Furthermore, to play with numbers inside an
algorithm might also be enjoyable for the pupils.

2 2
5.2. The equation 352%’;’2 = ¢ the general solution

To deal with the general solutions, Fibonacci offers a series of arguments, which
can be summarized in the following reasoning: if it is possible to decompose a + b
or a multiple of this sum k(a + b) into a series of m + n consecutive addends, such
that the first m represent kb and the other n the same multiple ka of a, then the
problem is solved. For, let us consider the series of successive addends

hh+1,h+2,...h+mh+m+1,h+m+2,...h+m-+n (16)

15 For detailed explanations on the 4n + 1 primes-theorem, see Bussotti, 2006.
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h+(h+1)+ (h+2)+...(h+m)=kb
h4+m+1)+(h+m+2)+...+(h+m+n)=ka

Then the three roots are z =2h — 1, y=2(h+m)+ 1,z =2(h+m+n) +1
because:

2h+1)2 = (2h — 1)2 + 8h

(

[(h+m+1) 12=12h+m)+12+8h+m+1)

(2h+3)? = (2h+1) +8(h+1)
2h+m+2)+12=[2(h+m+1)+1>+8(h+m+2)
2(h+m)+ 1> = [2(h +m) — 1> + 8(h + m)

[2(h+m+n)+1]2 [(h+m+n—1) +1]2+8(h+m+n)
[2(h+m) +1)? = (2h — 1)? +8(h+h+1+~~~+h+m)
2h+m+n)+12=[2(h+m)+1?*+8h+m+1+---+h+m+n)

Thus obtaining

2=y [2(h+m+n)+ 12 —[2(h+m)+1]*

Y2 —22 [2(h +m) + 1] — (2h — 1)2

2(h+m)+ 1> +8h+m+1+...+h+m+n)—[2(h+m)+1> a

(2h—=1)2+8h+h+14+...+h+m)—(2h—1)2 b

The question is: is it always possible to find a decomposition as (16)? Fibonacci
does not offer a general answer, but a method by trials and errors, which let us
induce to think he was aware that such decomposition is always possible. However,
this is a purely historical problem!®. What is very interesting from a didactical
standpoint is that the solutions to our equation are easy if the difference a — b is
an odd number or a number of the form 2" or 2"(2m + 1), n > 1. In these cases,
a direct numerical application of the technique of the consecutive addends offers
a solution. By the way, the numerical examples of Fibonacci belong to these two
cases. While, if a — b = 2(2m + 1), a different demonstration is necessary. Thence,
I will divide the argument into two cases; 1) a —b = (2n+ 1) or a — b = 2™ or
a—b=2"2m+1),n>1;2)a—b=2(02m+1).

First case:a—b= (2n+1) or a — b= 2"(2m + 1). Let first consider a — b =
(2n 4+ 1). T offer the following canon, which is not exactly present — in this form —
in Fibonacci’s work, but strictly tied to his general approach:

a) Let us consider the difference a — b = d;
b) Multiply a by d and b by d;
c¢) Let us consider the sum a + b = s and the number ds = d(a + b) = da + db;

16 See Genocchi, 1855b, p. 348-353.
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d) Let us now decompose da and db in the sum of d consecutive addends, of
which a and b are the central addends. This is always possible because d is an
odd number. This construction ensures that in the decomposition of da and
db in consecutive addends, the places between b and a are exactly d = a — b,
hence we have a decomposition of d(a +b) in a series of consecutive addends
of which the first d represent da and the last d represent db. Therefore the
equation is solved.

An example will completely clarify the situation: let the equation ; 2:22 = 15—4
be given. In this case a — b = 9, Thence we have to decompose 9-5 and 9 - 14
into nine consecutive addends, of which 5 and 14 are the central addends, thus
obtaining the required decomposition of ds = 9(5 + 14), which is

1424+34+44+54+6+7+8+9 +104+114+12+134+144+15+16+ 17418

The first nine addends are the decomposition of 9 - 5 | the last nine of 9 - 14.
Therefore, using the same symbols as those adopted for the general method, it is
h=1;m = 8,n =9. The three roots are hence z =2h—1=1;y = 2(h+m)+1 =
19; 2 = 2(h 4+ m+n) + 1 = 37. Indeed, it is

372 -192 14

192-12 5
Second case: d = a —b = 2! (I > 1, because the cases n = 0,1 have already
been dealt with). If d = 4, the problem is quite easy because a + b can, then, be
decomposed into four consecutive addends, of which the first two are equal to b
and the second tow are equal to a. If n > 2, it is always possible — as it is easy
to prove — to decompose 2/~2q and 2'72b in a sum of 2'~! consecutive addends,
in which the numbers 471, @b, 221 2L are the central addends of the respective
sums.
Example: Zi:g; = % It is 27 — 11 = 16 = 2%, thence | = 4. It is hence
necessary to decompose 4 - 11 and 4 - 27 into 8 consecutive addends, in which the
central pairs are respectively

a—1 a+1
= (13,14).
(35 5) =9

200 200 2

and

The decomposition is thence:

24+3+44+154+6]+7+84+9||+10+11+12+ |13+ 14|+ 154+ 16+ 17+ 18

Where one vertical bar indicates the central pairs of every decomposition and
two vertical bars the step from the decomposition of 4 - 11 to that of 4 -27 . Thus:
h =2;m =7,n = 8. The three roots are hence z =2h—1=3;y =2(h+m)+1 =
19; = 2(h + m +n) + 1 = 35. We have:
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352 —192 27
192 -32 11
Ifd=a—b=2'(2¢+ 1) (I > 1), the reasoning is analogous. The difference is
that 2/71(2¢+1)a and 2!=2(2¢+ 1)b will de decomposed in the sum of 2/ ~1(2¢+1)
consecutive addends. I provide an example: let us suppose that § = 15—7 It is
a—b=12=3-22 2¢+1 = 3,272 = 1. This means that 2!=2(2¢+1)a = 3-17 = 51
and 2!72(2¢ + 1)b = 3 -5 = 15 will be decomposed into 6 consecutive addends,
whose central pairs are 8,9 and 2, 3. The decomposition is hence

0+1+ 243/ +4+5||+6+7+|8+9 +10+11

So that itis z=1, y =11, x = 23.

The particularity of this method is that we have always n = m + 1 because
the equimultiples of a and b, ka and kb, are decomposed into the same number of
addends, which is not necessarily true in the general conditions of solution.

This method cannot be applied if the difference a — b is of the form 2(2n + 1).
In this case, there is no particular device connected to a numerical canon: it is
necessary to offer a general solution. Fibonacci — as told above — offers a method
by trials and errors, which works because of the following considerations due to
Angelo Genocchil”: Let us suppose (see (16)) that

h,h+1,h+2,....h+m,h+m+1,h+m+2,...h+m+n

can be constructed so that kb is the sum of the first m terms and ka of the last n.

It is hence
hm 4 ™2 = g
h4+m)n + 2t _ py
( ) 3

Therefore

{ ;: - m;éyglgjzgr)wranfamz
+1= am—bn
Since a and b are coprime, the equation am—bn = 1 has solutions, for example

(m,n) = (b+1,a); (m,n) = (b,a—1) and so on. This means that the decomposition

(16) is possible and that hence our equation has always solutions. In particular
z=2h+1=2bmn + bn? — am?

y=2(h+m)+1=bn?+am?
x=2(h+m+n)+1=_2amn—bn?+am?

Didactical considerations.

Relations history of mathematics-mathematics education-advanced mathema-
tics.

1. The general solution of Fibonacci’s equation is an ideal example to detect
the relations between history of mathematics, mathematics education and advanced

17 Genocchi, 1855a, p. 186-189; Genocchi, 1855b, p. 348-353.
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mathematics: let us start from the case in which the difference a—b is an odd number
or a number, which can be divided by 4 or a bigger power of 2. I have offered a general
explanation, but, in this case, the method of the paradigmatic examples still works.
The explanation why the examples are paradigmatic is a little more complicated
than in the cases in which a—b = 1 or 2, but the teacher can offer it without resorting
to any general formula. It is enough to show the canon and to give an explanation in
words, which is quite intuitive. If the difference a — b is of the form 2(2n + 1) — and
only in this case — my canon cannot be applied. It is hence necessary to show, as
Genocchi did, that the series (16) can be anyway obtained by a general and formal
reasoning. This is instructive from an educative standpoint because the pupils have
a tangible example how much different can be the difficulties behind an apparently
similar problems. It is significant the teacher explains why my canon works when
the difference a — b is, for example, of the form 22(2n + 1) , but not when it is
2(2n+1). Nuances, but nuances are the essence of mathematics. And history plays an
important role in this context, because there is a historiographical counterpart to the
previous didactical question: Fibonacci, probably, knew the canon, but is it possible
to interpret, as Genocchi seems to do, his method by trials and errors as an evidence
of the fact the he knew the form of the general solution? This is a historiographical
question, to which it is not possible to answer in this paper. Notwithstanding, I cared
about pointing out the parallelism between some historiographical and educative
questions. The system by which Genocchi proves that a general solution exists is
tied to an appropriate symbolism, but the reasoning is, in itself, rather easy. The
same consideration holds if we look for other solutions to Fibonacci’s equations (as
Fibonacci himself highlights), however the request to find rigorously all the solutions
drives to a field, which is completely different, because no reasoning structured as
Genocchi’s is of help. It is possible to show that this problem can be reduced to the
integral solutions of the equation At*> + B = u? (each letter indicates an integer),
whose general theory is due to Lagrange (see note 13) and drives to a sector of the
theory of numbers which, for a long period, belonged to advanced mathematics.
Obviously, it is not possible to deal with Lagrange’s solution in a high school, but it
is possible the students catch how a single problem can open the doors on interesting
educative perspectives, profound historical questions and subjects concerning high
mathematics.

2. To complete the canon when the difference a — b is an odd number or a
number of the form 2"(2m +1), n > 1, it is necessary to add a consideration, which
can be interestingly exploit in an educative perspective: let us consider the equation
Iz:zi = % Since 22 — 5 = 17, which is an odd number, it is possible to decompose
17 -5 and 17 - 22 into the sum of seventeen consecutive addends, of which 5 and
17 are the central addends. Nevertheless, here the canon works perfectly only if we
admit negative numbers. The decomposition is this:

—-3-2-1-04+14+243+4+54+6+74+8+9+10+11+12+ 13+ |14+ 15+
16 +17+184+19+---+ 30

Namely:
4454+6+74+84+9+10+114+124+13+|14+154+16+17+18+19+---+30

So that the roots are z = 7; y = 27, x = 61.
The question is from a historical point of view: could Fibonacci resort to a ca-
non, which, though elementary, works if one admits negative numbers? The answer
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should be negative because it is problematic to admit Fibonacci was able to ope-
rate with negative numbers, albeit Genocchi hypothesizes, in reference to another
problem dealt with by Fibonacci'®, he was, or, at least, he had the idea of negative
numbers. Whatever the answer is, it is interesting to point out a particularity of
the relation history of mathematics-mathematics education: history of mathematics
is a fundamental support for mathematics education, even though the solutions to
a certain problem, presented by the teacher in the classroom, might not exactly
coincide with those likely offered in the historical period in which the problem was
posed. It is important that: 1) history provides stimulating material for mathema-
tics education; 2) the reference to history induces to address the subjects by means
of a more critical and, at the same time, intuitive approach, which is different from
those connoting most of handbooks; 3) the creativity of the pupils can be stimu-
lated, so that they learn to play with numbers (and this paper deals with such a
problem) and with the geometrical figures, the two ingredients, which, for centuries
and centuries, were at the basis of both advanced mathematics and mathematical
education and which nowadays risk to go lost for a more abstract approach based
on the structures and their laws.

6. Conclusion

I hope to have clarified — although by means of a sole example — why Enri-
ques’ opinion on the lack of a very board-line between history of mathematics,
mathematics education and advanced mathematics is plausible, even though not
necessarily true in any aspect. To support this thesis I have considered an example
which could be used at the third-fourth year in the high schools. Others could be
conceived for the university level.

Rather than to summarize the content of this paper, I prefer to suggest seven
lessons to develop in a classroom in order to present the material here proposed.

o Lesson 1 (after the explanation of the principle of mathematical induction):
Fibonacci’s method to prove that each square is the sum of a series of con-
secutive addends. Comparison between this method and the mathematical
induction. The importance of a good mathematical symbolism. The concept
of generality (a letter which indicate any number).

o Lesson 2: further examples of Fibonacci’s method and comparison with mo-
dern demonstrations by mathematical induction.

o Lesson 3 and 4: interdisciplinary lessons with the teachers of history and
philosophy (in the nations and schools where this discipline is taught). The
problem of infinity. How the relation of the man with mathematical infinity
has changed from Fibonacci’s time to nowadays. Relation with the infinity
in the history of philosophy. These subjects will not be — this is obvious —
completely analysed in two lessons. But two lessons are sufficient to offer
stimulating and interesting ideas to the pupils.

18 Genocchi, 1855b, p. 172-175.
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o Lesson 5: the equation % = %, when a — b = 1 or 2. Relation between

=
paradigmatic examples and rigorous proofs. Relation between paradigmatic

examples and empirical examples.

a

o Lesson 6 and 7: 9027:1212 = 7 in the other cases. The technique of the successive
addends. Its range of applicability. Extension of this technique when it is ne-
cessary to introduce negative numbers. Cases in which this technique cannot
be applied. The general algorithm. Very important: the teacher should point
out the limits inside which a method can be used. Each method has its ray
of applicability. Point out that apparently similar problems need different

procedures of solution.

It is easy to think of exercises connected to the methods dealt with here.
For example: to solve the equations

22 — 92 43 22 — 92 AT 22 — 92 17
Y

222 117 y2—22 110 y2—-22 5
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Iterations of homographic functions and
recurrence equations involving a homographic
function®

Abstract. The formulas for the m-th iterate (m € N) of an arbitrary homo-
graphic function H are determined and the necessary and sufficient condi-
tions for a solution of the equation ym+t1 = H(ym), m € N to be an infinite
n-periodic sequence are given. Based on the results from this paper one
can easily determine some particular solutions of the Babbage functional
equation.

1. Preliminaries

The recurrence equations involving a homographic function where studied in
(Graham, Knuth, Patashnik, 2002). The authors stated that the only known ex-
amples of such equations possessing periodic solutions are

1
Ymt1 = 2isinmr + —, m e N,
Ym

where r is a rational number such that 0 < r < %
Various approaches to the sequences given by the recurrence equation

Ym+1 = H(ym)a m € N7 (1)

where H is a homographic function may be found in (Kozniewska, 1972; Levy,
Lessman, 1966; Uss, 1966; Wachniccy, 1966).

In this paper we prove formulas determining all solutions of (1). We also give
the necessary and sufficient conditions for a solution of (1) to be periodic.

We also determine some particular solutions of the Babbage functional equa-
tion

*Iteracje funkcji homograficznej i réwnanie rekurencyjne zadane funkcja homograficzna

2010 Mathematical Subject Classification: Primary: 26A18; 37B20; 39B22

Key words and phrases: iterations of homographic functions, recurrence equation, periodic
sequences



[28] Jan Gérowski, Adam tomnicki

" (z) =, z€X, (2)
where m is an arbitrary fixed integer. Recall that ¢™ for n € N denotes the n-th
iterate of a function ©: X — X, i.e. 99 = Idx and ¥™ = ¢ o ™! for integer
n > 1.

Some results concerning (2) may be found in (Kuczma, 1968). In particular
the following

THEOREM 1 (Kuczma, 1968, p. 291)
If ¢ is a meromorphic solution of equation (2), then

(z) = a'x+
¢ T+ d

for some a’, b ,c',d € C.

THEOREM 2 (Kuczma, 1968, p. 291)
If L(x) = ax+ 3, where a # 0, then ¢ satisfies (2)if and only if L= Yoo L does so.

THEOREM 3 (Kuczma, 1968, p. 291)
Let K 1 =0,Ky=1, K, =vK;,_1 + 0K,,,_2 for m € Ny and let S(x) =~ + %,
where v,8 € C and § # 0, then

m - Km1'+5Km_1
S™(x) = K 210K, form e N, (3)
Let o
ax
H(z) =22 whn - 4
(2) ot d where a,b,¢c,d € C, ¢ #0, ad —bc # 0 (4)

In the sequel we assume that the domain of H is the set D defined as follows

D = ﬂ DHm,

meNL

where Dym denotes the domain of H™ and N := N\ {0}. We also set H? := Idp.
Let H: D — C be a function given by (4) and let

yo=2x0 and yp,y1 = H(yy) foranaxge D and m e N.

Notice that
Ym = H™(x0) m €N (5)
and o, H(z0), H?(z0), ..., H" *(z0) € D.

Based on the theory of recurrence linear equations of order 2 with constant
coefficients (Kozniewska, 1972, p. 59) we get

LEMMA 1
Let K1 =0, Ko =1, K;, = vKp—1 + Ko for m € Ny, 6 # 0 and let
A =~2+45. Then form € NU{-1},
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12 Ky=m+1)(3)", if A=0,

» K, — \/1Z<(7+2\/Z>m+1 _ ('Y—Q\/Z)mﬂ) A £0,

where VA denotes one of the complex square roots of A.
A consequence of Lemma 1 is

LEMMA 2
IfK_l = O, K() = 1, Km = ’)/Km_l +5Km_2 form S N+, 1) 7£ O, ’Y,é € R and
A =~2%+45, then form € NU{—1},

10 Ky=m+1)(3)", if A=0,

7 K= G5 ()" - (5" a0,

& Kp=(V=0)"cos 2T, if y=0 and A <0,

4° K, = (V—=A)"(cosmip + cot Y sinm)), if v # 0 and A <0,

1/7A.

where 1 is the principal value of an argument of the complex number 3 415

2. Periodic solutions of the recurrence equation

DEFINITION 1
An infinite sequence (Ym )men s called periodic with period n (or n-periodic), where
neN, n>1, if Ymin = Ym for every m € N.

Consider equation (1) with the initial condition yo = xo, where H: D — C is
a function defined by (4) and xzo € D. By (5) we get

LEMMA 3
Let H: D — C be a function defined by (4) and let n > 2 be a fized integer. Every
solution of (1) is periodic with period n if and only if

H" =1dp. (6)

Proof. Assume that for some integer n > 2 equation (6) holds, then by (5)
for every m € N we have

Yman = H™ ™ (x0) = H™(H" (20)) = H™(0) = Y,

where yo = 9 € D. For the converse suppose that every solution of (1) is n-
periodic. Let g € D, so H™(x9) € D for every m € N. Put y,, := H™ (),
m € N. The sequence (Y, )men satisfies (1), so it is n-periodic. Thus

H™(x0) = yp = yo = H’(z0) = 0.

Hence (6) holds.



[30] Jan Gérowski, Adam tomnicki

Observe that Lemma 3 holds true if H is an arbitrary function with a proper
domain satisfying (2).

THEOREM 4

Let S: D' — C be a function defined as S(x) = v — g, where 7,6 € C, 6 # 0 and

D' := (1 Dgm, where Dgm denotes the domain of S™. Every sequence (Ym )meN
meNy

satisfying the following recurrence relation

Ym+1 = S(ym)a m e N (7)

is 2-periodic if and only if v = 0.

Proof. In view of Lemma 3 it follows that every sequence (Y, )men satisfying
(7) is 2-periodic if and only if
ox

2 _
s (x)_7+7x+5

=Idp/(z), xze€D'.
Which is equivalent to the fact that v = 0.

Now we prove the following results.

THEOREM 5
Let S be as in Theorem 4, A =2 445 and let n € N be such that n > 3.
(i) If every sequence (Ym)men satisfying (7) is n-periodic, then A # 0 and § =
—T— for some k € {1,2,3,...,n—1}.

4 cos

(i) Ifke{1,2,3,...,n— 1} and v* + 45 # 0 and 46 cos® %’T = —~2, then every
sequence (Ym )men satisfying (7) is n-periodic.

Proof. To show (i) observe that by Lemma 3 we get
S"(x)=z, zeD. (8)

By Theorem 3 and Lemma 1, (8) is equivalent to the following conditions

K,z + 6K, 1 K, 1x+0K, o ,
-z =0, z€D,
anlx'i_(SanQ Kn711'+5Kn72

’)/Kn_llL' + 6Kn_2x + 5Kn_1 — Kn_lxz — 5Kn_21'

=0 D,
anlm + 6Kn72 ’ re
Kp1(=2® + vz +9) ,
=0 D
K7z—1x+5Kn—2 ’ re ’
Kn—l = Oa
A" — VA"
30 (TEE) - (1205)

A#£0 and (y4+ VA" = (v = VA",
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A#0and Ik e{l,...,n—1}: y+VA= (7—\/E)<cos2iﬁ+isin2iﬁ). 9)
Now notice that
v+ VA= (’yﬂ)(cost;rJrisinQiW)
is equivalent to the following conditions

2k 2km 2k 2k
VA(1+COS+1S1H> fy<cos7r+isin7r 1),
n n n n

k k k k k k
2VACOS7T<COS7T —&—isinﬁ) = 2fysin7r<icosﬂ- —sinﬂ-),
n

n n n n n

n n n

k k k k k k
2VA cos - (cos7T +isin W) = 2visin o (cos T 1 isin W). (10)
n n n
Thus condition (9) is equivalent to

k k
A#0and I ke{l,...,n—1} vAcoslzvisini,
n n
k
A#0and I ke{l,...,n—1} \/szitan—ﬁ7
n

k
A#Oandﬂke{l,...,n—l}Az—v%angi,

2

-
A40and3Ike{l,... . n—1} 6= —1L
7 0an { } 4(:052’€7T

which completes the proof of (i).
For the implication (ii) consider two cases:

a. n is an even number and k = 3,

b. n is an even number and k # % or n is odd and k € {1,2,3,...,n — 1}.

In the case a, we get v = 0 and according to Theorem 4 every sequence satisfying
(7) is 2-periodic and hence n-periodic.

For the case b, notice that for every k € {1,2,3,...,n—1}, cos k. T # 0 we have
A#0andé = 2 Toos? EE which ylelds A = —y%tan? Er k“ . Denote by \F A the number
vltan , thus \/Ecos = ~isin £ which is equwalent to (10). Now reversing

the reasonlng from the case (i) - from condition (10) to (8) (without condition
(9)) — finishes the proof.

The results obtained above will be now applied to examine the sequences
defined by (1).
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THEOREM 6
IfH: D — C is a function given by (4) and (K_1, Ko, K1, ...) is a sequence defined
in Theorem 3 for which v =a+d and 6 = bc — ad, then

1 cKpx+dK, + 0K, d
¢ - N, L D. (11
ccKy_1x+dK,_1+0K,,—2 ¢ form e Ny, L(z) € (11)

H™(x) =

Proof. Lety=a+d,§=bc—ad, L(z) = £—% and S(z) = (L"'oHo L)(z),
L(z) € D. We have

L™ Y(x) = cx +4d,

ar + bc — ad
HolL =
(H o L)(x) = 2=
S@)= (L o HoL) @) =atd+ % oqy?

for L(x) € D, where 6 # 0. By Theorem 3 we obtain

KmLC + (5Km,1
[(m—l-]j + 6Km—2

S™(z) = for m € Ny, L(z) € D.

Now observe that
S"=L1'oH™oL formeN,,

thus
H™=LoS™oL™' formeN,,

which gives (11).
Lemma 3 and Theorem 2 yield

THEOREM 7
Let H: D — C be a function defined by (4), L(z) = £—42, S(x) = (L 'oHoL)(x),

c c’

L(z) € D and let n > 2 be a fixed integer. Then every solution of (1) is n-periodic
if and only if
S™ =1Idp.

3. Examples

From the proof of Theorem 5 it follows that condition

Y2 +45#0 and Fkc{l,...,n—1} /12 +4 z—yitanl%r (12)

is equivalent to the fact that every sequence (y.,)men satisfying equation

n 1)
Ym+1 =771 —
m Y
or equation
aym +b
Ym+1 =

CYm +d’
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where a + d = v and be — ad # 0, is n-periodic with n > 3.

Moreover, it is easy to find numbers 7, § satisfying (12) and a, b, ¢, d - solutions
of the system a + d = v, bc — ad # 0. Namely, forn =3, v=1,§ = —1 (12) is
fulfilled and numbers a = 2, b = —3, ¢ = 1, d = —1 satisfy the system a +d =1,
bc — ad = —1, thus in view of Theorem 5 and Lemma 3 the following functions

Sy =1+, H@) =22

r—1

fulfil the Babbage equation ¢3(x) = 2 (which can be directly checked).

Now let n =4, for v =2, § = —2 (12) holds true. Let a =3, b= -5, ¢c=1
and d = —1, then a + d = 2, bc — ad = —2. Similarly as above we get that the
mappings

-2 3x — 5
S)=2+_—2, H(@z)=2

x r—1

satisfy equation p*(x) = .
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Quasi-arithmetic means*

Abstract. We present a list of geometric problems with solutions that lead
to known or less known means. We also prove, by elementary means, some
property for so-called quasi-arithmetic means. We use the proved result to
justify some inequalities between the means.

1. Introduction

Let J C R denote the open interval or respectively closed or half-closed. The
sets R, R4 := (0, +00) and Ry U {0} will be also considered as intervals.
One of the most general definition of a mean is the following

DEFINITION 1
Every function d: J x J — J satisfying

(i) Ya,b € J min{a,b} <d(a,b) < max{a,b},
(ii) d is a increasing function with respect to each variable
is called a mean.

In (Aczél, 1948) and (Kitagawa, 1934) it was proved that under some addi-
tional conditions on d there exists a strictly monotone function g defined on J
such that

d(a,b) = g~ ' (pg(a) +qg(b)),  abe
for some p, g € (0, 1) such that p+¢ = 1. Such means will be called quasi-arithmetic

means.
For the purposes of this paper we modify Definition 1.

*Srednie quasi-arytmetyczne
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DEFINITION 2
Let T = {(z,y) € J x J: x> y}. Every function d: T — J satisfying conditions
(i) and (ii) of Definition 1 is said to be a mean.

In the sequel by a mean we understand a function in a sense of Definition 2.

There is a wide literature on means, some information may be found in (Aczél,
1948; Aczel, Dhombres, 1989; Galwani, 1927; Glazowska, Jarczyk, Matkowski,
2002; Gérowski, Lomnicki, 2010; Kitagawa, 1934; Kotgomorov, 1930; Leach, Sholan-
der, 1978; Leach, Sholander, 1983; Witkowski, 2009).

2. Geometric problems leading to means

Let us assume that a quadrangle ABCD (see Fig. 1.) is a trapezium such that

AB || CD, |AB| = a |DC| = b and according to Fig. 1. EF || AB, |EF| = d and

DA’ || CB. Denoting A\ = % we express d as a function of A. By The Intercept

D b C
E E' d F
A A a B
Fig. 1.

Theorem we get
|AA’|  |AD| |AE|+|ED|

— = A+ 1.
\EE'| ~ |ED] |ED] +
Hence AA b b b
no_ _a— _a— _a+
|EE‘_>\+1_>\+1 and d_A+1+b_ A+1
and thus Y
a
d= . 1
A+1 (1)

Now we formulate some geometric problems leading to means. Notice the well
known problems P1-P4.

PROBLEM 1
Find the length d of the segment EF in the ABCD (see Fig 1.) if

P1. E, F are the midpoints of the segments AD and BC, respectively;

P2. the diagonals AC and BD and the segment EF intersect at a point;
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P3. the trapezes ABFE and EFCD are similar;
P4. the areas of the trapezes ABFE and EFCD are equal;

P5. the volumes of the solids of revolution obtained by rotating ABFE and
EFCD around the line EF are equal;

P6. the volumes of the solids of revolution obtained by rotating ABF'E around
the line AB and EFCD around the line DC are equal;

It is easy to see that the solution of P1 is d = “T‘H’
Denote by S the intersection point of the diagonals AC and BD and the
segment FF (problem P2). Then by Intersection Theorem we get

_JAB| _|AS| _|AB| _a

A= = = =7
|[ED| ~ |SC| ~ |DC| ~ b

thus
2ab

a+b

For the problem P3 notice that since the trapezes ABFE and EFCD are
similar we obtain

|AE] B |AB| B |EF|
|ED| |EF| |DC|’

hence d? = ab, and d = Vab.

To solve P4 denote by hy, hy the altitudes of the trapezes ABFE and EFCD,
respectively. Let P denotes the area of the trapezium ABFE (also trapezium
EFCD). Then

CJAB| b P d+b_d+b
"~ |ED|  hy a+d P a+d

PRy
2

Now (problem P5) let hy, hy be defined as above, then

This and (1) give

_hi  whi

N=_1=_"1 2
"= 2)

On the other hand, the volumes of the solids of revolution obtained by rotating
ABFE and EFCD around the line FF are equal

2 1
mhid + gﬂh%(a —d), mh3b+ gﬂ'hg(d —b), (3)

respectively. From (2) and (3) we get

Sla—d) bd+g(d-b) Dbty
Yd-b) d+2a-d) d+2(a—d) d+2a’

3

>
N[N
—

S

+
W=l
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which by (1) yields

a3—p3
d:2(a2+ab+b2):Tb‘ @
3(a+b) a2-b?

Finally, for the solution of P6 observe that
2 L o 2 2 o
Vi =whid+ gwhl(a —d) and Vo =m7h3b+ gwhz(d —b),

where hy, hy denote the altitudes of the trapezes ABFE and EFCD, resp., and
V1, Vo are the volumes of the solids of revolution obtained by rotating ABFE
around the line AB and EFCD around the line DC| resp. Similarly as above we
get
\2 b+ 2d
a+2d’

(a2 1+ ab + b2 3 _p3
d— a“ + ab + _ a ] (5)

3 3(a —b)
Observe that (4) is one of the means introduced by Leach and Sholander in
(Leach, Sholander, 1978), and (5) is a Stolarsky’s mean from (Kolgomorov, 1930).

thus

PROBLEM 2
Consider three pairwise homothetic squares with side length a > d > b, see Fig 2.
Find d in terms of a and b.

Fig. 2.

Let A = %. Then

de a? + \b?
“Voiea
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This yields the following relationships:

2 112
d= /0 for A= 1,
2
d=ab for)\:%,
a+b 3a+b
= f =
d 5 T A 13
2ab a*(a + 3b)
d= for A =
atb AT 2(3atb)’
3113
d=] & for A= 2
a+b

3. Quasi-arithmetic means

Considerations from the previous section imply that, under some assumptions
on a function g: J — R and A, it is worth to consider the function d_f]‘ defined on
T={(x,y) € J xJ: x>y} and given by

gla) + Ag(b)

A _ 1
dg(a”b)_g < 1+)\

). @yer (©)
we prove now the following result.

THEOREM 1
If g: J — R is a strictly monotonic function, continuous on J and A is a non-
negative real number, then d;‘ given by (6) is a mean (in a sense of Definition

2).

Proof. 1t is easy to see that df]‘ is well defined. Indeed, if for some (a,b) € T
and some A € [0, 400) we had

gla) + Ag(b)

T —g(x) #£0 for every x € J,

then since g is continuous,

Ag(b
% —g(xz) >0 for every x € J (7)

. g(a) + Ag(b)
1+

From (7) we obtain the following system of inequalities

gla) +Ag(b) (1 +Ng(a) gla) +Ag(d) (1 +N)g(b)
T+A 1+ >0 and T+A 1+ >0,

—g(z) <0 for every x € J. (8)

which leads to a contradiction. The similar argument can be applied to (8).
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The task is now to show that

min{a, b} < d;‘(a, b) < max{a, b}, (a,b) € T. (9)

Observe that if g is a strictly increasing function, then so is g !

to

and (9) is equivalent

g(a) + Ag(b)

<
T\ < g(a),

g(b) <

(1+N)g(b) < g(a) +Ag(d) < (1+ N)g(a),

where the last inequality holds true. Similar argument applies to the case when g
is strictly decreasing.

Finally, we prove that d;\ is an increasing function with respect to each variable.
Fix a € J and suppose that ¢ is strictly increasing. Let b;,bo € J be such
that by > by and a > by, then g(by) > g(ba), Ag(b1) > Ag(b2), g(a) + Ag(b1) >
g(a) + Ag(b2) and in a consequence d(a,by) > dy(a,bs). Now fix b € J and
assume that a; > ag > b for arbitrary aj,as € J. We have g(a1) > g(asz),
glar) + Ag(b) > glaz) + Ag(h) and d(as,b) > d(az, b).

For a strictly decreasing g the proof runs similarly.

DEFINITION 3
Let g satisfies the assumptions of Theorem 1. Every function defined by (6) will
be called a mean generated by pair (g, ).

THEOREM 2
Let dg‘ be a mean on a set T generated by pair (g, \). A function 1: [0,4+00) —

RT\{(@:0):0€7} defined by
() = dy,

where d?; is a restriction of d;‘ to the set T\ {(a,a) : a € J} is strictly decreasing.

Proof. Fix a,b € J such that a > b and put

g(a) + Ag(b)

d(N) = Ty A€ [0,400).
It follows that
vy . 9() —g(a)
o) = T

thus ¢ is strictly increasing (resp. strictly decreasing) if g is strictly decreasing
(resp. strictly increasing). Hence for Ay < Xy we have d)*(a,b) > d}?(a,b) and
c@l > &22, which completes the proof.
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4. Means generated by the identity function

Suppose that g = Idg, , where Idg, () = x for € R, then (6) becomes

a+ Ab
dIdR+(a’ b): 1+>\a

Some of the means of this kind appeared in Problem 1. (problems P1-P6).
Now using Theorem 2 we establish some inequalities between means generated
by pair (Idg,,A). Fix a,b € Ry such that a > b, then

" /2+b2+b
E >].>

a2+b2
+b+a

(a,b) € R+ X R+.

which yields the following relation between the harmonic, geometric, arithmetic
and quadratic mean of a and b,

2ab b 2 492
D Sab < 2F <\/aJr )
a+b 2 2

Moreover, the means from problems P5 and P6 are greater than the arithmetic
mean. Indeed, solving problem P5 we proved that for a > b,

2b + df‘dR (a,b)
~ 2% + dIdR (a,b)

which means that
2a3 -0 a+b

N — > —_
a? —b? 2
By a similar argument, from equality obtained in the solution of problem P6,
b + 2dIdR (a,b)

a4 2dIdK (a,b)

A<1 and

it follows that for a > b,
at—0b _ a+bd
3(a—1b) ~
To end this section let us remark that for arbitrary fixed a,b € Ry such that
a > b we have

" I
(%) >1 for p >0 and (%) <1 for u <0,

thus for A = (2)",
ab* +ba*  a-+b

A —
dIdR+ (a,b) = T < for p >0
and
A _abl +ba" a+b
dIdB§+ (a,b) = b > for p < 0.
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5. Some other generated means

In this section we consider means generated by pair (g, A), where g: R, — R
is a power or a logarithmic function.
Let g(z) =2, x € Ry, v € R\ {0}. Then

N (AN .
dg(avb)_<1+/\> ) (aab)e{(xvy)'xe]RJrvmzy}'

By Theorem 2 it follows that for a > b and p > 0 we have (%)” > 1 and
A 1
dg(a,b) < dy(a,b),

hence for A\ = (%)“,

S
N

a’b* 4 atb¥ a’ + b
—_— <
at + br 2
Similarly, for p < 0 we get
a’b* + atb” v a’ + b” v
_— >
at + bH 2

Now suppose that g(z) =Inz, x € R.. We have

1 Alnbd
dg(a,b) = exp% = (ab™) ™%, (a,b) € {(w,y) sz €Ry, x>y},

Setting again A = (%)”, e R\ {0} we get
d(a,b) = awFom partso
and from Theorem 2 the following inequalities

ak
aau—b:bu parTE < v/ab for >0,
aa“b:b“ ba“a:b“ >+Vab for n<0.
Notice that every strict inequality obtained by Theorem 2 for (a,b) € {(z,y) €
Ry xRy : z > y} if replaced by a its corresponding non-strict inequality holds
true for (a,b) € Ry x Ry.
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Wykorzystanie prac Stanistawa Drézdza jako
Srodkéw dydaktycznych w nauczaniu®

Abstract. As far as teaching practice in mathematics is concerned, we use
different methods, forms and tools, which enable pupils to acquire both the-
oretical knowledge and practical skills more efficiently. Stanistaw Drézdz
(1939-2007) was a concrete poet, who, in his work, used not only words, but
also visual art. Poetry, art and mathematics are apparently distant domains,
yet when I saw Drézdz‘s works, I noticed the opportunity to use them as
original tools in teaching mathematics. I will show his chosen works and dif-
ferent ways of using them in mathematical education. Some of them could be
used as illustrations of various concepts (for example at early stages of ma-
ths education). Others could be starting points in discovering and exploring
some regularities. There are also some which could inspire pupils to look into
certain mathematical problems. Whilst creating his concept-shapes, Stani-
staw Drézdz used similarities and differences of various situations.

Searching for similarities and differences using analogies and contrast al-
so makes it possible to build mathematical concepts in pupils‘’ minds. By
putting together concept and shape, Drézdz worked in a way similar to
practice in mathematical education - while defining concepts, we give them
a name and (very often) a symbol, and we try to visualize them by giving
them a “shape”. Using Stanistaw Drézdz‘s works, it is possible to build yet
another bridge between theory and practice, particularly for pupils to whom
maths is not a life-long passion.

1. Wstep

Srodkiem dydaktycznym nazywamy: ,przedmioty materialne umozliwiajgce
usprawnienie procesu nauczania-uczenia sie i uzyskanie optymalnych osiggnieé
szkolnych” (Okoni, 2007) lub ,przedmioty, ktére dostarczajq uczniom okreslonych

*Stanistaw Drézdz’s artworks as teaching aid in mathematics education
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bodzcow sensorycznych oddzialujgcych na ich wzrok, stuch, dotyk itd., ulatwia-
ja tm bezposrednie i posrednie poznanie rzeczywistosci” (Kupisiewicz, 2009). Oba
sformulowania odwoluja sie do obiektéw, ktére uzyte sa tak, ze usprawniaja naby-
wanie nowej wiedzy czy umiejetnosci lub poglebiaja zrozumienie juz posiadanych.
W praktyce nauczania nie sposob odlaczy¢ przedmiotu od funkcji, ktéra ma petnié.
Wymieniane sa nastepujace funkcje $rodkéow dydaktycznych wystepujace w pro-
cesie nauczania-uczenia sie: , 1) upoglgdowienie procesu ksztalcenia, 2) ulatwienie
proceséw myslowych, 3) pomoc w wykonywaniu przez ucznidw cwiczen w zdoby-
waniu sprawnodci praktycznego dzialania, 4) eksponowanie materialéw wywolujg-
cych przezycia ucznidow” (Okon, 2007). Obecnie dysponujemy szerokim wachlarzem
srodkéw dydaktycznych dostepnych w specjalistycznych ofertach i to z kazdej z wy-
mienianych ich kategorii (stownych, wzrokowych, technicznych-wzrokowych, stu-
chowych i wzrokowo-stuchowych, a takze automatyzujacych proces dydaktyczny)
(Okoni, 2007). Warto jednak nie zapominaé o wlasnej kreatywnosci i w procesie na-
uczania wykorzystywac obiekty, z ktérymi sie zetkneliSmy, jesli dostrzezemy w nich
mozliwo$é¢ sensownego uzycia jako srodkow dydaktycznych. Tak byto w przypadku
prac Stanistawa Drézdza, ktére miatam mozliwo$¢ poznaé. Zarysuje niektore, do-
strzezone przeze mnie, mozliwosci zastosowania wybranych jego prac w nauczaniu
matematyki.

2. Upogladowienie procesu ksztafcenia

Pierwsza z wymienianych funkcji érodkéw dydaktycznych jest upoglgdowienie
procesu ksztalcenia.

Ilustracja 1. miedzy (za szybami) / between (behind the glazings), 1994,
Muzeum Wsp6élczesne / Contemporary Museum, Wroctaw (© Anna Drézdz

Uczniowie z poziomu edukacji wezesnoszkolnej maja zazwyczaj problemy z opi-
sywaniem wzajemnych relacji pomiedzy obiektami. Zademonstrowanie i oméwienie
z uczniami niektérych pojecioksztaltéw stworzonych przez Stanistawa Droézdza, np.
miedzy (za szybami)/ between (behind the glazings), 1994 (ilustracja 1) moze byé
punktem wyjscia do samodzielnych, kreatywnych dziatan uczniéw, by idac za idea
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poety sprobowaé stworzy¢ ,samorealizujace sie” (Lubowicz, 2014) obiekty (np. ilu-
stracja 2). Na wystawie stalej pokazujacej prace Stanistawa Drézdza w Muzeum
Wspodlczesnym Wroctaw mozna zobaczy¢ wiecej tego typu prac.

Ilustracja 2. Pomyst i wykonanie Agata Hoffmann

Ilustracja 3. Bez tytutu (tréjkat) / untitled (triangle), 2006 © Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/ http://www.drozdz.art.pl)

Ilustracja 4. Bez tytulu ($rodek) / untitled (center), 1998 (© Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/)

Uczniowie bedacy na innych poziomach edukacyjnych moga sprébowaé¢ wyko-
rzystaé¢ idee opisu ksztaltu obiektu, uzywajac jego nazwy i to zarowno w sposéb
ydostowny” - jak to zostalo przedstawione w pracy bez tytulu (tréjkat) / unti-
tled (triangle), 2006 (ilustracja 3), jak i abstrakcyjny - jak w pracy bez tytulu
(Srodek) / untitled (center), 1998 (ilustracja 4), gdzie choé ,$rodek” nie zostal
yharysowany”, nie mamy watpliwoséci co do jego istnienia.

Ilustracja 5. Bez tytulu (pét na pél) / untitled (half by half), 1998,
Galeria Potocka / Potocka Gallery © Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)
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Ilustracja 6. Sytuacja semiotyczna / Semiotic situation, 2006
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Poeta w pracy bez tytulu (pét na p6t) / untitled (half by half), 1998 (ilustracja
5) pokazal, jak calo$é (cztery razy napisane ,p6l na p6l”) zostala najpierw na dwa
rozne sposoby podzielona na pét i jak z tego wyszlo ,,pot na poélt”; czyli éwieré.
Roéwniez te ideg mozemy dostrzec w czesci pracy Sytuacja semiotyczna | Semio-
tic situation, 2006 (ilustracja 6). Drugi i trzeci kwadrat (liczac od lewej strony)
przedstawione w tym dziele sa podzielone na poét odcinkami zawartymi w osiach
symetrii kwadratu przechodzacych przez srodki jego odpowiednich bokéw, a czwar-
ty pokazuje nalozenie tych dwdch sytuacji. Analogicznie, pigty i szosty kwadrat
sg podzielone na poét jego przekatnymi, a siddmy pokazuje nalozenie tych dwoch
sytuacji. Wykorzystujac te prace mozemy péjsé dalej, bo 6smy kwadrat mozemy
potraktowaé jako nalozenie sytuacji z czwartego i sibdmego kwadratu (i mozemy
poprosi¢ uczniéw o interpretacje tego, co w ten sposéb otrzymamy). Zastanawiajac
sie nad rolg pierwszego i ostatniego kwadratu w tej sekwencji mozemy sprébowac
znalezé interpretacje caloéci bez zadnego podzialu (kwadrat bialy) i calodci z np.
nieskoniczenie wieloma podziatami (kwadrat czarny).

Ilustracja 7. Continuum, 1973 © Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

W procesie ksztalcenia czesto spotykamy sie z sytuacjami, w ktérych uczniowie
napotykaja trudnodci i to nie tylko dotyczace rozumienia samych pojec¢, ale i sen-
sownego ich uzywania. Gdy poznaja utamki zapisane w postaci dziesigtnej, bardzo
czesto nie wiedza, ktére to zera moga ,,bezkarnie” opuscié, a ktore muszg zostawic,
by nie zmieni¢ wartosci liczby. Praca Continuum, 1973 (ilustracja 7) moze stuzyé
jako punkt wyjscia do rozmowy na ten temat. Tytul sugeruje, ze mamy do czynie-
nia z czym§, co trwa. I rzeczywiscie, przedstawiony, ,Zle wykadrowany” (obcigty
»brzez” obiekty) obraz sugeruje, ze mamy do czynienia tylko z fragmentem pewnej
wiekszej calosci, ktéra. .. rozciaga sie w nieskonczono$é. Bazujac na doswiadcze-
niu, ze gdy zapisujemy duza liczbe i jej zapis nie miedci si¢ nam w jednej linijce,
to kontynuujemy jej zapis w nastepnej linijce, mozemy przyjac, ze przedstawiony
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zapis przedstawia liczbe. Przyjmujac, ze w kazda strone, w nieskoriczonosé¢ ,cia-
gna sie” te same znaki (czyli 0), to cho¢ zapisana jest cala plaszczyzna, to wartosé
przedstawionej tu liczby to... 0. Rozmowa dotyczaca interpretacji tego dziela re-
alizuje tez czwarta funkcje, ktora maja spelnia¢ srodki dydaktyczne - wywoltywanie
przezy¢ uczniéw. Rozmowa na temat tego, co by bylo, gdyby np. nie wszystkie
znaki przed przecinkiem byly zerami, czy tez nie wszystkie znaki po przecinku
bylyby zerami, dopelniaja treéci merytorycznych dotykanego zagadnienia.

Ilustracja 8. Bez tytulu (punkt) / untitled (point), 2006 © Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/)

Kontrastowe zestawienia bardzo czesto wykorzystujemy w nauczaniu. W pracy
bez tytutu (punkt) / untitled (point), 2006 (ilustracja 8) mozemy mie¢ do czynienia
z takim kontrastowym zestawieniem, ale tez mozemy przeanalizowaé je glebiej.
Jedli zadamy pytania, np. Czy rzeczywiscie po lewej stronie nie ma punktow? Czy
po prawej jest tylko jeden punkt? Czy jest to tylko wyrdznienie? Dlaczego jest ono
takie duze?, to praca ta moze nam postuzy¢ jako punkt wyjscia do glebszego
zrozumienia pojecia punktu.

Ilustracja 9. Bez tytulu (koto) / untitled (circle), 1971, Galeria Foksal /
Gallery Foksal, Warszawa (Stanistaw Drézdz Pomysly) © Anna Drézdz

Innego rodzaju kontrast zostal wykorzystany w pracy bez tytutu (koto) / unti-
tled (circle), 1971 (ilustracja 9). Zestawienie zaprezentowanego ksztaltu réznego
od tego, ktore opisuje uzyte stowo, przy jednoczesnym takim zapisie tego stowa, by
czytajacy wykonal ruch kredlacy zarys opisywanego obiektu moze by¢ poczatkiem
rozmowy na temat istoty pojecia kola.
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3. Utatwienie proceséw myslowych

Druga z wymienianych funkcji srodkéw dydaktycznych jest ulatwienie proce-
sow myslowych.

Przestawie tu trzy prace Stanistawa Drézdza, ktore mozna wykorzysta¢ do
przeprowadzenia logicznych rozumowai.

Ilustracja 10. Bez tytulu (biate - czarne) / untitled (white - black), 1970
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Pierwsza z nich to praca bez tytulu (biale - czarne) / untitled (white - black),
1970 (ilustracja 10) z postawionymi pytaniami: Czy w prostokgtach znajdujacych
sie w lewym goérnym oraz w prawym dolnym rogu jest co$ napisane? Jesli tak, to
co i dlaczego? Jesli nie, to dlaczego?

Ilustracja 11. Bez tytutu (cyfry rzymskie) / untitled (Roman numerals), 2006
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Druga to praca bez tytulu (cyfry rzymskie) / untitled (Roman numerals), 2006
(ilustracja 11) z pytaniami: Czy trzy czesci tego dziela sq ze sobg jakos powigzane?
Jesli tak, to jak? Jesli nie, to dlaczego?

Ilustracja 12. Bez tytulu (potegowanie) / untitled (exponentiation), 1981
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)
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Trzecia praca to bez tytulu (potegowanie) / untitled (exponentiation), 1981
(ilustracja 12), a pytania to: Co moze oznaczal ten zapis? Jak jest zwigzany z po-
tegowaniem? Jak zmieni sie znaczenie tego zapisu, gdy zmienimy zbidr, do ktdrego
nalezy n? Dlaczego?

Kazda z przedstawionych tu sytuacji, cho¢ odwoluje sie do innych zagadnien
(zauwazania analogii w ulozeniach sekwencyjnych, zapisu liczb w systemie rzym-
skim czy zapisu potegi), pozwala na przedstawienie logicznego rozumowania.

Ilustracja 13. Jezyk ¢ matematyka / Language and Mathematics, 1968
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Do wyrazenia tego, co nas nurtuje, uzywamy symboli. Ostatnie dzielo, ktore
chce w tej czesci przedstawié, to Jezyk ¢ matematyka / Language and Mathematics,
1968 (ilustracja 13). Autor zestawil symbole uzywane w jezyku i w matematyce.
Przeanalizowanie tego zestawienia, jak i kazdej z cze$ci osobno, moze pozwoli¢
uczniom na zastanowienie sie np. nad tym: Czy wszystkie wypisane tu znaki pelnig
takie same funkcje? Jesli tak, to jaka ona jest? Jesli nie, to czym sie one réznig?
Czy zostaly tu wymienione wszystkie znane ci, uZywane w danej dziedzinie sym-
bole? Jesli nie, to jakie zostaly pominiete i dlaczeqgo? Czy istniejg takie symbole,
ktore wystepujg w obu czeSciach? Jesli tak, to czy oznaczajg to samo? Po prze-
prowadzonej analizie (ktéra na kazdym poziomie edukacyjnym bedzie przebiegala
inaczej), uzywane symbole i konteksty ich uzycia stana si¢ dla ucznidéw czytel-
niejsze. Rozmowe zwiazang z tym dzielem mozemy tez potraktowaé jako punkt
wyjécia do zbadania historii przedstawionych symboli.

4. Cwiczenie sprawnoéci praktycznego dziafania

Trzecia z wymienianych funkcji srodkéw dydaktycznych jest pomoc w wyko-
nywaniu przez uczniow cwiczen w zdobywaniu sprawnosci praktycznego dziatania.
Praktyczne dzialanie mozemy rozumieé¢ na wiele sposobéw. Miedzy innymi mo-
ze to by¢ wykorzystanie matematyki w praktyce zycia codziennego (prywatnego
czy tez zawodowego), moze to by¢ dostrzezenie matematyki w tym, co nas otacza
(w dzietach natury czy wytworach pracy rak ludzkich), a moze to by¢ tez uzycie
fizycznych aktywnosci do zbadania problemu matematycznego.

W tej czesci przedstawie wybrane prace Stanislawa Droézdza, w ktorych mozna
dostrzec wykorzystanie matematyki. Nauczyciel moze wykorzystac¢ je do postawie-
nia zadania i (w zaleznosci od sposobu uzycia) do jego rozwigzania.
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Ilustracja 14. Klepsydra (bylo, jest, bedzie) / The Hourglass (it was, it is,
it will be), 1967, Muzeum Narodowe / National Museum, Wroctaw
© Anna Drézdz

Praca Klepsydra (bylo, jest, bedzie) /The Hourglass (it was, it is, it will be),
1967 (ilustracja 14) znajduje si¢ w Muzeum Narodowym we Wroclawiu. Rozmowa
dotyczaca interpretacji tego dziela realizuje czwarta funkcje, ktéra maja spelniac¢
$rodki dydaktyczne - wywolywanie przezy¢ uczniow. Autor, bardzo prosto i trafnie,
pokazuje w niej, jak znikomy jest ten fragment rzeczywisto$ci, w ktérym zyjemy,
a jednoczeénie jak jest on wyjatkowy. Zadanie matematyczne dotyczy kolejnych

podejsé¢ poety do tej pracy.

Ilustracja 15. Klepsydra (bylo, jest, bedzie) / The Hourglass (it was, it is,
it will be), 1967-1990, fragment pracy zlozonej z 54 plansz,
Muzeum Wsp6éliczesne / Contemporary Museum, Wroctaw (© Anna Drézdz

W Muzeum Wspdlczesnym Wroctaw mozemy zobaczy¢ to dzielo w postaci
rozbudowanej (ilustracja 15). Dodajac do tego przedstawienia pytanie: Dlaczego
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caly przedstawiony cykl prac sklada sie z 54 plansz? mamy bardzo ciekawy problem
kombinatoryczny. Praktyczne podejscie do teoretycznej sytuacji matematycznej
realizuje sie tu wedlug mnie poprzez uzycie konkretnej pracy artystycznej, jako
sytuacji wyjsciowej, pozwalajacej zastosowaé i uzasadni¢ uzycie odpowiedniego
modelu teoretycznego - Ktory model opisuje sposob znalezienia liczby prac w calym
cyklu (permutacji, kombinacji czy wariacji,z powtdrzeniami czy bez)?

Ilustracja 16. "i" (fragmenty)/ "and" (fragments) , 1970-1997
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Ilustracja 17. Bez tytulu (réwna sie, nie réwna si¢) / untitled (equal to,
not equal to), 1971-1972 © Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Ilustracja 18. Alea iacta est, 2003, 50. Biennale w Wenecji, Pawilon Polski
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)
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gra w kosci zasady wedlug Stanistawa Drézdza

jest 46.656 mozliwoSci ukiadu 6 kostek
wszystkie kombinacje zostaty umieszczone na Scianie
weZ kosci lezace na stole i rzué
zestaw je razem w jednym rzedzie
sprébuj odnalezé ten uktad na Scianie
jezeli Ci sie to uda - wygrywasz, jezeli nie - przegrywasz,
wygratem ja
Ilustracja 19. Instrukcja - czeé¢ pracy Alea tacta est, 2003,

50. Biennale w Wenecji, Pawilon Polski (© Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/)

W tym zakresie mozemy wykorzystaé jeszcze inne prace Stanistawa Droézdza,
jak np. @ (fragmenty)/and (fragments), 1970-1997 (ilustracja 16) czy bez tytulu
(réwna sie, nie réwna si¢) / untitled (equal to, not equal to), 1971-1972 (ilustracja
17), ale kulminacja jest praca Alea iacta est, 2003 (ilustracja 18), z ktéra autor
reprezentowal Polske na 50. Biennale w Wenecji. Te ostatnia prace mozemy wyko-
rzysta¢ na dwa sposoby. Tak jak omawiana wczesniej Klepsydre, podajac instruk-
cje (ilustracja 19), ktora autor zamiescil na wystawie w wielu jezykach. Mozna tez
(nie podajac instrukcji) zapytaé: Iloma kosémi do gry zostaly wylozone Sciany te-
go pawilonu, jesl kazde z mozliwych wynikow rzutu szeScioma klasycznymi koséms
do gry mozna tam bylo znaleZ¢? Rozwazajac rézne zasady, ktérych mozna uzyé
organizujac ,wykladanie”, odpowiedzZ nie musi by¢ jedna.

Ilustracja 20. Czasoprzestrzennie (OD-DO) / Temporally - Spatially
(FROM-TO), 1969-1993, fragment pracy zlozonej z 82 plansz
© Anna Dré6zdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Ilustracja 21. Bez tytulu (wykrzykniki i znaki zapytania) / untitled
(exclamation, question marks), 2001, fragment pracy ztozonej z 13 plansz
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Prace Czasoprzestrzennie (OD-DO) / Temporalny - Spatially (FROM-TO),
1969-1993 (ilustracja 20) oraz bez tytulu (wykrzykniki i znaki zapytania) / unti-
tled (exclamation, question marks), 2001 (ilustracja 21) mozemy wykorzysta¢ do
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znajdowania i opisywania przeksztalcen geometrycznych, z ktérymi mieliby$my do
czynienia, gdybysmy chcieli przeksztalcié¢ jedna prace w druga. Tu juz, w zaleznosci
od wieku i umiejetnosci uczniéw, mozemy praktyczne podejscie do teoretycznych
sytuacji matematycznych ograniczyé¢ do znalezienia odpowiedniego przeksztalce-
nia i opisania go znana symbolika lub tez, wyposazajac uczniow w odpowiednie
kopie np. na foliach, fizycznie pozwoli¢ im znalez¢é odpowiednie przeksztalcenia
i sprébowac je opisac.

Ilustracja 22. Tryptyk (Niepewnos$é - Wahanie - Pewnosé) / Triptych
(Uncertainty - Hesitation - Certainty), 1967 (© Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/)

Ilustracja 23. Bez tytulu (przecinki, zera) / untitled (commas, zeros), 2006
© Anna Drézdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Ilustracja 24. Bez tytulu (kolo) / untitled (circle), 1971-1972,
© Anna Drézdz, Stanistaw Drézdz, poczqtekoniec. Pojecioksztalty. Poezja
konkretna. Prace z lat 1967-2007

Do tego celu mozemy tez wykorzystaé inne prace poety np. Tryptyk (Niepew-
nos$é - Wahanie - Pewno$é) / Triptych (Uncertainty - Hesitation - Certainty), 1967
(ilustracja 22), bez tytulu (przecinki, zera) / untitled (commas, zeros), 2006 (ilu-
stracja 23) czy tez bez tytulu (kolo) / untitled (circle), 1971-1972 (ilustracja 24).
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Jedna z wersji ostatniej z wymienionych prac znajduje si¢ w przestrzeni miejskiej
we Wroclawiu, wigc rozwazania mozna przeprowadzi¢ w plenerze, majac prace
przed soba.

5. Eksponowanie materiatéw wywotujacych przezycia uczniéow

Czwarta z wymienionych funkcji $rodkéow dydaktycznych jest eksponowanie
materiatow wywolujgcych przezycia uczniow.

O realizacji tej funkcji z wykorzystaniem prac Stanistawa Droézdza juz wspo-
minalam przy okazji wezesniej omawianych dziel Continuum, 1973 (ilustracja 7)
i Klepsydra (bylo, jest, bedzie) / The Hourglass (it was, it is, it will be), 1967 (ilu-
stracja 14), odnie$¢ ja mozna réwniez do wspomnianej pracy Tryptyk (Niepewnosé
- Wahanie - Pewno$¢) / Triptych (Uncertainty - Hesitation - Certainty), 1967 (ilu-
stracja 22), ale wspomne jeszcze o dwoch utworach, w ktérych widze wykorzystanie
istoty obiektow matematycznych do opisu sytuacji zyciowych.

Ilustracja 25. Samotnosé / Loneliness, 1967 (© Anna Drézdz
(http://www.drozdz.art.pl/)

Pierwsza praca to Samotno$é | Loneliness, 1967 (ilustracja 25). Widzimy
w niej, jak liczba 1, ktéra z jednej strony reprezentuje caloéé, ale z drugiej strony
oznacza réwniez osobno$é, poprzez powielenie jej z zachowaniem wyraznej spacji,
staje sie dzielem - wspaniala interpretacja tytulowej samotnosci (wyalienowania,
braku komunikacji).

Ilustracja 26. Bez tytulu (zycie - Smieré¢) / untitled (life - death), 1969
© Anna Dré6zdz (http://www.drozdz.art.pl/)

Druga praca to bez tytulu (zycie - $émier¢) / untitled (life - death), 1969 (ilu-
stracja 26). Wyrazy opisujace oba stany zaczynaja sie réwnoczeénie - wskazuje
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to na jednoczesno$é¢ istnienia ich obu. Ale oba wyrazy zapisane sa w ten sposéb,
ze wyznaczaja nie pokrywajace sie, proste rownolegte — co z kolei wskazuje na
ich roztacznosé, niezalezno$é. Dodatkowo autor zapisal ten stan uzywajac dwéch
réznych kierunkéw - pionowego i poziomego. Tym samym, zostaly zasugerowane
katy proste, ktére moga symbolizowa¢ przecinanie sie losow réznych istnien, ale
w bardzo ,uporzadkowany” sposob (proste prostopadle jako jedyne dziela plasz-
czyzne na cztery réwne czesci). Jednoczesnie perspektywa, z ktérej mozemy te
prace ogladaé, zmienia to, co widzimy (a nie jest to bez znaczenia). Gdy przygla-
damy sie jej bardzo blisko, jesteSmy w stanie dostrzec tylko wybrane fragmenty.
W miare zwiekszania odleglosci, coraz lepiej ogarniamy calo$é¢, dostrzegamy za-
lezno$ci. Z dostatecznie duzej odlegloéci widzimy juz tylko zarys dwoch prostych
prostopadtych.

Na zaprezentowanych przyktadach widaé, ze srodkami dydaktycznymi moga
okazac sie rézne obiekty. Dla oséb odwiedzajacych Wroctaw moze byé to o ty-
le cenne, ze dwie plenerowe realizacje prac poety mozemy zobaczy¢ spacerujac
po miescie: jeden z wariantow Klepsydry - na gmachu Muzeum Wspdlczesnego
Wroclaw oraz bez tytulu (kolo) - na placu Nowy Targ przed Urzedem Miejskim.
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Sktadam serdeczne podziekowania pani Annie Dr6zdz za udostepnienie mozli-
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Abstract. An axiomatic approach to Non-standard Analysis by E. Nelson
is presented in a simplified form. The main aim of the article is strictly the
popularization of NSA, and not its foundations. No special preparation in
mathematical logic is required from the reader but it is assumed that he
(she) is familiar with elementary calculus and linear algebra.

Introduction

Non-standard Analysis is an enlargement of Standard or Ordinary Mathemat-
ics. It provides a strictly logical foundation of Leibniz’s infinitesimals. It enables us
to better understand and simplify a lot of Standard Mathematics. It also advances
new mathematical problems.

In Non-standard Analysis (NSA in short), the old problem of the substan-
tiation of differential and integral calculus with the application of infinitesimals
was solved. This problem seemed to be unsolvable in the times of G. Leibniz and
L. Euler. NSA has changed the face of the whole of Mathematics: it is a new
mathematical outlook. It is necessary to emphasise that NSA does not object or
contradict the Ordinary Mathematics (OM in short). NSA extends and supple-
ments OM. This means that all objects which exist in OM also exist in NSA, and
all statements which are true in OM remain true in NSA. NSA often simplifies
OM and makes it more transparent. NSA states new mathematical theorems and
problems.

NSA was created mainly by A. Robinson (1960), who developed H. Hahn’s,
T. Skolem’s, A. Malcev’s, E. Hewitt’s, and J. Los’s ideas. Afterwards, W.A.J.
Luxemburg proposed an ultrafilter approach. In this article, we present an ax-
iomatic approach to NSA, due to E. Nelson (Nelson, 1977), which is less difficult
to learn and apply. Our exposition, contrary to that of Nelson, is not always

*Wprowadzenie do teorii zbioréw wewnetrznych E. Nelsona
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 03HO05; Secondary: 26E35
Key words and phrases: Nonstandard Models in Analysis, Internal Set Theory
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strictly logical. Our aim is strictly the popularization of NSA, and not its founda-
tions. Other axiomatic approaches were presented in the seventies by K. Hrbacek
(Hrbacek, 1979, 1987) and T. Kawai (Kawai, 1981). In our opinion, Nelson’s
approach is the best for many applications.

Interested readers may find a continuation of this presentation in the same
spirit in (Lyantse, Kudryk, 1997). There we provided a more complete picture
of NSA. Good supplements to the book are (Albeverio, Fenstad, Hgegh-Krohn,
Lindstrgm, 1986, Cutland, 1983, Cutland, 1988, Davis, 1977, Diener, 1983, Diener,
Reeb, 1989, Goldblatt, 1998, Lutz, Goze, 1981). In the references, we also listed
other books which influenced our thinking. Futhermore, we would recommend
looking at more recent publications such as (Hrbacek, Lessman, O’Donovan, 2015)
and (Kanovei, Reeken, 2004). The latter is the most comprehensive source on
various modern non-standard axiomatic theories, including IST.

Some exercises are left to the reader (through courtesy of the author).

1. Sets

Let us begin with a remark that all what is determined and investigated in
Mathematics can be considered as a set. (We are not going to pursue a class path
here.) For instance, the number zero may be identified with the empty set ), 1 can
be defined as the one—element set {0}. Whenever a natural number n is defined as
a set, we can consider n+1 as nU{n} = {0,1,...,n}. We consider each function
and relation as a set by identifying them with their graphs, and so on.

2. Standard, internal, and external sets

The base of OM (= ordinary mathematics = standard mathematics) is ZFC
( = Zermelo—Fraenkel Set Theory with the Axiom of Choice); see e.g. (Luxemburg,
Robinson, 1972) or (Robert, 1988).

Sets which are uniquely determined in ZFC are said to be standard.

Thus 0,1,2,...,10%, ...,1/2,v/2, 7, ..., +,<,...,sin,...,NJR, C, ..., C[0,1],
..., La(R), ... are all standard.

In NSA, elements of standard sets are said to be internal.

Thus, in NSA, if A € B and B is standard, then A can be nonstandard, but it
must be internal. This means that for such A (for arbitrary internal A) all laws
of OM hold. But due to NSA’s methods of the construction of subsets (parts) of
a standard set, some statements of OM are not true for these subsets.

If A C B and B is standard, then A is said to be external.

If there is a statement which is true for all standard sets but not true for A,
then A is said to be strictly external. See below for examples.

REMARK 1

If an A is an element of a set B which is standard, internal, or external, then
it must be internal. The cause is that each external set is a part of a standard
one, and elements of standard sets are internal (which is sometimes repeated for
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pedagogical reasons). Furthermore, in order for IST to be a closed theory, we
ought to assume that the elements of internal sets are internal.

Denote by S, I, V universes (i.e. totalities) of standard, internal, and external
sets respectively. We have
ScIcV.

These universes are not sets, but proper classes. We shall see later that S\ I
and V \ I are not empty.

REMARK 2

In this article, we accept the following agreement: A set” always means “an
internal set”. If X is a set, then 2% is the (internal) set of all internal parts of
X. If X, Y are sets, then YX denotes the (internal) set of all functions f with
dom f = X and ran f C Y. Exceptional cases are possible in which it is clear from
context that a set under consideration is standard or external.

3. Might of the Word; the word “standard”

The Bible asserts that the Word has the ability to create (see John 1, 1-4).
Mathematics permanently demonstrates this capacity of words. For instance, take
the preposition “between.” Let a be a straight line, and A, B its different points.
Due to the word “between” we can create the segment AB := {X € a: X is
between A and B}. Next, we can define the straight ray rap := {X € a: A is not
between X and B} and convert r4p into an ordered set by (V X, Y € rup) (X <
Y <= X is between A and Y}, and so on.

We can also notice that the same word plays a fundamental role in J. Conway’s
theory of surreal numbers (see Conway, 1976). Unfortunately,the absolute arith-
metical continuum created by Conway is unfitting for the needs of the analysis for
the time being.

EXERCISE 1

Let a be a straight line of the plane ¥. Define with the help of “between” two
halfplanes 3! and 2, bounded by a. Hint: Use the concept of a segment which
is descended from “between”.

Without exaggerration, one can say that the entire OM is created by two
words: “a set” and “to belong”. If we wish to extend the OM, we ought to invent
a new word. To this end, Robinson has invented the adjective “standard,” which
came into general use. It is very important to keep in mind that OM does not
know what is “standard.” Therefore, the laws of OM do not control the property
“to be standard” and the properties which are derived from it.

Let us consider some simple applications of the notion "standard”.

4. Classification of reals

It is convenient and comfortable to agree the following. The formula “st(x)”
denotes “z € 87, i.e. “x is standard”; “V*'x p(x)” denotes “(Vz) (st(z) = p(x)”,
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i.e. “for any standard x p(z)”; “3'z p(x)” denotes “(3x) (st(z) A p(x))”, i.e. “for
a standard x p(z)”.

Let z € R, then “x ~ 0” denotes “(V*'n € N) (Jz| < 1/n)”, i.e. “z is infinites-
imal”. For z,y € R “z = y” means “x —y ~ 07, i.e. “z is near y”. We write
“r ~ o0” for “(V¥'n € N) (Jz| > n)”, and “z &~ +00” or “z ~ —o0” if, respectively,
“‘rrmooAx>0"o0r ‘e xocoAxr <0” If r =~ oo, we say that = is infinitely
large. At last, notation “x > 0” and “|z| < co” are equivalent to “x > 0Az % 07
and “z % 0o” respectively. If |z] < oo, we say that z is a limited number, and if
0 < |z| < 0, x is an appreciable number.

REMARK 3

It can be shown that the continuity of a standard function f at a standard point
a is strictly equivalent to the implication “x ~ a = f(x) =~ f(a)”. This is an
example which demonstrates how to use our new concepts.

5. Existence of infinitesimals; the special idealization principle (l;)

To ensure the existence of infinitesimals, we accept the following axiom:

(In) A standard set is infinite if (and only if) it contains a non-standard ele-
ment.

"Non-standard” means ”is not standard”. We write "—st(z)” for “x ¢ S”. It
can be shown that (Iy) is a special case of the general principle of idealization (I).

COROLLARY 1
There exist non-standard natural, rational, real numbers.

Indeed, the sets N, Q, R are standard and infinite. The reader can point out
many other examples, for instance: there exist non-standard vectors, transforma-
tions, groups, spaces, and so on.

It is useful to formulate (Ip) in a more exact way. As it is known, a set E
is said to be finite if there exist a number n € N and a bijective (that is one-
to-one) transformation f which sends E onto {1,2,...,n}. In this case, we write
n = card F, and n is said to be the cardinality or the quantity of elements of E. We
also write “fin E” for “FE is finite.” The number n = card E (which is independent
of the choice of f) can be non-standard, but if we write card E = n, we assume
that the function f, which is a bijection E — {1,2,...,n}, is internal: f €1 (i.e.
its graph is an internal set). We introduce the unary predicate “fin” as follows:

“fin (z)” = “x is finite.”
The special principle of idealization is as follows:
(Vz €8) (Hfin(z) <= (Jy € z)-st(y)), (1o)

where —a means the negation of a.
Apply to (1) the following laws of Logic: =—a = a, a < b = —a & b,
~(32) ple) = (V) ~plz). We get

(Vz €8) (fin(z) <= (Vy € ) st(y)). (11)



Introduction to E. Nelson's internal set theory [63]

This is the second form of the special principle of idealization: a standard set is
finite if and only if all its elements are standard.

ProrosITION 1
A natural number is infinite if and only of it is non-standard.

Proof. Let n € N be standard. Then N,, := {1,...,n} is a well-defined set of
OM. Therefore, it is standard. Since N,, is finite, namely cardN,, = n € N, each
of its elements is standard (see (I1)). But (Vp € N) (p <n <= p e N,). Since

(Vn,peN) (st(n) Ap<n = st(p)),

we have
(VpeN) (=st(p) <= (v*'neN) (p>n)),

and we see that
(Vp € N) (—st(p) < p= ).

REMARK 4

For z € R, the formula || < oo does not imply that « is standard. For example,
the segment [0,1] is standard and infinite, therefore (see (Ij)) it contains some
non-standard numbers.

EXERCISE 2
Prove that any n € Z is limited if and only if it is standard.

ProrosiTION 2
There exist infinitesimal real numbers different from 0.

Proof. Let w € N and w be non-standard. Then (see (Ip)) w ~ oo, , ie.
(V*'n € N) (w > n). Therefore (V¥'n € N) (1/w < 1/n), ie. 1/w~0. »

6. The first examples of strictly external sets

In OM, we often use the following subset construction. Let A be a set, and
p(+) a property (predicate). Then B := {& € A: p(x)} is the set of all x from
A which have the property p(-). In NSA, we also apply this construction. For
instance, we set

A={reA: st(x)}.

Thus ** A denotes the totality of the standard elements of A. According to section 2,
if A is standard or internal, ** A is external as a part of A.

Recall that an external set is said to be strictly external if it is non-internal.
In other words, it is not subordinate to the laws of OM.

ProPOSITION 3
The set N\ N :={n € N: =st(n)} is strictly external.
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Proof. In OM, the least number principle is known: each non—empty set of
natural numbers contains the least number. We have N\ N # ). Set n :=
min(N \ **N) and suppose that n ~ co. Then n — 1 is also unlimited, therefore,
n—1€ N\ *N, contrary to the definition of n. But the inequality n < oo is also
impossible because n < co = st(n), contrary ton € N\ *N. »

EXERCISE 3
Prove that *'N is strictly external. Hint: !N is bounded by each w ~ oo, but
max(**N) does not exist.

REMARK 5

With the help of the word “standard,” we have constructed not only a new kind
of numbers but also a new kind of sets, namely strictly external ones. This once
more presents the power of words which are happily selected.

WARNING 1

Nelson’s IST knows only internal sets: in IST “a set” means “an internal set.”
Thus, the Internal Set Theory does not know what an external set is. For instance,
in IST there is no *!N, *!Q, *'R, and so on. What is the ground for manipulation
with such (and other) external sets? The matter is that IST knows external
formulas. In IST, we don’t understand what N is, but we understand what
x € **N means. z € *'N is just an abbreviation for z € N A st(z). Another
example: let A, B be standard sets, and p(z), g(x) be external formulae. External
sets Ap :={zr € A: p(z)} and B, := {z € B: ¢(x)} are outside of IST. Therefore,
Ap U By cannot be formed in IST. But the formula © € A, U B, makes sense. It
is an abbreviation of (x € AAp(z)) V (z € B A gq(x)).

EXERCISE 4
What about A, N By, A, \ By, A, X By, Bj*? Let A be external. What is {A}?

EXERCISE 5

For any n € N, denote by f(n) the first & € N, such that the interval ]%, %]
contains a standard real number. Why is this definition of the function f not
correct in the framework of IST?

1

7. Formulae

Mathematical formulae express mathematical statements. For instance, for-
mulae “5 4+ 3 = 87, “2 < 1”7 are sentences (of Arithmetics), the former is true,
the latter is false. The formulae “z + 3 = 8”, “x < 1”7 are not sentences, for they
are not false or true. But they become sentences if we replace x by a fixed real
number. Formulae such as “x + 3 = 8”, “x < 1”7 are predicates, they express some
property (for example “z < 17 is the property of real numbers “to be less than 17).
The variable z, which occurs in a formula p(z) in which after it is replaced by an
(admissible) constant, it results a sentence (true or false), is said to be free. Thus,
x is a free variable in “x+ 3 = 5”. If a formula is denoted by p(z,y), it means that
there are two free variables. To get a sentence, we ought to replace both x and y
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by (admissible) constants. Evidently, the quantity of free variables can be larger.
For instance, in the equation 3z — 2y + 52 = 1 (of a plane in the space R3) we
have three free variables.

From the formula p(z), one can obtain a sentence (true or false) not only by
replacing = by a constant, but also by bounding it by the quantifier V. = “for all”,
or 3 = “for some”. Thus, (Vz € R)(z+ 3 = 8) and (Ix € R)(x + 3 = 8) contain =
as a bounded (apparent) variable. They are sentences: the first is false, the second
is true.

In NSA, we deal with internal and external formulae. The basic external for-
mula is st(z) (read “x is standard” for st(z)). Each formula, in which “st(z)” oc-
curs explicitly or implicitly, is also said to be external. Internal formulae are those
in which “st(x)” does not occur in any way (explicitly or implicitly). Obviously,
we only mean formulae which are well-constructed by the laws of Mathematics
and Logic.

Let us consider some examples. The formulae z ~ 0, |z| < oo, z > 0 are
all external. For instance, || < oo is an abbreviation for (z € R) A (In €
N)st(n) A (Jz| < n) which contains “st(x).” At the same time, the formulae z = 0,
x > 0, |z| < 1 are internal. Let a, b be straight lines. Then, a || b, a L b are
internal sentences. If values of variables z, y are straight lines, then z 1 a, z || q,
x 1Ly, x| y are internal formulae.

A formula can contain variables and constants. For instance, the formula
a < xr <y < b contains two variables x, y, and two constants a, b; traditionally,
variables are denoted by z,v, z,...,u,v,w, ... and constants by a,b,c,...,k,[,...;
m,n,p,...arereserved for variables which range over the set N of natural numbers.

We accept the following definition: An internal formula containing only
standard constants is said to be a standard formula. For instance, the formula
0 < = < € is internal. It is standard if € denotes a standard number, but if
denotes e.g. an infinitesimal number, it is non standard.

8. The transfer principle

According to Nelson’s approach to NSA (the main work of Nelson on this
subject is IST = Internal Set Theory = Idealization + Standardization + Transfer;
(see Lyantse, Kudryk, 1997) we need to add only three new axioms to OM (based
on ZFC). One of them is the transfer principle (T). We express it by using the
following statement:

(Fz)plz) = Iz p(z); (T)

here p(z) denotes an arbitrary standard formula. Therefore, p(z) in (T) does not
involve st(z) as a subformula, and all constants in p(x) are standard. The domain
of action of the quantifier 3 in (T) is the universe I of internal sets. Thus, the
principle (T) can be rewritten in the following form:

(Fz €eDp(z) = (Fz € S)p(z).

Since S C I, we can replace “ = ” with “ <= ". Therefore, (T) is, in essence,
the statement
(Hz €1) p(x) < (Fz €8) p(x). (T)
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Let us explain the content of (T) in other words. Let p(x) be a well-defined
standard formula with a free variable & which ranges over I. Let dom;p be a part
of I, such that p(x) is true for € domp. (T) says that if dom,p is not empty
then domsp N'S is not empty as well.

8.1. The characterization of standardness

Now we can repeat in a more rigorous way what we have said in Section 2.
Remember that one reads “3lz” as “there is a unique z.” “3I'*'z” means “there
is a unique standard x.” Let us formulate the principle (Ch) (characterization of
standardness):

Bz eI) p(x) A p(xg) = st(xo). (Ch)

Indeed, if there exists a unique (internal) x for which the standard formula
p(x) is true, then, by (T), it must be standard.
Let us consider some examples.

EXAMPLE 1
The empty set () is standard.

The formula p(z) = (Vy)(y ¢ =) is standard (it contains no constant). The
statement p(0) is true: (Vy)(y € 0). This defines () uniquely. To prove it, let us
recall the extensionality principle of OM:

(A=B) < (Vz)(x € A < =z € B).

Now, if both @; and 0> are empty, then for any = both z € (; and x € ()5 are false.
Therefore, the formula z € )1 <= z € ()5 is true.

EXAMPLE 2
If A is standard, then so is B := {A}.

Really, consider the formula p(x) = (Vy)(y € <& y = A). This formula is
standard, because A is standard, and B is a unique set, for which p(x) is true.
In the same way we can show that

ExaMPLE 3
If A,B,C,... are standard, then so are {A}, {A, B}, {A,B,C}....

ExaMPLE 4
If A, B are standard, then the ordered pair (A, B) is standard.

Indeed, according to Kuratowski, (A, B) = {{A}, {4, B}}.

EXAMPLE 5
If A, B are standard, then AU B, AN B, A\ B, A x B are standard.

For instance, A x B is a unique set, for which p(A x B) is true, where p(z) is
the following standard formula, (Vy)(y € ) <= (Ja € A)(3b € B)(y = (a,b)).
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EXAMPLE 6
The numbers 0,1,2,3,... are standard.

This follows from Example 1 to Example 4, because 0 := 0, 1 := {0}, 2 :=
0,1}, 3:={0,1,2} ...

EXAMPLE 7
The set N of natural numbers is standard.

Indeed, N is a unique = which satisfies the standard formula p(z) A
where p(z) = (1 € z), q(z) = (Vy)(y € v = yU{y} € z), r(z)
q(z) = = C=z).

REMARK 6
Instead of y U {y}, one usually writes y + 1; r(z) means that x is a minimal set
which satisfies p(z) and ¢(z).

EXERCISE 6
Prove that the set Z of all whole numbers is standard.

EXAMPLE 8
Let A be a standard set, and p(x) a standard formula. Then B :={x € A: p(x)}
is standard.

B is uniquely determined by the standard formula p(z) = (Vy) (y € © <~
y € AND(Y)).

EXAMPLE 9
The set Q of all rational numbers is standard.

Really, any rational number can be uniquely represented as y/x, where x € N,
y € Z, and z,y have no common divisors. Thus, Q is a part of N x Z defined by
a standard condition.

ExamMPLE 10
If A, B are standard, then the set B4 of all functions f such that dom f = A,
im f C B, is standard.

Indeed, B4 is a part of the standard set A x B which consists of all f satisfying
the standard formula f C Ax BAVxz € ATy e B (z,y) € f.

EXERCISE 7
1° Prove that the set R of all real numbers is standard. Hint: represent R as
{r € QV: p(r)}, where p(r) is a suitable standard formula.

2° Let A be a standard bounded set of real numbers. Prove that inf A and
sup A are standard.
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3° Let f € R® be a standard function. Suppose that the equation f(z) = 0
has only a finite number of roots. Prove that each such root is standard.
Hint: apply (I1) to {x € R: f(z) = 0}. Does the equation sinz = 0 have
non-standard roots?

4° If F is a standard finite set, then card E is a standard natural number. Why?

5° Let A, B be standard sets, and AN B # @. Prove that A and B have a
common standard element. Prove that the common point of two standard
straight lines is standard.

6° Consider the Cauchy problem y" = f(,y), yjz=z, = Yo. Provide a condition
for its solution to be standard.

ProrosiTION 4
1° A standard function takes a standard value at any standard point.

2° The inverse image of a standard set under a standard transformation is
standard.

Proof is left as an exercise for the reader.

9. The second form of the transfer principle

Apply to the principle (T) the following law of logic (a < b) <= (—a < —b).
Note that if the formula p(x) is standard, then so is —p(z). This way, we get

vz p(a) <= Vap(), (T7)

where p(x) is an arbitrary standard formula. This (7”) is the second form of the
transfer principle. More strictly, (7”) is as follows:

(Vz € S) p(x) <= (Vx el p(x). (T)

Thus, if each standard x has a standard property p, then each internal x has
this property. In other words, as long as we consider standard properties only, we
cannot differentiate standard objects from non-standard (internal) ones. Standard
properties are their common properties.

Now let us consider some applications.

9.1. Non-standard extensionality principle

It states that a standard set A is uniquely determined by the totality S A of its
standard elements. Namely,

(VA,B€S) (A=B < *"A="5DB).

(We recall that 5 A is the external set {x € A : st(z)}).

Proof. By the extensionality principle of OM, A = B if (and only if) Va p(z),
where p(z) = (x € A) < (z € B). If A and B are standard, this p(z) is
standard. (7”) tells us that V*'z p(z) is sufficient for A = B, i.e. A = $'B is
sufficient for A = B. »
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EXERCISE 8
1° Prove that if A, B are standard, then A C B, whenever $'A C $'B.

2° Give a counterexample for (A = **B) = (A = B) with non-standard

A, B.

9.2. The uniqueness of standard functions

Let X,Y be standard sets and f € YX be a standard function. Such f
is uniquely determined by its values at standard points. To be more exact, if
fi, fa € St(YX), then

(V' € X) (fi(e) = folw)) = (Ve € X) (file) = fol2)). (1)

Proof. If fi, fo are standard, then fi(x) = fa(z) is a standard formula, and,
by ("), we have (1). »

COROLLARY 2
A standard sequence u € RY can be defined in no way as follows

{f(n) for n < oo,
Uy =

g(n) for n= oo,
where f,g are different standard functions.
REMARK 7
The transfer principles may be extended to formulae with an arbitrary quantity of

free variables. To indicate explicitly the standardness of these formulae, we write

VSt -V Ty - Ty p(Tr, e Tyt ) =

= VU VS Ty - T, ey, . Tyt e ), (T)
VStt]_ . 'VSttTVSt-’El ce VStxn p(mla sy Ty t17 o 7t7‘) = (Ta)
= Vg . VS Yy Vg, p(a, .. Tyt e ),
where p(x1,...,2n,t1,...,t.) is an arbitrary internal formula which contains no

constants, with free variables x1,...,xn,t1,... 6.

9.3. The uniqueness of a standard relation

Let X, Y be standard sets, and R1, Ry be standard relations between elements
of X and Y. (This means that R; C X x Y, i = 1,2; as usually we write 2R;y for
(z,y) € R;i).) Then

(Vs (z,y) € X xY)(2R1y < zR2y)
— (V(z,y) € X xY)(zR1y < zR2y).

Proof is left as an exercise for the reader.
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ExampLE 11
Define R C R? by 2Ry = = = y for standard z,y and 2Ry = = < y for non-
standard z,y. Then, R is not standard.

ExXAMPLE 12
We have e* > 0, cos(z +y) = coszcosy —sinxsiny for all z,y € R, because these
formulae are standard and true for z,y € *'R.

10. The special standardization principle (S)

The principle (Iy) informs us that we cannot create any standard infinite set
without non-standard elements. The standardization principle tells us that some-
times it is possible to obtain something standard from something nonstandard. It
is the third axiom of Nelson’s IST. Now we formulate only some of its corollaries,
namely the special standardization principle (Sp). It is as follows:

Let = be a limited real number. There exists a unique standard real number
y such that x ~ y. Thus,

(Vo € R)(||z]| < 00 = (A"'y € R)(z = y)). (S0)

The number y in (Sp) is denoted by °z and said to be the shadow (or the standard
part) of z. So the shadow of x € R, |z| < 00, is defined uniquely by

°re R and °x =~ z.
The uniqueness of the shadow immediately implies the following proposition.

ProposIiTION 5
1° If x € R is standard, then °x = x.

2° The unique standard infinitesimal is zero:

z€R = °z=2; z€RAz~0 = z=0.

3° Ifx,y € *'R, and x =~ vy, then x = v.
Let us define
F:={zeR: |z|] <0}, I:={zeR: z~0}.

Note that the set F of all limited real numbers and the set I of all real infinitesimals
are strictly external. Indeed, F and I are non empty, I is bounded by every positive
unlimited w € R, I is bounded, e.g., by 107'°, but supF, supl, inf F, inf I do not
exist.

The immediate corollary from (Sp) is as follows:

VeeF z=°xz+'2, °zxcR, ‘rel (2)

The uniqueness of the shadow implies that this decomposition is unique. In other
words, F is a direct sum:

F=*R+1.
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11. R, *R, F, and .

In OM, the set R of all real numbers together with the arithmetic operations
+ and - and with the order relation < is defined as a complete linearly ordered
field. It is archimedean, i.e.

(Vz e R)(z 20 = (In € N)(n|z| > 1)). (3)

If z in (3) is infinitesimal, then the corresponding n must be infinite. But from
(Ip) we can conclude that

(V'z € R)(x #0 = (In € N)(n|z| > 1)).

An analogous remark also concerns other statements about R. For instance,
consider the Borel-Lebesgue lemma. Let U = {U,} be an open cover of some
bounded closed set £ C R. The lemma states that there exists a finite subcover
U ={Uy,,-..,Uy,}. This is true even if the exact bounds of E are infinite, and
the length of a U, is = 0. Obviously, in this case we have n =~ co. But if F and U
are standard, then (Ip) implies that U’ can be chosen as standard.

The set *'R := {z € R: st(z)} is a subfield of the field R. For instance, we
have z € "RAz # 0 = 7! € 5'R, as a standard function (here x — x~1!) takes
standard values at standard points. *'R is strictly external for the same reasons
as F.

THEOREM 1
1° The (strictly external) set F is a linearly ordered ring, a subring of R. This

means that
FCR, (Vz,yeF)(x+yeFAzyeF)

(VzeR) (VyeF) (Jzo| <y = x€TF).

2° The (strictly external) set I is an ideal of the linearly ordered ring F. This
means that

ICF, Ve,yel) (x+yel), Vexel) (VyelF) (xy €1),
Ve F)(MyeD)(Jz| <y = z€l).

3° The map © —° x is a (strictly external) homomorphism of the ring F onto
the field *'R. This means that

(Vz,y € F)(°(x+y) =z +°y, °(zy) ="°z-°y),
(x<y = °z<°), (VzeF)(TEeR)(E="2a).

Proof is left as an exercise for the reader. For instance, let x € F, y € I. Then
lzy| < mn~! for some m € *'N and all n € **N. If we take n = km, then we
obtain |zy| < k! with an arbitrary k € *'N, i.e. zy € I. Next, let z,y € F.
According to (2), we have 1y = °2°y+a, where a := ‘2°y+ 2y + 2’y ~ 0, hence
°(zy) = °z°y. Suppose that z,y € F, x < y, but °x > °y. Since °z + 'z < °y + 'y,
we have °x — °y < 'y — ‘z. This is a contradiction, because °x — °y is a positive
standard, and 'y — ‘x ~ 0. And so on.
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REMARK 8

The map x — °x is idempotent, i.e. Vo € F °(°x) = °z. Its kernel {x € F: °z =
0} is the ideal I of infinitesimal numbers. We can say that  — °x is a projection
of F onto **R parallelly to I. Clearly, x — ‘x is a projection of F onto I, parallelly
to (its kernel) 'R = {z € F: ‘x = 0}.

At the very end, some “exotic” examples. A finite set F is said to be hyperfinite
if card F ~ cc.

EXAMPLE 13
An external “finite” set which contains the “infinite” set *‘R.

Take an w € N\ *’N and form a sequence of segments Ay = [k/w, (k+1)/w],
where k = —w?, —w? +1, ..., w? — 2, w2 — 1. Note that

wr-1
U Ag = [~w,w[ D *'R.

k=—w?

None of Ay contains more than one standard point. Indeed, the length of Ay is
1/w = 0, therefore if 1,29 € Ay, then 1 &~ 29 and x; = x5 whenever both z
and xo are standard. It is evident that only some Ay contain a standard point
and never more than one. Denote by E’ the set of centers of such Aj which do
not contain a standard point, and put E = E’ U *'R. We see that E is a totality
of 2w? € N points. It contains 'R, but, unfortunately, it is defined exzternally.

The existence of an internal E such that R C E and card E € N can be
shown. Obviously, card E ~ oo for such E.

12. On decimal fractions

By the transfer principle (7”), each x € R (standard or not) can be represented
as
T = Tg,T1T2T3 ..., (4)

where zg € Z, Vn € N z,, € {0,1,...,9}. Recall that (4) means that

T Tn T Tp 1

Vn € N fEO‘f‘TO“F""‘FW§$§$0+E+"'+W+W. (5)

By Cantor’s principle of nested segments, (5) determines z uniquely. For this,

it is necessary for the sequence (z,)nen in (4) to be internal: if (x,)nen is

strictly external, then formula (4) represents no number. For instance, the fraction

0,000... ... 999... (Os are at finite positions, 9s are at infinite ones) is not a real
number. Obviously, x in (4) is standard if the sequence (x,)nen is standard.

PRrROPOSITION 6
The number x € R is a positive infinitesimal if and only if its decimal expansion
has the form

x=0,0...00,41%wt2- -, (6)

where T,41 # 0 and w ~ 0.
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Proof. From (5) and (6) we conclude that

Totl o Tot1 +1
10941 = 7= Tqgett

where 0 < x,11 < 9. Therefore, if w < oo, then x > 10771 > 0, and if w ~ oo,
then z < 107“~1 =~ 0. »

COROLLARY 3

Let © € R be positive. According to (2), we have x = y + z, where y = °x is the
standard part (shadow) of x, and z = ‘x is its infinitesimal part. Let yo, 1Yz - - .
be the decimal expansion of y. Then, for an infinite natural w we have

o ="Yo, T1=Y1y---rTw = Yu- (7)

Indeed, since z ~ 0, we have z = 0,0...z4,4120+42 ... for some w ~ +o00. But
y = x — z and the substraction here can only change one decimal in = before
Ly+1- | 2

REMARK 9
Let x = xg,x122 ... In order to find the shadow °x, we only have to know x,, for
n € *'N. Indeed, from (7) it follows that

vn € *'N (°z), = °z,.
On the other hand, a standard sequence (ay)nen is uniquely determined by a,

n € *'N (see Subsection 9.2, Corollary 2).

13. Some permanence principles. Robinson’s lemma

An (internal) set N C N is said to be modest if
Im< oo Nc{1,2,...,m},
and it is said to be greedy if
Jwroo {1,2,...,w} CN.
The simplest permanence principles are the following statements.

PROP:OSITION 7
Let N € 2V, then

N C*'N = N is modest; (8)
SINC N = Nis greedy. (9)

Proof. Let N C *'N, denote N’ := {m € N: N c {1,...,m}}. We have
N\ N C N’. But N’ is internal, and N\ *N is strictly external. Therefore,
N’ #N\ *N, i.e., 3m < oo m € N’, and (13.1) holds.

Now let N ¢ N. Put N’ = {w € N: {1,...,w} C N}. By the above
arguments, N is internal. !N C N’, *!N is strictly external, therefore, N’ contains
some w = oo. For this w we have {1,...,w} C N. »
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CORQLLARY 4
Let N € 2N, then

NCN\*N = Juxoo NC{w+1l,w+2,...}, (10)
N\ NCN = Im<oo {m+1,m+2,...} CN. (11)

Proof. If N C N\ SN, then N C N\ N, therefore, N\ N is greedy: Jw ~ 0o
{1,...,w} C N\ N, hence (10) holds. (11) can be proven in an analogous way. »
A remarkable permanence principle is the following famous

LEMMA 1 (ROBINSON’S LEMMA)
Let x € RN andVn € N z, ~0. Then 3w~ oo Vn<w z,~0.

Proof. Let N := {n € N : nlz,| < 1}. Since N C N, N is greedy. Let
w ~ oo be such that {1,...,w} € N. Then Vn < w |z,] < n~', therefore,
Vn<w z,~0. »

The other permanence principles are as follows.

PROPOSITION 8
Let E € 2R then

ECl = Je=0 EC[—¢,¢ (modesty),
ICE = 3e>0 [—¢,¢] CE (greediness) ,
ECF = Ja<k o FE C[—a,a] (modesty),
FCE = Ja~ o [—a,a] CE (greediness) ,

where, as before, [:={x eR: zx~ 0}, F:={zeR: |z| < oo}.

Proof. Let I C E. Set ]\7~:: neN: Vk<n |z|<k™' = ze€FE}. We
have N\ N C N. By (11), N contains some m < oo. Therefore, |z| < m~! =
x € E. We left the rest of the proof as an exercise for the reader. »

14. Applications to sequences

14.1. The limit of a sequence

Let x € RY (read “x is a sequence of real numbers”; usually we write x,, instead
of z(n)). We assume that the reader is familiar with the ordinary definition of
convergence and the limit of a:

x is convergent (or Cauchy) = (Ve >0) (3N €N) (p,g > N = |z, — 24| <¢),
ILm Tn =£= e >0)(3N eN)(Vn>N) |z, —¥{ <e.

It turns out that, for standard sequences, this definition can be simplified, accord-

ing to the aspirations of naturalists.

THEOREM 2
Let x € S{(RY), then x is convergent if and only if

Vp, grRoo xp=x,. (12)
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Let € **(RY) be convergent. Then, for n ~ oo we have |z| < oo, and
therefore x,, has the shadow ¢ = °x,,, which is the same for all n ~ oco. It is the
limit of x:

lim z, =°(z,) forw= .
n—oo

Proof. Let x be a standard convergent sequence of reals x,, and lim z, = /.
n—oo

This ¢ is standard by the transfer principle (T). Take an arbitrary € > 0 and find
N € N such that |z, — ] < € for n > N. Once again, by (T), this N can be chosen
as standard. Let n € N\ **N. We now have n > N. Therefore, |z, — | <e. As ¢
is arbitrary, we have |z, — ¢| = 0. We see that Vn ~ co °(z,) = ¢. Also we know
that Vp,q = 00 |z, — 4| < |zp — €] + |€ — 24| = 0, that is z, ~ .

Conversely, assume that (12) is satisfied. Consider the set N := {n € N :
|z, — x| < 1}, where w is a fixed unlimited natural number. Since the formula
p(n) = |z, — x,| < 1is internal, the set N is internal, too. By (12), N\ **N C N.
By (11), N contains some standard n,. Hence (because x,_ is standard) |z,| <
|zn, | + 1 < o0, so x, has the shadow £ :=° (z,). By (12), Vn ~ o0 =z, ~ {.
Now take an arbitrary standard positive e. Note that the sentence (3N € N)
(Vn > N) (|Jz, —£] <€) is true. Indeed, it is sufficient to choose N ~ oo, and
then n > N = |z, — ¢| < e. Now applying the transfer principle (7"), we get:
(Ve>0) ANeN) (Vn>N) (|Jzp, — ¥ <e). »

ExXAMPLE 14
1° The sequence (1/n)pen and the number 0 are standard. For n &~ oo, we have
1/n =~ 0. Therefore, lim 1/n =0.
n—00

2° Let € # 0 be infinitesimal. For n = oo, we have 1/n ~¢e. But lim 1/n #e.
n—oo

This fact does not contradict theorem 2, because ¢ is not standard.

3° Let € be as beforeand Vn € N z, =e. ThenVn =z, =0, but lim x, =¢ #
n—oo
0. This fact does not contradict theorem 2, because the sequence (z,,)nen is
not standard.

4° For n ~ oo we have n-sinl/n a1, (1+1/n)" ~ e, etc. Let R be the set of
all convergent sequences x € RY. Such R is a partially ordered algebra on R
relatively +, -, <, defined by

(ax + BY)n = arp + Byn, (TY)n = TnYn,
z<y<s (AneN) Vk>n) (xx <yr),

here z,y € R, o, € R.
The main result concerning limits is the following.

THEOREM 3
The map lim is a homomorphism of the partially ordered algebra R onto a linearly
ordered field R, i.e.
lim (az, + Byn) = a lim z, + 8 lim y,,
n—oo n—oo n—oo
lim (z,y,) = lim z, - lim y,,
n— 00 n— 00 n— oo

r<y = lim z, < lim y,.

n—oo n—oo
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The non-standard proof of this theorem is almost trivial. At first, we note that
theorem 3 is standard, therefore, by (7"), we only need to prove it for standard
a,B,z,y. But for z € *'R we have lim z, = °(z,), w ~ oo, and according to

n—oo

theorem 1.3° the map 7 +— °r is a homomorphism of F onto *'R. »
Now we will obtain something better than theorem 2.

THEOREM 4
Let z € Y (RY). Suppose that for some w € N\ *'N and for alln < w n =~ oo =
T, ~ 0. Then x is convergent and lim x, = 0.

n—oo

We need the following interesting lemma to prove the theorem.

LEMMA 2

Let k € st (NN) be strictly increasing andw € N\*!N. Then (3n € N\*N) (k, < w).
(This means that when n passes from values which are < oo to values which are
~ 00, k cannot jump over w & 00).

Proof. If n € *'N, then k, € !N (the value of a standard function at any
standard point is standard). Therefore, **N C N := {n € N: k, < w}. Since the
definition of N is internal, the set N is internal, too. By (9), there exists n, € N,
ny, ~ 00. As k is strictly increasing, k,_, > n,. Hence k,, ~ oo and k,, < w. »

Proof of theorem 4. Suppose that z is divergent. Then, by (T”), there exist a
standard € > 0 and a standard, strictly increasing k € NY, such that
Vn €N |zg, | > e. Bylemma 2, there exists k,, < w which is infinite, contradicting
the assumption n ~ co = z, = 0. »

COROLLARY 5
Let x € *{(RY) and £ € s*R. Suppose that for some w € N\ N and for all n < w
n~oo = x, L. Then x is convergent and lim x, = {.
n—oo
Indeed, the sequence (z,, — £),cn satisfies the condition of example 14.
We recall that £ € R is said to be a limit point of x € RY if

(Ve>0)(VN eN)3n > N)(|Jz, — ¢ < e), (13)
or, equivalently, if z contains a subsequence which converges to /.

THEOREM 5
Let x € *(RY) and ¢ € *'R. The number ¢ is a limit point of x if and only if
(Bw =~ o00) (z, = ).

Proof. Let ¢ be a limit point of x and let & € N be a strictly increasing

sequence such that lim xp, = ¢. By (T), we can choose a standard k. Then
n—roo

(2, Jnen is standard and, by (13), Vn =~ co zy, = /.

Conversely, let z,, =~ { for some w ~ co. Choose standard ¢ > 0 and N € N.
Then, there exists n > N such that |z, — ¢| < ¢ (namely, n ~ o0). By (T"), we
have (13). »
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EXERCISE 9
1° Let z € '(RY) be decreasing and positive. Assume that z,, ~ 0 for some
wp & 00. Prove that Vw ~ co x, =~ 0.

2° Construct x € **(RY) which is divergent, but x,, ~ 0 for w; < n < wy, where
wy ~ 0o and wy — w1 & 0.
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Bozena Olik-Pawilik
O zjawisku znieksztatcania obrazu matematyki*

Abstract. In this paper, we identify the phenomenon of false conviction. We
analyze the definition of false conviction and provide the typology of false
convictions, including their logical, geometric, cognitive and methodological
types. Every type of false conviction is exemplified by empirical data.

1. Wprowadzenie

Nie mozna (...) wrzucaé¢ do tego samego worka pojeciowego, z jednej strony
postaw i zachowan ucznia, ktéry méwi lub pisze byle co, bo nie interesuje
go rozwigzanie problemu, chwilowych pomytek, wywotanych brakiem uwa-
gi, bledéw wynikajacych z luk w wiedzy, ktére moga by¢ latwo poprawione
przez samego ucznia, gdy pozostawi mu sie czas na refleksje lub uzupetnienie
wiadomosci, wnioskéw opartych na lekkomyslnym zgadywaniu itp., z drugiej
za$ strony $wiadomego rozumowania logicznie niepoprawnego, oraz bledéw
ujawniajacych gleboko zakorzenione falszywe koncepcje, ktérych uczen na-
wet z uporem broni, jezeli mu na to pozwalamy (Krygowska, 1989, s. 146).

Tak apelowala Z. Krygowska w przemowieniu wygloszonym podczas inau-
guracji konferencji zorganizowanej przez Miedzynarodowa Komisje do Studiowa-
nia i Ulepszania Nauczania Matematyki®, na ktérej btad w matematyce szkolnej
byt gléwnym przedmiotem rozwazan. W swojej wypowiedzi Z. Krygowska zwré-
cila uwage na wystepowanie réoznorodnych typow uczniowskich btedéw i wyraznie
podkreslita, iz szczegdlnego traktowania wymagaja te bledy, ktore sa rezultatem
gleboko zakotwiczonych falszywych koncepcji czy nieprzypadkowego a niepopraw-
nego rozumowania. Bledy nazwala istotnymi ¢ nieuniknionymsi skiadnikami ludz-
kiej dzialalnosci. Stwierdzila tez, ze zakres analiz i badari (dotyczacych probleméw
zwiazanych z bledami) jest tak rozlegly i ich wyniki tak bogate, Ze nie jest juz
mozliwe opanowanie indywidualng wiedzq tego, co juz zostalo wypracowane.

*On distorting the image of mathematics

2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97C70; Secondary: 97D40

Key words and phrases: Research on teacher education, False conviction

I Konferencja odbyta si¢ w Sherbrooke (Kanada) w dniach od 27 lipca do 1 sierpnia 1987
roku. Temat konferencji: The role errors play in the learning and teaching of mathematics (Rola
bledu w uczeniu si¢ i nauczaniu matematyki).
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Problematyka rozprawy doktorskiej (Pawlik, 2004c), niepublikowanej do tej
pory w catosci, ktérej fragmenty skladaja sie na niniejszy artykul, koncentruje
sie na btedach dostrzezonych w rozumowaniach poczatkujacych studentéw mate-
matyki — przysztych nauczycieli. Sa to takiego rodzaju bledy, ktérych nie mozna,
zgodnie z apelem, zlekcewazyé, gdyz opieraja sie na niepoprawnych koncepcjach.
Falszywe przekonania, bo tak te koncepcje nazwano, funkcjonujace w rozumowa-
niach uczacych si¢ matematyki, steruja ich mysleniem podczas pracy nad réznego
rodzaju zadaniami, utrudniajac albo wrecz uniemozliwiajac ich poprawne rozwia-
zanie. Sg one niebezpieczne dla tworzonego w umysle uczacego sie obrazu mate-
matyki, poniewaz nie wykorzenione moga staé si¢ przyczyna jego znieksztalcania.

2. Okreslenie i krotka charakterystyka fatszywych przekonan

Falszywe przekonania (w skrécie FP) — domniemane fundamenty niepopraw-
nych rozumowan; sa nimi falszywe koncepcje, bledne schematy myslowe oraz nie-
poprawne reguly wnioskowania. Okreslenie to powstalo przez analogie do zaob-
serwowanych przez A. Bella (1992, s. 11) uczniowskich falszywych pogladéw —
blednych przekonan typu: mnoZenie zwieksza, a dzielenie zmniejsza, czy dzieli sie
liczbe wiekszq przez mniejszq.

Nazwa ta objete sa takie btedne schematy, ktore stosowane sa przez studen-
téw jakby automatycznie. Choé nazwane zostaly przekonaniami?, nie znaczy to,
ze sg one uswiadomione. Chodzi o to, ze studenci postepujac wedlug tych sche-
matow dzialaja w dobrej intencji i wydaja si¢ by¢ przekonani, ze ich rozumowania
i dzialania sa poprawne. Warto podkresli¢, ze falszywe przekonania studenta, kto-
ry nie zetknal sie z wywolujacym zaniepokojenie konfliktem zmuszajacym go do
weryfikacji swojego (blednego) rozumowania, pozostaja nieuswiadomione.

Charakterystyczne dla rozwigzan opartych na falszywych przekonaniach jest
to, ze ich autorzy przystepuja do pracy nad zadaniem tak, jakby juz znali od-
powiedz. Wiekszoé¢ z nich nie bada, nie poszukuje, nie powoluje sie na poznane
wczesniej definicje czy twierdzenia. Wydaje sie, ze autorzy formulujac rozwiazanie
realizuja pierwsza my$l, ktéra im ,przyszta do glowy”.

3. Przyktady i typy fatszywych przekonan

W ramach opisanych w rozprawie badan wyréznione zostaly cztery typy fal-
szywych przekonan. Mozna je krétko scharakteryzowaé¢ w podany dalej sposéb.
Typ I - falszywe przekonania ,logiczno-pojeciowe”
Falszywe przekonania tego typu dotycza rozumowan, ktére zwiagzane sa z btedna
definicja pojecia, niepoprawng regula wnioskowania lub ich struktura logiczna —
jak to ujal Z. Powazka (2009, s. 215) — opiera sie na blednej tautologii.

2 W pedagogice funkcjonuje termin przekonanie. W pracy (Okon, 1984, s. 248) czytamy, iz
jest to wzglednie staly skladnik swiadomosci czlowieka, oparty ma przeswiadczeniu, ze pewien
stan rzeczy jest taki, a nie inny; na przekonania skladajq sie: poznanie jakiego$ stanu rzeczy,
emocjonalna aprobata zdobytej wiedzy oraz sklonnos$é do postepowania zgodnego z jej trescig;
najlepszym sprawdzianem sily przekonan jest codzienna praktyka potwierdzajgaca zgodnosé wiedzy
i dzialania.
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Typ II - falszywe przekonania ,polgczenia”.
Dotycza sklejeii? i ztozen (,,potaczen”) przeksztalcenn geometrycznych. Zwiazane sa
z przenoszeniem przez studentéw wlasnosci pewnych obiektéw matematycznych na
,howy” obiekt —  polaczenie” — powstaly z danych wedlug domyslnej zasady.
Typ III - falszywe przekonania ,analogia”
Tego typu falszywe przekonania powstaly przez nieostrozne wykorzystanie zdoby-
tej wezesniej wiedzy.
Typ IV - falszywe przekonania ,,metodologiczne”
Zwiazane sa z takimi rozumowaniami, w ktérych ujawniaja sie bledy natury me-
todologicznej — dotyczace np. roli przyktadu, kontrprzyktadu czy rysunku.

Zaprezentowane dalej przyktady studenckich prac stuza ukazaniu zaréwno sa-
mych falszywych przekonan, jak i zwréceniu uwagi na rézne ich typy.
Prezentacja kazdego z zawartych tu przykladéw obejmuje:

e temat zadania,
e (bledne) rozwiazanie tego zadania podane przez studenta,
e analize przedstawionego rozwiazania,

e ogblne sformutowanie falszywego przekonania, stanowigcego domyélny fun-
dament blednego rozumowania zawartego w omawianym rozwigzaniu.

Nie mam pewnosci, ze wszystkie rozumowania autoréw analizowanych prac
przebiegaly doktadnie tak, jak zostaly przedstawione. Hipotetyczne rozumowania
studentow zwerbalizowane zostaly po to, by je opisa¢ i rozpoznac istote bledéw
popelionych w oparciu o falszywe przekonania.

Jako pierwsze przedstawiono falszywe przekonanie FP ,odcinek”. Choé bylo
ono juz niejednokrotnie prezentowane we wezesniejszych publikacjach (por. np.
Pawlik, 2003, 2008), zamiescilam je tutaj ponownie dla przejrzystosci prezentacji,
poniewaz i na tym falszywym przekonaniu oparte jest rozwigzanie zamieszczone
w dalszej czedci tej pracy (zob. Przyklad 2). Nalezy zaznaczyé, ze inne przyklady
falszywych przekonan lub bledne prace studentéw ilustrujace te falszywe przekona-
nia, na ktére zwrdécono uwage w niniejszym opracowaniu, znalez¢ mozna w innych
publikacjach B. Pawlik wskazanych w wykazie literatury.

FP ,odcinek” przedstawia sie nastepujaco:

FP ,odcinek”
Obrazem odcinka AB w przeksztalceniu P jest odcinek A'B' taki, ze P(A) = A’,
P(B) = B’
(niezaleznie od okreslenia przeksztalcenia P).

3 Sklejenia przeksztatcen to przeksztalcenia zadane dwu- lub wielonormowo. Mimo ze odwzo-
rowania tego typu nie maja dla teorii przeksztalcen wiekszego znaczenia, dla celéw dydaktycznych
(chodzi o to, by skontrastowaé pojecie ztozenia przeksztalcen) byly uwzgledniane na éwiczeniach
z geometrii elementarne;j.
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O jego funkcjonowaniu w rozumowaniach uczacych si¢ matematyki swiadczy
przywotane dalej rozwiagzanie zadania 1 podane przez studentke, ktéra nie uczest-
niczyta w zajeciach, w ramach ktérych omawiane byto zagadnienie obrazu odcinka
w przeksztatceniach geometrycznych.

4‘ Przyktad 1

ZADANIE 1 Ocen wartosé logiczng ponizszego zdania. OdpowiedZ uzasad-
nij.
Obrazem odcinka AB w przeksztalceniu P jest odcinek A’'B’ taki, ze

P(A)=A', P(B)=B'.

Rozwigzanie studentki.

W swoim uzasadnieniu autorka pracy klarownie sformutowala btedny przepis
na ,wyznaczenie obrazu odcinka AB w przeksztalceniu P”. Prawdopodobnie wcze-
$niejsze do$wiadczenia szkolne przyczynily sie do wytworzenia opisanego schema-
tu w umysle rozwiazujacej zadanie. Na wczedniejszych etapach edukacji uczyta sie
o przeksztalceniach zachowujacych wspétliniowosé punktéw i ich uporzadkowanie.
Wtasnie tak konstruowato si¢ obraz odcinka w kazdym z rozwazanych przyktaddw.
Wydaje sie, ze wielokrotne powtdrzenie tego samego sposobu postepowania mogto
przyczyni¢ sie do utrwalenia pogladu, iz powyzszy schemat jest uniwersalny, wiec
mozna go stosowaé do wszystkich przeksztalcen geometrycznych. Wyglada na to,
ze dla studentki ,obraz odcinka” utozsamil si¢ z tym, co zawsze robita w szkole,
czyli z procedura znajdowania jego obrazu — ,wyznaczy¢ obrazy koncéw odcinka
i polaczyé je”.

O tym, ze taka procedura wielu studentom nie jest obca, przekonuje wypowiedz
innej osoby, ktéra przyznala, iz:

W szkole podstawowej, poiniej $redniej, zawsze myslatam, uczono mnie, Ze
obrazem odcinka w przeksztalceniach jest odcinek. Jednak na studiach okazalo sie,
ze nie we wszystkich przeksztatceniach obrazem odcinka jest tez odcinek.

Dla ilustacji kolejnych fatszywych przekonan — innego typu — poshuzy rozwia-
zanie zadania 2.
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4‘ Przyktad 2

ZADANIE 2 Przeksztalcenie P plaszczyzny okreslono wzorami

= 2z+1
y = 2y+2

o Czy P jest podobieristwem?

o Czy P jest przeksztalceniem afinicznym?

Rozwigzanie studentki.* Czy to jest podobieristwo? Aby to pokazaé wezme
trzy wspdtliniowe punkty A, B, C.

Poniewaz zachowana jest wspétliniowo$é, a jak wiemy na podstawie twierdze-
nia, podobienstwo zachowuje wspotliniowo$é, zatem to przeksztalcenie jest po-
dobienstwem.

Sprawdze jeszcze dla prostej y = —x.




[84] Bozena Olik-Pawlik

Prosta y = —x przeszta w tym przeksztalceniu na prostq y' = —x' + 3, zatem
jest to podobienstwo.
Z tych samych powoddw jest to przeksztalcenie afiniczne, bo jak wiemy prze-

ksztalcenie afiniczne zachowuje wspdtliniowosé.

Zaprezentowane rozwiazanie jest przyktadem blednego rozumowania koncza-
cego sie prawdziwym wnioskiem. Analizujac jego strukture logiczng mozna za-
uwazy¢, ze autorka potraktowala wystepujaca w nim implikacje tak, jakby byla
rownowaznoscia. Na wczeéniej poznane i zacytowane w pracy twierdzenie: podo-
bienstwo zachowuje wspotliniowosé punktow, powolata sie w ten sposéb, ze zacho-
wywanie wspolliniowosci punktéw przez dane przeksztalcenie (warunek konieczny
dla zalozenia twierdzenia) potraktowala jako warunek wystarczajacy na to, aby
przeksztalcenie to byto podobienstwem. Wyglada na to, ze rozumowanie studentki
przebiegalo tak, jak gdyby uznawala ona falszywa regute dowodzenia, ktéra mozna
by nazwaé ,regula odrywania" postaci:

P=4,9q
p

Przypuszczalne rozumowanie studentki, w ,,jezyku inkluzji”, mozna opisa¢ na-
stepujacym, niepoprawnym, ogélnym schematem wnioskowania:

FP ,COPI”

falszywe przekonanie — , czesciowo odwrécona przechodnio$é inkluzji”

Btedna reguta wnioskowania
AcB,CCB

CcA

Rozumowanie oparte na powyzszym falszywym przekonaniu ,,COPI” student-
ka powtodrzyla na koncu swojej pracy, stwierdzajac, iz z tego samego powodu —
zachowywania wspélliniowoséci punktéw — przeksztalcenie P jest przeksztatceniem
afinicznym.

Na uwage zastuguje takze sposob, w jaki autorka omawianego rozwiazania uza-
sadnila nastepujacy fakt: zachowana jest wspétliniowosé — wspotliniowosé punk-
tow jest niezmiennikiem danego przeksztalcenia. Na poczatku studentka wykonala
rysunek, na ktérym zaznaczyla dwie tréjki wspétliniowych punktéw (w obu przy-
padkach oznaczonych jednakowo: A, B, C'; punkt A jako punkt wspélny obu tréjek)

4 Rozwiazanie to jest przykladem pracy, ktéra trudno jest w sposéb bezdyskusyjny zaliczy¢ do
jednego z typow prezentowanych przykladéw, ze wzgledu na to, iz zawarte w nim rozumowanie
oparte jest na wiecej niz jednym falszywym przekonaniu.
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polozonych na prostych o réwnaniach y = —x oraz y = 0. Wybrane punkty prostej
o réwnaniu y = 0 polaczyla, otrzymujac odcinek AC, dla ktérego punkt B jest
$rodkiem. Nastepnie wyznaczyta obrazy tych punktow, obliczajac odpowiednie ich
wspoélrzedne. W efekcie, taczac obrazy punktéw, utworzyla z nich odcinek A'C’,
korzystajac w tym momencie miedzy innymi z tego faktu, ktéry chciata wykazaé
(zachowywania wspétliniowoéci punktéw przez przeksztalcenie)®. Wydaje sie, iz
rezultatem takiego rozumowania — obrazem tréjki punktéw odcinka jest trojka
punktéow odcinka — nie byla usatysfakcjonowana, gdyz w dalszej czeSci rozwigza-
nia napisala: Sprawdze jeszcze dla prostej. Rownanie obrazu prostej o réwnaniu:
y = —z wyznaczyla rachunkiem analitycznym. Ostatecznie stwierdzita, ze skoro
wybrana przez nig prosta y = —x przeszla w tym przeksztalceniu na prostg (tu
o réwnaniu: y = —x + 3)°, zatem zachowana jest wspétliniowosé.

Analiza uzasadnienia autorki pracy pozwala przypuszczaé, iz dokonane przez
nig uogdlnienie — zaobserwowanej dla jednego obiektu wlasnosci — jest rezultatem
rozumowania, ktére mozna opisaé nastepujaco:

Jezeli A nalezace do Z jest W, to kazdy X nalezacy do Z jest W.

Zauwazmy, iz do teoretycznego rozumowania studentki przystaje poprzednio opi-
sane FP ,COPI”:
WcZzZ XeZ
Xew

Wydaje sie, ze falszywe przekonanie wspomniane wyzej ma tez zwiazek z wy-
stepujaca w logice regula uogdélniania.

Regula uogdlniania
p(z),z € X
Ve X :p(x)
jest reguly dowodzenia, bowiem jesli p(z),x € X, jest funkcja zdaniows praw-
dziwg w X, to dla kazdego a € X prawdziwe jest zdanie ¢(a), co dowodzi, ze
zdanie Vx € X : ¢(x) jest prawdziwe” (Rasiowa, 1984, s. 235).

FP ,PU”
falszywe przekonanie — ,przyklad — uogdlnienie”
Btledna reguta uogélniania
p(a)
Vr € X : ()’

gdzie a jest okreSlonym (wiadomym, konkretnym) elementem zbioru X.

Przedmiotem rozwazan autorki omawianego rozwiazania nie byla dowolna pro-
sta, lecz prosta wskazana rownaniem. By¢ moze w odczuciu studentki prosta o row-
naniu y = —z byta dowolnie wybrana prosta na plaszczyznie. Wyznaczenie obrazu
takiej prostej, a nastepnie stwierdzenie, ze otrzymany obiekt jest rowniez pro-
sta, bylo dla autorki pracy wystarczajacym argumentem potwierdzajacym teze:

5 Studentka ujawnita tu kolejne fatszywe przekonanie — FP ,odcinek”.
6 Studentka sporzadzita btedny rysunek — nie zwrécita uwagi na to, ze wyznaczony wczeéniej
obraz punktu A powinien nalezeé¢ do obrazu prostej o réwnaniu y = —z.
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Przeksztatcenie P zachowuje wspolliniowo$¢ punktéw. Takie uzasadnienie, skon-
struowane w oparciu o FP ,PU”, jest ,dowodem przez przyklad”. Prowadzi do
kolejnego falszywego przekonania:

FP " DP n
falszywe przekonanie — ,dowdd przez przyktad”
Aby udowodnié twierdzenie, wystarczy wskazac choé jeden przyklad, ktory je
potwierdza.

Mysle, ze warto podkredlié¢, iz autorka ostatniej pracy w jednym rozwiazaniu
trzykrotnie rozumowata podobnie w zréznicowanych pojeciowo i metodologicznie
sytuacjach. Jej praca wyraznie ukazuje skale zagrozenia dla obrazu matematyki
wywolanego przez falszywe przekonania ,dzialajace” w umyéle studentki.

Do kolejnej grupy falszywych przekonan nalezy bledna koncepcja stanowiaca
fundament kolejnego z zaprezentowanych tu rozwigzan.

4‘ Przyklad 3

ZADANIE 3 Czy zlozenie Sp0S,, gdzie A € a ma punkty stale? Jesli tak,
to ile 1 jakie?

Rozwigzanie studentki.

Wskazany przez autorke rozwigzania punkt A rzeczywiscie jest punktem sta-
lym rozwazanego ztozenia, niestety, nie jedynym. Studentka mogta to tatwo stwier-
dzi¢, gdyby sie w ogdle nad tym zastanowila. Wybrany przez nia — w sposob szcze-
gblny, najprawdopodobniej w celu zorientowania si¢ w sytuacji — punkt Y, jest
réwniez poszukiwanym elementem zbioru punktéw stalych. Poza jednym empi-
rycznym zabiegiem, polegajacym na wyznaczeniu obrazu punktu Y, autorka nie
probowala zrobi¢ nic wiecej — nie wyznaczyta obrazéw innych punktéw, ani nie sko-
rzystalta z definicji punktu statlego. Rozumowala tak, jakby uwazala, iz prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:
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FP iloczyn”
Zbior punktow statych ztozZenia przeksztalcen geometrycznych sklada sie z wspolnych
punktow statych sktadowych tego zlozenia.

Jako ostatnie zilustruje falszywe przekonanie o innej od poprzedniego naturze
metodologicznej.

Przyktad 4

ZADANIE 4 Dane sq¢ przecinajgce sie, nie prostopadle proste a i b. Prze-
ksztatcenie P_s plaszczyzny okreslono w nastepujocy sposob:
Obrazem punktu X jest taki punkt X', ze istnieje A € a spelniajgcy wa-

runki:
AX b i AX = —24X,

a) Czy P_o jest wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem plaszczy-
zny na plaszezyzne?

b) Wyznacz zbior punktow stalych przeksztalcenia P_s.
c) Czy P_y jest podobieristwem?
d) Okresl, jesli istnieje, przeksztalcenie odwrotne do P_s.

Odpowiedzi uzasadnij!
Rozwigzanie studenta B dotyczace punktu c).
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S. Turnau (1991) precyzujac pojecie bledu napisal, iz blgd jest nieumysiny,
tj. popelniajocy go dziala w dobrej intencji i w swoim mniemaniu — wilasciwie.
Majac na uwadze przywolane stwierdzenie mozna by¢ zdania, iz to, co student
przedstawil jako rozwiazanie zadania (rezultat jego myslenia nad postawionym
problemem) stanowilo — w jego odczuciu — wladciwa odpowiedZ na pytanie: ,,Czy
P_5 jest podobienstwem?”. Oczywiscie, problem nie tkwi w tym, ze autor sporza-
dzil i powotlal sie¢ w rozwiazaniu na rysunek, na ktérym rzeczywiscie widaé, ze
w rozwazanym przeksztalceniu obrazem wskazanego kwadratu nie jest kwadrat”.
Istota dostrzezonej trudnosci polega na tym, ze autorowi pracy wydawalo sie, ze
zrobil to, co nalezalo zrobi¢, zeby odpowiedzieé¢ na postawione w ramach egzaminu
pytanie. ,Sformulowana” przez studenta odpowiedZ ukryta jest w rysunku; stu-
dent ,odpowiedzial rysunkiem”. (Czytelnik pracy moze sprébowaé te odpowiedZ
swydoby¢” z przedstawionego rozwiazania.) Obiekty przedstawione na wykona-
nym (dokladnie) rysunku student potraktowal jako prawidlowo ,skonstruowany”
kontrprzyklad, a argumentacje wzrokowa, ktora sie postuzyl, jako wystarczajaca
argumentacje matematyczna. Rozumowal tak, jakby uwazal, ze:

FP ,DPK”
falszywe przekonanie — ,dowdd przez pokazanie”
Argumentacja wizualna (,jak widaé na rysunku”) jest rodzajem argumentacji
matematycznej.

Falszywe przekonanie FP ,COPI”, to przyktad falszywego przekonania typu I.
FP iloczyn” nalezy do falszywych przekonan typu ,polgczenia” Typ III falszy-
wych przekonan zilustrowany zostal przez FP ,odcinek”. Natomiast FP ,DPK”
ukazuje istote falszywych przekonan typu IV.

4. Zakonczenie

Zaprezentowane (w rozprawie doktorskiej) rozwigzania zadan pozwalaja wat-
pi¢ w slusznodé stwierdzenia, ze falszywe przekonania funkcjonujace w rozumo-
waniach studentéw zanikaja samoistnie w miare uptywu czasu, czy tez w wyniku
rozbudowywania ich matematycznej wiedzy. Uzmystawiaja, ze kazde nieusuniete
falszywe przekonanie stanowi powazne zagrozenie dla wiedzy studentow. Falszy-
we przekonania moga bowiem staé sie, z jednej strony, przyczyna szeregu réznych
bledéw i nieporozumien trudnych do wyeliminowania bez wczesniejszego usuniecia
zakotwiczonych w umystach uczacych si¢ matematyki rozmaitych niepoprawnych
schematéw, koncepcji czy regul, z drugiej za$ impulsem do formowania sie w ich
umystach kolejnych falszywych przekonan, gdyz, jak stwierdzita Z. Krygowska:

7 Student B jest takze autorem innego rozwiazania przemawiajacego za funkcjonowaniem w je-
go rozumowaniu FP ,brzeg” — Figura to linia przedstawiona $ladem przyrzadu rysujgcego (zob.
Pawlik, 2008). W kontekscie przedstawionego wczesniej falszywego przekonania FP ,odcinek”
oraz FP ,brzeg” pojawiaja si¢ tu pytania: Jaki zbiér punktéw student mial na mysli méwiac
o kwadracie? W jaki sposéb wyznaczal obraz tego kwadratu w badanym przeksztatceniu?
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(...) matematyka jako przedmiot uczenia si¢ zachowuje swa organizacje we-
wnetrzng. Jest to dziedzina pojeciowo zorganizowana przez sama siebie tak, ze
pozornie drobna luka w rozumieniu lub wiedzy tatwo moze sprowokowaé na-
stepne nieporozumienia, narastajace jedne na drugich, ktore uzewnetrzniaja
si¢ w lawinie bledéw, trudnej do zatrzymania (Krygowska, 1989, s. 142).
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High School Identities*

Abstract. In 1969, Polish mathematician and logician, Alfred Tarski asked if
all the identities true in the set of natural numbers involving the constant 1,
addition, multiplication, and exponentiation can be derived from the eleven
axioms that are taught at the high school level (High School Identities). In
1981 Alex Wilkie negatively solved this problem by constructing an identity
that cannot be proved using these axioms. In this paper we survey results
connected with Tarski’s problem.

Wstep

Na poziomie szkoly éredniej, a nawet w nauczaniu studentéw matematyki na
wyzszych uczelniach, niejasne pozostaje czesto rozréznienie pomiedzy teoria (réw-
nosciowa lub pierwszego rzedu) a aksjomatami i modelami tej teorii (Baldwin,
2010). Oczywiscie istnieja wazne teorie, w ktérych rozréznienie to jest zbedne,
gdyz teoria jest wyznaczona przez jeden kanoniczny model i opisana przez skon-
czony zbior aksjomatéw. W innych jednak przypadkach z naturalnej zdawaloby sie
aksjomatyki sformulowanej dla pewnego modelu nie da sie wyprowadzi¢ wszyst-
kich twierdzen prawdziwych w tym modelu. Co wiecej, nie da sie czasami takiego
uktadu aksjomatéw ,,poprawic¢” poprzez dopisanie do niego skonczonej liczby twier-
dzen. Najprostszego przyktadu takiej sytuacji dostarcza zbior liczb naturalnych
z dzialaniami dodawania, mnozenia i potegowania oraz proba aksjomatyzacji jego
teorii przez tzw. toZsamosci szkoly sredniej (High School Identities), ktéra oma-
wiam w tym artykule. Oparty jest on w duzym stopniu na przegladowych pracach
(Burris, Lee 1993); (Burris, Yeats 2004), a takze innych podanych w literaturze.

1. High School Identities i problem Tarskiego

Nastepujace réwnosci dla liczb naturalnych znane sa kazdemu, kto ukonczyt
szkole Srednia:

*Tozsamosci szkoly Sredniej
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 03C05; Secondary: 03C62
Key words and phrases: HSI-algebras, exponentiation, Wilkie’s identity
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(T1) z+y=y+z,c+(y+2)=@+y) +z Hich
72) z-y=y-z,z-(y-2)=(@ - y) 2z, 1=z, &
School
(T3) z-(y+z)=z-y+a-z, .
(T4) Ple o 17— 1 Identities
(T5) xy+z — ‘Ty . ‘,Ez7 (1. . y)z — iCZ . yz7 (xy)z — xy~z. (HSI)

Pojawily sie one w tej postaci juz w stynnej monografii Richarda Dedekinda
z roku 1888: Was sind und was sollen die Zahlen? (Dedekind, 1888). Uzywa-
jac jezyka algebraicznego mozna powiedzieé, ze algebra N := (N, 1,+,-,7), gdzie
N := {1,2,...}, z jedna stala 1 i trzema dzialaniami binarnymi +,-,1, gdzie
zTy:=2a¥ dla z,y € N, spelnia te jedenascie réwnosci.

W roku 1969 polski matematyk i logik Alfred Tarski (1901-1983) zadal pyta-
nie, czy z réwnosci (T1)-(T5) mozna wyprowadzié¢ wszystkie tozsamosci dla liczb
naturalnych, ktére zawieraja stalg 1, dodawanie, mnozenie i potegowanie (Doner,
Tarski, 1969). Pytanie to mozna inaczej sformulowaé¢ w nastepujacy sposob:

PROBLEM TARSKIEGO: Czy (T1)-(T5) tworzq zupelny uklad aksjomatéw teorii
réwnosciowej dla algebry N ?

Wiadomo bylo, ze analogiczne pytanie dla stalej 1, dodawania i mnozZenia ma
odpowiedZ pozytywna. Dokladniej, wiedziano, ze identycznosci (T1)-(T3) stanowia
zupelny uklad aksjomatéw teorii réwnosciowej dla algebry N := (N,1,4,-) (Hen-
kin, 1977). Ponadto, bylo tez wiadomo, ze teoria ta jest rozstrzygalna, tj. istnieje
algorytm pozwalajacy zdecydowad, czy dana réwnos¢, w ktorej wystepuje tylko
stata 1, dodawanie i mnozenie jest prawdziwa w N, czy tez nie, poprzez sprowa-
dzenie wyrazen po obu jej stronach do postaci normalnej, ktéra w tym przypadku
jest zwykly wielomian o wspélezynnikach postaci k := 14...4+1 (k - razy), gdzie
keN.

Tarski dat ten problem do rozwiazania swojemu doktorantowi na uniwersyte-
cie w Berkeley, Charlesowi Martinowi, ale temu udalo sie osiagna¢ tylko czesciowe
wyniki. Pokazal on mianowicie (Martin, 1973), ze problem Tarskiego ma rozwia-
zanie:

e pozytywne, gdy ograniczymy sie tylko do potegowania (N, 1) lub do potego-
wania i mnozenia (N, -, 1), oraz

o negatywne, gdy rozwazymy strukture z trzema dziataniami (N, +,- 1), ale
bez statej 1.

Nie rozwiazywalo to jednak oryginalnego problemu. Kilka lat pdzniej wybitny
amerykanski logik Leon Henkin w swoim artykule (Henkin, 1977), w ktérym opisy-
wal sytuacje dla l(I, okreslit problem Tarskiego jako trudny i wciaz nierozwiazany
pomimo wysitku wielu matematykdw.

Algebry spelniajace réwnosci (T1)-(T5) nazywamy HSI-algebrami (HSI jest
to oczywidcie akronim stéw high school identities). Problem Tarskiego réwnowazny
jest wiec pytaniu, czy klasa algebr spelniajacych te same identycznosci co N po-
krywa sig¢ z klasa H ST-algebr. Tarski, stawiajac problem, wierzyt, ze odpowiedz na
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to pytanie jest pozytywna, ale nie umial poda¢ dowodu. Gdyby jednak ktos chcial
obali¢ przypuszczenie Tarskiego, musialby to uzasadni¢ albo w sposéb syntaktycz-
ny, tzn. wskazaé identycznosé prawdziwa w N i niewyprowadzalna z identycznosci
(T1)-(T5), albo semantyczny, tzn. znalezé algebre, ktéra nalezalaby do rozmaitosei
HSI, ale nie spelnialaby jakiej$ tozsamosci prawdziwej w N.

2. Klasa HSI

Klasa HSI zawiera wiele ciekawych algebr. Prosty przyklad to R™: zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich RT ze stalg 1 i naturalnymi dzialaniami dodawania, po-
tegowania i mnozenia. Inny, to zbiér potegowy dowolnego zbioru X z tym zbiorem
jako stala 1 oraz z naturalnymi dzialaniami mnogosciowymi sumy i iloczynu, gdzie
potegowanie okreslone jest jako rzut na pierwsza wspélrzedna, tj. U 1V := U dla
U,V C X. Bardziej wyrafinowany przyklad (Birkhoff 1942) to algebra skoriczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych (rozwazanych z doktadnoscia do izomorfizmu
porzadkowego) ze zbiorem jednoelementowym jako 1 oraz dzialaniami sumy roz-
tacznej, iloczynu kartezjanskiego i odwzorowan zachowujacych porzadek. Mozna
ponadto pokazaé, ze istnieje 5 (z dokladnoscia do izomorfizmu) dwuelementowych
HSI algebr (Asatryan, 2004), oraz 44 (z dokladnoscia do izomorfizmu) tréjelemen-
towe HSI algebry (Burris, Lee, 1993). Inne zaslugujace na uwage HST-algebry to
dwie nieizomorficzne algebry N (0) i No(1), otrzymane jako rozszerzenia N o ele-
ment 0, z naturalnymi dzialaniami, gdzie przyjmujemy, odpowiednio, 0° = 0 dla
Nj(0) i 0° =1 dla Ng(1) (Asatryan, 2004).

Ciekawych przykladow skonczonych HSI-algebr dostarczaja nietrywialne ho-
momorficzne obrazy N. Aby je znalez¢, trzeba najpierw przeanalizowac jak wygla-
daja kongruencje, czyli relacje rownowazno$ci zgodne z dzialaniami w IN. Stosun-
kowo latwo mozna pokazaé, ze musza one mieé¢ posta¢ przystawania =, j, gdzie
a,k € N, w ktorym ,sklejamy” te liczby naturalne, ktére obie sa wieksze lub rowne
a i przystaja do siebie modulo k, czyli

M=, nwtwm=nlubmn>aim=gn

dla m,n € N. Algebra ilorazowa N/ =, ma wiec tu posta¢ cyklu o dtugosci k
z ,ogonem” o dlugosci a — 1, zob. Ryc. 1.

Ryec. 1. Algebra ilorazowa 1/\\T/ =4k
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Powstaje pytanie: kiedy taka kongruencja w N jest takze kongruencjg w N,
czyli kiedy zachowuje potegowanie? Odpowiedzial na nie, podajac elegancka cha-
rakteryzacje takich par liczb naturalnych a i k, doktorant Garretta Birkhoffa, John
Dyer-Bennet (1940). Udowodnil on mianowicie, ze relacja =, jest kongruencja
w N wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa dla kazdej liczby pierwszej p i naturalnej
m dwa nastepujace warunki:

1. jezeli p™|k, to m < a,
2. jezeli plk, to p — 1|k.

Gdy rozwazymy teraz szczegdlny przypadek a = 1, relacja =1 i staje sie zwy-
ktym przystawaniem liczb naturalnych mod k. Wowczas N / =1, posiada element
neutralny dla dodawania, ktérym jest klasa abstrakeji k/ =, 1 tworzy pierscient
z jedynka w naturalny sposéb izomorficzny z Zy. Stad natychmiast wnioskujemy,
ze =1 bedzie kongruencja w N wtedy i tylko wtedy, gdy potegowanie w Zj, moz-
na zdefiniowa¢ w ,naturalny” sposéb. Jak zaraz pokazemy, dzialanie takie da si¢
wprowadzi¢ jedynie dla bardzo szczegdlnych wartosci k. Postawienie takiej definicji
nie jest mozliwe na przyklad w Zs, bo chociaz 1 =4 (mod3), to 2! =2# 1 =24
(mod 3).

To, dla jakich k¥ € N konstrukcja taka jest wykonalna, rozstrzyga cytowane
wyzej twierdzenie Dyera-Benneta. Z pierwszego warunku wynika wtedy, ze w roz-
ktadzie k na czynniki pierwsze kazda liczba moze wystepowaé tylko w pierwszej
potedze. Z drugiego za$ warunku wnioskujemy, ze jezeli uporzadkujemy te czynniki
pierwsze rosnaco, to kazdy kolejny musi by¢ rowny iloczynowi pewnych mniejszych
powiekszonemu o 1. Teraz juz tatwo mozna pokazaé, ze k musi by¢ jedna z pieciu
liczb: 1,2,6 =2-3,42=2-3-7, 1806 = 2-3-7-43. Wiecej mozliwych przypadkdw
juz nie ma, gdyz kazdy iloczyn czynnikow pierwszych, na ktére rozkladamy 1806
powiekszony o 1 jest albo jedna z liczb juz wystepujacych w ciagu, albo liczbg, zto-
zong, w szczegdlnodci 1807 = 13 x 139. Tak wiec potegowanie jest mozliwe tylko
w czterech nietrywialnych pierécieniach cyklicznych: Zo, Zg, Z4o i Z1s06!

Oczywiscie zadna ze skoniczonych algebr ilorazowych algebry N nie moze stano-
wi¢ kontrprzykladu dla hipotezy Tarskiego, gdyz speiniaja one wszystkie identycz-
nodci, ktoére sa prawdziwe w N. Mozna jednak latwo pokazaé, ze kazda skonczona
HST-algebra musi juz zawieraé¢ ktoras z tych algebr ilorazowych jako podalge-
bre generowana przez 1. Kontrprzyktadu takiego mozna wiec szukaé rozszerzajac
taka algebre ilorazowa do wiekszej, nie spelniajacej juz wszystkich identycznosci
prawdziwych w N.

3. Kontrprzyktad Wilkiego

Problem Tarskiego zostal rozwiazany w zaskakujaco prosty sposéb przez Alexa
Wilkiego z Uniwersytetu w Oxfordzie (Wilkie, 1981). Podal on przyklad tozsamo-
$ci, ktéra jest prawdziwa dla liczb naturalnych, a ktorej nie da sie wyprowadzi¢
z High School Identities. Ciekawe, ze preprint Wilkiego zostal opublikowany do-
piero w roku 2000. Tozsamosé Wilkiego ma postaé réwnosci dwéch iloczynow,
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w ktorych wielomiany zalezne od jednej zmiennej x podnoszone sa do poteg x iy,
raz w jednej, a raz w drugiej kolejnosci:

(A7 + B7)! (CV 4+ DY) = (AY + BY)" (C° + D), (W)
gdzie
A=z+1,
B:=z%+z+1,
C:=z3+1,

D:=z*+2%2+1.

Tozsamo$¢ Wilkiego stanowila sprytna modyfikacje tozsamosci zaproponowa-
nej przez Martina w jego doktoracie (Martin, 1973), ktéra jest prawdziwa w alge-
brze liczb naturalnych z dodawaniem, mnozeniem i potegowaniem, ale bez jedynki,
i ktérej nie da sie wyprowadzié¢ z réwnosci (T1)-(T3) i (T5h) (ale da sie ja wywiesé
z réwnosci (T1)-(T5), jezeli 1 w jezyku uwzglednimy!):

(¥ +2Y)" (y* +y*)" = («® + %)’ (¥ +9¥)".

Dlaczego tozsamos$é Wilkiego prawdziwa jest w N, to znaczy N E W? Aby
to zobaczyé¢, zauwazmy, ze w rozkladzie wielomianéw C' i D pojawia sie ten sam
czynnik F := z? — x + 1. Dokladniej, mamy C = A-F i D = B-F, a stad
dla wszystkich rzeczywistych dodatnich liczb x 1 y (a wiec w szczegdlnosei dla
wszystkich liczb naturalnych) zachodzi:

(A® + B®)Y (CY + DY)" = (A" + B*)" (AY + BY)" F¥*
= (A" + B*)Y F™ (AY + BY)"
= (C* + D")Y (AY + BY)".

Dlaczego natomiast tozsamoéci Wilkiego nie da sie wyprowadzi¢ z HSI? Istot-
nym powodem jest to, ze w powyzszym dowodzie wykorzystaliSmy wyrazenie F,
ktoére chociaz przyjmuje wylacznie wartosci naturalne dla z € N, to nie jest termem
w jezyku algebry N, czyli nie mozna go zapisa¢ uzywajac tylko stalej 1, dodawania,
mnozenia i potegowania, gdyz wystepuje w nim sktadnik ujemny. Oczywiscie, nie
oznacza to, ze nie méglby a priori istnie¢ inny dowod tej tozsamosci, korzystajacy
wylacznie z aksjomatow HSI. Wilkie podal dowdd syntaktyczny, ze HST ¥ W,
przeprowadzajac go nie wprost — indukcja na dlugo$é ewentualnego takiego wy-
prowadzenia (Wilkie, 1981).

Pierwszy dowdd semantyczny tego faktu zaproponowal Yuri Gurevi¢ (1985)
konstruujac 59-elementowa H SI-algebre, ktora nie spelnia tozsamosci W. Pdzniej
podawano coraz to mniejsze przyklady takich algebr. Ostatecznie Stanley Burris
i Karen Yeats (2004) skonstruowali taka algebre o 12 elementach, a rok pézniej
Jian Zhang (2005) pokazal, ze najmniejsza H SI-algebra nie spelniajaca W musi
mie¢ co najmniej 11 elementéw. Do dzis jednak nie wiadomo, czy taka H .ST-algebra
istnieje.
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Otwarte pozostaje tez pytanie: jaka jest najmniejsza HSI-algebra, ktora nie
spelnia jakiejs tozsamosci prawdziwej w N (takie tozsamosci nazywa sie czasem
egzotycznymi)? Wiadomo jedynie, ze musi ona liczy¢ co najmniej 3 elementy, gdyz,
jak wspominalisSmy juz, istnieje tylko 5 nieizomorficznych dwuelementowych HSI-
algebr i okazuje sie, ze kazda z nich spelnia wszystkie identycznosci N, wiec nie
mogg one stanowi¢ kontrprzykladu dla hipotezy Tarskiego (Asatryan, 2004).

4. Skonczona aksjomatyzowalno$¢ i rozstrzygalno$¢ teorii row-
nosciowej dla N

Negatywne rozstrzygniecie przez Wilkiego hipotezy Tarskiego sprawilo, ze ak-
tualne stalo sie pytanie o to, czy mozna zaksjomatyzowac teorie¢ réwnosciowa dla
N, dodajac do jedenastu identycznosci (T1)-(T5) jakis$ skoriczony zbiér aksjoma-
tow. Pytano wiec, czy zbior wszystkich identycznosci prawdziwych w algebrze N,
ktéry bedziemy oznaczaé dalej przez Th (N), jest skoriczenie aksjomatyzowalny.
Negatywnej odpowiedzi na to pytanie udzielit Gurevi¢ (1990), ktéry udowodnit,
ze teoria rownosciowa dla N nie jest skonczenie aksjomatyzowalna. Wskazal on
w tym celu nieskoniczony ciag identycznosci (W, )nen prawdziwych w N i podob-
nych w formie do W, ale zawierajacych tylko jedna zmienna, i pokazal, ze z kazdego
skonczonego zbioru identycznoéci dla N nie da sie wyprowadzi¢ przynajmniej jed-
nej z nich. Identycznosé Wy uzyskuje sie, wstawiajac w identycznosci Wilkiego 27
za y. Ogolnie ciag ten ma nastepujaca postac:

(4z+B2)* (€2 4+ DZ) = (A% +BF) (Ci+ DY, (W)
gdzie dlan € N

A, =z+1,

B, =a®"+.. . +z+1,
Cy, =" 41,

D, =z 4+ . +22+1

3

Chociaz algebry N nie da sie opisa¢ za pomoca skonczonego zbioru aksjomatéw,
mozna pokazaé, ze teoria réwnosciowa dla N jest rozstrzygalna, to jest istnieje al-
gorytm (efektywna procedura), ktéry rozstrzyga, czy dana formula jest spelniona
w N czy nie. Pierwszym krokiem dla pokazania tego wyniku bylo udowodnienie
przez Martina (1973) rezultatu, stwierdzajacego, ze dokladnie te same tozsamosci,
ktoére sa prawdziwe w algebrze liczb rzeczywistych dodatnich z dodawaniem, mno-
zeniem, potegowaniem i stala 1, sa tez prawdziwe w N, czyli ze Th (N) = Th (R™1).

Dowdd Martina opieral sie na nastepujacym pomysle z pracy (Hardy, 1910).
Rozwazamy zbiér H ztozony z wszystkich funkcji prowadzacych z R* w R, zde-
finiowanych za pomoca statych dodatnich, dodawania, mnozenia i potegowania.
W zbiorze tym definiujemy relacje < polegajaca na tym, ze jedna funkcja jest,
poczawszy od pewnego miejsca, silnie wieksza od drugiej. Okazuje sie, ze dla kaz-
dych dwdéch réznych funkceji f,g € H, zachodzi albo f < g, albo g < f (Hardy,
1910, Burris, Yeats, 2004). Innymi stowy wykresy dwdch takich funkeji nie moga
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nieskonczenie wiele razy si¢ przecina¢. Kazdemu termowi jednej zmiennej wyrazo-
nemu w jezyku N da sie przypisa¢ w naturalny sposéb funkcje z H. Zatem, jezeli
réwnoéé takich dwéch terméw jest nieprawdziwa w algebrze R™, to odpowiadaja-
ce im funkcje réznia sie dla dostatecznie duzych argumentoéw, a wiec i dla pewnej
liczby naturalnej. Stad réwnosé tych dwoch terméw jest falszywa takze w N. Sy-
tuacje, gdy termy zaleza od wigkszej liczby zmiennych, sprowadza sie tatwo do
przypadku jednej zmiennej za pomoca indukcji na ich liczbe.

Ostatecznie problem rozstrzygalnosci teorii réwnosciowej dla N redukuje sig¢
wiec do problemu rozstrzygalnosci dla R, ktéry Macintyre (1981), a kilka lat poz-
niej niezaleznie Gurevic¢ (1985), rozwiazali stosujac zaawansowane metody analizy
matematycznej.
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Wokét liczb i szeregéw harmonicznych*

Abstract. The harmonic series is one of the most celebrated infinite series of
mathematics. From a pedagogical point of view, the harmonic series provides
a wealth of opportunities. Applications such as Gabriel’s wedding cake and
Euler’s proof of the divergence of prime numbers can lead to some very
nice discussions. The main idea of this article is to survey some of unusual,
insightful and inspiring divergence proofs. First of all, this article is addressed
at first-year calculus students.

[y

Wstep
n
Liczbe 7—[7(15) =5 % nazywamy n-ta liczbg harmoniczng rzedu s, za$ szereg
k=1

# szeregiem harmonicznym rzedu s, s € R. Termin harmoniczny wywodzi sie

118

n=1
z tego, ze kazdy wyraz ciagu o przepisie a, = %, poczawszy od drugiego, jest
$rednig harmoniczng wyrazow sasiednich, to znaczy

2
> dak>2

ap = i

Qp—1 Ak+1
W dalszej czesci artykultu terminy: liczby harmoniczne i szereg harmoniczny ozna-
czaé beda liczby harmoniczne i szereg harmoniczny rzedu pierwszego. Bedziemy
pisa¢ H,, zamiast ’H%l).

Jako pierwszy wlasnoéci liczb harmonicznych badal Nicholas Oresme. W 1350
roku udowodnil, Ze szereg harmoniczny jest rozbiezny. Co wiecej, pokazal, iz sumy
czedciowe tego szeregu spelniajg nieréwnosé Hor > %, dlak=12,...

Ponad czterysta lat p6zniej oszacowaniami liczb harmonicznych zajmowal sie
Leonhard Euler (Euler, 1734); w XIX, XX i XXI wieku to zagadnienie byto badane
miedzy innymi w (Cesaro, 1885), (Lodge, 1904), (Toth, Mare, 1991), (DeTemple,
Wang, 1991), (Chen, Qi, 2008) oraz (Villarino, 2004, 2007).

*Around harmonic numbers and harmonic series
2010 Mathematical Subject Classification: Primary: 97A80, 97B40, 97130
Key words and phrases: harmonic numbers, harmonic series, divergence
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Liczby harmoniczne sa powszechne w nauce: w fizyce - opornos¢ zastepcza
uktadu opornikéw polaczonych rownolegle jest réwna $redniej harmonicznej po-
szczegblnych opornosci, w informatyce - w analizie algorytmoéw, w muzyce - przy
zaleznosciach miedzy tonem podstawowym a diugoscia struny wyjsciowej.

Liczby harmoniczne wystepuja w statystykach dotyczacych zjawisk pogodo-
wych. Analizujac zapisy meteorologiczne w Chicago, Kifowit i Stamps (Kifowit,
Stamps, 2006) zauwazyli zalezno$¢ miedzy rokiem, ktéry przynidst rekorodowe
opady $niegu, a wartosciami kolejnych liczb harmonicznych; generalnie po n latach
obserwacji odnotowywano okoto #,, rekordowych lat.

Zadziwiajaca jest sztuczka karciana oparta na pomysle R.T. Sharpa (Sharp,
1954), ktéra pokazuje, jak w naturalny sposéb liczby harmoniczne pojawiaja sie
w prostych sytuacjach.Przypusémy, ze chcemy ulozyé¢ na stole stos kart tak, aby
nawis utworzony przez karty wystajace poza krawedz stotu byt maksymalny. Jesli
mamy k kart, di41 oznacza odleglo$¢ krawedzi wierzchniej karty od krawedzi stotu,
to otrzymujemy zaleznos$é dy1 = Hy (wiecej szczegdtéw w (Patashnik, Graham,
Knuth, 2001)).

W kolejnych rozdziatach przytoczymy wybrane, réznorodne, dowody rozbiez-
nodci szeregu harmonicznego, pokazemy zastosowanie liczb harmonicznych w dowo-
dzie twierdzenia o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych oraz wyprowadzi-
my podstawowe oszacowania liczb harmonicznych.

Artykut jest adresowany przede wszystkim do studentéw pierwszego roku mate-
matyki, moze stanowi¢ przyktad ciekawego wyktadu w ramach kursu analizy mate-
matycznej przy omawianiu pojecia szeregow liczbowych i ich zbieznoéci. Uczniowie,
ktérzy ukonczyli szkote srednig na profilu rozszerzonym z matematyki wiedza, ze
suma nieskoriczonej ilosci dodatnich skladnikéw moze by¢ skoniczona (na przykla-
dzie sumy skladnikéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o ilorazie ¢, w przy-
padku |¢| < 1). Z doswiadczenia autora, podpartego rozmowami ze studentami
pierwszego roku matematyki, wynika, ze intuicja zawodzi ich w przypadku oblicze-
nia sumy odwrotnoéci wszystkich liczb naturalnych. Podawane sa rézne skonczone
wyniki, prawidlowa odpowiedz jest rzadkoscia. Gtéwa idea artykutu jest przedsta-
wienie wybranych dowodéw rozbiezno$ci szeregu harmonicznego, wzbogaconych
interpretacja geometryczna. Dowody te pokazujg piekno i réznorodno$é¢ matema-
tyki na przystepnym poziomie.

2. Zbiezno$¢ szeregu harmonicznego

FAkT 1
Szereg harmoniczny jest szeregiem rozbiezZnym.

Powyzsze stwierdzenie zostalo udowodnione na kilkadziesiat (Kifowit, Stamps,
2006a) sposob6w. Najpierw przytoczymy dwa z nich, najczesciej cytowane w pod-
recznikach analizy matematycznej (patrz (Fichtenholz, 1995), (Kaczyniski, 2005)).

Dowdd 1. (Nichola Oresme, 1350).
Zachodzi oczywista nieréwnosc

1 n 1 n n 1 1 1
“ . — n
n+1 n+2 2n 2n
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Jezeli po odrzuceniu dwéch pierwszych wyrazow, pozostate wyrazy szeregu harmoni-

cznego rozbijemy na grupy po 2,4,8,...,28 1 .. wyrazéw w kazdej:
1+1 1+1+1+1 1Jr Jr1 1 n Jr1
3 45 6 7 89 16) 7 2k—1 41 k>
——
2 22 23 ok—1

to kazda z tych sum z osobna bedzie wieksza od % Faktycznie,

1 1 ok-1
T A S A S
k11 TR TR Tg GakZ
Stad
1
H2k>1€'§

Sumy cze$ciowe nie sa ograniczone z gory, wiec szereg jest rozbiezny (analogicznie
. - M—1
mozna pokazaé, ze Hyn > k- “57~). O

Dowdd 2. Skorzystamy ze znanych nieréwnosci <In(1+¢) <tda t>-1.

t+71
Podstawiajac w nich ¢ = %, gdzie k € N, otrzymamy

L<1n +1 1
E+17 k k:'

Sumujac powyzsze nieréwnosci dla k = 1,2, ..., n mamy

Ll <2} 1+ <lfitisogl
273 +1— " = 7273 n

Oznaczajac teraz n-ta sume czesciowa szeregu harmonicznego przez s, , otrzymu-
jemy
Snt1 — 1 <In(n+1) < s,.
Z tego, ze lim In(n + 1) = co wynika, szereg harmoniczny jest rozbiezny. O
n—oo
W innej wersji powyzszego dowodu korzysta si¢ z kryterium ilorazowego dla sze-

regu harmonicznego i szeregu y_ In (1+ 1).
n=1
Dowéd 3. (Pietro Mengoli, potowa XVII wieku) Zauwazmy najpierw, ze

1 1 2n 2
= > —, dl =2,3,...
n—1+n—|—1 n2—1"n’ an T

Przypuéémy, ze szereg harmoniczny jest zbiezny do S. Wtedy:

Sett(otats )t (st ) 4 (ot =)+
a 23 4 56 7 8§ 910) "

3 3 3
I+ 2+ 2454+ =1+85.
>1+5+z+5+ +S
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Otrzymalismy sprzecznosé¢. [

Dowdéd 4. (Jacob Bernoulli, 1689) Zauwazmy, ze jesli c € N, ¢ > 1, to

(NS B PR B
e = c—c)—==1-=.
c+1 c+2 c? c? c
a5 +--+ % > 1 Stad
i1—1+ LD [ (L I L
nzlni 2 3 4 5 7725 26 676
>1+1+1+... O

Dowdéd 5. Przypusémy, ze szereg harmoniczny jest zbiezny do S. Wtedy S > 2,
poniewaz Hy = % Zauwazmy, ze

st (PN () (Lt
a 2 3 4 5 6 7 10

T L N S T A A
11 15 376 10 15
2

5+3+4+5+ 24 _22

Stad S < 2, co jest sprzeczne z naszym wyjsciowym spostrzezeniem. [
Kolejny dow6d wiaze liczby harmoniczne z liczbami Fibonacciego (Kifowit,
Stamps, 2006b), (Chen, Kennedy, 2012).

Dowdd 6. Ciag Fibonacciego to ciag liczb naturalnych okreslany rekurencyjnie
w nastepujacy sposob:

f0:17 f1:17 fn+1:fn+fn—1a dlan:1527""

Kolejne wyrazy tego ciagu nazywane sa liczbami Fibonacciego. Skorzystamy ze
znanego faktu:

" 1 5
lim Frt1 = +\f.

n—oo  fi 2

Zauwazmy, ze

Zl—1+1+1+ EOE N e
n_ 2 3 45 6 7 8

1 1 2 3 S
> 1 _ _ - — oo=1 .
2l+g+otetot +n§:1fn+1
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o]
Z (1) wynika, ze szereg > }c"—: jest rozbiezny, co pocigga za soba rozbieznosé
n=1""

szeregu harmonicznego. [
Przytoczymy jeszcze jeden z nowszych dowodéw (patrz Sinha, 2013):

Dowéd 7. Zauwazmy, ze

1 m
+- o+ —>H+ ——.

Hiem = H kE+2 k+m k+m

F LT

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k& mamy lim - = 1. Ustalajac ¢ €
m—» 00

+
(0,1) dostajemy, ze dla kazdego k istnieje m takie, ze Hyim > Hyi + €. Stad ciag
(H,,) nie jest ograniczony z gory, szereg harmoniczny jest rozbiezny. O

Pomimo tego, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny, liczby harmoniczne rosna
swyjatkowo wolno”. Dla przykltadu Hg = 2%, Hoo ~ 3,6, zas Hizooo ledwie
przekracza 10.

W obliczu tych faktéw zaskakujace moze sie wydawaé, ze

LEmAT 1
Liczba harmoniczna jest liczbg naturalng tylko dla n = 1.

Dowdd. Oczywiscie Hy = 1 € N. Rozwazmy H,, dla n > 1 i wybierzmy k
takie, ze 2F < n < 2F*1. W ten spos6b mamy

11 1
Ho=1+-+-+ -+

1
2 "3 P

Niech teraz M bedzie najmniejsza wspo6lna wielokrotnoscia wszystkich mianowni-
kéw réznych od 2F:

M=NWW(1,2,3,...,28 = 1,2 +1,... n).

Stad 257! jest dzielnikiem M, za$ 2* nim nie jest. Mnozac H,, przez M otrzymamy

M M M M M
M-H, =M+ —4+—+- -+ —+- -+ —=t+ —

> 3 oF - ok gdzie t € N.

Z okreslenia M wynika, ze év—,f ¢ N. Stad M - H,, ¢ N, wigc réwniez H,, ¢ N dla
n > 1.

Przytoczymy teraz twierdzenie o zbieznosci szeregu harmonicznego rzedu s. Z wnio-
sku z tego twierdzenia skorzystamy w dalszej czesci artykutu.

FakT 2
Szereg harmoniczny rzedu s jest zbiezny dla s > 1 i rozbiezny dla s < 1.

Dowdd. Rozwazmy trzy przypadki:

1. Niech s = 1. Otrzymujemy szereg harmoniczny, wiec rozbiezny.
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2. Niech s < 1. Z kryterium poréwnawczego mamy

1 1 >
—<— dlaneN, s<1 i Y —=+o0,
n ns nzln

zatem szereg harmoniczny rzedu s < 1 jest rozbiezny.

3. Niech s > 1. Laczac wyrazy szeregu harmonicznego rzedu s w grupy, tak jak
ponizej, otrzymamy sumy

IS SR @)
3s 45’ 5s 65 7s 85’ T (2k71 + 1)5 (Qk:)s""
N——

2 22 ok—1

Zauwazmy, ze

NS SRS SR 1
T N
(n+1)  (n+2)s (2n)* ns nsTl

Z powyzszych zaleznosci widaé, ze kolejne sumy w (2) sa mniejsze od kolej-
nych wyrazéw ciagu geometrycznego o przepisie a,, = ﬁ Zatem kazda
suma czesSciowa rozpatrywanego szeregu jest mniejsza od liczby

1

1 55T
L=1+—_+ 22—,
2¢ 1- 23171

wiec szereg harmoniczny rzedu s > 1 jest zbiezny.

WNIOSEK 1
Cigg (Hy(,,s)) liczb harmonicznych rzedu s > 1 ma granice. Nazywamy jg dzetq

Riemanna 1 zapisujemy :
oo 1
=HY =) —.
() >

Powyzszy wniosek wykorzystamy przy dowodzie Lematu 3.

Aby pobudzi¢ wyobraznig¢ studentéw odnosnie do rozbieznosci szeregu harmo-
nicznego, warto im przedstawi¢ interpretacje geometryczna szeregu harmoniczne-
go, noszaca nazwe Gabriel’s wedding cake (Fleron, 1999).

Okreslmy funkcje f nastepujaco: f(z) = ﬁ dla z € [1, 00), gdzie symbolem [x]
oznaczono ceche liczby x. Obracajac wykres funkcji f wokél osi OX, otrzymamy
figure przedstawiona na Ryc. 1.

Sktada sie ona z nieskor'lczonej ilosci otwartych walcéw o wysokosciach dhugosci

1 i promieniach, kolejno, 1, 2 5 3, .... Zatem

V—iﬂ(1>2—7r§:1
N k) k:1k2'

k=1
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. . . . . . . . 2

Na mocy Wniosku 1 wiemy, de suma szeregu jest zbiezna do liczby ((2), czyli -

(Dunham, 1990). Stad V' = 7. Z drugiej strony, jesli policzymy pole powierzchni
bocznej rozwazanej bryty, dostaniemy

— 1 1

P= 21 - — =2 —.

D am =) o

n=1 n=1

Okazuje sie wiec, paradoksalnie, ze rozwazany tort ,mozemy zjes¢, ale nie zamro-
7i¢” (Fleron, 1999).

Ryc. 1. Gabriel’s wedding cake (Kifowit, Stamps, 2006b)

3. Liczby harmoniczne a liczby pierwsze

Liczby harmoniczne odgrywaja zasadnicza role w dowodzie twierdzenia Eulera
o istnieniu nieskoniczenie wielu liczb pierwszych. Najpierw przytoczymy twierdze-
nie o jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na iloczyn liczb pierwszych:

TWIERDZENIE 1
Kazdg liczbe naturalng n > 2 mozna jednoznacznie (z dokladnoscig do kolejnosci
czynnikéw) zapisaé w postaci iloczynu liczb pierwszych.

Dowdd. Zobacz (Sierpinski, 1950).

TWIERDZENIE 2
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje skonczenie wiele liczb pierwszych, oznaczmy
je przez pi1,p2, ..., Pn. Rozwazmy szeregi

1 1
I+ —+=+... 1<k<n.
Pk Py

Oczywiste jest, ze sa one zbiezne, jako szeregi geometryczne o ilorazach p%’ edyz

1
Pk

< 1. Zatem ich sumy S), sa réwne 1_1¢~ Stad za$
Pk
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7 drugiej strony, biorac pod uwage iloczyn Cauchy’ego rozwazanych szeregow,
mamy

S = h,%lﬁooz l1Z 12

""" li=0 P1 ;=0 P2 l,=0Pn

M 1

1 1 1 1 1 1 1 1
—1+*+"'+*+*2+7+"'+ tst "ttt
p1 Pn Yz p1p2 P1Pn p3 D2p3 Pn

Zauwazmy, ze kazda z liczb, w rozkladzie ktérych wystepuja liczby p1, .. ., p, znaj-

duje sie w mianowniku jednego z wyrazéw iloczynu Cauchy’ego rozwazanych sze-

regdw Sp, - Sp, - ... Sp, 1 to dokladnie jeden raz.

7 jednoznacznosci rozkladu na liczby pierwsze wnioskujemy, ze powyzsze mia-

nowniki odpowiadaja wszystkim réznym liczbom naturalnym. Stad nasza sume
o0

S mozemy zapisaé jako S = ) % Stad suma szeregu harmonicznego jest licz-
i=1

ba, bowiem S jest liczba. OtrzymaliSmy sprzecznosé. Zatem liczb pierwszych jest

nieskonczenie wiele.

4. Wpybrane oszacowania liczb harmonicznych

Pokazemy teraz przyklady podstawowych twierdzen dotyczacych oszacowan
liczb harmonicznych.

LEMAT 2
Dla n € N zachodzg nieréwnosci:

n+1

< Hom <n+ 1.

Dowdd. (indukcyjny)
1. Dlan-lmamy?—lg—% wiec 1 < Hy < 2.

2. Zalézmy, ze EFL < How < k + 1 dla dowolnie ustalonego k € N.

Wtedy:
1 1 2k+1 _ 2k
Hoprs = Har 4 g+ b g Sk ——— =k +2.
7 drugiej strony
1 1 k +1 2k+1 _ 2k k +9
Hor+1 = Hor + ok 11 + -+ 5T 2 3 + ST = 5

Stad 52 < Howrs < k+2.

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej, "T'H < Hon < n—+1 dla kazdego
n € N.
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Przy pomocy liczb harmonicznych mozna zdefiniowaé liczbe v zwana stata Eulera.
Mianowicie:

LEMAT 3
Istnieje granica:
lim (H, —Inn).

n—oo

Dowdd. Korzystajac z rozwiniecia w szereg Maclaurina, mamy:

1 i =—In(1 .1 + ! + ! + ! +
k1) T U TR TR T 2 T T ke ‘
Szereg ten jest zbiezny dla wszystkich k takich, ze —1 < —% < 1, wiec w szcze-

gblnoéci dla & > 1. Jesli zsumujemy obie strony po 2 < k < n, to otrzymamy
kolejno

S Ik —In(k—1)] =) (
1
k

LIS S
k' 2k2 " 3k3 ’
k=2 k=2
= I 1 11
Inn—Inl=>" +§Zﬁ+52§+-w
k=2 k=2 k=2
1 1
1nn=(Hn—1)+§(H£3> 1)+§(7{;3>—1)+

S‘%d Zaé

Zgodnie z Wnioskiem 1, na podstawie glebszych twierdzen analizy matematycznej,
dostaniemy

lim (H, —nn) = 1 - 2(C(2) = 1) = 2(C(3) — 1) = ~(C(4) = 1) — - ,

n— 00 2 3 4
gdzie po prawej stronie tej rownoéci mamy sume szeregu zbieznego, a wiec liczbe.
Liczba ta nazywana jest stala Eulera -, wynosi ona w przyblizeniu 0, 577218 (Euler,
1734).

Powyzszy lemat nasuwa przypuszczenia, ze istnieje zalezno$¢ miedzy liczbami har-
monicznymi a logarytmem naturalnym.
Faktycznie, mamy nastepujace oszacowanie:

TWIERDZENIE 3
Dla kazdego n > 2 zachodzq nierownosci:

In(n+1) < H, <lnn+1.
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Dowdd. Okredlmy funkcje f : [1,00) — R wzorem f(z) = L.

Rozwazmy rodzine prostokatéow o wierzchotkach: ’
A, =(n,0), B,=(n+10), C,=(n,f(n)), Dp,=(n+1,f(n)

lezacych (czeéciowo) nad wykresem funkcji f. Kazdy z tak utworzonych prosto-
katéw ma bok dlugosdci 1 lezacy na osi z, za$ dlugosci sasiednich bokéw tych

prostokatéw wynosza kolejno 1,4, %,....
Zatem:
n+1
1 1 1
f<x)dm:1n(n+1)<1+§+§+'”+E:Hn~

1

Rozwazmy teraz rodzine prostokatéw o wierzchotkach:
Ap = (n,O), B, = (TL-I—l,O), Cn = (nvf(n+1))v D, = (TL-l— 1af(n+1))

lezacych pod wykresem funkcji f. Podobnie jak poprzednio kazdy prostokat ma
bok dlugosci 1 lezacy na osi x, za$ dlugosci sasiednich bokéw tych prostokatow
wynosza kolejno %, %, %, e

Zatem:

f 1 1 1
d :1 — — e —_— = ’I’L_l'
/f(a?)sc nn>2+3+ +n H
1

Stad H, < Inn + 1. Ostatecznie In(n + 1) < H,, < Ilnn + 1.

PRZYKEAD 1

Oszacujmy warto$é liczby Hig = Hos = 3202399

720720 "

Na mocy Lematu 2 mamy
2 < Hie <4,

za$ z twierdzenia 3, poniewaz In17 > 2,83 i In 16 < 2,77 wynika, ze

2,83 < Hig < 3,77.
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Abstract. In my paper, I discuss the results of individual observations of
pupils aged 13-14. These children undertook an attempt to solve problems
which were designed in order to bring about an inductive type of generalizing.
The main aim of the study was to classify typical methods of proceeding,
which represent the pupils’ ways of reasoning and to determine what influ-
ence a particular method of proceeding may have on the final outcome of
their work. These results indicate the general pupils’ strategies of generali-
zing. Presumably, visual thinking produces a positive effect on the pupils’
process of generalizing and abilities to describe regularity with the aid of
a letter symbol.

1. Introduction

In modern mathematics education, mastering the approach is valued more
than mastering the knowledge. This is why great importance is attached to de-
veloping the mathematical activity of the students. The preferred methods allow
students to discover or create mathematics. According to J. Filip and T. Rams:
Children should learn to communicate, articulate, and describe their ideas and
doubts, be allowed attempts and mistakes, cooperate with each other. They need
to learn to listen to others, and, most importantly, learn on their own, “find their
own approach to mathematics” (Filip, Rams, 2000, p. 9). In order to shape this
approach, mathematical activities and behaviour should be nourished. A. Z. Kry-
gowska outlined a number of such activities, including the perception and use of
analogy, creating schemes, assimilation and processing of information, deduction,
reducing problems into others, interpretation and use of definitions, creating and
using algorithms (Krygowska, 1986), as well as generalizing (Krygowska, 1981).

The need of introducing elements of generalisation-based reasoning can be no-
ticed in the recent years in teaching centres both in Poland as well as worldwide.

*Rola wizualizacji w procesie uogélniania
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97C70; Secondary: 97-02, 97B50
Key words and phrases: generalisation, visualisation in mathematics
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This is influenced by the international PISA research (Programme for Internatio-
nal Student Assessment), the aim of which is to assess the knowledge, skills, and
stance of 15 year old students in the context of the three concepts which were
deemed most important in the development of teenagers. Emphasis is placed on
reading and reasoning in humanities, mathematics as well as reasoning in natural
sciences. In the context of mathematics, the skills taken into consideration include,
among others, the ability of abstract thinking, analysis, and generalisation. In the
context of the development of such activities, the need for the didactic activities of
the teacher are also worth taking into consideration. The aim of the activities is to
develop the habit of observation, experimentation, seeking and attaining knowledge
on one’s own; this requires, on all levels, teaching the development of perception
and use of analogies (similarities and differences), empirical inference, use of re-
current reasoning, and inductive generalisation (Legutko, Stando, 2008, p. 32;
own emphasis). The aforementioned mathematical activities can be developed on
the basis of geometry and arithmetic. In the recent years, a significant amount
of mathematics education literature is dedicated to the process of generalisation
(Presmeg, 1999; Ciosek, 1995; Zaksis, Liljedahl, 2002; Legutko, 2010; Flores, 2012;
Hitt, 2012; Malara, 2012; Vinner, 2012; Zargba, 2012), emphasising the impact of
developing the ability to perceive relations between numeric values, which are re-
lations in arithmetic. Generalising the reasoning conducted on particular numbers
leads to algebraic thinking, and, in its final form, to using symbolic notation.

Both algebraic thinking and using symbolic notation are issues for students in
many stages of learning. This leads to a discussion regarding the ways of teaching
algebra. The teacher faces new tasks which require him to engage in different types
of activities, as well as creating or modifying educational situations in such a way
as to make the acquisition of algebraic knowledge as accessible as possible to the
students. In particular, it is necessary for the teachers to have knowledge of the na-
ture of algebraic thinking. It is therefore important to note the results of research
of the thought process of a student who generalises and uses symbolic notation.
This is the type of research this article refers to. The research itself described in
detail in another work (Zareba, 2012).

Advancing from arithmetic to algebra, which usually takes place at primary
school level, usually starts with generalizing by varying constants or by inductive
generalizing. The latter begins by observing specific attributes of tasks, and noti-
cing the rules and relations therein. It depends on the teacher whether and how
such skills will be developed by the students. As stated by Legutko, teachers will
prefer the development of the skill of generalizing if they can generalise as well.
(...) They should also have the ability to conduct a discussion with the students
regarding them noticing the various rules, ways of writing things down with num-
bers, letters, algebraic expressions, and equations (Legutko, 2010, p. 114).

In finding one’s way to mathematics and discovering relations and rules, vi-
sualisation can be used. The role of this activity has been increasingly prominent
in mathematics education literature (Castelnuovo, 1987; Kufina, 1998; Presmeg,
1999; Tlusty, 2002; Rosken, Rolka, 2006; Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009; Sochanski,
2011; Flores, 2012; Hitt, 2012). It is important for the teacher to notice how the
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student makes use of it and uses it on the way to generalisation. This knowledge
can be used to properly guide the ones who are struggling with mathematics.

2. Terminology - inductive type of generalizing and visualisation

This work was inspired by one of the articles regarding this topic (Yilmaz,
Argiin, Keskin, 2009). The authors conducted and described studies which allowed
me to reflect upon my work (Zareba, 2012) in the context of noticing the role of
visualisation in the process of generalizing. Analysing the results of both works
seems interesting due to the fact that the studies described by the authors were
conducted independently of one another and used a similar research tool, though
aimed at different age groups. The subject of these studies is a specific type of
generalizing, i.e. inductive generalizing. This is why the definition of the term as
well as a description of visualisation are provided further.

In literature, while defining visualisation, different aspects of it are noted.
This article follows the definition made of the authors of the synthetic depicti-
on of visualisation (Hershkowitz, 1989; Zimmermann, Cunningham, 1991; Arcavi,
2003; Rosken, Rolka, 2006; Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009; Hitt, 2012), including the
authors of the article which is referred to further in the text. They note: Visua-
lisation is the ability, the process and the product of creation, interpretation, use
of and reflection upon pictures, images, diagrams in our minds, on paper or with
technological tools, with the purpose of depicting and communicating information,
thinking about and developing previously unknown ideas and advancing understan-
dings (Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 131; in: Arcavi, 2003; Hershkowitz, 1989;
Zimmermann, Cunningham, 1991).

The purpose of visualisation is notable e.g. in situations where the method
used for a specific case which does not change for a different case can allow a
person to understand the rules governing the world of mathematics. Among such
situations are e.g. interpreting the law of swapping the places of numbers in a sum
(see: Figure 1) or notable product equations presented in a square (see: Figure 2;
in: Siwek, 2005, p. 322).

Figure 1. 4 +3=3+4 Figure 2. (a + b)? = a® + 2ab + b*

Generalising of the inductive type is the process of discovering general
rules on the basis of observation and comparison of particular cases (Krygowska,
1977; Gucewicz-Sawicka, 1982; Nowak, 1989).

An example of this type of generalizing is presented by Z. Krygowska:
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The student is to calculate a sum

S, = i + i + i + + #
"T1.2 23 3.4 77 (n—-1)-n’
He begins his reasoning by calculating the first three terms of the equation

Sn. The result is:

1 2 3

Si==, Se=z, Sz=-.

Ty Py Py
Those are three specific theorems. The student notices that these equations
can be a result of the equation S, = # by substituting n = 1, n = 2, and
n = 3 respectively. The theorem A S, = ;25 is a more general theorem

nenN

than the three specified theorems, as all of them can be a result of the general
theorem by specifying it. All of the three specific theorems are certainly true,
but the general theorem is, in this stage, still a hypothesis which needs to
be studied.

(Krygowska, 1977, pp. 112-113)

A way of merging visualisation with inductive generalisation can be observed
in the following task regarding handshakes:

Find the number of handshakes performed when the following number of people
meet: 2 people, 3 people, 4 people, 5 people, 6 people, 10 people, and 100 people.
How many handshakes will there be, if n people meet?

Here, generalisation manifests in studying the consecutive specific situations
of the task (see: Figure 3; Baranowska, 1992, p. 11). All of them regard a specific
number of people shaking their hands. The analysis of the procedure or the results
(the number of handshakes) leads to solving the task for n people. Depending on
the reasoning used, the solution can be presented in multiple ways, e.g. by use of

algebraic expressions: @ orl+2+3+..+(n—1).

Figure 3. Handshakes
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What turns out to be immensely helpful in solving the task is making drawings
for the specific cases of the task and their proper interpretation. The role of such
drawings in generalizing is outlined further. The description is made in the con-
text of the aforementioned Turkish and Polish studies. The following paragraphs
contain insight regarding both studies, as well as the conclusions drawn by the
authors and my own thoughts on the matter.

3. Description and conclusions from Turkish research

The Turkish research involved teachers from Turkish upper secondary schools.
One of the tasks they solved was this:

How many straight lines can pass through n points
whenever three of them are non collinear?

The problem was not formulated generally for n points at first; it started with
two, then three, then four points, gradually increasing until the subject uses gene-
ralisation. Thus, the subjects were provoked to perform inductive generalisation.
Furthermore, every subject was interviewed, which helped if and how the subjects
visualizes and verbalizes while solving the task.

Figure 4. A teacher’s solution

The authors describe two representative solutions of the subjects. I outline
one of them (see: Figure 4; Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 132); provide a short



[116] Lidia Zareba

description, the thoughts and conclusions of the authors; I quote selected frag-
ments of the interviews used in the work to justify my interpretation, based on my
experience with similar studies of my own!.

As stated by the authors, the teacher (the subject whose work is presented)
used visualisation during her process of generalisation, which helped her discover
the proper algebraic expression. The work process of the subject is presented below;

crucial steps are supplemented with quotes from the work and own comments.

1. The subject knew that only one line goes through two different points. De-
spite this, she made a drawing of the situation. In the words of the authors,
visual thinking was important for her to make sure her answer was right.

2. In the case of three points, at first she drew them as collinear points, which
is when she noticed that they are not. This shows that the drawing helped
the subject to find one of the conditions of the task, i.e. the noncollinearity
of points.

3. The authors state that in the case of 4 and 5 points, the teacher used visua-
lisation as a way of thinking of possible lines, as the subject visualized the
task (which, according to the authors, is indicated by drawing points and
lines going through all pairs of points) and found the solution by calculating
the drawn lines:

When four points were given she directly drew two points and added
other two points that are non collinear and then drew the lines by
counting. She passed six lines and she was sure about the points. Because
she counted and couldn’t find anymore lines. So, visualisation was her
way to think about the possible lines. And when five points were given
the same thing happened.

(Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 134)

Taking into account the definition of visualisation provided in the introduc-
tion, I think that while the subject did make use of the drawing, I would
not define making use of a drawing at this stage as visualisation; it appears
as if the drawings are not yet linked to any in-depth thought regarding the
solution, rather being used as a tool which helps pinpoint and calculate the
proper lines. The drawing stage is, I think, the phase of understanding the
task, creating the basis of observation and in-depth thought, which can help
focus the subject’s attention of different aspects which lead to generalisation.
If the subject notices the essence of the general solution in their drawings, I
will treat such a drawing as well as the reasoning behind it as a visualisation
leading to generalisation.

1 My interpretation of the work presented by the authors differs to some extent, the inter-
pretation slightly deviating from the one presented by the authors, although I do regard the
examples and the analysis presented in the work as very interesting, as well as stimulating re-
flection and discussion as well as exchanging points of view of research results. I would like to
thank the authors of the work for their inspiration.
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4. In the case of 5 points, the subject found — as a result of drawing and calcu-
lating lines — only 9 (instead of 10) lines. This seems to be a crucial element
of her work. This is when the subject develops the need of generalisation,
creating a formula. The following is a fragment of the conversation which
proves this (S and I are remarks of the subject and observer respectively).

S: /.../ I have nine lines (she thinks). But it mustn’t be nine? According to
me I must have ten lines.

I: Why?

S: (she restart to count the lines that she drew).one, two, three, ..., nine (she
adds the last nine) and ten. I have ten lines.

I: Why did you think that you must have ten lines?

S: I thought to reduce to a formula.

(Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 134)

The fact that the subject expected a different result than the one she received
from her calculations suggests, in my opinion, that at this point she had alrea-
dy noticed the arithmetical relation between the received numbers. She
probably had not noticed the relation between the way of drawing the lines and
their quantity yet; if that were the case, she would have used a system of drawing
lines in order to not omit any. However, in the case of 5 points, the tenth line was
missing. The fact that the subject noticed the relation only in the scope of the
numbers (instead of both the numbers and the drawing) is also supported by the
fact that the authors, when describing the work of the subject, only pay attention
to drawing and calculating, and not drawing in a specific way.

It is worth questioning in what way did the subject create the proper algebraic
expression, as well as, particularly, whether visualisation played a role at this stage.
Presented below is a fragment of a conversation with the subject related to the
discovery of the formula as well as two interpretations (the authors’ and mine) in
the context of the use of visualisation at this stage of her work.

I: O.K. Can you reduce a formula?

S: Hmm ... Now ... I passed one line from two points. (she draws again two
points and a line and write 1 near the picture). Then I passed three lines from
three points. (she draws again and write 3 near it). If I think four points (she
draws again four points and draws the lines by counting) one, two, .. and
six. O.K. I have six lines (and she writes 6 near the picture). So, If I think five
points (she draws the same picture by counting) one ... ten. I have ten
lines. (she writes 10 near it and then she controls the pictures and thinks) one
from two points, three from three points, six from four points, ten
from five points. Hmm ... I must formulate it with n. (she thinks) I think to
have a sequence and then to reduce to a formula. (she writes the numbers of
lines and thinks). I pass a line from two points (writes w and tries

the numbers on this formula). Three lines from three points, so, I must

write something in the parenthesis that must simplify the number 2, O.K. It
must have 2 in it (she thinks and writes % and thinks the numbers) no, this

isn’t (she crosses out that she wrote and thinks). If I write @?
I: Why did you do this?
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S: When I try these points; one from two, three from three .. (she tries the numbers
of the points on the formula). The formula works for five points. If I try for
six points (she writes for six points and has 15). I have 15 lines. 7?77 Is it true?
Hmm. .. (she draws six points and passes lines from them by counting) one, two,
... fourteen, fifteen. Yes, I have 15 lines. It is true.

(Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 134; own emphasis)

The authors, noticing the useful role of visualisation in the generalisation,
interpret the conversation as follows.

When reducing the formula, the denominator of the formula was 2. She
recognized that a line passes through two points. So she put 2 in the formula.
Then she thought n(n + 1) for the part of remain and she tried the numbers
on this. The lines that she drew helped her to recognize that the formula
was not true. Then she thought n(n — 1) and she tried again and found the
formula. Also during this time visualisation helped her to find the
formula.

(Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 134; own emphasis)

The authors emphasize that the subject made drawings and calculated lines, but
my concern is whether the subject noticed anything more in the way she drew the
lines, whether there was any thought process put into this, whether dividing by 2
and creating factors n, n — 1, or n + 1 was just a way of matching the equations
to the received numbers in such a way as to make the whole formula work for
the specific numbers which were the solutions in their specific cases, or whether
the role of visualisation here did not only consist of making a drawing, but also
on “seeing” the elements of the formula in the drawing. It is my understanding
(considering the definition of visualisation outlined earlier) that visualisation is
the art of looking, but also seeing. In this task, this would indicate seeing the
general formula based on the visual representation. The visualisation could then
be considered a vessel for the general solution. However, in the described work
it seems that despite the drawings, the subject did not make much use of them:
her comments concerned strictly the numbers received, which she compared just
before attempting to create a formula: “one for two points, three for three
points, six for four points, ten for five points. Hmm... I need to formulate
this using n.” Therefore, she was analysing the numbers and trying to cover them
with a formula with the n variable. It is sensible to think of visualisation in the
context of one of the remarks of the subject that the denominator has to be
2, as one line goes through 2 points. However when taking the entire remark
into account, it does not have to indicate a general observation which was used
in further reasoning. The subject did not state that a line goes through all pairs
of points; she could have only noticed the fact that the first solved case (of two
points) the answer was one. This number is twice as small as the variable n, which
in this case equals 2. This could suggest dividing by 2 in the sought-after formula.

The role of visualisation in the presented task could be presented in the rea-
soning shown for the 5-point case in Figure 5.

In conclusion, it is my point of view that in the example analysed above,
visualisation does not play a significant role in the process of generalisation. While
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a drawing was indeed used, as the task is of a geometric nature, the subject created
the drawing in order to find the numerical results in specific cases of the task.
Creating the general formula did not, however, involve the drawing. The subject
found the formula by adapting algebraic expressions to the numbers received. The
reasoning of the subject lacks an important element of visualisation — reflecting
on the drawing. This thought process — in terms of the definition of visualisation
used by me and the authors of the article — should lead to discovering new ideas,
new knowledge, and deeper reasoning.

I’'m drawing lines defined by:

point A and every other point: line AB, line AC, line AD, line AE
point B and every other point: line BA, line BC, line BD, line BE
point C' and every other point: line C'A, line CB, line C'D, line CE
point D and every other point: line DA, line DB, line DC, line DE
point E and every other point: line FA, line EB, line EC, line ED.

Every point (of which there is 5) connects to every other point
(choosing 1 point leaves 4 other points).

Every line repeats itself twice, since line AB is the same as line BA,
line CD is the same as line DC| etc.

Therefore I have 53—4 lines.

Figure 5. Solution involving the use of visualisation

In my opinion, the role of visualisation is reflected very well in the second
example presented by the authors. In the cited work, the subject gets the following
numbers in consecutive cases (2, 3, 4, 5, and 6 points): 1, 3, 6, 10, 15; she notices
that the number of lines increases in the following case by 2, 3, 4, and 5 when
compared to the previous case. Searching for a general equation, she finds the
visual justification of the growth:

S: /.../ (he adds one point to the picture for four points by drawing). When I add
one point, one point is added for each one. When I add one point to 4 points, 4
lines are added. I mean that 4 lines are added to the number of lines for 5 points.
So, I think, n — 1 lines will be added to the number of line for npoints. I must
know n — 1** to know n'"./.../

(Yilmaz, Argiin, Keskin, 2009, p. 135)

Situations like this combine the algebraic equation with its graphic representation. The
subject creates a drawing which ends up being thought-provoking. She notices more
components of the desired equation while drawing.

The two approaches of the subjects presented below clearly show the difference bet-
ween visualisation and a drawing which is not used for generalisation. This difference
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is outlined in the next paragraph. While describing the solutions of students contained
therein, I detail the solutions which are related to a properly made drawing or chart. Ho-
wever, | emphasize the role of the solutions which contain both a drawing and a thought
process related to the drawing.

4. Description and conclusions from Polish studies

The Polish studies described herein were aimed at 13-14 year old middle school
students. Their main goal was the description of the process the students go through
to perform inductive generalisation and write it down by using symbolic notation. By
analysing these studies, the occurrence of visualisation can be pinpointed alongside its
role in creating a symbolic generalisation. The students were solving various tasks during
individual conversations; I will focus on a problem similar to the one related to the
Turkish studies. It is clearly visible in Figure 6. The solution, in the case of n lines, leads
to the same formula as in the case of the Turkish studies, i.e. %, or alternately:
1+424+34+...+(n—1).

1. A convex pentagon is given. Every two vertices of this
polygon define one straight line.

Were all the possible straight lines drawn? ...........

What is the number of possible straight lines? ...........

2. Draw a triangle and a convex quadrilateral.
In both cases draw all the straight lines defined by each pair of vertices of the figure.

How many such lines are defined by the vertices of a triangle?. .. Of a quadrilateral?. ..

3. Fill in the table.

Number of the angles | Number of straight lines defined by each pair of the poly-
of a polygon gon’s vertices

4. Let n denote a number of vertices of a polygon. How can the number of the straight
lines defined by this n-gon’s vertices be described?

Figure 6. Research issue of Polish research
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By solving the tasks of the card, the students advanced through subsequent specific
cases: for n = 2,3,4, etc. In every one of them, they created a certain situation model.
Solving the problem within the framework of a particular model is connected with an
interpretation based on a produced sketch or arithmetical scheme. In the work-sheets of
the participants I have distinguished six mathematical models. Due to the size of the
article, only three will be described in more detail — those which are relevant to the
concept of visualisation. The description will be based on fragments of the work of one
of the students. Other models will only be acknowledged.

1. Geometrical model (G) — a pupil indicates lines at the drawing and arrives at
the solution by counting the previously indicated lines (see: figure 7).

Figure 7. Excerpt of the work of the Polish student

2. Geometrical-arithmetical model (G-A) — in order to find the number of lines
in a given particular case a pupil indicates them in a way which guaranties that
no lines has been omitted. He uses this method to create the arithmetic expression
which serves as the solution in the case of a particular polygon.

O: For the hexagon, you didn’t know whether you had drawn all the straight
lines. Let’s try to find a method that would allow us to state that
all the straight lines are already drawn.

S: I think I know. Let’s say, for the hexagon.

(He points at the drawing of the hexagon)

S: (The student creates and makes comments on the undermentioned note). AB,
aha, with A. That would be: AB, AC, AD, AE, AF. And now for B: BC,
BD, BE, BF and that’s all of them. And now for C: CD, CE, CF (he
finishes in silence).
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I’'ve noticed that at the beginning I got 5 straight lines and this number
decreased. It was 5, 4, 3, 2, 1.

So, how can this number be obtained?

5+ 4 4 3 makes 12...

I don’t want to know the number, but the method.
5+44+3+24+1.

For a decagon

On the beginning, I had 9,50 94+84+74+64+5+4+3+2+ 1.

Visualisation in the cited work is not just the drawing, which is used to calculate
the lines; there is a general blueprint of a solution to be observed for every case of
the task — this blueprint or drawing allows for the generalisation to be observed in
the form of a formula. A specific layout of the lines (in the form of an “upside-down
pyramid”) allows to observe a sum, the subsequent components of which present
the number of lines in a particular location of the layout.

. Arithmetical model (A) — the student identifies the number of lines with a

respective arithmetic expression without appealing to geometric interpretation of
the solution of this problem.

S:

(When the number of the angles of a polygon is 24) 1 think I'm not going to
write all the numbers down, it might be done in a shorter way, but how...

: If you do it this in a way you have here (for the decagon)— would it be OK?

Yes, but in the case of a polygon that has 345 interior angles, I would need
lot of sheets.

: Maybe you could give up something; take a look: for the hexagon you have

been still drawing. For the decagon you’ve given up drawing — and you have
less work to do. And now — what could you give up to make it even shorter?

: Aaaah! (flash) I only need to use this expression (he points at the

sum of the numbers from 9 to 1). I mean, if there were nine of
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these numbers, I can write: 1 +2 4+ 3, and so to 9. /... / It will be
1 + 2 and dots and + 23.

O: And for 345-gon?
S: It will be (he writes the sum).

To observe the application of the models described above in the full works of the
subjects, I will point out the three remaining models. They are related to the
perception of a recursive relationship.

4. Geometrical-recursive model (G-R) - every time after drawing the next
point, the student “sees” new — when compared to the previous situation — lines.
This corresponds to the second solution presented in the article described above.

5. Recursive model (R) — while analysing (in isolation from the sketch) the number
of lines for a few particular cases, a pupil notices a recursive relationship between
them, notices the consecutive increase by 2, 3, 4, ... of the number of lines with
respect to the number of lines for the previous polygon.

6. Recursive-arithmetical model (R-A) — the student notices the recursive rela-
tionship (that is, he uses the R model), notices how the number of lines increases
subsequently by 2, 3, 4,... in comparison to the “previous polygon,” and he creates
a formula based on this relationship, which allows to find the number of lines for
a given polygon without having to refer to its previous case.

The analysis of the behaviour of the subjects suggests that activity related to mathe-
matical models plays an important role in the generalisation process. In particular, before
performing generalisation and writing it down using symbolic notation, the student’s re-
asoning makes use of a specific sequence of models used. I have noted the aforementioned
models in the work of every student and indicated, by using arrows on the drawing,
the process the student goes through from the moment of familiarizing himself with the
task (the experimentation phase), through working with various models, to solving the
task and performing generalisation. Scheme 1 contains various types of solutions (task
solutions only for specific cases, solution in the form of a paradigmatic example, and
generalisation in verbal or symbolic form; see: Zareba, 2012, p. 130; own translation).
In the context of this work, the arrows relevant to the task are those pointing at the
solution in a symbolic form. The numbers on the arrows represent the number of people
who advanced from the model where the arrow begins to the one the arrow is pointing at.

Scheme 1 shows that the activity of all subjects begins in model G or a related
model (G-A or G-R). It is worth noting that model G is, in my opinion, unrelated
to visualisation, as the link between the drawing and the suitable numeric expression is
established by models G-A and G-R; the most common path (G— G-A— A) indicates
that model G is simply the introduction to G-A model reasoning, in which the activities
of most subjects gradually deviate from geometry and move mostly towards model A,
which is a scheme with use of numbers. This is one step away from generalisation and
creating a formula containing a variable. The students transition from a given arithmetic
expression to an algebraic one.
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Scheme 1. Synthesis of Paths Leading to the Generalisation

The most effective way is by using model G-A which links the student’s drawing to
the arithmetic expression. This is the stage of the student’s work in which I can see a lot
of potential, as this is the stage which involves the use of visualisation in generalisation.
It seems that this is the path the students should be encouraged to take — so that they
can “see” the proper relationships and the formula in the drawing they’re looking at.

5. Conclusion

The authors of the works described in the article refer to the role of visualisation in
the process of generalisation. The definition of visualisation is the same among them, but
their interpretations differ in regards to solutions which use schemes or drawings. This is
reflected in the analysis of the first solution presented in the article describing the Turkish
research. The Turkish authors are of the opinion that the subject uses visualisation,
while the author of the Polish work does not acknowledge this. It seems as though the
student’s drawing is not coupled with an appropriate thought process. The reflecting
should be based on the drawing, not on the numerical result on which the drawing was
based. In the first case the formula of the identified relationship can be seen in the
drawing, whereas in the second case the drawing is not directly related to the identified
relationship. Furthermore, different outlooks on the same process show how difficult it
is to understand the thought process of someone who is solving a given task, and how
important it is to properly interpret the verbal and non-verbal messages of the person.

In the case of the second solution described by the Turkish authors, there is no
discrepancy in the interpretation of visualisation. This is why in the scope of the work
where drawings were used to “see” the appropriate formula, both the Turkish (regarding
adults) and Polish (regarding students) research shows that visualisation is helpful in the
process leading to generalisation. The analysis of the paths taken by the students leading
to generalisation seems to suggest how to organize the didactic process aimed at
developing this activity, especially if the generalisation takes on a symbolic
form with use of a variable. Taking the presented research into account, it is desirable
to suggest the way described above: from a geometric view of a problem to
an arithmetical one, although a smooth
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Marta counted the number of lines defined by the vertices of
a pentagon. Read her notes thoroughly. Explain her method.

How many lines
Through point A

4
Through point B
4+
Through point C
4+3+2
Through point D
4+3+2+1

Through point £

4+34+24+1+0

There are 443 + 2 + 1 + 0 lines.

Figure 8. Visual hint

transition between them is key. Therefore, it would also be desirable for the first tasks
of a tool designed to develop this type of activity to have visual representations, and
for models of a geometric character to be suggested by the teacher during a student’s
initial steps. Suggestions which direct the student towards using a drawing to “see” the
relationships also seem important. For instance, in the Polish research described above
(regarding the number of lines defined by all pairs of vertices of a given polygon), the
following suggestions and questions proved to be valuable:

e Let’s find a method that would allow us to state that all the straight lines are
already drawn.

e So, how can this number be obtained? (when the student obtains a solution by
reading it from the drawing)
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e [ don’t want to know the exact number now, but the way to obtain it.

e Geometrical directions facilitating perception of arithmetic relationships. Exem-
plary suggestions are presented in Figures 5 and 8 (see: Zargba, 2012, p. 88; own
translation).

The suggestions presented above are just some of the ways the students can be directed
towards generalisation. I think the potential is in the students themselves, and the role
of a good teacher is to listen to the student and to arrange their thinking in such a way
so that they can make use of their potential.
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W matematyce greckiej rozwinieto dwie teorie proporcji: wielkosci (czyli od-
cinkéw, figur, bryt, katéw) oraz liczb naturalnych. Euklides skodyfikowal proporcje
wielkosci — w Ksiedze V FElementow, a proporcje liczb w Ksiedze VII. W Ksiedze
X natomiast rozwazal proporcje, w ktérych wstepowaly i odcinki, i liczby — nie
wyjaénil jednak, ktora definicja pozwala na takie rozwiazanie. Kwestia ta jest
o tyle wazna, ze nie wszystkie twierdzenia Ksiegi V stosuja sie do proporcji liczb
i faktycznie w przeszlosci kilka razy probowano rozwiazaé ten problem, by wymienié
arabskie edycje Flementow czy stynna interpretacje Ksiegi X przedstawiona przez
Simona Stevina w ksiazce Arithmétique (1585).

Do pierwszych dekad XVII wieku antyczne teorie proporcji petnity w matem-
atyce taka role, jaka liczby rzeczywiste i ulamki pelnia wspolczesnie. Etapem
posrednim miedzy teoria wielkoéci a wspolczesna arytmetyka liczb rzeczywistych
byla arytmetyka odcinkéw stworzona przez Kartezjusza w La Géométrie (1637).
Kartezjusz wprowadzil mianowicie mnozenie, dzielenie i pierwiastkowanie odcinkéw,
a odpowiednie konstrukcje opart na proporcji wielkosci oraz zalozeniu, ze istnieje
odcinek jednostkowy, 1. Postugiwal sie przy tym rachunkami, w ktérych laczyl
odcinki, liczby wymierne oraz pierwiastki z liczb. Mozna pokazaé, ze odcinki, Q,
wraz z kartezjanskimi dzialaniami tworza cialo uporzadkowane (Q,+,,1,<) —
dokladniej: cze$¢ dodatnia ciala uporzadkowanego — a ponadto, ze w strukturze
tej mozna odtworzyé arytmetyke utamkéw!.

Pierwsze nowozytne definicje liczby byly oparte na pojeciu stosunku — tak
postepowali miedzy innymi Newton i Euler?. Nie byly one jasne, gdyz greckie po-
jecie stosunku nie bylo jasne. Okres niepewnosci co do pojecia liczby trwal jeszcze
do wezesnych lat 70. XIX wieku, kiedy to w pracach Charlesa Meéraya (1869),
Eduarda Hainego (1872), Georga Cantora (1872) i Richarda Dedekinda (1872)
przedstawiono pierwsze konstrukcje liczb rzeczywistych. Pojecie liczby zyskato os-
tateczny ksztalt w roku 1900, kiedy David Hilbert w artykule Uber den Zahlbegriff

*Note on Heinrich Weber’s Lehrbuch der Algebra. Einleitung

1 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Kartezjusz, Geometria. Tlumaczenie i komentarz, Univer-
sitas, Krakéw 2015.

2 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
CCPres, Krakéw 2013, s. 102-104.
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przedstawil pierwsza aksjomatyke liczb rzeczywistych?®.

Heinrich Weber we Wistepie do ksiazki Lehrbuch der Algebra (1895) potaczyl
antyczne teorie proporcji i na tej podstawie skonstruowat cialo liczb rzeczywistych?.
Za pomoca stosownych definicji rozwiazal problem z Ksiegi X Elementow, podal
jasna definicje stosunku, a relacje proporcji zastapil réwnoécig stosunkow, stwarza-
jac w ten sposdb kolejna, obok konstrukeji Meraya, Heinego, Cantora i Dedekinda,
XIX-wieczna konstrukcje liczb rzeczywistych.

7 uwagi na odniesienia historyczne obecne w rozprawie Webera przypomnimy
teraz grecka definicje stosunku (Elementy V.3) i proporcji (Elementy, V.5):

,Stosunek jest pewna relacja w odniesieniu do miary dwéch wielkosci tego samego
rodzaju”.

»M6wi sie, ze w tym samym stosunku sa wielkoSci pierwsza [A] do drugiej [B]
i trzecia [C] do czwartej [D], gdy te same wielokrotnosci pierwszej [nA] i trzeciej
[nC] jednoczesnie przekraczaja, sa jednoczes$nie réwne lub jednocze$nie mniejsze od
tych samych wielokrotnosci drugiej [mB] i cawartej [m D], wzietych w odpowiedniej
kolejnosci, zgodnie z dowolnym mnozeniem kazda z dwéch kazdej z dwéch”?.
Definicje proporcji mozna zapisaé symbolami w nastepujacy sposob:

A:B:C:D <y (Vm,n)((nA >3 mB = nC >y mD)
A(mA = mB = nC = mD)
A (A <3y mB = nC <2 mD)),

przy czym wielkosci A, B naleza do struktury 9% = (M, 4+, <1), co znaczy, ,sa
tego samego rodzaju”, sa na przyklad odcinkami, za§ C, D moga naleze¢ do innej
struktury, My = (Ms, +, <2), bedac na przyklad tréjkatami.

Stowo ,stosunek” wystepuje czesto w Elementach, ale w rekonstrukeji teorii
proporcji, gdy odtwarzany jest sens matematyczny kolejnych twierdzen, mozne je
pominaé. Proporcje zas mozna potraktowac jak relacje czteroargumentowa miedzy
wielkoSciami A, B, C, D lub tez jak relacje miedzy parami wielkosci (A, B), (C, D).
Na podstawie definicji V.5 mozna wigc wyznaczaé proporcje wielkosci bez ustala-
nia, czym jest stosunek.

Nizej pokazemy, ze w ujeciu Webera stosunek jest po prostu para uporzad-
kowana wielkoéci, réwnosé stosunkéw jest modyfikacja definicji V.5, a liczba jest
klasa réwnych stosunkéw.

1. Liczby naturalne

Konstruujac liczby rzeczywiste Meray, Heine, Cantor i Dedekind przyjmowali
arytmetyke liczb wymiernych. Wspélczesne konstrukcje zakladaja arytmetyke liczb

3 Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Eduarda Heinego Elemente der Functionenlehre, An-
nales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia
VI (2014), 139-152 oraz P. Blaszczyk, Nota o Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta, Annales Uni-
versitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticum Mathematicae Pertinentia 1V (2012),
195-198.

4 Zob. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Friedrich Vieweg und Sohn, Braunschweig 1895; wyd.
drugie: 1898.

5 P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides. Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz, op.
cit. s. 18.
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naturalnych i via odpowiednie relacje rownowaznoéci tworzg kolejne rozszerzenia
zbioru N, czyli Z, Q oraz R. Porzadek historyczny konstruowania kolejnych zbioréw
byl natomiast nastepujacy: w roku 1872 znano juz konstrukeje liczb rzeczywistych,
ale pierwsza konstrukcje liczb wymiernych podano dopiero w 1895, w referowanej
wlagnie pracy WeberaS.

Weber otwiera swoj wyklad przypomnieniem podstawowych praw arytmetyki
liczb naturalnych. Zwracajac uwage na struktury wystepujace w referowanej pracy
zauwazmy, ze liczby naturalne stanowia tu system

(N7 +7 %y <)7

w ktérym dzialania maja znane wlasnosci (przemiennosci, lacznosei i rozdziel-
nosci), a porzadek liniowy < jest zgodny z dodawaniem i mnozeniem.

Porzadek liniowy Weber definiuje jako relacje spelniajaca prawo trychotomii
oraz przechodnia.

,Zbiér nazywa sie uporzgdkowanym, gdy sposrdd jakichkolwiek dwéch réznych jego
elementéw zawsze jeden z nich uchodzi za wiekszy, i to tak, iz z a > b, b > ¢ zawsze
wynika a > ¢”.

Z uwagi na algorytm Euklidesa, trzeba ponadto przyja¢, ze porzadek liczb
naturalnych charakteryzuje zasada indukcji w nastepujacej wersji: nie istnieje
nieskoniczony malejacy ciag liczb naturalnych;

»|.-.] poniewaz liczby a, a1, as, as, ... stale sie zmniejszaja, z koniecznosci po skori-
czonej liczbie krokéw otrzymamy dzielenie bez reszty”.

2. Liczby wymierne

,Zbiér uporzadkowany o tej wlasnosci, iz miedzy kazdymi dwoma elementami
zawsze znajda sie jeszcze inne elementy nazywa sie gestym. Zbiér gesty mozna
utworzy¢, gdy zbierze sie liczby naturalne w pary i rozwazy te pary jako elementy
zbioru. Te pary nazywa si¢ utamkami i oznacza przez m : n lub %, a dwa takie
utamki m : n oraz m’ : n’ uwaza si¢ za sobie réwne, gdy mn’ = nm’. Jesli zbierze si¢
wszystkie réwne miedzy sobg utamki w jeden element, to otrzyma sie rozmaitosé,
ktéra jest uporzadkowana, gdy ustali sie, iz m : n jest wickszy od m’ : n/, gdy

19

mn' > nm’”.
W powyzszym fragmencie znajdujemy nastepujace definicje:

MIN=p:q&Sgm-g=n-p, (1)
Min>=p:qSgm:-qg>n-p. (2)

Dalej Weber dowodzi, ze porzadek ulamkéw jest gesty.

2.1. Definicje¢ (1) mozna przedstawié¢ jako interpretacje twierdzernn VII.18, 19
z Elementow. Stanowia one, ze cztery liczby sa w proporcji, m : n :: p:q, gdy

6 Pierwsza, konstrukcje liczb naturalnych przedstawit Johann von Neumann w artykule Zur
Einfiihrung der trasfiniten Zahlen (1923).
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rowne sa odpowiednie iloczyny, m-q = n - p. Weber porzucil niejasng definicje sto-
sunku liczb i zamiast dowodzi¢ twierdzen VII.18 (jezelim : n :: p: q,tom-q¢ = n-p)
oraz VIL.19 (jezelim-g=n-p, to m:n :: p:q) polaczyl ich tezy w definicje.

Definicja (2) z kolei jest interpretacja definicji V.7 Elementdw okreslajacej
porzadek stosunkéw wielkosci. Brzmi ona:

»Przy tych samych za$ wielokrotnosciach, gdy wielokrotno$¢ pierwszej [l A] prze-
kracza wielokrotno$é drugiej [kB], a wielokrotno$¢ trzeciej [IC] nie przekracza
wielokrotnosci czwartej [kD], wtedy méwi sie, ze pierwsza jest w wiekszym sto-
sunku do drugiej niz trzecia do czwartej”.

Definicje Euklidesa mozna tak zapisac:

A:B > C:D &g (3k,1)(IA > kBAIC <y kD),

gdzie A, B,C,D oznaczaja wielkosci, zas§ [A = A+ ...+ A itd. to odpowiednie
—_—

l—razy
wielokrotno$ci.
Stosujac te definicje do liczb m, n, p, g, otrzymujemy

m:n>=p:q<s 3k, D{Im>knAkq>Ip).
Przyjmujac dalej k = p, | = q dostajemy
m:n>-p:q< (gm>pnApg > qp),
lub krétko
m:n>p:q< qgm > pn.

Zbiér ulamkéw dodatnich bedziemy oznaczaé dalej tak, jak Weber, litera
R. Definiujac dodawaniem przekrojoéw (zobacz nizej §3) wykorzystuje Weber do-
dawanie utamkow, liczby wymierne tworza wiec strukture

(R, +, <).

3. Ciagtos¢

W rozwazaniach o ciagloéci Weber powtarza tezy rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen”. Ciagloéé jest zatem cecha porzadku liniowego
wyrazong za pomoca przekrojow.

,Podzial zbioru uporzadkowanego 9t na dwie cze$ci A, B tego rodzaju, ze kazdy
element a z A jest mniejszy od kazdego elementu b z B bedzie nazywany przekrojem
w 9 i oznaczany, odpowiednio, przez (A, B)”.

Definicja cigglodci jest za$ nastepujaca:

,,Gdy kazdy przekréj w zbiorze gestym 991 jest wytworzony przez okreslony element
1, to zbidr ten nazywa si¢ ciaglym”.

7TR. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig
1872.
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Porzadek zbioru I jest wiec ciagly, gdy dla kazdego przekroju (A, B) zbioru
(M, <) zachodzi

(FueM) (Ve e A)(Vy € B)(x < p<y).

Nastepnie Weber definiuje zbiér wszystkich przekrojéw liczb wymiernych:

,2Rozmaitos¢ B moze jednak stuzyé jako punkt wyjscia do konstrukcji zbioru
cigglego. Ogdél wszystkich przekrojow w R jest z pewnoscia rozmaitoécia, ktora
mozna oznaczy¢ przez &. Jedli rozwazymy dwa jej rézne elementy a = (A4, B)
oraz o/ = (A’, B’), to albo A bedzie czescig A, albo A’ czescia A. Jesli bowiem
jakikolwiek element a nalezy do A, to takze kazdy mniejszy od niego element z R
nalezy do A. Jedli A jest czgécig A’, to chcemy nazywaé o mniejszym od o, przez
co zbiér G staje sie uporzgdkowany”.
Zatem

S ={(A,B): (A4, B) jest przekrojem zbioru (R, <)}.

Niech a,a’ € &, gdzie a = (A, B),a/ = (A, B’). Porzadek w & jest wiec
zadany definicja
Oé<0/<$de/CA.

»Jesdli uznamy przekroje wytworzone przez utamki wymierne za réwne samym tym
utamkom wymiernym i nazwiemy je krétko przekrojami wymiernymi, to zbiér &
zawiera zbiér R i zbidr & jest w kazdym badz razie zbiorem gestym. Zbiér G jest
jednak takze ciggly”.

Przyjmujac utozsamienie liczby wymiernej p z przekrojem ((—oo, u], (1, 00))
dostajemy, ze ;& C 6.8 Weber pokazuje, ze zbiér R jest gesty w & i dowodzi, ze
porzadek przekrojow jest ciagly. Dalej, definiuje dodawania przekrojow:

»,Rozumiemy teraz przez sume (A, B) + (A, B’) = (A”,B") lub a + &’ = o ten

przekrdj w R, ktory otrzymuje si¢, gdy do A” skieruje si¢ ulamek wymierny o’

tylko wtedy, gdy istnieje @ w A oraz o/ w A’ o tej wlasnoéci, ze o” < a + o'.

[...] Przekroje wytworzone przez ulamki wymierne p, ¢/ daja w wyniku dodawania
1%

przekrdj wytworzony przez p + p'”.
Przekroje dodatniej czedci osi liczb wymiernych tworza wiec strukture

(6,+,<),

a przy tym porzadek przekrojow jest ciagty.

4.  Zbior mierzalny

Pojecie zbior mierzalny odnosi Weber do struktury algebraiczno-porzadkowej
M = (M, +, <) scharakteryzowanej nastepujacymi aksjomatami: dodawanie jest
dzialaniem wewnetrznym, tacznym i przemiennym, porzadek jest liniowy, a pon-
adto spelnione sa nastepujace zaleznosci:

8 W istocie liczbie 1 odpowiadaja dwa przekroje: wyzej wskazany oraz ((—oo, i1), [i, 00)).
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W1 (3n € N)(na > b),

W2 (Va,b)(3e)(a >b=b+c=a),

W3 (Va,b)(a +b>a), gdzie term na oznacza a+ -+ + a.
—_———

n—razy

Mozna pokazaé, ze aksjomaty te sa réwnowazne aksjomatom

El (Vz,y)(3n € N)(nz > y),
E2 (Va,y)(F)(z<y=x+2z=1y),
E3 (Vo,y,2)(z<y=z+2<y+2).

W innym miejscu pokazaliSmy, ze aksjomaty E1-E3 charakteryzuja Euklidesa
pojecie wielkosci®.

Na podstawie aksjomatéow W1-W3 Weber dowodzi kilku istotnych twierdzen
o proporcjach wielko$ciach mierzalnych. W nastepnym paragrafie zaprezentuje
Webera definicje stosunku i proporcji — to najciekawszy fragment referowanej
rozprawy. Wczesniej jednak przedstawimy uwage dotyczaca metodologii.

4.1. Konstruujac liczby rzeczywiste Weber rozwaza dwa zbiory mierzalne: przekroje
(6,4, <) oraz stosunki elementéw z &, ktéry oznaczamy symbolem (A, P, <).
Obydwa zbiory spelniaja warunki W1-W3, dlatego definicje stawiane w dowolnym
zbiorze mierzalnym moga by¢ powtérzone i w (S, +,<), i w (A, P, <). Podob-
nie wlasnosci W4-W6 (patrz nizej §5) wyprowadzane z aksjomatéw W1-W3
przystugujai (&, +, <), i (A, @, <). Ponadto, porzadek obydwu struktur jest ciagly,
dlatego wlasno$é W7 (patrz nizej § 5) przystuguje i (6,4, <), i (A, @, <).

Aksjomatyczna charakterystyka zbioru mierzalnego w istotny sposob skraca
wiec caly wywdd Webera. Wskazany zabieg metodologiczny nie zostal jednak jasno
przedstawiony w rozprawie. Przypomnijmy zatem, ze sama idea metody aksjo-
matycznej zostala wprowadzona dopiero przez Hilberta w Uber den Zahlbegriff
i wezesniej w pierwszym wydaniu Grundlagen der Geometrie!®.

5. Liczba

5. Prezentowane nizej definicje stosunku i proporcji sg stawiane w dowolnym
zbiorze mierzalnym (91, +, <).

»Przechodzimy teraz do definicji stosunku ( Verhdltnisse), ktéry od Starozytnodci
byly uwazany za podstawe nauki o liczbach, a ktéry najpierw wystepuje u Euk-
lidesa”.
W istocie, za pomocg pojecia stosunku, Weber podaje nowg definicje proporcji.
(a) Stosunki wymierne.

»,Zalozmy najpierw, ze istnieja dwie liczby catkowite m, n takie, ze na = mb,
jak to np. zawsze ma miejsce, gdy M jest systemem liczb naturalnych, lub gdy

9 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy ..., op. cit, rozdz. 3.
10 Zob. D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff, op. cit. oraz D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
w: Festschrift zur Enthillung des GAUSS-WEBER Denkmals in Géttingen, Leipzig 1899.
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a, b sa dwoma wspolmiernymi odcinkami; gdy wtedy p, ¢ sa innymi liczbami
catkowitymi, to qa = pb wtedy i tylko wtedy, gdy mq = np. Para liczb p, ¢ jest
catkowicie okreslona poprzez to zadanie, o ile dojdzie jeszcze warunek, iz p, ¢ maja
by¢ liczbami wzglednie pierwszymi. Moze by¢ wtedy m = hp, n = hq, gdzie h jest
dowolng liczba catkowita. W tym przypadku nazywamy proporcje a : b wymierna
i uwazamy ja za réwng utamkowi wymiernemu m : n lub p : ¢. Te utamki wymierne
moga odtad by¢ uwazane za proporcje liczb catkowitych”.
Stosunek wymierny a : b jest wiec tak definiowany:

a:b=m:n &g na=mb. (3)

Przy okazji tej i nastepnych definicji, Weber powoluje sie na Ksiege V Ele-
mentdw. W istocie definicja (3) to teza twierdzenia X.5.
(b) Poréwnanie stosunku z ulamkiem.

,Wracamy teraz do jakiejkolwiek rozmaitosci mierzalnej 91 i bierzemy z niej jakiekol-
wiek elementy a oraz b. JeSli wybierze sie, co zawsze jest mozliwe, dwie liczby
naturalne m, n tak, ze na > mb, to proporcja a : b jest nazywana wieksza od
proporcji wymiernej m : n, lub § > ™ [...] Podobnie wynika, Ze jesli n'a < m'b,
to 3 < ’7"7/”.

Mamy zatem:

a:b>m:nsgna>mb,  a:b<m:n Sy na<mb. (4)

(c) Porzadek i réwno$é stosunkdw.

,Jesli teraz a : b oraz « : [ sa dwiema jakimikolwiek proporcjami, ktore dla
zwieztodci chcemy oznaczaé przez e, €, i ktorych elementy nalezg do tych samych
lub réznych rozmaitosci, to mozliwe sa dwa przypadki: 1) Miedzy e oraz € nie lezy
zadna proporcja wymierna p lub 2) istnieje proporcja wymierna miedzy e oraz
e. W przypadku 1) obie proporcje e oraz € nazywaja sie wzajem réwnymi [...] W
przypadku 2) proporcje e, € nazywaja sie nierdwnymi. Moze zatem byé albo «)
e < p<eg albo fB)e >y > ceioba te przypadki nawzajem sie¢ wykluczaja,
poniewaz z ¢ < u < &, € < p/ wynika, ze u < y', a w konsekwencji dostaje si¢
e<u”

Mamy zatem

a:b=a:feygGu(a:b-p=a:B)A-(I)(a:b<v=<a:f),

gdzie u, v sa liczbami wymiernymi.
Definicje nieréwnosci stosunkéw tak zapiszemy

a:b>a:f 4 (ImneN)(na>mbAmp > na). (5)
Podobnie,

a:b<a:f g (Im,n e N)(na <mbAmp < na). (6)
Teraz mozna pokazaé, ze

a:b=a:fe(a:b=a:B)A-(a:b=<a:p). (7)
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Nastepnie, na mocy definicji jest:
(a:b<a:B)V(a:b=a:6)V(a:b>a:p), (8)

a ponadto zachodzi doktadnie jeden z tych warunkéw.
Przechodnio$é relacji < wynika wprost z zaleznosci

(m:n<a:b=<p:q) = mqg<np. (9)

Pojecie liczby:

,Gdy teraz zbierzemy razem wszystkie réwne miedzy sobg stosunki, to otrzymamy
pojecie gatunkowe, ktore oznaczamy jako liczbe w sensie ogbélnym. Liczba jest za-
tem nazwa lub znakiem dla pewnej rozmaitoéci, ktorej elementami sa witasnie te
proporcje, ktérej réwne sa jednej sposréd nich. W tym pojeciu liczby sa zawarte
proporcje wymierne, a w konsekwencji réwniez liczby naturalne, jako proporcje
m : 1; owe proporcje wymierne tworza liczby wymierne”.

Stosujac wspolczesny jezyk powiedzieliby$my, ze liczba jest klasa abstrakcji.

Jakkolwiek Weber relatywizuje pojecie liczby do ,,pewnej rozmaitosci”, to dalej
przyjmujemy, ze liczby sa stosunkami przekrojéw. Przyjmujemy zatem, ze liczby
tworza zbiér

A={a:b]a,be &}

Na podstawie definicji (5), (6) oraz wlasnosci (8), (9) liczby tworza zbidr
uporzadkowany liniowo

(A, =<).

Dzialania na liczbach beda zdefiniowane w oparciu o wlasnosci wielkosci mierzal-
nych.

6. Dodawanie stosunkéw

Definicje dziatan poprzedzaja cztery twierdzenia: dla dowolnych a,b € 901 za-
chodza nastepujac zaleznosci:

W4 (Va,b,c)(a>b=a:c>b:c),
W5 (Va,b,e)(b>c=a:c>a:b),
W6 Va,b,c,d)(a:b=c:d=a:c=b:d),
W7 (Va,b,c¢)(3d)(a:b=c:d).
Dwa pierwsze odpowiadaja twierdzeniu V.8 z Elementdw, trzecia — twierdzeniu
V.16, czwarta natomiast bylo znana w matematyce greckiej jako zatozenie o ist-

nienie czwartej proporcjonalnej, wspélczesnie zas jest przyjmowana jako aksjomat
teorii wielkosci!. Spéjrzmy na dowéd WT:

» Twierdzenie jest bezposrednig konsekwencja zalozonej ciaglosci. Albowiem gdy
wezmie sie np. element z w 9 z A lub B, odpowiednio do tego, czy = : b jest

11 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
op. cit., s. 115-117.
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mniejsze czy wigksze od ¢ : d, to otrzyma si¢ przekréj, ktéry jest wytworzony przez
element a taki, ze speliony jest warunek a : b = ¢ : d. Twierdzenie to zachodzi
jednak réwniez dla pewnych zbioréw nieciaglych, np. dla utamkéw wymiernych”.

Tak wiec, gdy dane sa trzy przekroje b, ¢, d nalezace do G, to istnieje doktadnie
jeden przekrdj a, taki, ze zachodzi a : b = ¢ : d. Element a jest wyznaczony przez
przekrdj (A, B), gdzie

A={zx€B|c:d=xz:b}, B={z €S| z:b=c:d}.

6.1. Przy ustalonym c, na podstawie twierdzenia W7, dla dowolnego stosunku
e : f mozna znalez¢ réwny mu stosunek b : c¢. Na tej podstawie definiowane jest
dodawanie: b .

a e a e

S =g ——, gdzie — = -. 10

p @ 7 i g e (10)
, Ta regula obejmuje, jako szczegdlny przypadek, dodawanie utamkéw wymiernych,
a zeby uzasadni¢ ja w ogdlnosci trzeba potem jeszcze tylko pokazaé, ze jedli a :
c=a :c orazb:c=10":c, to musi by¢ réwniez (a +b) : ¢ = (a’ + V)"

Regule, o ktorej pisze Weber, mozna tak zapisaé

(W8) (a:c=d:d,b:c=b:)=(a+b):c=(d+V):,

W Elementach wystepuje ona jako twierdzenie V.24.
Dzieki definicji (10) liczby tworza zbiér mierzalny

(A, @, <).

,Tym samym dowiedziono zatem, ze takze liczby, tak, jak je zdefiniowaliSmy,
tworza zbioér mierzalny. Jedli a oraz c sa wziete z rozmaitosci ciaglej, to stosunki
a : ¢ tworza zbiér ciagly, takze przy ustalonym c, a poniewaz istnieja w ogdle
zbiory ciagte, wigc rowniez liczby tworza zbidr ciaghy™

Ostatnia uwaga oznacza, ze skoro porzadek w strukturze przekrojéw, czyli
w (6, +, <), jest ciagly, to porzadek w strukturze (A, ®, <) takze jest ciagly.

Do struktury liczb naleza stosunki na : ma, te zas sa rowne utamkom m : n.
Majac to na uwadze méwimy, ze do struktury (A, @, <) naleza ulamki, w szczegél-
nosci liczby naturalne, ktére sa utozsamiane ze stosunkami n : 1.

7. Mnozenie i dzielenie stosunkow

Zacznijmy od cytatu:

,Jesli teraz a, (3, v, § sa liczbami, to z proporcji a : § = v : § mozna ustali¢
dowolng z tych czterech liczb poprzez trzy pozostale. Jesli przyjmie sie 6 = 1,
to otrzyma si¢ mnozenie o = [, a przemienno$¢ czynnikéw jest konsekwencja
twierdzenia, ze o : vy = f: 6 wynika z a : = : 4. Jedli szuka sie 7, to otrzymuje
sie dzielenie; a z podanej wyzej definicji dodawania wynika podstawowa formula
a(B+7) = af + ay. Cztery sposoby rachowania sa zatem wykonalne w dziedzinie
liczb, z jedynym ograniczeniem, iz przy odejmowaniu odjemnik musi by¢ mniejszy
od odjemnej”.
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Mamy zatem
a=pRvega:f=7:1 (11)
Przemienno$¢ mnozenia liczb wynika z twierdzenia W6, zachodzi bowiem
a:f=y:1a:vy=0:1,

stad
a:y=p:1lea=vyR 0.

Mozna pokazaé, ze zachodzi takze rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawa-
nia. Istotnie, na mocy definicji (11) jest

(@@pf):a=pF:1, (a®@y):a=7:1,
a stad, na podstawie twierdzenia WS,
((a@pB)@(agy)):a=(Be7):1,
co, znéw na mocy definicji (11), daje

(@@pf)@(a®y)=a®(8®7)

Mozna tez pokazaé, ze iloczyn ® jest zgodny z porzadkiem, ale tego prawa
Weber w ogdle nie wymienia w swojej rozprawie.

7.1. Przyjmijmy, ze zachodzi proporcja a: f = : 1.
wJezeli szukamy liczby ~y, dochodzimy do dzielenia”:
a+rfB=yga:f=v:1

Mamy zatem « : 8 = (a+ ) : 1, czyli @« = 8 ® (a + ), w szczegbdlnosci
1=p®(1=p)".

8. Liczby ujemne

Niech z oznacza kazdy element dotad zdefiniowanego systemu liczbowego,
ktory teraz chcemy okresla¢ jako system liczb dodatnich. Bierzemy ten system
liczbowy po raz drugi i dla odréznienia, w tym drugim systemie, ktéry okreslany
ma by¢ jako system liczb ujemnych, kazdy element oznaczamy przez —z. Drugi sys-
tem porzadkujemy teraz dokladnie odwrotnie niz pierwszy, tak, ze wszedzie, gdzie
w pierwszym systemie x wystepuje jako ,wieksza”, w tym drugim ustalamy —z
jako ,mniejsza”, i na odwrét. Dodawanie oraz odejmowanie dla —x sa objaénione
podobnie jak dla z, tak, ze ma by¢ (—z)+(—y) = —(z+y); (—z)—(—y) = —(z—y).

Pozwalajac sobie na uproszczenia, bo w tej czesci wyklad Webera jest zupelnie
jasny, przyjmijmy £ = —AUA, gdzie —A = {—a : a € A}. Zobaczmy teraz, jak

12 Czytelnik latwo znajdzie podobieristwo miedzy Webera definicjami mnozenia i dzielenia
stosunkéw, a definicjami mnozenia i dzielenia odcinkéw podanymi przez Kartezjusza; zob.
P. Blaszczyk, K. Mréwka, Kartezjusz, Geometria..., op. cit., s. 157-160.
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Weber definiuje liczbe 0. Otéz jeden jedyny przekrdj zbioru (£, <) tworzy luke,
mianowicie (—A, A)3.

»Aby zapewnié tu ciaglo$¢, musimy zatem dodaé odpowiadajaca przekrojowi
(—xz,x) jeszcze jedna liczbe o znaku 0, ktéra zdefiniowana jest wladnie przez éw
przekréj. Mamy wtedy uporzadkowany zbiér ciagly, z obu stron nieograniczony,
tj. pelny ciag liczb rzeczywistych”.

W zbiorze £, za pomoca regul na znakach, jak np. z(—y) = (—x)y = —(zy),
definiuje Weber dodawanie i mnozenie.

,Pogladowo przedstawia sie ciag liczbowy przez punkty, wychodzac od ustalonego
i oznaczonego przez 0 punktu prostej i nanoszac liczby dodatnie jako odcinki z jed-
nej, powiedzmy prawej, strony, a liczby ujemne z drugiej (lewej) strony. Obraz
sumy dwdéch odcinkdéw z1 + zo otrzymuje sie, gdy poczawszy od punktu z; naniesie
si¢ w prawa lub lewa strone odcinek o dtugosci £z9, w zaleznosci od tego, czy 2o
jest dodatnia czy ujemna”.

L S

Przedkladane ttumaczenie Lehrbuch der Algebra. Einleitung zostalo przygo-
towane przez Profesora Jerzego Pogonowskiego na podstawie pierwszego wydania.
W roku 1925 Wydawnictwo Kasy im. Mianowskiego wydalo Podrecznik algebry
wyzszej w przekladzie Samuela Dicksteina. Wstep z tej edycji rézni sie znaczaco
od tlumaczenia zamieszczonego w niniejszym tomie.

13 Przyjmujac np. przyporzadkowanie o — (A, @) =4¢ —a, mozna uznaé, ze —A jest zbiorem,
ktéry powstaje ze zbioru A na mocy aksjomatu zastepowania. Porzadek ze zbioru (A, <)
w ,naturalny” sposéb przediuzany jest na £.
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Podrecznik algebry. Wprowadzenie*

W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze liczby naturalne 1,2, 3, ... oraz regu-
ty, wedle ktérych rachuje sie na tych liczbach, sa znane i wprzédy podane. Podsta-
wowymi sposobami rachowania, tak zwanymi czterema podstawowymsi dziataniams
arytmetycznymi, sa: dodawanie, mnozenie, do ktorego przynalezy tez potegowa-
nie traktowane jako powtarzanie mnozenia, odejmowanie oraz dzielenie. Pierwsze
dwa nazywaja sie bezposrednimi sposobami rachowania; wyrdzniaja sie one tym,
ze moga by¢ bez ograniczen wykonywane w $wiecie liczb naturalnych. Pierwsza
z niebezposrednich lub odwrotnych operacji, odejmowanie, jest wykonalna jedynie
wtedy, gdy odjemna jest wieksza od odjemnika.

Cel dzielenia mozna pojmowaé na dwa sposoby. W pierwszym elementarnym
ujeciu pyta sie, ile razy dzielnik zawarty jest w dzielnej. Liczba nie jest zawarta
w liczbie od niej mniejszej. Jedli jednak dzielna jest réwna lub wigksza od dzielnika,
to odpowiedZ na pytanie o wynik dzielenia daje iloraz oraz w wiekszosci przypad-
kéw reszte, ktora jest mniejsza od dzielnika. Jedli nie pozostaje zadna reszta, to
moéwi sie o dzieleniu bez reszty, lub ze dzielna jest podzielna przez dzielnik, lub ze
dzielnik jest czynnikiem liczby, ktéra przedstawia dzielna.

Ten cel, ktéry stawia si¢ juz na pierwszych poziomach sztuki rachowania, pro-
wadzi do glebiej lezacego rozréznienia liczb, bedacego podstaws, calej teorii liczb.

Poniewaz czynnik nigdy nie moze by¢ wigkszy od liczby, ktorej jest czynnikiem,
kazda liczba ma tylko skonczona liczbe czynnikéw. Kazda liczba jest podzielna
przez 1 oraz przez siebie sama, a liczba, ktora nie ma poza tym zadnych dzielnikéw,
nazywa sie liczbg pierwszq. Samej liczby 1 z okreslonych powodoéw nie zalicza sie
do liczb pierwszych. Jezeli dwie liczby sg podzielne przez trzecia, to réwniez suma
oraz réznica obu pierwszych jest podzielna przez trzecia; a jesli jakas liczba jest
podzielna przez druga, a ta druga przez trzecia, to takze pierwsza jest podzielna
przez trzecia.

Dwie liczby zawsze maja wspodlny dzielnik 1. Gdy nie maja one zadnego innego
wspolnego dzielnika, jak np. pary liczb 51 7 lub 21 i 38, to nazywaja sie te dwie
liczby wzglednie pierwszymi, lub liczbami bez wspdlnych dzielnikow.

Wéréd wspolnych dzielnikéw jakichkolwiek dwéch danych liczb jeden jest naj-
wiekszy i jest bardzo waznym zadaniem znalezienie tego najwiekszego wspodlnego

*Textbook of Algebra. Introduction
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dzielnika. Prowadzi do tego postepowanie, znane pod nazwa algorytmu wyszuki-
wania najwiekszego wspélnego dzielnika i znajdujace sie juz u Euklidesal.

Jedli a, a; sa dwiema liczbami, to bierze sie wigksza z nich, niech bedzie to
a, jako dzielna, a mniejsza aq jako dzielnik oraz ustala iloraz qi; a gdy dzielenie
daje reszte, takze reszte as, a zatem a = qra; + ag, przy czym as < ai. Kazdy
wspolny dzielnik a i a; jest wtedy wspolnym dzielnikiem a1 i ag oraz na odwrdt.
Jesli postapi sie z a1 i ag tak samo jak z a oraz ay i otrzyma, gdy jest to dzielenie
z reszta, a1 = @aa9 + ag, to znowu mamy as < ag i kazdy wspdlny dzielnik ay
i ag jest wtedy wspOlnym dzielnikiem as i a3 oraz na odwrot. Jedli prowadzi sie
dalej dzielenie w ten sposob, to, poniewaz liczby a,aq,as,as, ... stale sie zmniej-
szaja, z koniecznoéci po skonczonej liczbie krokow otrzymamy dzielenie bez reszty,
a wiec na koniec wystapi¢ musi para rownan a,_o = qy—16,—1 + @y, Qy—1 = GGy
Wtedy a, jest wspélnym dzielnikiem wszystkich poprzednich a, a wiec takze a
oraz aj i kazdy wspélny dzielnik a oraz a; jest dzielnikiem a,. Tak wiec, a, jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem a oraz ap i otrzymaliSmy tym samym twierdze-
nie, ze kazdy wspélny dzielnik dwéch liczb musi dzieli¢ bez reszty ich najwigkszy
wspolny dzielnik.

Jesli a oraz a; sa liczbami wzglednie pierwszymi, to ostatni dzielnik a, =
1. Jezeli przy tym zalozeniu pomnozymy otrzymane réwnania przez jakakolwiek
liczbe b, to wynika z tego, ze b jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem ab oraz a1b
i ze kazdy wspdlny dzielnik ab oraz a; lub a oraz a1b musi by¢ dzielnikiem b. Jesli
zatem a; jest wzglednie pierwsza z a oraz z b, to jest tez wzglednie pierwsza z ab,
a ze szczegbdlnego zalozenia, iz ap jest liczba pierwsza otrzymuje sie, ze iloczyn
tylko wtedy moze by¢ podzielny przez liczbe pierwsza, gdy co najmniej jeden
z czynnikow jest przez nia podzielny.

Jedli zatem iloczyn ab jest podzielny przez a; oraz a; jest wzglednie pierwsza
z a, to b musi by¢ podzielna przez a;.

Jesli a, b sa jakimikolwiek liczbami o najwiekszym wspoélnym dzielniku d oraz
a=dad,b=dl,toa oraz b’ sa wzajem wzglednie pierwsze. Kazda liczba m, ktéra
jest jednocze$nie wielokrotnoscig a oraz b ma posta¢ m = am’ = da’m/, a stad
a’m’ musi by¢ wielokrotnodcia o', a zatem takze m’ musi by¢ wielokrotnoscia b', tj.
kazda liczba, ktéra jest wielokrotnoscia jednoczes$nie a oraz b, jest podzielna przez
a'b’d. Ta liczba a'b'd, ktéra sama jest wspolng wielokrotnoscia a oraz b nazywa sie
wiec najmniejszq wspolng wielokrotno$ciq a oraz b.

Gdy jakas liczba jest podzielna przez dwie liczby wzglednie pierwsze, to jest
tez podzielna przez ich iloczyn, a zatem gdy liczba m jest podzielna przez wiecej
liczb, z ktérych kazde dwie sa wzglednie pierwsze, to jest ona podzielna réwniez
przez ich iloczyn.

Na tym opiera si¢ dowdd waznego twierdzenia, ze liczba m moze zostaé przed-
stawiona zawsze i tylko w jeden sposob jako iloczyn liczb pierwszych. Poniewaz
wtedy dzielnik nie moze by¢ wigkszy od dzielnej, wigc z pewnoscia m moze by¢
podzielna tylko przez skoniczong liczbe liczb pierwszych. Jesli a jest jedna z tych
liczb pierwszych, a a® najwyzsza potega a, przez ktéra m dzieli sie bez reszty, to
a takze jest okreslona liczba. Jedli teraz b2, ¢7, ... beda, podobnie, najwyzszymi
potegami pozostalych mieszczacych sie w m liczb pierwszych b, ¢, ..., przez ktére

I Elementy, ksiega VII, 2, tom drugi w wydaniu Heiberga.
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m daje sie dzieli¢, to wtedy, poniewaz kazde dwie z liczb a®,b%,¢7,. .. sa wzgled-
nie pierwsze, m réwniez musi by¢ podzielna przez iloczyn a®b?c” . . ., oraz m musi
byé¢ réwna temu iloczynowi, gdyz w przeciwnym razie jakas inna jeszcze liczba
pierwsza lub wyzsza potega liczb pierwszych a, b, ¢, . .. miedcitaby sie w m.

* ok ok

Podamy teraz przeglad niezbednych w matematyce i wprowadzanych stopnio-
wo rozszerzen pojecia liczby.

Przez rozmaitosé lub zbior, oznaczany w skrocie symbolem 91, rozumiemy
system obiektow lub elementow jakiegokolwiek rodzaju, ktory jest sam w sobie
w ten sposéb ograniczony oraz ukoniczony, ze dla dowolnego podanego obiektu jest
okreslone, czy nalezy on do tego systemu czy nie, wszystko jedno, czy jestesmy w
stanie w kazdym poszczegélnym przypadku rzeczywiscie rozstrzygnacé te sprawe
czy nie.

Zbiér nazywa sie uporzgdkowanym, gdy sposrdd jakichkolwiek dwoch réznych
jego elementéw zawsze jeden z nich uchodzi za wiekszy, i to tak, izz a > b, b > c
zawsze wynika a > c¢. Jeli @ > b oraz b > ¢, lub, réwnowaznie, a > b > ¢, to
moéwimy, ze b lezy miedzy a oraz c.

Liczby naturalne tworza zbiér uporzadkowany; miedzy dwoma bezposrednio po
sobie nastepujacymi jego elementami nie lezy zaden inny element. Taka rozmaitosc¢
nazywa si¢ dyskretng. Zbiér uporzadkowany o tej wlasnosci, iz miedzy kazdymi
dwoma elementami zawsze znajda sie jeszcze inne elementy nazywa sie gestym.
Zbiér gesty mozna utworzy¢, gdy zbierze sie liczby naturalne w pary i rozwazy te
pary jako elementy zbioru. Te pary nazywa si¢ ulamkami i oznacza przez m : n lub
™ a dwa takie utamki m : n oraz m’ : n' uwaza si¢ za sobie réwne, gdy mn’ = nm/.
Jesli zbierze si¢ wszystkie rowne miedzy soba ulamki w jeden element, to otrzyma
sie rozmaitosd¢, ktora jest uporzadkowana, gdy ustali sie, iz m : n jest wiekszy od
m’ :n', gdy mn’ > nm’. To, ze ta rozmaitosé¢ jest gesta, okazuje si¢ tak oto: jesli
w=m:n, i =m' :n' sy dwoma ulamkami oraz pu > ', to mozna przyjaé, dla
dowolnej liczby h

_ hmn/ = hm'n

H T han!’

hnn'’

a stad hmn' > hm/n. Zawsze mozna dobraé¢ h tak, ze miedzy hmn' a him'n leza
jeszeze liczby, a gdy p jest taka liczba, to p : hnn' lezy miedzy p a .

Punkty linii prostej takze mozna uwazaé za zbiér uporzadkowany, gdy rozumie

sie przez wigkszy i mniejszy jakiekolwiek oznaczenie miejsca, np. dalej na prawo

i dalej na lewo lub wyzej i nizej.
* ok %

Podzial zbioru uporzadkowanego 90 na dwie czesci A, B tego rodzaju, ze kazdy
element a z A jest mniejszy od kazdego elementu b z B bedzie nazywany przekrojem
w N i oznaczany, odpowiednio, przez (A, B). Przekréj taki powstaje, gdy wybierze
sie jakikolwiek element p z 9N i zaliczy wszystkie elementy od niego mniejsze do
A, wszystkie wieksze do B, a sam element p dowolnie, do A lub B. Powstaja,
doktadnie mowiac, w zaleznoéci od tego, czy uczyni sie to pierwsze czy drugie, dwa
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przekroje, ktore chcemy jednak zawsze uwazaé za réwne. Jedli w przekroju (4, B)
albo A zawiera element najwigkszy, albo B element najmniejszy, p, to méwimy,
ze 1 wytwarza przekrédj (A, B). Moze jednak wystapié tez przypadek, ze ani A nie
posiada elementu najwigkszego, ani B elementu najmniejszego.

Gdy kazdy przekrdj w zbiorze gestym M jest wytworzony przez okreslony ele-
ment u, to zbidr ten nazywa sie cigglym.

Ciaglosé, tak jak gestos$é, sa wlasnosciami, ktore z natury rzeczy sa niedo-
stepne naszemu postrzeganiu zmystowemu; nie mozna ich zatem $cisle przypisac
rzeczom Swiata zewnetrznego, wielko$ciom przestrzennym, okresom czasu, masom,
jakkolwiek gleboko leza one w istocie naszego ogladu. Mozna jednak swobodnie
konstruowad czyste systemy pojeé, ktérym przyshuiguje gestosé bez ciagtosci, albo
tez gestodé oraz ciaglodé?.

Przyktadu zbioru gestego dostarczaja utamki wymierne. Ta rozmaitosé, ktéra
chcemy oznaczaé¢ przez ‘R, nie jest ciaglta. Jesli bowiem wezmiemy jakikolwiek
utamek wymierny = m : n, gdzie m oraz n nie maja zadnego wspélnego dzielnika
i nie sa oba kwadratami liczb, to p nie jest kwadratem utamka wymiernego. Gdyby
bowiem byto p = p? : ¢2, to z tego wynikatoby mq? = np?, a stad m = p?, n = ¢?,
co wykluczone jest przez zalozenie. Gdy wiec tworzymy w R przekrdj (A, B),
w ktérym do A zaliczamy kazdy element a z R, ktérego kwadrat jest mniejszy
od pu, a do B kazdy element b, ktérego kwadrat jest wigkszy od pu, to ani A nie
zawiera elementu najwiekszego, ani B elementu najmniejszego, i przekr6j (A, B)
nie bedzie wytworzony przez zaden element z fR.

Jezeli bowiem zatozymy, ze a = p : ¢ jest jakimkolwiek elementem w A, a zatem
p?: q®> < m:n, lub np? < mq?, to wezmy wtedy dowolna liczbe naturalng y oraz
wybierzmy inng liczbe naturalna x tak, ze x > y oraz x(mq? — np?) > ny(2p + 1),
z czego wynika:

z(mg® — np®) > nazy(2p + 1) > n(2pay + ),

a wiec réwniez
mq?z?® > n(px + y)2.

Jedli wiec przyjmiemy o’ = (pr+y) : qx, to a’ > a oraz (a’)? < u, czyli a’ takze jest
zawarty w A; podobnie mozna pokazaé, ze w B nie ma elementu najmniejszego.
Rozmaito$¢ R moze jednak stuzy¢ jako punkt wyjscia do konstrukeji zbioru
ciagltego. Ogdt wszystkich przekrojéw w R jest z pewnoscia rozmaitoscia, ktora
mozna oznaczy¢ przez &. Jesli rozwazymy dwa jej rézne elementy o = (A4, B)
oraz o/ = (A’, B’), to albo A bedzie czescig A, albo A’ czescia A. Jesli bowiem
jakikolwiek element a nalezy do A, to takze kazdy mniejszy od niego element z SR

2 Pokazal to DEDEKIND, ktéremu w ogdle zawdzigczamy podana wyzej definicje ciagtosci. Por.
pisma DEDEKINDA, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872, 1892, Was sind und
was sollen die Zahlen?, Braunschweig 1888, 1893. Inne rozmaitosci, ktérym przystuguje ciagtosé,
sg stworzone przez WEIERSTRASSA oraz CANTORA.

Definicja ciagglosci, ktéra za DEDEKINDEM bierzemy tu za podstawe, jest tak dalece wyczer-
pujaca, ze zbiér ciagly w tym sensie, ktéremu przystuguje jeszcze za chwile podana wlasnosé
mierzalnoéci, nie moze by¢ czedcia bogatszego zbioru cigglego. Nie wiem, czy wlasnosc ta jest
gdziekolwiek dowiedziona i mam nadzieje wrécié¢ do tego przy innej sposobnoéci. Zauwaze jednak,
ze taka wlasno$é dowodliwa jest jedynie dla zbioréw mierzalnych. Zbiér tylko uporzadkowany
moze by¢ zawsze, jakkolwiek by byt gesty, pojmowany jako cze$é zbioru jeszcze bardziej gestego.
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nalezy do A. Jesli A jest czeécia A’, to chcemy nazywaé o mniejszym od o, przez
co zbiér G staje sie uporzgdkowany.

Jesli uznamy przekroje wytworzone przez ulamki wymierne za réwne samym
tym ulamkom wymiernym i nazwiemy je kréotko przekrojami wymiernymi, to zbiér
G zawiera zbior R i zbiér & jest w kazdym badz razie zbiorem gestym. Zbiér &
jest jednak takze ciggly; oznaczmy bowiem przekroje przez duze litery gotyckie
A, B, ... i rozwazmy jakikolwiek przekrdj (2(,B) w rozmaitosci przekrojéw, wtedy
mozemy ustalié w & element o = (A, B), przy czym przyjmujemy do A kazdy
utamek wymierny, ktéry wytwarza przekréj z 2, a wrzucamy do B wszystkie inne
utamki wymierne, ktére wytwarzaja przekroje w 98B. Ten przekrdj a w R wytwarza
przekr6j (2A,B) w &. Zostanie to udowodnione, gdy pokaze sie, ze kazdy element
o' w 6, ktéry jest mniejszy od «, nalezy do 2 oraz kazdy element 8’ w &, ktéry
jest wiekszy od «, nalezy do ‘B.

Niech zatem o' = (A, B’) oraz o < a, wtedy istnieja ulamki wymierne w A,
ktére nie sg zawarte w A’; istnieje wiec wymierny u taki, ze o/ < p < a'i ten pu
wytwarza przekrdj, ktory zawarty jest w 2L, a wiec sam nalezy do 2; poniewaz o’ <
1, wiec réwniez o’ nalezy do 2. Calkiem podobnie pokazuje sie, ze kazdy ', ktéry
jest wiekszy od «, nalezy do ‘B, a tym samym ciaglo$¢ S zostala udowodniona.

Ten bardzo abstrakcyjny tok rozwazan daje nam pewnos$¢, ze przyjecie ist-
nienia zbioru cigglego nie zawiera zadnej sprzecznosci, ze takie zbiory istnieja co
najmniej w krélestwie mysli. Geometria, jak tez analiza, ktére zawsze chetnie na-
wigzuja do ogladu geometrycznego, od dawna milczaco przyjmowaly jako swego
rodzaju aksjomat istnienie zbioréw ciagltych, np. punktéw linii prostej lub jakiejkol-
wiek innej linii ciggtej. Takze rozréznienie pomiedzy zbiorami gestymi a ciaglymi,
ktore lezy u podstaw rozréznienia odcinkéw wspdimiernych i niewspdélmiernych
nie pojawito sie u starozytnych.?

My réwniez nie chcemy rezygnowaé¢ w dalszym ciggu z pomocy ogladu geome-
trycznego i traktowaé np. punktéw linii prostej bez zastrzezen jako zbioru ciaglego.

* ok ok

Zbiér uporzadkowany 90 nazywa sie mierzalnym przy nastepujacych zatoze-
niach: dodawanie oraz zwielokrotnienie sa w ogdlnosci wykonalne w 9, podobnie
jak odejmowanie mniejszego od wiekszego elementu, tj. z jakichkolwiek dwoch ele-
mentéw a, b (ktére moga tez by¢é sobie réwne) mozna utworzyé, wedle okreslonego
przepisu, nowy element a+b z 9 tak, ze a+0b jest wigkszy od a i od b i ze zachodza
znane reguly, wyrazone formulami a+b = b+a, (a+b)+c¢ = a+(b+c¢); a dla dwéch
elementéw a, ¢, z ktérych drugi jest wiekszy, mozna znalezé trzeci element b tak,
ze a + b = ¢, co bedzie takze wyrazane znakiem odejmowania b = ¢ — a. Dwa nie-
rowne elementy 91 maja zatem zawsze okredlona réznice. Z tych zalozen wynika,
ze zwigksza si¢ suma, gdy zwigksza si¢ jeden z jej skladnikéw. Powtdrzone, po-
wiedzmy m-razy dodawanie tego samego elementu nazywa si¢ zwielokrotnieniem,
a jego wynik bedzie oznaczany przez ma.

Dochodzi w koncu jeszcze jedno zalozenie, a mianowicie to, ze dla kazdego
danego a wystarczajaco duze zwielokrotnienie ma jest wigksze od dowolnie danego

3 Buklides, Elementy, ksiega X.
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innego elementu b. Wérdd elementéw zbioru mierzalnego nie ma zatem elementu
najwiekszego.

W gestym zbiorze mierzalnym nie ma tez elementu najmniejszego; gdyby bo-
wiem a byl najmniejszym, a b dowolnym elementem, to miedzy b oraz b + a nie
moglyby leze¢ zadne elementy, poniewaz, gdy b < ¢ < b+ a, to z definicji mie-
rzalnosci wynikatoby, ze a’ = ¢ — b bylby mniejszy od a. Zachodzi tez wynikanie
odwrotne: zbiér mierzalny, w ktérym nie wystepuje element najmniejszy, jest ge-
sty. Jesli bowiem a oraz a + b sg jakimikolwiek dwoma elementami, to wystarczy
przeciez dodaé do a tylko jeden element, ktory jest mniejszy od b, aby otrzymad
element miedzy a oraz a + b.

Jedli zbidr jest ciagly, to zalozenia dotyczace mierzalnoéci moga zostaé jesz-
cze uproszczone, poniewaz wtedy odejmowanie jest konsekwencja dodawania. Jesli
mianowicie a oraz ¢ sa dwoma elementami ciagtego zbioru uporzadkowanego 90,
w ktérym wykonalne jest dodawanie, oraz ¢ > a, to otrzymujemy przekrdj (A4, B)
w M, gdy skierujemy do A wszystkie elementy x, dla ktérych a + = < ¢, a do B
te, dla ktorych a + x > c. Ten przekréj bedzie wytworzony przez element b, dla
ktorego musi by¢ a + b = c.

Liczby naturalne wedle naszej definicji tworza zbiér mierzalny, w ktérym wy-
stepuje najmniejszy element, a mianowicie 1. Rozmaitos¢ utamkow wymiernych
takze staje sie mierzalna, gdy okresli sie dodawanie oraz odejmowanie wedle zna-
nych regul rachowania na utamkach. Szczegdlnie wazna, a przy tym typowa dla
zbioréw mierzalnych jest rozmaito$¢ odcinkéw prostoliniowych lub dlugosci linii,
ktoére sa dodawane po prostu przez lezenie przy sobie. Rowniez zbiory materiatow,
poréwnywanych przez wazenie oraz okresy czasu, mierzone zegarem dostarczaja
przykladéw zbioréw mierzalnych. Sposéb mierzenia nie lezy tu w naturze samej
rozmaitosci, lecz jest wprowadzony przez myslacego obserwatora; tak wiec, dla
przykladu, byloby réwnie dobrze rozumieé przez sume a + b dwédch odcinkéow a
oraz b przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych a oraz b
zamiast, jak to zwykle bywa przyjete, odcinek zlozony z przylozonych do siebie
odcinkéw a i b.

Aby ciagly zbiér & przekrojow w rozmaitosci R utamkéw wymiernych uczynié
mierzalnym, nalezy najpierw zauwazy¢ co nastepuje.

Jedli a = (A, B) jest elementem &, a u dowolnym danym utamkiem wymier-
nym, to zawsze mozna okresli¢ w A element a’ tak, ze a’ + u = V' jest zawarty
w B. Wybierzmy bowiem dwa dowolne elementy a, b, a wtedy mozna tak okresli¢
liczbe naturalna m, ze mu > b — a, a wiec a + mp jest zawarty w B. Jedli po-
tem h jest najmniejsza liczba catkowita, dla ktérej a + hp jest zawarty w B, to
a+(h—1p=a jest w A, a wiec o’ + u =1 jest w B.

Rozumiemy teraz przez sume (A, B) + (A", B’) = (A", B") lub a + o = &
ten przekr6j w R, ktéry otrzymuje sie, gdy do A” skieruje sie utamek wymierny
o’ tylko wtedy, gdy istnieje « w A oraz o/ w A’ o tej wlasnosci, ze o” < a + o'.
W istocie, (A", B"”) jest przekrojem; jesli bowiem o jest zawarty w A", to to
samo zachodzi réwniez dla kazdego mniejszego utamka oraz istnieja utamki, ktore
sa zawarte w A” i ulamki, ktore nie sa zawarte w A”, a mianowicie utlamki o postaci
a+ a’ oraz b+ . Dalej, o’ jest wickszy od a oraz od o’. Albowiem A" zawiera
najpierw wszystkie A, a gdy @’ jest dowolnym utamkiem w A’ to mozna wybraé a
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w A tak, iz element a+a’ z A” jest zawarty w B; a zatem A” jest obszerniejszy od
A. Przekroje wytworzone przez utamki wymierne p, ¢ daja w wyniku dodawania
przekr6j wytworzony przez p + .

* ok ok

Przechodzimy teraz do definicji stosunkéw, ktoére od starozytnosci byly uwa-
zane za podstawe nauki o liczbach, a ktére najpierw wystepuja u Euklidesa®.

Gdy polaczy sie w pary elementy zbioru mierzalnego ) i same te pary te po-
traktuje jako elementy, to powstaje nowa rozmaitos¢; oznaczamy taka pare przez
a : blub tez przez 7, odrézniamy jednak a : bod b : a, gdy a i b sa réznymi elemen-
tami i nazywamy a licznikiem, a b mianownikiem a : b. Chcemy nazywac te pary
stosunkami i chcemy teraz 6w nowy zbiér uporzadkowac i uczynié¢ mierzalnym.

Zalézmy najpierw, ze istnieja dwie liczby catkowite m, n takie, ze na = mb,
jak to np. zawsze ma miejsce, gdy N jest systemem liczb naturalnych, lub gdy
a, b sa dwoma wspolmiernymi odcinkami; gdy wtedy p, ¢ sa innymi liczbami
calkowitymi, to qa = pb wtedy i tylko wtedy, gdy mq = np. Para liczb p, ¢ jest
calkowicie okreslona poprzez to zadanie, o ile dojdzie jeszcze warunek, iz p, ¢ maja
by¢ liczbami wzglednie pierwszymi. Moze by¢ wtedy m = hp, n = hq, gdzie h jest
dowolna liczba catkowita. W tym przypadku nazywamy stosunek a : b wymiernym
i uwazamy go za rowny ulamkowi wymiernemu m : n lub p : ¢. Te utamki wymierne
moga odtad by¢ uwazane za stosunki liczb catkowitych.

Wszystkie réwne miedzy soba stosunki wymierne tworza liczbe wymierng, a licz-
by wymierne tworza, podobnie jak utamki wymierne, rozmaito$¢ uporzadkowana,
gesta 1 mierzalna.

* ok ok

W rozmaitoéci liczb wymiernych liczby naturalne same sie porzadkuja, gdy
przez liczbe naturalng m rozumie si¢ stosunek m : 1.

Wracamy teraz do jakiejkolwiek rozmaitosci mierzalnej 90t i bierzemy z niej
jakiekolwiek elementy a oraz b. Jesli wybierze sie, co zawsze jest mozliwe, dwie
liczby naturalne m, n tak, ze na > mb, to stosunek a : b jest nazywany wiekszym
od stosunku wymiernego m : n, lub
>

b

3|3

(Sl s

agdym:n>p:q, torownieza:b>p:q.
Podobnie wynika, ze jesli n’a < m’b, to

Jesli a : b > m : n, to mozna znalez¢ jedna, a w konsekwencji réwniez dowolnie
wiele liczb wymiernych mq;n; takich, ze
mi m

Cl> >
b~ ng n’

4 Elementy, ksiega V.
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tj. mozna miedzy a : b oraz m : n wstawi¢ dowolnie wiele stosunkéw wymiernych.
Aby to pokazaé, wybiera sie dowolng liczbe catkowitg k oraz ustala liczbe catkowita
h tak, ze h(na —mb) > kb, co zawsze jest mozliwe; wtedy

g>hm+k>m
b hn n’

Podobnie wynika, ze gdy n'a < m'b, h'(m’b —n’a) > k'a, to

a h'm/ m’
b Stk W

Jedli teraz a : b oraz o : B sa dwoma jakimikolwiek stosunkami, ktére dla
zwiezlodci chcemy oznaczaé przez e, e, i ktérych elementy naleza do tych samych
lub réznych rozmaitosci, to mozliwe sa dwa przypadki: 1) miedzy e oraz € nie lezy
zaden stosunek wymierny p lub 2) stosunek wymierny lezy miedzy e oraz e.

W przypadku 1) oba stosunki e oraz € nazywaja sie wzajem réwnymi i widaé,
ze dwa stosunki, ktére rowne sa trzeciemu, sa takze wzajem réwne; jesli bowiem
e < i < g, to kazdy inny stosunek ¢’ jest albo mniejszy, albo réwny, albo wickszy
od p. Jedli € jest réwny 1, to zaréwno miedzy e i €', jak i miedzy €’ i € lezg stosunki
wymierne. Jedli jednak e’ jest mniejszy od pu, to u lezy miedzy e’ oraz e, a jesli €/
jest wiekszy od pu, to p lezy miedzy e oraz €’; a wigc €’ nie moze by¢é jednoczeénie
roéwny e oraz €.

W przypadku 2) stosunki e, € nazywaja sie nierdwnymi. Moze zatem by¢é albo
a) e < pu<e albo B)e>pu > eioba te przypadki nawzajem si¢ wykluczaja,
poniewaz z e < u < €, ¢ < u' wynika, ze p < p', a w konsekwencji dostaje sie
e< .

Zalezno$é¢ miedzy wielko$ciami 2 «) lub 2 8) zachodzi takze, gdy e lub € zostana
zastapione réwnym im elementem. Jesli bowiem p < € oraz p > €, to miedzy e
oraz €' lezy stosunek wymierny i ¢, ¢’ nie sg réwne.

W przypadku 2 «) e nazywa sie mniejszym od e, w przypadku 2 ) e nazywa
sie wiekszym od €.

Miedzy dwa nieréwne stosunki mozna wstawi¢ dowolng liczbe stosunkéw wy-
miernych.

Gdy teraz zbierzemy razem wszystkie rowne migdzy soba stosunki, to otrzy-
mamy pojecie gatunkowe, ktore oznaczamy jako liczbe w sensie ogdlnym. Liczba
jest zatem nazwa lub znakiem dla pewnej rozmaitosci, ktérej elementami sa wla-
$nie te stosunki, ktére réwne sg jednemu spoéréd nich®. W tym pojeciu liczby
sa zawarte stosunki wymierne, a w konsekwencji réwniez liczby naturalne, jako
stosunki m : 1; owe stosunki wymierne tworza liczby wymierne.

Liczby, ktére nie wywodza sie ze stosunkéw wymiernych, nazywaja sie liczbami
niewymsiernymi.

Na mocy tego, co dotad powiedziano, liczby tworza, zbiér uporzqdkowany, a ich
porzadek mozna ustali¢, gdy dla kazdej liczby wybierze si¢ jako reprezentanta
jakikolwiek zawarty w niej stosunek.

5 Przez to pojecie gatunkowe mozna tez wprowadzié¢ w prostszy i bardziej konsekwentny sposéb
liczby naturalne.
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Sposréd dwbeh stosunkéw o tym samym mianowniku oraz réznych licznikach
ten jest wiekszy, ktérego licznik jest wiekszy, a sposréd dwoch stosunkéw o tym
samym liczniku oraz réznych mianownikach ten jest mniejszy, ktérego mianownik
jest wiekszy.

Jedli mianowicie a, a’, b sg dowolnymi elementami zbioru mierzalnego oraz
a’ > a, to najpierw wybiera sie liczbe catkowita n tak, ze na > b oraz n(a’ —a) > b.
Potem bierze si¢ najmniejszq liczbe caltkowita m, ktéra spelnia warunek mb > na;
wtedy na < mb, ale mb < na’. Gdyby bowiem mb > na’ > na + n(a’ — a), to
byloby mb > na + b; a wiec byloby (m — 1)b > na, wbhrew zalozeniu. Dalej,

a a
b < < b

s |3

a wiec a : b < d' : b; calkiem podobnie mozna udowodnié, ze gdy b’ > b, to
a:b>a:b.

Mozna to twierdzenie wyrazi¢ réwniez tak, ze stosunek rosnie wraz ze wzrostem
licznika, a maleje wraz z rosnacym mianownikiem.

Latwo otrzymuje sie z tego takze nastepujace twierdzenie: Jesli a, b, ¢, d sa
elementami tego samego zbioru mierzalnego oraz a : b = ¢ : d, to réwniez a : ¢ =
b:d.

Zalézmy bowiem, ze a : b = ¢ : d, wtedy musza istnie¢ dwie liczby calkowite
m, n takie, ze

na < me

nb > md.

Wtedy jednak byloby, na mocy wlasnie udowodnionego twierdzenia, na : nb <
mc : md, a wiec takze a : b < ¢ : d, wbrew zatozeniu.

Wynika z tego teraz nastepujace glowne twierdzenie. Jesli sposrod czterech
wielkosci a, b, ¢, d jakiekolwiek trzy z nich sq dane w cigglym zbiorze mierzalnym,
to rowniez czwartg ustalic mozna w tym samym zbiorze tak, e a : b= c: d.

Twierdzenie jest bezposrednig konsekwencja zatozonej ciggloséci. Albowiem gdy
wezmie si¢ np. element z w 91 z A lub B, odpowiednio do tego, czy x : b jest mniej-
szy czy wiekszy od od c¢ : d, to otrzyma sie przekrdj, ktory jest wytworzony przez
element a taki, ze spelniony jest warunek a : b = ¢ : d. Twierdzenie to zachodzi
jednak réowniez dla pewnych zbioréw nieciagltych, np. dla ulamkéw wymiernych.

Wynika z tego, ze za reprezentantéw dwoch liczb zawsze mozna wybraé¢ dwa
stosunki, ktérych elementy naleza do tej samej rozmaito$ci oraz maja ten sam
dowolnie wybrany mianownik. Dodawanie jest wtedy tak zdefiniowane, ze zachodzi

a b a+bd

C C C

Ta reguta obejmuje, jako szczegdlny przypadek, dodawanie utamkéw wymiernych,
a zeby uzasadni¢ ja w ogdélnosci trzeba potem jeszcze tylko pokazac, ze jeslia : ¢ =
a :cd oraz b:c="V:c, tomusi byé¢ réwniez (a +b) : ¢ = (¢’ + V). Dowodzimy
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tego, pokazujac, ze gdy a: c=a' : ¢’ oraz (a+b): ¢ > (a/ + '), to musi by¢ tez
b:c>b :c. Niech zatem, gdy m oraz n sa dwiema liczbami calkowitymi, bedzie

a+b m d+V
— >

> s
c n c
wtedy n(a + b) > mc, a wiec
b  mc—na mc —na’ UV
c nc nc' c’

7Z drugiej strony, latwo jednak wynika z zalozenia a : ¢ = a’ : ¢/, ze takze

me—na  mc —na

ne ne

awiechb:c>b : ¢, chdu

Tym samym dowiedziono, ze takze liczby, tak, jak je zdefiniowaliSmy, tworza
zbiér mierzalny. Jesli a oraz ¢ sa wzigte z rozmaitosci ciaglej, to stosunki a : ¢
tworza zbiér ciggly, takze przy ustalonym c, a poniewaz istnieja w ogdle zbiory
ciagle, wiec réwniez liczby tworza zbiér ciagly.

Jedli teraz «, B, 7, 6 sa liczbami, to z proporcji a : f = v : § mozna ustali¢
dowolng z tych czterech liczb poprzez trzy pozostalte. Jesli przyjmie sie 6 = 1,
to otrzyma si¢ mnoZenie a = (7, a przemienno$¢ czynnikéw jest konsekwencja
twierdzenia, ze o : vy = : 6 wynika z a : § =~ : §. Jedli szuka sie 7, to otrzymuje
sie dzielenie; a z podanej wyzej definicji dodawania wynika podstawowa formula
a(B+7) = af + ay. Cztery sposoby rachowania sa zatem wykonalne w dziedzinie
liczb, z jedynym ograniczeniem, iz przy odejmowaniu odjemnik musi by¢ mniejszy
od odjemnej.

* ok ok

Konstrukcja przekroju w ciagu liczb dostarcza zawsze dowodu istnienia liczby,
ktéra czyni zadosé okreslonym zadaniom. Otrzymuje sie wiec przekréj (A, B), gdy
przyjmie sie do A wszystkie i tylko te liczby, ktorych kwadrat jest mniejszy od
ustalonej liczby «a; temu przekrojowi odpowiada okreslona liczba, ktérej kwadrat
jest réwny « i ktéra bedzie oznaczana przez /a i przez to udowodnione zostaje
istnienie pierwiastkow kwadratowych.

Do przekrojéw sprowadzi¢ mozna takze ciagi liczbowe wprowadzone przez
G. Cantora w jego definicji liczb niewymiernych®.

Wedle CANTORA przez ciag liczbowy nalezy rozumie¢ jakikolwiek nieograni-
czony i w okreélony sposéb uporzadkowany system liczb:

S:$1,$2,1'3,$4,...

o tej wlasnosci, ze istnieje okreslona liczba g, ponizej ktérej nie opada zadna liczba
z S itaka, ze gdy § jest dowolnie wybrang liczba, a x,,, T, réZnymi elementami z S,

6 Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
Mathematische Annalen 5 (1872); por. tez Heine, Elemente der Functionenlehre, Journal fiir
Mathematik 74 (1872).
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to &, — T, lub x,, — x, pozostaje zawsze mniejsza od §, gdy m oraz n przekrocza
wystarczajaco duza liczbe.

Zawsze istnieja liczby, ktorych nie przekraczaja liczby takiego ciagu; jesli bo-
wiem ustalona zostala § oraz odpowiednia n, to x,,, ktérego wartos$é¢ moze by¢ tez
rowna m, nigdy nie przekracza najwigkszej z liczb x1, o, ..., xy, x, + 6. Otrzymu-
je sie teraz przekrdj (A, B), gdy do B wrzuci sie te liczby, ktérych nie przekracza
zadna x,,, dla wystarczajaco duzych wartosci n, a wszystkie pozostale liczby (ktére
zatem przekracza nieskoniczenie wiele x,,) do A. Jedli ten przekrdj bedzie wytwo-
rzony przez liczbe a, to jakkolwiek mala jest e, zawsze istnieje nieskoriczenie wiele
liczb z,, miedzy o — € oraz « i mozna powiedzie¢, ze ta catkowicie okreslona przez
S liczba « jest wytworzona przez ciag liczbowy S. Wedle CANTORA, ciag liczbo-
wy S jest po prostu definicjg liczby a. Oczywiscie jedna i ta sama liczba moze
zosta¢ wytworzona przez bardzo rézne ciagi liczbowe. Te ciagi liczbowe nalezy
jednak traktowac jako miedzy sobg rowne. Miedzy innymi, mozna liczby w S braé
wszystkie jako ulamki wymierne. Réwniez na odwrot, tatwo pokazaé, ze dla kaz-
dej podanej liczby a zawsze mozna podaé ciagi liczbowe S, przez ktére a jest
wytworzona tak, ze ogdl tych ciagéw liczbowych S réwniez tworzy zbiér ciagly.

* K ok

Przy objasnianiu podstawowych sposobéw rachowania wyniklo niewygodne
ograniczenie odejmowania, od ktérego si¢ teraz uwolnimy poprzez wprowadzenie
zera oraz liczb ujemnych.

Niech = oznacza kazdy element dotad zdefiniowanego systemu liczbowego, kté-
ry teraz chcemy okreslaé¢ jako system liczb dodatnich. Bierzemy ten system licz-
bowy po raz drugi i dla odréznienia, w tym drugim systemie, ktéry okreslany ma
by¢ jako system liczb ujemnych, kazdy element oznaczamy przez —zx. Drugi sys-
tem porzadkujemy teraz dokladnie odwrotnie niz pierwszy, tak, ze wszedzie, gdzie
w pierwszym systemie x wystepuje jako ,wieksza”, w tym drugim ustalamy —z
jako ,mniejsza”, i na odwrét. Dodawanie oraz odejmowanie dla —x sa objaénione
podobnie jak dla z, tak, ze ma by¢ (—z)+(—y) = —(z+y); (—z)—(—y) = —(z—y).

Chcemy jednak oba te systemy uporzadkowaé razem w taki sposéb, aby kazda
—a byla mniejsza od kazdej z. Otrzymujemy wtedy zbiér uporzadkowany, w kté-
rym nie ma najwiekszego ani najmniejszego elementu. System ten jest tez w ogdl-
nosci ciagly, tylko jedyny przekrdj (—z,z) nie bedzie wytworzony przez zaden
element i tu, gdzie oba systemy sie stykaja wystepuje jeszcze naruszenie cigglo-
Sci. Aby zapewnié tu ciaglo$é, musimy zatem dodaé¢ odpowiadajaca przekrojowi
(—x,x) jeszcze jedna liczbe zero lub 0, ktéra zdefiniowana jest wlasnie przez éw
przekréj. Mamy wtedy uporzadkowany zbiér ciagly, z obu stron nieograniczony,
pelny ciag liczb rzeczywistych.

W tak rozszerzonej dziedzinie liczbowej objasniamy teraz ogélnie dodawanie,
ustalajac na drodze definicji:

x+(-z)=0, z+0=uz,

r+(—y)=x—y, gdy z >y,
v+ (~y)=—(y—x), gdy x <y.
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Przy tak okredlonym dodawaniu zachodza nastepujace prawa, gdy 21, 22, z3
sg jakimikolwiek liczbami z calej dziedziny liczbowe;j:

21+ 20 =20+21, (21+22)+23=2+(22+23),

ktore nazywa sie prawami przemienno$ci oraz lacznosci. Sume dowolnej liczby
skladnikéw tworzy sie, laczac w sumy w dowolnej kolejnosci po dwa skladniki.
O odejmowanie nie trzeba sie juz szczegdlnie troszcezyé, gdy okredli sie z; — 29 jako
21 + (—22) oraz ustali, ze —(—z) = z.

Pogladowo przedstawia sie ciag liczbowy przez punkty, wychodzac od ustalo-
nego i oznaczonego przez 0 punktu prostej i nanoszac liczby dodatnie jako odcinki
z jednej, powiedzmy prawej, strony, a liczby ujemne z drugiej (lewej) strony. Obraz
sumy dwodch odcinkéw z; + zo otrzymuje sig, gdy poczawszy od punktu z; naniesie
sie w prawg lub lewa strone odcinek o dtugosci +29, w zaleznosci od tego, czy 2o
jest dodatnia czy ujemna.

Mnozenie oraz dzielenie w rozszerzonej dziedzinie liczbowej zostaje okreslone
przez réwnania

z(—y) = (-2)y = —zy
(-z)(-y) ==y, Ox=0.

Dzielenie jako odwrotnosé mnozenia jest zawsze mozliwe, poza przypadkiem, gdy
dzielnik jest zerem.

k) %k X%

Dalsze rozszerzenie pojecia liczby polega na wprowadzeniu wielkosci zespolo-
nych. Laczymy kazde dwie liczby calego ciagu liczbowego w pary (x,y) i traktu-
jemy dwie takie pary (z,y) oraz (a,b) jako réwne tylko wtedy, gdy = = a, y = b.
Pary te tworza rozmaitosé, ktérej elementy nie sa co prawda uporzadkowane, ale
dla ktorych operacje rachowania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz dziele-
nie maja by¢ okreslone wedle nastepujacych regut. Niech

(z,y)(a,b) = (za — yb, xb + ya),

i ustalamy poza tym, ze ma by¢ (z,0) = z, co nie przeczy tym réwnaniom. Tylko
wtedy jest (z,y) = 0, gdy x oraz y obie sa réwne zero. Dalej, dla zwiezlosci ozna-
czamy (0, 1) przez i. Wtedy powyzsze réwnosci maja nastepujace konsekwencje:

(2,0)(0,1) = (0,z) lub =iz,
(#,0) +(0,y) = (z,9) = = + yi,

z+yi+a+bi=(x+a)+ (y+0b)i,

a dla odwrotnoéci dodawania:

x4yl — (a+bi) = (x—a)+i(y —b),
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a dalej mnozenie:

(x +yi)(a +bi) = za — yb+i(xb +ya), i*=—1,

(z + yi) (@ — yi) = 2 + ¢,

et yi = (a-+ bi) 2T ‘(j;{xb;g a

lub
r+yi  ar+by+i(ay — bx)
a+bi a? + b2

)

przez co okreslone jest dzielenie, oprécz przypadku, gdy a+bi = 0. Liczby o postaci
ix nazywaja sie liczbami czysto urojonymi, a ¢ urojona jednostka. Liczby a + bi
nazywaja sie urojonymsi lub zespolonymi. Liczby rzeczywiste oraz czysto urojone sa
w tym zawarte jako przypadki szczegdlne.

Podstawowe sposoby rachowania sa zatem w dziedzinie liczb zespolonych x4+ yi
wykonalne bez ograniczen (z wyjatkiem dzielenia przez zero), a rachowanie na
liczbach rzeczywistych jest ich szczegélnym przypadkiem.

Za GAUSSEM przedstawia sie liczby zespolone z = x + yi jako punkty plasz-
czyzny, przyjmujac u podstaw prostokatny uktad wspétrzednych i traktujac punkt
o wspolrzednych x, y jako obraz wartosci liczbowej z. Punkty osi x przedstawiaja
w wyzej opisany sposéb liczby rzeczywiste. Punkty osi y sa obrazami liczb czy-
sto urojonych yi. Poczatek uktadu wspoétrzednych jest obrazem liczby 0. Wektor
promienia z punktu zerowego do punktu z ma wartosé liczbowa p = /22 + y2,
ktoéra jest nazywana wartoscig bezwzgledng, wartoscig lub, wedle starszego sposobu
wyrazania si¢, modutem liczby zespolonej z.

Jedynie liczba 0 ma warto$¢ bezwzgledna 0. Kazda liczba dodatnia wystepuje
jako warto$¢ bezwzgledna nieskonczenie wielu liczb zespolonych, a obrazy punk-
towe wszystkich liczb o tej samej wartosci bezwzglednej leza na okregu, ktorego
$rodek lezy w poczatku ukladu wspoélrzednych.

Dwie liczby urojone, ktére roéznia sie tylko znakiem przy ¢, a zatem x + yi oraz
T — yi nazywaja sie urojonymi sprzezonymi. Ich iloczyn jest kwadratem wartosci
bezwzglednej kazdej z nich.

Jesli jedna z dwéch sprzezonych liczb urojonych jest réwna zero, to takze pozo-
stala jest rowna zero, a wiec mozna w kazdym prawdziwym réwnaniu liczbowym
zastapié ¢ przez —i, bez naruszenia prawdziwosci.

Chcemy jeszcze udowodnié¢ czesto stosowane twierdzenie, ze wartosé bezwzgled-
na sumy dwdéch réznych od zera liczb zespolonych nigdy nie jest wieksza od sumy
bezwzglednych wartosci obu skladnikéw, a réwna tylko wtedy, gdy stosunek (ilo-
raz) obu skladnikéw jest rzeczywisty i dodatni. Niech mianowicie

s=x4yi c=a+bi = (z+a)+ (y+b)i
pP2=a2+y2 r2=a2+0? R2 (z+a)® + (y +b)?,

wtedy
(r+p—R)(r+p+R)=(r+p)*—R*=2(rp—ax —by),
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co z pewnoscia jest dodatnie, gdy ax + by < 0. Jesli jednak az + by > 0, to z
r2p? — (az + by)? = (ay — bx)?

wynika, ze rp > ax + by, a réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy ay —bxr = 0. Wynika
z tego zatem, ze r + p > R i tylko w szczegdlnym przypadku, gdy ay — bx = 0,
ax + by > 0 mamy r + p = R, z czego wynika, co powiedziano.

W przedstawieniu geometrycznym twierdzenie to jest wyrazem tego, ze w troj-
kacie jeden bok jest mniejszy od sumy obu pozostatych. Twierdzenie ma inna jesz-
cze konsekwencje, ze warto$¢ bezwzgledna sumy nie moze by¢ mniejsza od réznicy
wartoéci bezwzglednych skladnikéw. Jesli bowiem zastosujemy poprzednie twier-
dzenie do sumy ¢ = Z — z, to wynika z tego, ze r < R+ p lub

R>r—p.
Ro6wnoé¢ ma miejsce tylko wtedy, gdy iloraz z : ¢ jest rzeczywisty oraz ujemny.
* ok %

Trzeba jeszcze powiedzieé¢ stowo o najwazniejszym Srodku pomocniczym alge-
bry, rachowaniu na literach. Stosowanie tego srodka pomocniczego jest tak ogélne,
ze niekiedy terminu rachowanie na literach uzywa sie jako synonimu dla terminu
algebra. Reguty, mowiace jak rachowaé¢ na takich wyrazeniach literowych przyj-
mujemy za wprzédy znane. Rownania miedzy wyrazeniami literowymi moga by¢
dwdéch rodzajow; albo, po pierwsze, sg to tak zwane identycznodci, tj. dwa wy-
razenia przyjmowane za réwne moga zostaé tak przeksztalcone za pomoca regut
rachowania, ze oba wyrazenia sg dokladnie zgodne. Otrzymuje si¢ potem z takich
réwnan literowych prawdziwe rownania liczbowe, gdy litery zostana zastgpione
przez jakiekolwiek liczby, powiedzmy rzeczywiste badz zespolone, przy zalozeniu,
ze nie wystepuje przy tym zadanie dzielenia przez zero. Litery w takich réwna-
niach sa czesto oznaczane tez jako zmienne, poniewaz mozna sobie wyobrazi¢, bez
popadniecia w sprzeczno$é, ze za litery mozna podstawiaé coraz to inne i inne
wartosci liczbowe.

Roéwnania drugiego rodzaju miedzy wyrazeniami literowymi nie maja tego cha-
rakteru identycznosci. O wiele bardziej zawierajg one zadanie stawiane liczbom,
ktére mozna bez popelnienia btedu podstawié¢ za litery. Zadanie wykrycia warto-
$ci liczbowych, ktére czynia zadosé takim zadaniom algebra nazywa rozwigzaniem
réownania. W tych réwnaniach litery oznaczane sg takze jako , niewiadome”. Bardzo
czesto w jednym i tym samym réwnaniu wystepuja litery dwoch rodzajow, takie,
za ktére mozna podstawia¢ dowolne wartosci liczbowe oraz inne, ktérych wartosé
liczbowa ma dopiero zosta¢ wykryta.

* ok ok

Podstawa ttumaczenia: Weber, H.: 1895, Lehrbuch der Algebra. Einleitung,
Friedrich Vieweg und Sohn, Braunschweig, 1-20.

Ttumaczenie: Jerzy Pogonowski
22 pazdziernika 2010
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1. W maju 2016 roku, w Osérodku Badawczo-Konferencyjnym Instytutu Mate-
matycznego PAN w Bedlewie, odbyta si¢ XXX Konferencja z Historii Matematyki.
Jej organizatorem byl Witold Wiestaw, czlowiek-instytucja, osoba, ktérej zastugi
dla historii matematyki w Polsce trudno przeceni¢. W. Wigstaw uczestniczyt we
wszystkich 30. Konferencjach z Historii Matematyki!, wniést istotny wkiad w or-
ganizacje, prace programowe oraz wydanie materialéw pokonferencyjnych wielu
edycji, a poczynajac od XXV organizowal konferencje niemal samodzielnie, spo-
radycznie zyskujac wsparcie instytucjonalne, czy to Instytutu Matematycznego
Uniwersytetu Wroctawskiego, czy PTM-u, czy Instytutu Matematycznego PAN.
Okragty jubileusz sklania do przypomnienia historii Konferencji?. Oto one:
e [ Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki, Pokrzywna, woj. opolskie, 1-6 VI 1986.
e IT Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka XIX wieku, Lubin,
k. Miedzyzdrojéw, 25-29 V 1987.
e III Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka przetomu XIX i XX
wieku. Nurt mnogosciowy, Jaworze, k. Bielska-Biatej, 25-29 V 1988.
e IV Ogoélnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka przelomu XIX i XX
wieku, Pogorzelica, 8-12 V 1989.
e V Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki: Probabilistyka i mechanika w szki-
cach historycznych, Dziwnéw, 9-13 V 1990.
e VII Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki: Problemy Hilberta, Miedzyzdroje,
10-14 V 1993.
e VIII Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki: Prawdy i mity w historii matema-
tyki, Rudy Raciborskie, 6-10 V 1994.

e IX Ogodlnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka w Polsce 1851-1950,
Miedzyzdroje, 4-9 VI 1995.

*XXX Conference on History of Mathematics, Bedlewo, 5-8 V 2016

1'W. Wigstaw nie byl obecny na pierwszej konferencji, ale jego referat zostal tam odczytany
i zamieszczony w materiatach pokonferencyjnych.

2 Nazwa konferencji zmieniala si¢ wraz ze zmiana organizatoréw: od Ogélnopolskiej Szkoty
Historii Matematyki, przez Konferencje Naukowa PTM z Historii Matematyki, po Konferencje
z Historii Matematyki. Pamietajac o tych réznicach, dalej bedzie stosowaé jedna nazwe Konfe-
rencja z Historii Matematyki.
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e XIII Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka XVIII stulecia, Koto-
brzeg, 17-21 V 1999.

e XIV Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka czaséw Gaussa, Zie-
lona Géra, 8-14 V 2000.

e XV Ogdlnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka czaséw Weierstrassa,
Kotobrzeg, 28 V-2 VI 2001.

e XVI Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki: Algorytmy w dziejach matematyki,
Turawa, k. Opola, 14-18 V 2002.

e XVII Ogédlnopolska Szkota Historii Matematyki: Matematyka abelowa, Nowy Sacz,
9-13 VI 2003.

e XVIII Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki: Stynne dziela matematyczne
i rocznice, Biatystok—Suprasl, 31 V-4 VI 2004.

e XIX Ogolnopolska Szkota Historii Matematyki: Wokoét Bernoullich, Zamosé, 6-10
VI 2005.

e XX Ogodlnopolska Szkota Historii Matematyki: Historia matematyki polskiej, Ustro-
nie, k. Bielska-Biatej, 21-26 V 2006.

e XXI Konferencja Naukowa PTM z Historii Matematyki: Leonhard Euler (1707-
-1783) — w trzechsetlecie urodzin, Iwonicz-Zdréj, 21-25 V 2007.

e XXII Konferencja Naukowa PTM z Historii Matematyki: Matematyka i matema-
tycy polscy okresu zaboréw (1795-1918), Iwonicz-Zdréj, 26-30 V 2008.

e XXIII Konferencja Naukowa PTM z Historii Matematyki: Matematyka i matema-
tycy polscy okresu zaboréw (1795-1918), Iwonicz-Zdréj, 25-29 V 2009.

e XXIV Konferencji Naukowej PTM z Historii Matematyki: Matematyka polska
przetomu XIX i XX wieku, Iwonicz-Zdréj, 24-28 V 2010.

e XXV Konferencja Naukowa PTM z Historii Matematyki: Matematyka polska I po-
towy XX wieku, Bedlewo, 23-27 V 2011.

e XXVI Konferencja Naukowa z Historii Matematyki: Matematyka polska w latach
1851-1950, Iwonicz-Zdréj, 21-25 V 2012.

e XXVII Konferencja z Historii Matematyki, Bedlewo, 20-24 V 2013.

e XXVIII Konferencja z Historii Matematyki, Bedlewo, 9-12 VI 2014.

e XIX Konferencja z Historii Matematyki, Bedlewo, 25-28 V 2015.

e XXX Konferencja z Historii Matematyki, Bedlewo, 5-8 V 2016.

Podsumowanie dziesieciu pierwszych edycji Konferencji zawieraja artykuty:
S. Fudali, Drukowane poklosie Szkoét Historii Matematyki oraz 7. Pawlikowska-
Brozek, Geneza i tematyka Szkét Historii Matematyki®. Tytuly referatéw z dzie-
wietnastu pierwszych Konferencji oraz dane dotyczace wydawnictw pokonferen-
cyjnych zebral W. Wiegstaw w nocie zatytutowanej Poprzednie tomy z Historii
Matematyki*. Dodajmy jeszcze, bo to symptomatyczne, ze najwiecej uczestnikéw,
blisko stu, zgromadzita VII Konferencja. Jej dorobek wydano w tomie Problemy
Hilberta w pieédziesieciolecie smierci ich twérey®.

38. Fudali, Drukowane poklosie Szkél Historii Matematyki, [w:] X Szkola Historii
Matematyki, Uniwersytet Opolski. Zeszyty Naukowe. Matematyka 30. Opole 1997, 85-90;
Z. Pawlikowska—Brozek, Geneza i tematyka Szkdl Historii Matematyki, tamze, 115-124.

4+W. Wiestaw, Poprzednie tomy z Historii Matematyki, Antiquitates Mathematicae 1, 2007,
12-23.

5 W. Wigstaw (red.), Problemy Hilberta w pieédziesieciolecie $mierci ich twdrcy, Instytut His-
torii Nauki PAN, Warszawa 1997.
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Pierwsze konferencje dedykowano wyraznie zakre$lonym tematom z historii
matematyki powszechnej. Kolejne, poczynajac od XX, byly zorientowane na ma-
tematyke polska, skupiajac sie przy tym raczej na biografiach niz kwestiach mate-
matycznych. Te zmiane tematyki dobrze ilustruje zestawienie programow I i XXX
konferencji. Oto tytuly referatéw zamieszczonych w wydawnictwie pokonferen-
cyjnym I Szkoty Historii Matematyki®:

R. Duda, Zarys rozwoju koncepcji przestrzeni.

J. Folta, Rozwdj geometrii w XIX wieku, niektore rysy rozwoju spolecznego, a specy-
fika powstawania szkél geometrii.

J. Konarski, Historia rozwoju geometrii rézniczkowej.
M. Kordos, Poczgtki metody dedukcyjnej.

M. Kordos, Zarys historii geometrii rzutowej.

J. Mioduszewski, Rozwdj pojecia continuum.

M. Moszynska, Z historii geometrii analitycznej.

L. Szczerba, Historia geometrii nieeuklidesowe;.

L. Szczerba, Historia podstaw geometrii euklidesowej.

W. Wiestaw, Historia konstrukcji geometrycznych.

A oto program XXX Konferencji:

R. Duda, Matematycy polscy na tle dziejow kraju w wiekach XIX i XX.

L. Maligranda, Wydzial Matematyczno-Fizyczny Uniwersytetu Lwowskiego w latach
1989-1941.

J. Prytuta, Wyklady z matematyki na Uniwersytecie Lwowskim do 1939 roku.
W. Wilczynski, Zbiory, ktorych konstrukcje zawdzieczamy polskim matematykom.
A. Patka, Starodruki anamorficzne w zbiorach Biblioteki Jagielloniskiej.

W. Wiestaw, Michal Pelka Poliniski (1785-1848).

K. Wuczyniska, Sylwetka nauczyciela matematyki na tle rozwoju szkolnictwa
wg Adama Wachulksi.

W. Piotrowski, Matematyka w Wolnej Wszechnicy Polskiej w okresie
miedzywojennym.

L. Maligranda, Aleksander Pelczyriski (1932-2012).

R. Murawski, Warszawska Szkola Logiczna o przedmiocie matematyki ¢ logiki.
D. Ciesielska, O wykladach Wiadystawa Kretkowskiego (1882/83) oraz Waclawa
Sierpiriskiego (1908) z teorii kwaterniondw.

Z. Pogoda, Prace Antoniego Hoborskiego (1879-1940) dotyczqce nauczania
geometrii.

S. Domoradzki, Andrzej Pelczar (1937-2010) — zycie i twdrczosC.

Z. Pogoda, Kazimierz Zorawski (1866-1953) — w 150 rocznice urodzin.

P. Blaszczyk, Heinricha Webera konstrukcja liczb rzeczywistych.

S. Domoradzki, Krzysztof Tatarkiewicz (1923-2011) — zZycie i twdrczosé.

R. Duda, Stan ¢ potrzeby historii matematyki w Polsce.

W. Wéjcik, Jan Sleszyriski, polski logik i matematyk. Analiza osiggnieé okresu
krakowskiego.

1. Jézwik, M. Terepeta, Prace Stefana Kempistego z teorii funkcji rzeczywistych.

6 Zob. J. J. Charatonik (red.), Zeszyty Naukowe Wyzszej Szkoly Inzynierskiej w Opolu Nr
125, Matematyka, Z. 12, Opole 1987.
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e J. Koronski, Matematyka w siedemdziesiecioleciu Politechniki Krakowskiej.
e A. Dawidowicz, Alternatywa Fredholma wczoraj ¢ dzis.

e D. Ciesielska, Wybrane publikacje z czasopisma Izwiestija Cesarskiego Uniwer-
sytetu Warszawskiego (1870-1917).

e J. Strelcyn, Matematyka i matematycy na Cesarskim Uniwersytecie Warszawskim
(1870-1915).

2. Podczas gdy w Niemczech, Anglii czy USA juz dawno wytworzyly sie grupy
zawodowych historykéw matematyki, to w Polsce historie matematyki uprawiaja
tylko zawodowi matematycy, wlasciwie jako hobby, a nie jako podstawowsa aktyw-
no$¢ naukowa. W rezultacie polskie srodowisko wydalo szereg opracowan wybra-
nych zagadnien matematyki najnowszej, przede wszystkim XX-wiecznej. Sa to
rzetelne prace, pisane przez specjalistéw w dziedzinach szczegdélowych, oparte na
materialach zrédlowych, czyli artykutach badawczych i przegladowych oraz mono-
grafiach.

Jednakze problemy i techniki matematyki wspoélczesnej ledwie wykraczaja
poza granice XX wieku i im glebiej w historie, tym bardziej bezradny staje dzisiej-
szy matematyk wobec dawnych, a zarzuconych juz technik, konwencji, sposobéw
argumentacji czy wreszcie pojeé, by wymieni¢ rownosé figur, wielkosé, proporcje,
nieskonczenie mate, stosunek %, itp. W rezultacie matematyka XVIII, XVII wieku
i dawniejsza jest dla wspotczesnego matematyka zrozumiala o tyle, o ile umie on
powiazaé ja z matematyka XX wieku, a teksty zrodlowe sa wowczas z koniecznosci
interpretowane.

W polskich opracowaniach tych okreséow zrodtla sa owszem cytowane, ale ich
interpretacje nie sa oryginalne — w istocie powtarzaja tezy podstawowych mono-
grafii z historii matematyki autoréow takich jak Carl Boyer, Moris Kline czy Victor
Katz”. Tym sposobem w polskiej literaturze ciggle obowiazuje na przyktad poglad,
ze Leibniz, Newton czy Euler rozwijali rachunek rézniczkowy dysponujac przy-
blizong wersja wspotczesnej analizy matematycznej i dopiero w ostatnich dekadach
XIX wieku, wraz z powstaniem klasycznej analizy matematycznej, sformutowano
Lrygorystyczne” podstawy analizy. Taki obraz nie wytrzymuje konfrontacji z tek-
stami zrodlowymi (autorstwa Lebniza, Newtona czy Eulera, jak i tymi pochodza-
cymi od Cantora, Dedekinda czy Weierstrassa). I chociaz w badaniach histo-
rycznych interpretacja tekstu jest czesto niezbedna, to akurat w przypadku pism
ojcow zaltozycieli rachunku rézniczkowego, perspektywe lepsza niz klasyczna ana-
liza matematyczna stwarza analiza niestandardowa, dziedzina, ktéra w Polsce jest

stabo reprezentowana?.

7 Zob. C. Boyer, Historia rachunku réiniczkowego i calkowego i rozwéj jego pojeé, PWN,
Warszawa 1964; M. Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Oxford Uni-
versity Press, New York 1972; V. Katz, History of Mathematics, Addison-Wesley, Reading, Ma-
ssachusetts 1998.

8 Zob. P. Blaszczyk, M. Katz, D. Sherry, Ten misconceptions from the history of analysis and
their debunking, Foundations of Science, 18(1), 2013, 43-74; P. Blaszczyk, V. Kanovei, M. Katz,
D. Sherry, Controversies in the Foundations of Analysis: Comments on Schubring’s Conflicts,
Foundations of Science 2016 (online first); T. Bascelli et al., Leibniz versus Ishiguro: closing
a quarter century of syncategoremania, HOPOS 6(1), 2016, 117-147; P. Blaszczyk, V. Kanovei,
M. Katz, S. Kutateladze, D. Sherry, Toward a history of mathematics focused on procedures,
Foundations of Science 2016 (przyjete do druku); J. Bair et al., Interpreting the infinitesimal
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Gdy siggniemy jeszcze glebiej, do matematyki greckiej, to polska historia ma-
tematyki jest prowadzona bez kontaktu z materialami zrédtowymi, polegajac z ko-
nieczno$ci na opracowaniach lub spekulacjach. Co wigcej, autorzy podstawowych
syntez historii matematyki, jak chociazby ci wyzej wskazani, takze nie pracuja na
tekstach zrédlowych i powielajg stare schematy. W rezultacie o matematyce grec-
kiej ciagle opowiada sie za pomoca liczb rzeczywistych, a w najlepszym razie za
pomoca jakiego$ blizej niesprecyzowanego ciala archimedesowego?, z pominieciem
faktu, ze grecka teoria proporcji byla podstawowym narzedziem matematycznym
do konca XVII wieku. Tym sposobem caloSciowe spojrzenia na historie mate-
matyki, jakie wydato polskie Srodowisko matematyczne, ma owszem wiele waloréw,
ale gléwnie popularnonaukowych!?.

3. XXX Konferencje z Historii Matematyki w sposéb szczegdlny naznaczyly dwa
referaty: Ady Patki Starodruki anamorficzne w zbiorach Biblioteki Jagielloniskiej
oraz Romana Dudy Uwagi o sytuacji historii matematyki w Polsce. Magister Patka
jest stuchaczka Studiéw Doktoranckich przy Instytucie Matematyki Uniwersytetu
Jagielloniskiego, profesor Duda to wybitny matematyk, a zarazem nestor polskiej
historii matematyki. By¢ moze spotkanie na matej konferencji tych prelegentéw
jest znakiem, ze do polskiej nauki wkraczaja juz zawodowi historycy matematyki.

Stynny obraz Hansa Holbeina Ambasadorowie (1533, National Gallery, Lon-
dyn), z zagadkowym przedstawieniem ludzkiej czaszki w dolnej partii pt6tna, to
przykltad anamorfozy, czyli techniki znieksztalcania przedstawien, ktére ukazuja
sie w naturalnych proporcjach dopiero wtedy, gdy sa ogladane przy spelnieniu
odpowiednich warunkéw. Rozwinigto trzy odmiany anamorfozy: (1) perspekty-
wiczng, w ktorej przedstawienie ukazuje sie w naturalnych proporcjach, gdy jest
ogladane z wybranego miejsca (czyli tak jak w obrazie Holbeina), (2) lustrzang,
w ktorej przedstawienie ukazuje sie w naturalnych proporcjach, dopiero jako odbite
na lustrzanej powierzchni cylindrycznej lub stozkowej, (3) zwijang, w ktérej przed-
stawienie ukazuje sie¢ w naturalnych proporcjach, gdy papier, na ktéorym potozono
rysunek zostanie odpowiednio zwiniety, np. w stozek. Okazuje sie, ze polski grafik
i rysownik Jan Ziarnko w traktacie Perspectivae Stereo Graphicae Pars Specialis
(1619) jako pierwszy opisal matematyczne reguly anamorfozy zwijanej. Odkrycie
to zawdzieczamy mlodej badaczce z Krakowa, Adzie Palce. Rzecz zostala ogloszona
w prestizowym periodyku Print Quarterly i jest $wietnym przykladem propagowa-
nia polskiego wkiadu w historie matematyki'.

Uwagi o sytuacji historii matematyki w Polsce Romana Dudy wpisuja sie
w tradycje refleksji nad stanem polskiej historii matematyki, siegajaca takich
prac, jak Aleksandra i Ludwika Birkenmajerow Najwazniejsze dezyderaty nauki

mathematics of Leibniz and Euler, Journal for General Philosophy of Science 2016 (przyjete
do druku); zob. takze literature cytowana w tych artykutach.

9Zob. Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides. Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i ko-
mentarz, CCPress, Krakéw 2013, 176-177.

10 Zob. J. Mioduszewski, Cigglosé. Szkice z historii matematyki, WSiP, Warszawa 1996;
W. Wiestaw, Matematyka i jej historia, Wydawnictwo NOWIK, Opole 1997; M. Kordos, Wyklady
z historit matematyki, SCRIPT, Warszawa 2005; L. Gruszecki, Zarys dziejow matematyki,
Wydawnictwo KUL, Lublin 2009.

11 Zob. A. Palka, Jan Ziarnko’s Anamorphic Print ‘A Pair of Lovers Embracing’, Print Quar-
terly 32(1), 2015, 3-13.



[160] Piotr Btaszczyk

polskiej w zakresie historii nauk matematycznych (1918) czy Zdzistawa Opiala Stan
i potrzeby historii matematyki w Polsce (1968).

Nawiazujac do odréznienia history i heritage, zaproponowanego niegdy$ przez
Ivora Grattan-Guinnessa'?, R. Duda wyréznil dwa zasadnicze sposoby uprawia-
nia historii matematyki: historyczny (skupiony na biografiach) i matematyczny
(zajmujacy sie rozwojem pojeé, czy po prostu historia idei). Nastepnie, zwracajac
uwage na specyfike polskiego srodowiska, odréznitl historie matematyki powszech-
nej i narodowej, a rysujac program na przysziosé¢ apelowal o skupienie badan na
matematycznej historii matematyki polskiej.

Diagnozujac stan polskiej historii matematyki Profesor zwrécil uwage na mini-
malne zainteresowanie historia ze strony zawodowych matematykéw, wynikiem
czego jest chociazby likwidacja Komisji Historii Matematyki PTM i trudnosci
w zdobywaniu awanséow naukowych w zakresie historii matematyki.

Trzeba jednak przyzna¢ — dodajmy troche polemicznie — Ze dla uprawiania
matematyki znajomos¢ historii nie jest konieczna. Zainteresowanie historig mate-
matyki wérod matematykéw, podobnie jak na przyktad historia powszechna wsréd
politykow, jest pochodna wyksztalcenia ogdélnego. Jezeli historia matematyki nie
jest obecna ani w nauczaniu szkolnym, ani akademickim, to zainteresowanie ta
dziedzing moze przyj$¢ jedynie z zewnatrz: z referatu wystuchanego przypadkowo
gdzie$ na kongresie matematycznym, czy z ksiazki o intrygujacym tytule, za-
uwazonej u kolegi z USA. Z drugiej strony, znane sg przyklady zagadnien wyrostych
na pograniczu historii i filozofii matematyki, ktére angazowaly wybitnych, acz
refleksyjnie nastrojonych matematykéw. Wymienmy dla przyktadu réznice w in-
terpretacji Ksiegi II Elementéow Euklidesa — zagadnienie znane pod nazwa alge-
braizacja geometrii. Dyskusja wokot tego problemu zaangazowala z jednej strony
matematykow takich jak B. Van der Waerden, H. Freudenthal, A. Weil, z drugiej,
wybitnych historykéw, takich jak O. Neugebauer, S. Unguru, I. Grattan-Guinness'?.

O ile sklonnoéé do refleksji jest przypadloscia, na ktéra nie sposéb wplynaé, to
zainteresowanie historia matematyki mozna rozbudzi¢, ukazujac ja jako zrédto ak-
tualnych probleméw czysto matematycznych. Kilka przykladéw. Aksjomaty geo-
metrii euklidesowej podane przez Hilberta w Grundalgen der Geometrie mozna
traktowaé jako interpretacje Ksiag I-IV Elementow Euklidesa. Przyjeto w nich jed-
nak rozwiazanie, ktére historyk winien zakwestionowaé¢. Ot6z w systemie Hilberta
porzadek liniowy jest definiowany (via relacja lezenia miedzy); tak samo jest
w ujeciu geometrii euklidesowej autorstwa Karola Borsuka i Wandy Szmielew,
gdzie porzadki liniowe w zbiorach odcinkéw i katow sa definiowane!. O ile wiec we
wsp6lczesnych aksjomatykach porzadek liniowy jest definiowany, o tyle w Elemen-
tach jest on pojeciem pierwotnym — fakt ten wynika z analizy Ksiegi V'°. Zadanie
matematyczne z tym zwiazane mozna wiec tak przedstawi¢: zbudowaé aksjomatyke

12 Zob. I. Grattan-Guinness, The mathematics of the past: distinguishing its history from our
heritage, Historia Mathematica 31, 2004, 163—-185.

13 Przeglad stanowisk w tym trwajacym juz ponad wiek sporze podaje V. Blasjo w artykule In
defence of geometrical algebra, Archive for History of FEzact Science, 2016 (online first).

14 Zob. K. Borsuk, W. Szmielew, Podstawy geometrii, PWN, Warszawa 1972; zob. takze
P. Btaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda ‘Stetigkeit und irrationale
Zahlen’, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakéw 2007, rozdz. 11, 77-102.

15 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides. Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
CCPress, Krakéw 2013, 98-122, 256—269.
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geometrii, w ktérej porzadek liniowy (relacja wickszy-mniejszy wéréd odcinkdéw
i wiekszy-mniejszy wsrdd katéw) bedzie pojeciem pierwotnym. Taka aksjomatyka
bytaby blizej oryginalnego systemu Euklidesa, niz ta podana przez Hilberta.
Stworzenie nowej aksjomatyki geometrii euklidesowej jest powaznym wyzwa-
niem, dlatego wskazemy jeszcze dwa inne problemy wyrastajace wprost z badan
historycznych. Otéz wbrew powszechnemu mniemaniu wzorem metody deduk-
cyjnej jest nie tyle geometria Euklidesa (braki systemu Euklidesa sa czesto pow-
tarzane przy okazji prezentacji systemu Hilberta), ile teoria proporcji rozwinieta
w Ksiedze V. Znane sa dwa systemy aksjomatéw tej teorii'®. Zadanie, ktére czeka
na rozwiazanie, to wykazanie niezaleznosci tych aksjomatéw (dla kazdego systemu,
musi byé ono oczywiscie rozwazane odrebnie) — jest wiec to takie samo zadanie
jak to, ktore postawit sobie Hilbert prezentujac aksjomaty geometrii euklidesowe;.
I jeszcze jedno zadanie. Kartezjusz naszkicowal w Geometrii sposéb rozwiaza-
nia zagadnienia Pappusa dla dowolnej liczby prostych'?. Zamyst swéj doprowadzit
do przypadku 13 linii. Zagadnienie Pappusa ciagle czeka na ogélne rozwiazanie.
7 problemem, ktéry hastowo nazwiemy Jak zainteresowac zawodowych mate-
matykow historig matematyki, wiaza si¢ kwestie metodologiczne, ktére w wystapie-
niu Romana Dudy byly zaznaczone tylko drobnym muénieciem. A pytanie jest
nastepujace: jak pisaé¢ historie matematyki, by zachowaé¢ wierno$é materiatom
zrodlowym, trafié do wspolczesnego czytelnika, a przy tym nie popas¢ w ton popu-
larnonaukowy. W ksiazce Euklides. Elementy. Ksiegi V-VI. Ttumaczenie i komen-
tarz pokazalisSmy, jak zamieniamy tekst Ksiegi V w formuly algebraiczne zrozumia-
te dla wspélczesnego matematyka. W wyniku wskazanych zabiegéw hermetyczny
tekst sprzed 2 000 lat, po uprzednim przerobieniu kilku éwiczen i przestudiowa-
niu objasnien, moze by¢ czytany z taka latwoscia, jak podrecznik algebry elemen-
tarnej. Przyjetej metodzie transkrypcji (formalizacji) towarzysza objasnienia, takie
na przyktad jak to, ze w greckiej matematyce w ogéle (nie tylko w Ksiedze V) nie
ma pojecia odpowiadajacego symbolowi +, a formuta, powiedzmy A+ B w tekscie
greckim bedzie zapisana jako A, B”. Czytelnik otrzymuje wigc reguty, ktére nie
tylko pozwalaja mu przektadaé proze matematyczng sprzed 2 000 lat na formuty
algebraiczne, ale i odwrotnie, formuly algebraiczne przeklada¢ na proze matematy-
czna. Jako ciekawostke dodajmy, ze w jednej z recenzji artykutu skierowanego do
pisma Foundations of Science otrzymaliSmy taka oto uwage, napisana, co wynika,
z wezesniejszych partii, przez zawodowego matematyka: ,,An ordinary mathemati-
cian would quite appreciate a translation of Elements V.5, not just into English
words but symbols that a modern person might understand”. Polski czytelnik dys-
ponuje taka transkrypcja nie tylko definicji V.5, ale i V.4, V.7, i wszystkich 25
twierdzen Ksiegi V wraz z dowodami.
Inng préba tego rodzaju jest formalizacja arytmetyki odcinkéw z Geometrii
Kartezjusza'®. Pozwala ona pokazaé, ze chociaz Kartezjusz nie dysponowat ogél-
nym pojeciem liczby, to mogl postugiwaé sie odcinkami, tak jak wspolczesny

16 Zob. F. Beckmann, Neue Gesichtspunkte zum 5. Buch Euklids, Archive for History of Ex-
act Sciences IV, 1967, s. 1-144; P. Blaszczyk, K. Mréwka, Fuklides. Elementy. Ksiegi V-VI.
Tlumaczenie i komentarz, op. cit., 115-117.

17 Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Kartezjusz, Geometria. Tlumaczenie i komentarz, Univer-
sitas, Krakéw 2015.

18 Tbidem, 146-166.
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matematyk postuguje sie elementami ciala uporzadkowanego. Jeszcze inng prébe
formalizacji przedstawiliSmy w serii artykuléw towarzyszacych tlumaczeniom kla-
sycznych tekstéw z historii liczb rzeczywistych!'®.

Na podobne formalizacje czeka jeszcze wiele klasycznych dziel i zagadnien, by
wymieni¢ Archimedesa i technike wyczerpywania czy analize matematyczna w uje-
ciu Eulera. O dziwo istnieje tylko jedna praca poswiecona transpozycji dorobku
Archimedesa na wspélczesny jezyk matematyczny: E. J. Diksterhuis, Archimedes®°.
Préba ta jest niezadowalajaca z dwoch wzgledéw: (1) autor tworzy cala game
wlasnych pojec i oznaczen, przez co czytelnik musi uczy¢ sie nowego jezyka symbo-
licznego, (2) postuguje si¢ pojeciem granicy, ktére jest caltkowicie obce matematyce
greckiej i nie przystaje do metody wyczerpywania. Jest to wiec proba formalizacji,
ktoéra zaklamuje tekst zréodtowy. Gdy zas idzie o Eulera, to pozytywnym przykla-
dem formalizacji jest praca M. McKinzie, C. Tuckey, Hidden lemmas in Euler’s
summation of the reciprocals of the squares®'. W tym przypadku, autorzy objasnili
pojecia, ktore dla wiekszosci historykow wydaja sie niezrozumiale oraz uzupelnili
rozumowanie Eulera o twierdzenia (dowodzone w ramach wspdlczesnej analizy nie-
standardowej), ktére pozwalaja traktowaé jego dowody z zachowaniem wspolczes-

nych standardéw poprawnosci??.

Na zakonczenie uwag do wystapienia Romana Dudy postawmy najwazniejsze
pytanie: Po co historia matematyki? Profesor nie podjal tego watku, bo to prawie
pytanie o sens zycia. Sprébujemy podejs¢ do tej kwestii pragmatycznie. Oté6z
Grattan-Guinness widzi oczywista role historii w nauczaniu matematyki na pozio-
mie akademickim. I faktycznie, co jakis czas pojawiaja sie préby ziszczenia takiego
zamyshu?3. Generalny pomys! jest taki, aby wprowadzaé studenta w dang dziedzine
matematyki w porzadku historycznym, a nie tak, jak to jest najczeSciej,
w oparciu o jakas monografie powstala w drugiej potowie XX wieku.

Jeszcze inna role moze odegraé historia matematyki w filozofii. Sytuacja jest
tutaj taka, ze filozofowie matematyki, otoczeni murem teorii mnogoéci i pograzeni
w dyskusjach nad aksjomatami, juz dawno stracili kontakt z rzeczywistoscia, to
jest biezaca matematyka (pod tym wzgledem sa w duzo gorszej sytuacji niz histo-
rycy matematyki, acz nie boleja nad tym, bo funkcjonuja w ramach innych insty-

19 Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Otto Holdera Die Aziome der Quantitit und die Lehre
vom Mass, Annales Universitatis Paedagogicae Cracovienstis. Studia ad Didacticam Mathema-
ticae Pertinentia V, 2013, 129-142; P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Eduarda Heinego Elemente
der Functionenlehre, Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam
Mathematicae Pertinentia VI, 2014, 129-144; P. Blaszczyk, Nota o Lehrbuch der Algebra. Ein-
leitung Heinricha Webera, Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacti-
cam Mathematicae Pertinentia VII, 2015, 129-139 (niniejszy tom)

20 Zob. E. J. Diksterhuis, Archimedes, Princeton University Press, Princeton, New Jersey 1989
(wyd. pierwsze 1938).

2170b. M. McKinzie, C. Tuckey, Hidden lemmas in Euler’s summation of the reciprocals of the
squares, Archive for History of Exact Science 51, 1997, 29-57.

22Jako przyktad niezrozumienia Eulera mozna wskazaé najnowsza prace Jeremy’ego Graya,
The real and the complex: a history of analysis in the 19th century, Springer, Heidelberg 2015.

23 Zob. J. Fauvel, J., van Mannen, (Eds.), History in Mathematics Education. The ICME
Study. Kluwer Academic, Dordrecht 2000; A. Knoebel, R. Laubenbacher, J. Lodder, D. Pengally,
Mathematical Masterpieces, Springer, New York 2006
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tucji)?4. Z historycznego punktu widzenia teoria mnogosci jest tylko jedna z wer-
sji calodciowego ujecia matematyki, rola historykéw byloby natomiast opisanie
innych wersji matematyki z ukazaniem ich swoistosci. (Dotychczasowa praktyka
jest taka, ze historia matematyki jest przedstawiana jako dazenie do teorii z XX
wieku.) Wéwczas w odpowiedzi na pytanie, czym jest matematyka, mozna ukazaé
jej rozne wersje historyczne, tak jak w odpowiedzi na pytanie, czym jest czlowiek
ukazuje si¢ historycznie rézne przejawy jego aktywnodci. Istnieja ksiazki z historii
matematyki siegajace takich fundamentalnych pytan?®.

4. XXXI Konferencja z Historii Matematyki odbedzie sie w Bedlewie, w dniach
22-26 V 2017.

Instytut Matematyki
Uniwersytet Pedagogiczny
ul. Podchorgzych 2
PL-30-084 Krakow
e-mail pb@Qup.krakow.pl

24 Chwalebnym przyktadem filozofa siegajacego w glab historii matematyki jest Tan Hacking;
zob. jego Why Is There Philosophy of Mathematics At All?, Cambridge University Press, Cam-
bridge 2014.

25 Zob. J. Klein, Greek mathematical thought and the origin of algebra, Dover, New York 1968.












