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Podrecznik algebry. Wprowadzenie*

W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze liczby naturalne 1,2, 3, ... oraz regu-
ty, wedle ktérych rachuje sie na tych liczbach, sa znane i wprzédy podane. Podsta-
wowymi sposobami rachowania, tak zwanymi czterema podstawowymsi dziataniams
arytmetycznymi, sa: dodawanie, mnozenie, do ktorego przynalezy tez potegowa-
nie traktowane jako powtarzanie mnozenia, odejmowanie oraz dzielenie. Pierwsze
dwa nazywaja sie bezposrednimi sposobami rachowania; wyrdzniaja sie one tym,
ze moga by¢ bez ograniczen wykonywane w $wiecie liczb naturalnych. Pierwsza
z niebezposrednich lub odwrotnych operacji, odejmowanie, jest wykonalna jedynie
wtedy, gdy odjemna jest wieksza od odjemnika.

Cel dzielenia mozna pojmowaé na dwa sposoby. W pierwszym elementarnym
ujeciu pyta sie, ile razy dzielnik zawarty jest w dzielnej. Liczba nie jest zawarta
w liczbie od niej mniejszej. Jedli jednak dzielna jest réwna lub wigksza od dzielnika,
to odpowiedZ na pytanie o wynik dzielenia daje iloraz oraz w wiekszosci przypad-
kéw reszte, ktora jest mniejsza od dzielnika. Jedli nie pozostaje zadna reszta, to
moéwi sie o dzieleniu bez reszty, lub ze dzielna jest podzielna przez dzielnik, lub ze
dzielnik jest czynnikiem liczby, ktéra przedstawia dzielna.

Ten cel, ktéry stawia si¢ juz na pierwszych poziomach sztuki rachowania, pro-
wadzi do glebiej lezacego rozréznienia liczb, bedacego podstaws, calej teorii liczb.

Poniewaz czynnik nigdy nie moze by¢ wigkszy od liczby, ktorej jest czynnikiem,
kazda liczba ma tylko skonczona liczbe czynnikéw. Kazda liczba jest podzielna
przez 1 oraz przez siebie sama, a liczba, ktora nie ma poza tym zadnych dzielnikéw,
nazywa sie liczbg pierwszq. Samej liczby 1 z okreslonych powodoéw nie zalicza sie
do liczb pierwszych. Jezeli dwie liczby sg podzielne przez trzecia, to réwniez suma
oraz réznica obu pierwszych jest podzielna przez trzecia; a jesli jakas liczba jest
podzielna przez druga, a ta druga przez trzecia, to takze pierwsza jest podzielna
przez trzecia.

Dwie liczby zawsze maja wspodlny dzielnik 1. Gdy nie maja one zadnego innego
wspolnego dzielnika, jak np. pary liczb 51 7 lub 21 i 38, to nazywaja sie te dwie
liczby wzglednie pierwszymi, lub liczbami bez wspdlnych dzielnikow.

Wéréd wspolnych dzielnikéw jakichkolwiek dwéch danych liczb jeden jest naj-
wiekszy i jest bardzo waznym zadaniem znalezienie tego najwiekszego wspodlnego
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dzielnika. Prowadzi do tego postepowanie, znane pod nazwa algorytmu wyszuki-
wania najwiekszego wspélnego dzielnika i znajdujace sie juz u Euklidesal.

Jedli a, a; sa dwiema liczbami, to bierze sie wigksza z nich, niech bedzie to
a, jako dzielna, a mniejsza aq jako dzielnik oraz ustala iloraz qi; a gdy dzielenie
daje reszte, takze reszte as, a zatem a = qra; + ag, przy czym as < ai. Kazdy
wspolny dzielnik a i a; jest wtedy wspolnym dzielnikiem a1 i ag oraz na odwrdt.
Jesli postapi sie z a1 i ag tak samo jak z a oraz ay i otrzyma, gdy jest to dzielenie
z reszta, a1 = @aa9 + ag, to znowu mamy as < ag i kazdy wspdlny dzielnik ay
i ag jest wtedy wspOlnym dzielnikiem as i a3 oraz na odwrot. Jedli prowadzi sie
dalej dzielenie w ten sposob, to, poniewaz liczby a,aq,as,as, ... stale sie zmniej-
szaja, z koniecznoéci po skonczonej liczbie krokow otrzymamy dzielenie bez reszty,
a wiec na koniec wystapi¢ musi para rownan a,_o = qy—16,—1 + @y, Qy—1 = GGy
Wtedy a, jest wspélnym dzielnikiem wszystkich poprzednich a, a wiec takze a
oraz aj i kazdy wspélny dzielnik a oraz a; jest dzielnikiem a,. Tak wiec, a, jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem a oraz ap i otrzymaliSmy tym samym twierdze-
nie, ze kazdy wspélny dzielnik dwéch liczb musi dzieli¢ bez reszty ich najwigkszy
wspolny dzielnik.

Jesli a oraz a; sa liczbami wzglednie pierwszymi, to ostatni dzielnik a, =
1. Jezeli przy tym zalozeniu pomnozymy otrzymane réwnania przez jakakolwiek
liczbe b, to wynika z tego, ze b jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem ab oraz a1b
i ze kazdy wspdlny dzielnik ab oraz a; lub a oraz a1b musi by¢ dzielnikiem b. Jesli
zatem a; jest wzglednie pierwsza z a oraz z b, to jest tez wzglednie pierwsza z ab,
a ze szczegbdlnego zalozenia, iz ap jest liczba pierwsza otrzymuje sie, ze iloczyn
tylko wtedy moze by¢ podzielny przez liczbe pierwsza, gdy co najmniej jeden
z czynnikow jest przez nia podzielny.

Jedli zatem iloczyn ab jest podzielny przez a; oraz a; jest wzglednie pierwsza
z a, to b musi by¢ podzielna przez a;.

Jesli a, b sa jakimikolwiek liczbami o najwiekszym wspoélnym dzielniku d oraz
a=dad,b=dl,toa oraz b’ sa wzajem wzglednie pierwsze. Kazda liczba m, ktéra
jest jednocze$nie wielokrotnoscig a oraz b ma posta¢ m = am’ = da’m/, a stad
a’m’ musi by¢ wielokrotnodcia o', a zatem takze m’ musi by¢ wielokrotnoscia b', tj.
kazda liczba, ktéra jest wielokrotnoscia jednoczes$nie a oraz b, jest podzielna przez
a'b’d. Ta liczba a'b'd, ktéra sama jest wspolng wielokrotnoscia a oraz b nazywa sie
wiec najmniejszq wspolng wielokrotno$ciq a oraz b.

Gdy jakas liczba jest podzielna przez dwie liczby wzglednie pierwsze, to jest
tez podzielna przez ich iloczyn, a zatem gdy liczba m jest podzielna przez wiecej
liczb, z ktérych kazde dwie sa wzglednie pierwsze, to jest ona podzielna réwniez
przez ich iloczyn.

Na tym opiera si¢ dowdd waznego twierdzenia, ze liczba m moze zostaé przed-
stawiona zawsze i tylko w jeden sposob jako iloczyn liczb pierwszych. Poniewaz
wtedy dzielnik nie moze by¢ wigkszy od dzielnej, wigc z pewnoscia m moze by¢
podzielna tylko przez skoniczong liczbe liczb pierwszych. Jesli a jest jedna z tych
liczb pierwszych, a a® najwyzsza potega a, przez ktéra m dzieli sie bez reszty, to
a takze jest okreslona liczba. Jedli teraz b2, ¢7, ... beda, podobnie, najwyzszymi
potegami pozostalych mieszczacych sie w m liczb pierwszych b, ¢, ..., przez ktére

I Elementy, ksiega VII, 2, tom drugi w wydaniu Heiberga.
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m daje sie dzieli¢, to wtedy, poniewaz kazde dwie z liczb a®,b%,¢7,. .. sa wzgled-
nie pierwsze, m réwniez musi by¢ podzielna przez iloczyn a®b?c” . . ., oraz m musi
byé¢ réwna temu iloczynowi, gdyz w przeciwnym razie jakas inna jeszcze liczba
pierwsza lub wyzsza potega liczb pierwszych a, b, ¢, . .. miedcitaby sie w m.

* ok ok

Podamy teraz przeglad niezbednych w matematyce i wprowadzanych stopnio-
wo rozszerzen pojecia liczby.

Przez rozmaitosé lub zbior, oznaczany w skrocie symbolem 91, rozumiemy
system obiektow lub elementow jakiegokolwiek rodzaju, ktory jest sam w sobie
w ten sposéb ograniczony oraz ukoniczony, ze dla dowolnego podanego obiektu jest
okreslone, czy nalezy on do tego systemu czy nie, wszystko jedno, czy jestesmy w
stanie w kazdym poszczegélnym przypadku rzeczywiscie rozstrzygnacé te sprawe
czy nie.

Zbiér nazywa sie uporzgdkowanym, gdy sposrdd jakichkolwiek dwoch réznych
jego elementéw zawsze jeden z nich uchodzi za wiekszy, i to tak, izz a > b, b > c
zawsze wynika a > c¢. Jeli @ > b oraz b > ¢, lub, réwnowaznie, a > b > ¢, to
moéwimy, ze b lezy miedzy a oraz c.

Liczby naturalne tworza zbiér uporzadkowany; miedzy dwoma bezposrednio po
sobie nastepujacymi jego elementami nie lezy zaden inny element. Taka rozmaitosc¢
nazywa si¢ dyskretng. Zbiér uporzadkowany o tej wlasnosci, iz miedzy kazdymi
dwoma elementami zawsze znajda sie jeszcze inne elementy nazywa sie gestym.
Zbiér gesty mozna utworzy¢, gdy zbierze sie liczby naturalne w pary i rozwazy te
pary jako elementy zbioru. Te pary nazywa si¢ ulamkami i oznacza przez m : n lub
™ a dwa takie utamki m : n oraz m’ : n' uwaza si¢ za sobie réwne, gdy mn’ = nm/.
Jesli zbierze si¢ wszystkie rowne miedzy soba ulamki w jeden element, to otrzyma
sie rozmaitosd¢, ktora jest uporzadkowana, gdy ustali sie, iz m : n jest wiekszy od
m’ :n', gdy mn’ > nm’. To, ze ta rozmaitosé¢ jest gesta, okazuje si¢ tak oto: jesli
w=m:n, i =m' :n' sy dwoma ulamkami oraz pu > ', to mozna przyjaé, dla
dowolnej liczby h

_ hmn/ = hm'n

H T han!’

hnn'’

a stad hmn' > hm/n. Zawsze mozna dobraé¢ h tak, ze miedzy hmn' a him'n leza
jeszeze liczby, a gdy p jest taka liczba, to p : hnn' lezy miedzy p a .

Punkty linii prostej takze mozna uwazaé za zbiér uporzadkowany, gdy rozumie

sie przez wigkszy i mniejszy jakiekolwiek oznaczenie miejsca, np. dalej na prawo

i dalej na lewo lub wyzej i nizej.
* ok %

Podzial zbioru uporzadkowanego 90 na dwie czesci A, B tego rodzaju, ze kazdy
element a z A jest mniejszy od kazdego elementu b z B bedzie nazywany przekrojem
w N i oznaczany, odpowiednio, przez (A, B). Przekréj taki powstaje, gdy wybierze
sie jakikolwiek element p z 9N i zaliczy wszystkie elementy od niego mniejsze do
A, wszystkie wieksze do B, a sam element p dowolnie, do A lub B. Powstaja,
doktadnie mowiac, w zaleznoéci od tego, czy uczyni sie to pierwsze czy drugie, dwa
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przekroje, ktore chcemy jednak zawsze uwazaé za réwne. Jedli w przekroju (4, B)
albo A zawiera element najwigkszy, albo B element najmniejszy, p, to méwimy,
ze 1 wytwarza przekrédj (A, B). Moze jednak wystapié tez przypadek, ze ani A nie
posiada elementu najwigkszego, ani B elementu najmniejszego.

Gdy kazdy przekrdj w zbiorze gestym M jest wytworzony przez okreslony ele-
ment u, to zbidr ten nazywa sie cigglym.

Ciaglosé, tak jak gestos$é, sa wlasnosciami, ktore z natury rzeczy sa niedo-
stepne naszemu postrzeganiu zmystowemu; nie mozna ich zatem $cisle przypisac
rzeczom Swiata zewnetrznego, wielko$ciom przestrzennym, okresom czasu, masom,
jakkolwiek gleboko leza one w istocie naszego ogladu. Mozna jednak swobodnie
konstruowad czyste systemy pojeé, ktérym przyshuiguje gestosé bez ciagtosci, albo
tez gestodé oraz ciaglodé?.

Przyktadu zbioru gestego dostarczaja utamki wymierne. Ta rozmaitosé, ktéra
chcemy oznaczaé¢ przez ‘R, nie jest ciaglta. Jesli bowiem wezmiemy jakikolwiek
utamek wymierny = m : n, gdzie m oraz n nie maja zadnego wspélnego dzielnika
i nie sa oba kwadratami liczb, to p nie jest kwadratem utamka wymiernego. Gdyby
bowiem byto p = p? : ¢2, to z tego wynikatoby mq? = np?, a stad m = p?, n = ¢?,
co wykluczone jest przez zalozenie. Gdy wiec tworzymy w R przekrdj (A, B),
w ktérym do A zaliczamy kazdy element a z R, ktérego kwadrat jest mniejszy
od pu, a do B kazdy element b, ktérego kwadrat jest wigkszy od pu, to ani A nie
zawiera elementu najwiekszego, ani B elementu najmniejszego, i przekr6j (A, B)
nie bedzie wytworzony przez zaden element z fR.

Jezeli bowiem zatozymy, ze a = p : ¢ jest jakimkolwiek elementem w A, a zatem
p?: q®> < m:n, lub np? < mq?, to wezmy wtedy dowolna liczbe naturalng y oraz
wybierzmy inng liczbe naturalna x tak, ze x > y oraz x(mq? — np?) > ny(2p + 1),
z czego wynika:

z(mg® — np®) > nazy(2p + 1) > n(2pay + ),

a wiec réwniez
mq?z?® > n(px + y)2.

Jedli wiec przyjmiemy o’ = (pr+y) : qx, to a’ > a oraz (a’)? < u, czyli a’ takze jest
zawarty w A; podobnie mozna pokazaé, ze w B nie ma elementu najmniejszego.
Rozmaito$¢ R moze jednak stuzy¢ jako punkt wyjscia do konstrukeji zbioru
ciagltego. Ogdt wszystkich przekrojéw w R jest z pewnoscia rozmaitoscia, ktora
mozna oznaczy¢ przez &. Jesli rozwazymy dwa jej rézne elementy o = (A4, B)
oraz o/ = (A’, B’), to albo A bedzie czescig A, albo A’ czescia A. Jesli bowiem
jakikolwiek element a nalezy do A, to takze kazdy mniejszy od niego element z SR

2 Pokazal to DEDEKIND, ktéremu w ogdle zawdzigczamy podana wyzej definicje ciagtosci. Por.
pisma DEDEKINDA, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872, 1892, Was sind und
was sollen die Zahlen?, Braunschweig 1888, 1893. Inne rozmaitosci, ktérym przystuguje ciagtosé,
sg stworzone przez WEIERSTRASSA oraz CANTORA.

Definicja ciagglosci, ktéra za DEDEKINDEM bierzemy tu za podstawe, jest tak dalece wyczer-
pujaca, ze zbiér ciagly w tym sensie, ktéremu przystuguje jeszcze za chwile podana wlasnosé
mierzalnoéci, nie moze by¢ czedcia bogatszego zbioru cigglego. Nie wiem, czy wlasnosc ta jest
gdziekolwiek dowiedziona i mam nadzieje wrécié¢ do tego przy innej sposobnoéci. Zauwaze jednak,
ze taka wlasno$é dowodliwa jest jedynie dla zbioréw mierzalnych. Zbiér tylko uporzadkowany
moze by¢ zawsze, jakkolwiek by byt gesty, pojmowany jako cze$é zbioru jeszcze bardziej gestego.
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nalezy do A. Jesli A jest czeécia A’, to chcemy nazywaé o mniejszym od o, przez
co zbiér G staje sie uporzgdkowany.

Jesli uznamy przekroje wytworzone przez ulamki wymierne za réwne samym
tym ulamkom wymiernym i nazwiemy je kréotko przekrojami wymiernymi, to zbiér
G zawiera zbior R i zbiér & jest w kazdym badz razie zbiorem gestym. Zbiér &
jest jednak takze ciggly; oznaczmy bowiem przekroje przez duze litery gotyckie
A, B, ... i rozwazmy jakikolwiek przekrdj (2(,B) w rozmaitosci przekrojéw, wtedy
mozemy ustalié w & element o = (A, B), przy czym przyjmujemy do A kazdy
utamek wymierny, ktéry wytwarza przekréj z 2, a wrzucamy do B wszystkie inne
utamki wymierne, ktére wytwarzaja przekroje w 98B. Ten przekrdj a w R wytwarza
przekr6j (2A,B) w &. Zostanie to udowodnione, gdy pokaze sie, ze kazdy element
o' w 6, ktéry jest mniejszy od «, nalezy do 2 oraz kazdy element 8’ w &, ktéry
jest wiekszy od «, nalezy do ‘B.

Niech zatem o' = (A, B’) oraz o < a, wtedy istnieja ulamki wymierne w A,
ktére nie sg zawarte w A’; istnieje wiec wymierny u taki, ze o/ < p < a'i ten pu
wytwarza przekrdj, ktory zawarty jest w 2L, a wiec sam nalezy do 2; poniewaz o’ <
1, wiec réwniez o’ nalezy do 2. Calkiem podobnie pokazuje sie, ze kazdy ', ktéry
jest wiekszy od «, nalezy do ‘B, a tym samym ciaglo$¢ S zostala udowodniona.

Ten bardzo abstrakcyjny tok rozwazan daje nam pewnos$¢, ze przyjecie ist-
nienia zbioru cigglego nie zawiera zadnej sprzecznosci, ze takie zbiory istnieja co
najmniej w krélestwie mysli. Geometria, jak tez analiza, ktére zawsze chetnie na-
wigzuja do ogladu geometrycznego, od dawna milczaco przyjmowaly jako swego
rodzaju aksjomat istnienie zbioréw ciagltych, np. punktéw linii prostej lub jakiejkol-
wiek innej linii ciggtej. Takze rozréznienie pomiedzy zbiorami gestymi a ciaglymi,
ktore lezy u podstaw rozréznienia odcinkéw wspdimiernych i niewspdélmiernych
nie pojawito sie u starozytnych.?

My réwniez nie chcemy rezygnowaé¢ w dalszym ciggu z pomocy ogladu geome-
trycznego i traktowaé np. punktéw linii prostej bez zastrzezen jako zbioru ciaglego.

* ok ok

Zbiér uporzadkowany 90 nazywa sie mierzalnym przy nastepujacych zatoze-
niach: dodawanie oraz zwielokrotnienie sa w ogdlnosci wykonalne w 9, podobnie
jak odejmowanie mniejszego od wiekszego elementu, tj. z jakichkolwiek dwoch ele-
mentéw a, b (ktére moga tez by¢é sobie réwne) mozna utworzyé, wedle okreslonego
przepisu, nowy element a+b z 9 tak, ze a+0b jest wigkszy od a i od b i ze zachodza
znane reguly, wyrazone formulami a+b = b+a, (a+b)+c¢ = a+(b+c¢); a dla dwéch
elementéw a, ¢, z ktérych drugi jest wiekszy, mozna znalezé trzeci element b tak,
ze a + b = ¢, co bedzie takze wyrazane znakiem odejmowania b = ¢ — a. Dwa nie-
rowne elementy 91 maja zatem zawsze okredlona réznice. Z tych zalozen wynika,
ze zwigksza si¢ suma, gdy zwigksza si¢ jeden z jej skladnikéw. Powtdrzone, po-
wiedzmy m-razy dodawanie tego samego elementu nazywa si¢ zwielokrotnieniem,
a jego wynik bedzie oznaczany przez ma.

Dochodzi w koncu jeszcze jedno zalozenie, a mianowicie to, ze dla kazdego
danego a wystarczajaco duze zwielokrotnienie ma jest wigksze od dowolnie danego

3 Buklides, Elementy, ksiega X.
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innego elementu b. Wérdd elementéw zbioru mierzalnego nie ma zatem elementu
najwiekszego.

W gestym zbiorze mierzalnym nie ma tez elementu najmniejszego; gdyby bo-
wiem a byl najmniejszym, a b dowolnym elementem, to miedzy b oraz b + a nie
moglyby leze¢ zadne elementy, poniewaz, gdy b < ¢ < b+ a, to z definicji mie-
rzalnosci wynikatoby, ze a’ = ¢ — b bylby mniejszy od a. Zachodzi tez wynikanie
odwrotne: zbiér mierzalny, w ktérym nie wystepuje element najmniejszy, jest ge-
sty. Jesli bowiem a oraz a + b sg jakimikolwiek dwoma elementami, to wystarczy
przeciez dodaé do a tylko jeden element, ktory jest mniejszy od b, aby otrzymad
element miedzy a oraz a + b.

Jedli zbidr jest ciagly, to zalozenia dotyczace mierzalnoéci moga zostaé jesz-
cze uproszczone, poniewaz wtedy odejmowanie jest konsekwencja dodawania. Jesli
mianowicie a oraz ¢ sa dwoma elementami ciagtego zbioru uporzadkowanego 90,
w ktérym wykonalne jest dodawanie, oraz ¢ > a, to otrzymujemy przekrdj (A4, B)
w M, gdy skierujemy do A wszystkie elementy x, dla ktérych a + = < ¢, a do B
te, dla ktorych a + x > c. Ten przekréj bedzie wytworzony przez element b, dla
ktorego musi by¢ a + b = c.

Liczby naturalne wedle naszej definicji tworza zbiér mierzalny, w ktérym wy-
stepuje najmniejszy element, a mianowicie 1. Rozmaitos¢ utamkow wymiernych
takze staje sie mierzalna, gdy okresli sie dodawanie oraz odejmowanie wedle zna-
nych regul rachowania na utamkach. Szczegdlnie wazna, a przy tym typowa dla
zbioréw mierzalnych jest rozmaito$¢ odcinkéw prostoliniowych lub dlugosci linii,
ktoére sa dodawane po prostu przez lezenie przy sobie. Rowniez zbiory materiatow,
poréwnywanych przez wazenie oraz okresy czasu, mierzone zegarem dostarczaja
przykladéw zbioréw mierzalnych. Sposéb mierzenia nie lezy tu w naturze samej
rozmaitosci, lecz jest wprowadzony przez myslacego obserwatora; tak wiec, dla
przykladu, byloby réwnie dobrze rozumieé przez sume a + b dwédch odcinkéow a
oraz b przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych a oraz b
zamiast, jak to zwykle bywa przyjete, odcinek zlozony z przylozonych do siebie
odcinkéw a i b.

Aby ciagly zbiér & przekrojow w rozmaitosci R utamkéw wymiernych uczynié
mierzalnym, nalezy najpierw zauwazy¢ co nastepuje.

Jedli a = (A, B) jest elementem &, a u dowolnym danym utamkiem wymier-
nym, to zawsze mozna okresli¢ w A element a’ tak, ze a’ + u = V' jest zawarty
w B. Wybierzmy bowiem dwa dowolne elementy a, b, a wtedy mozna tak okresli¢
liczbe naturalna m, ze mu > b — a, a wiec a + mp jest zawarty w B. Jedli po-
tem h jest najmniejsza liczba catkowita, dla ktérej a + hp jest zawarty w B, to
a+(h—1p=a jest w A, a wiec o’ + u =1 jest w B.

Rozumiemy teraz przez sume (A, B) + (A", B’) = (A", B") lub a + o = &
ten przekr6j w R, ktéry otrzymuje sie, gdy do A” skieruje sie utamek wymierny
o’ tylko wtedy, gdy istnieje « w A oraz o/ w A’ o tej wlasnosci, ze o” < a + o'.
W istocie, (A", B"”) jest przekrojem; jesli bowiem o jest zawarty w A", to to
samo zachodzi réwniez dla kazdego mniejszego utamka oraz istnieja utamki, ktore
sa zawarte w A” i ulamki, ktore nie sa zawarte w A”, a mianowicie utlamki o postaci
a+ a’ oraz b+ . Dalej, o’ jest wickszy od a oraz od o’. Albowiem A" zawiera
najpierw wszystkie A, a gdy @’ jest dowolnym utamkiem w A’ to mozna wybraé a
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w A tak, iz element a+a’ z A” jest zawarty w B; a zatem A” jest obszerniejszy od
A. Przekroje wytworzone przez utamki wymierne p, ¢ daja w wyniku dodawania
przekr6j wytworzony przez p + .

* ok ok

Przechodzimy teraz do definicji stosunkéw, ktoére od starozytnosci byly uwa-
zane za podstawe nauki o liczbach, a ktére najpierw wystepuja u Euklidesa®.

Gdy polaczy sie w pary elementy zbioru mierzalnego ) i same te pary te po-
traktuje jako elementy, to powstaje nowa rozmaitos¢; oznaczamy taka pare przez
a : blub tez przez 7, odrézniamy jednak a : bod b : a, gdy a i b sa réznymi elemen-
tami i nazywamy a licznikiem, a b mianownikiem a : b. Chcemy nazywac te pary
stosunkami i chcemy teraz 6w nowy zbiér uporzadkowac i uczynié¢ mierzalnym.

Zalézmy najpierw, ze istnieja dwie liczby catkowite m, n takie, ze na = mb,
jak to np. zawsze ma miejsce, gdy N jest systemem liczb naturalnych, lub gdy
a, b sa dwoma wspolmiernymi odcinkami; gdy wtedy p, ¢ sa innymi liczbami
calkowitymi, to qa = pb wtedy i tylko wtedy, gdy mq = np. Para liczb p, ¢ jest
calkowicie okreslona poprzez to zadanie, o ile dojdzie jeszcze warunek, iz p, ¢ maja
by¢ liczbami wzglednie pierwszymi. Moze by¢ wtedy m = hp, n = hq, gdzie h jest
dowolna liczba catkowita. W tym przypadku nazywamy stosunek a : b wymiernym
i uwazamy go za rowny ulamkowi wymiernemu m : n lub p : ¢. Te utamki wymierne
moga odtad by¢ uwazane za stosunki liczb catkowitych.

Wszystkie réwne miedzy soba stosunki wymierne tworza liczbe wymierng, a licz-
by wymierne tworza, podobnie jak utamki wymierne, rozmaito$¢ uporzadkowana,
gesta 1 mierzalna.

* ok ok

W rozmaitoéci liczb wymiernych liczby naturalne same sie porzadkuja, gdy
przez liczbe naturalng m rozumie si¢ stosunek m : 1.

Wracamy teraz do jakiejkolwiek rozmaitosci mierzalnej 90t i bierzemy z niej
jakiekolwiek elementy a oraz b. Jesli wybierze sie, co zawsze jest mozliwe, dwie
liczby naturalne m, n tak, ze na > mb, to stosunek a : b jest nazywany wiekszym
od stosunku wymiernego m : n, lub
>

b

3|3

(Sl s

agdym:n>p:q, torownieza:b>p:q.
Podobnie wynika, ze jesli n’a < m’b, to

Jesli a : b > m : n, to mozna znalez¢ jedna, a w konsekwencji réwniez dowolnie
wiele liczb wymiernych mq;n; takich, ze
mi m

Cl> >
b~ ng n’

4 Elementy, ksiega V.
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tj. mozna miedzy a : b oraz m : n wstawi¢ dowolnie wiele stosunkéw wymiernych.
Aby to pokazaé, wybiera sie dowolng liczbe catkowitg k oraz ustala liczbe catkowita
h tak, ze h(na —mb) > kb, co zawsze jest mozliwe; wtedy

g>hm+k>m
b hn n’

Podobnie wynika, ze gdy n'a < m'b, h'(m’b —n’a) > k'a, to

a h'm/ m’
b Stk W

Jedli teraz a : b oraz o : B sa dwoma jakimikolwiek stosunkami, ktére dla
zwiezlodci chcemy oznaczaé przez e, e, i ktérych elementy naleza do tych samych
lub réznych rozmaitosci, to mozliwe sa dwa przypadki: 1) miedzy e oraz € nie lezy
zaden stosunek wymierny p lub 2) stosunek wymierny lezy miedzy e oraz e.

W przypadku 1) oba stosunki e oraz € nazywaja sie wzajem réwnymi i widaé,
ze dwa stosunki, ktére rowne sa trzeciemu, sa takze wzajem réwne; jesli bowiem
e < i < g, to kazdy inny stosunek ¢’ jest albo mniejszy, albo réwny, albo wickszy
od p. Jedli € jest réwny 1, to zaréwno miedzy e i €', jak i miedzy €’ i € lezg stosunki
wymierne. Jedli jednak e’ jest mniejszy od pu, to u lezy miedzy e’ oraz e, a jesli €/
jest wiekszy od pu, to p lezy miedzy e oraz €’; a wigc €’ nie moze by¢é jednoczeénie
roéwny e oraz €.

W przypadku 2) stosunki e, € nazywaja sie nierdwnymi. Moze zatem by¢é albo
a) e < pu<e albo B)e>pu > eioba te przypadki nawzajem si¢ wykluczaja,
poniewaz z e < u < €, ¢ < u' wynika, ze p < p', a w konsekwencji dostaje sie
e< .

Zalezno$é¢ miedzy wielko$ciami 2 «) lub 2 8) zachodzi takze, gdy e lub € zostana
zastapione réwnym im elementem. Jesli bowiem p < € oraz p > €, to miedzy e
oraz €' lezy stosunek wymierny i ¢, ¢’ nie sg réwne.

W przypadku 2 «) e nazywa sie mniejszym od e, w przypadku 2 ) e nazywa
sie wiekszym od €.

Miedzy dwa nieréwne stosunki mozna wstawi¢ dowolng liczbe stosunkéw wy-
miernych.

Gdy teraz zbierzemy razem wszystkie rowne migdzy soba stosunki, to otrzy-
mamy pojecie gatunkowe, ktore oznaczamy jako liczbe w sensie ogdlnym. Liczba
jest zatem nazwa lub znakiem dla pewnej rozmaitosci, ktérej elementami sa wla-
$nie te stosunki, ktére réwne sg jednemu spoéréd nich®. W tym pojeciu liczby
sa zawarte stosunki wymierne, a w konsekwencji réwniez liczby naturalne, jako
stosunki m : 1; owe stosunki wymierne tworza liczby wymierne.

Liczby, ktére nie wywodza sie ze stosunkéw wymiernych, nazywaja sie liczbami
niewymsiernymi.

Na mocy tego, co dotad powiedziano, liczby tworza, zbiér uporzqdkowany, a ich
porzadek mozna ustali¢, gdy dla kazdej liczby wybierze si¢ jako reprezentanta
jakikolwiek zawarty w niej stosunek.

5 Przez to pojecie gatunkowe mozna tez wprowadzié¢ w prostszy i bardziej konsekwentny sposéb
liczby naturalne.
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* K %

Sposréd dwbeh stosunkéw o tym samym mianowniku oraz réznych licznikach
ten jest wiekszy, ktérego licznik jest wiekszy, a sposréd dwoch stosunkéw o tym
samym liczniku oraz réznych mianownikach ten jest mniejszy, ktérego mianownik
jest wiekszy.

Jedli mianowicie a, a’, b sg dowolnymi elementami zbioru mierzalnego oraz
a’ > a, to najpierw wybiera sie liczbe catkowita n tak, ze na > b oraz n(a’ —a) > b.
Potem bierze si¢ najmniejszq liczbe caltkowita m, ktéra spelnia warunek mb > na;
wtedy na < mb, ale mb < na’. Gdyby bowiem mb > na’ > na + n(a’ — a), to
byloby mb > na + b; a wiec byloby (m — 1)b > na, wbhrew zalozeniu. Dalej,

a a
b < < b

s |3

a wiec a : b < d' : b; calkiem podobnie mozna udowodnié, ze gdy b’ > b, to
a:b>a:b.

Mozna to twierdzenie wyrazi¢ réwniez tak, ze stosunek rosnie wraz ze wzrostem
licznika, a maleje wraz z rosnacym mianownikiem.

Latwo otrzymuje sie z tego takze nastepujace twierdzenie: Jesli a, b, ¢, d sa
elementami tego samego zbioru mierzalnego oraz a : b = ¢ : d, to réwniez a : ¢ =
b:d.

Zalézmy bowiem, ze a : b = ¢ : d, wtedy musza istnie¢ dwie liczby calkowite
m, n takie, ze

na < me

nb > md.

Wtedy jednak byloby, na mocy wlasnie udowodnionego twierdzenia, na : nb <
mc : md, a wiec takze a : b < ¢ : d, wbrew zatozeniu.

Wynika z tego teraz nastepujace glowne twierdzenie. Jesli sposrod czterech
wielkosci a, b, ¢, d jakiekolwiek trzy z nich sq dane w cigglym zbiorze mierzalnym,
to rowniez czwartg ustalic mozna w tym samym zbiorze tak, e a : b= c: d.

Twierdzenie jest bezposrednig konsekwencja zatozonej ciggloséci. Albowiem gdy
wezmie si¢ np. element z w 91 z A lub B, odpowiednio do tego, czy x : b jest mniej-
szy czy wiekszy od od c¢ : d, to otrzyma sie przekrdj, ktory jest wytworzony przez
element a taki, ze spelniony jest warunek a : b = ¢ : d. Twierdzenie to zachodzi
jednak réowniez dla pewnych zbioréw nieciagltych, np. dla ulamkéw wymiernych.

Wynika z tego, ze za reprezentantéw dwoch liczb zawsze mozna wybraé¢ dwa
stosunki, ktérych elementy naleza do tej samej rozmaito$ci oraz maja ten sam
dowolnie wybrany mianownik. Dodawanie jest wtedy tak zdefiniowane, ze zachodzi

a b a+bd

C C C

Ta reguta obejmuje, jako szczegdlny przypadek, dodawanie utamkéw wymiernych,
a zeby uzasadni¢ ja w ogdélnosci trzeba potem jeszcze tylko pokazac, ze jeslia : ¢ =
a :cd oraz b:c="V:c, tomusi byé¢ réwniez (a +b) : ¢ = (¢’ + V). Dowodzimy
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tego, pokazujac, ze gdy a: c=a' : ¢’ oraz (a+b): ¢ > (a/ + '), to musi by¢ tez
b:c>b :c. Niech zatem, gdy m oraz n sa dwiema liczbami calkowitymi, bedzie

a+b m d+V
— >

> s
c n c
wtedy n(a + b) > mc, a wiec
b  mc—na mc —na’ UV
c nc nc' c’

7Z drugiej strony, latwo jednak wynika z zalozenia a : ¢ = a’ : ¢/, ze takze

me—na  mc —na

ne ne

awiechb:c>b : ¢, chdu

Tym samym dowiedziono, ze takze liczby, tak, jak je zdefiniowaliSmy, tworza
zbiér mierzalny. Jesli a oraz ¢ sa wzigte z rozmaitosci ciaglej, to stosunki a : ¢
tworza zbiér ciggly, takze przy ustalonym c, a poniewaz istnieja w ogdle zbiory
ciagle, wiec réwniez liczby tworza zbiér ciagly.

Jedli teraz «, B, 7, 6 sa liczbami, to z proporcji a : f = v : § mozna ustali¢
dowolng z tych czterech liczb poprzez trzy pozostalte. Jesli przyjmie sie 6 = 1,
to otrzyma si¢ mnoZenie a = (7, a przemienno$¢ czynnikéw jest konsekwencja
twierdzenia, ze o : vy = : 6 wynika z a : § =~ : §. Jedli szuka sie 7, to otrzymuje
sie dzielenie; a z podanej wyzej definicji dodawania wynika podstawowa formula
a(B+7) = af + ay. Cztery sposoby rachowania sa zatem wykonalne w dziedzinie
liczb, z jedynym ograniczeniem, iz przy odejmowaniu odjemnik musi by¢ mniejszy
od odjemnej.

* ok ok

Konstrukcja przekroju w ciagu liczb dostarcza zawsze dowodu istnienia liczby,
ktéra czyni zadosé okreslonym zadaniom. Otrzymuje sie wiec przekréj (A, B), gdy
przyjmie sie do A wszystkie i tylko te liczby, ktorych kwadrat jest mniejszy od
ustalonej liczby «a; temu przekrojowi odpowiada okreslona liczba, ktérej kwadrat
jest réwny « i ktéra bedzie oznaczana przez /a i przez to udowodnione zostaje
istnienie pierwiastkow kwadratowych.

Do przekrojéw sprowadzi¢ mozna takze ciagi liczbowe wprowadzone przez
G. Cantora w jego definicji liczb niewymiernych®.

Wedle CANTORA przez ciag liczbowy nalezy rozumie¢ jakikolwiek nieograni-
czony i w okreélony sposéb uporzadkowany system liczb:

S:$1,$2,1'3,$4,...

o tej wlasnosci, ze istnieje okreslona liczba g, ponizej ktérej nie opada zadna liczba
z S itaka, ze gdy § jest dowolnie wybrang liczba, a x,,, T, réZnymi elementami z S,

6 Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
Mathematische Annalen 5 (1872); por. tez Heine, Elemente der Functionenlehre, Journal fiir
Mathematik 74 (1872).
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to &, — T, lub x,, — x, pozostaje zawsze mniejsza od §, gdy m oraz n przekrocza
wystarczajaco duza liczbe.

Zawsze istnieja liczby, ktorych nie przekraczaja liczby takiego ciagu; jesli bo-
wiem ustalona zostala § oraz odpowiednia n, to x,,, ktérego wartos$é¢ moze by¢ tez
rowna m, nigdy nie przekracza najwigkszej z liczb x1, o, ..., xy, x, + 6. Otrzymu-
je sie teraz przekrdj (A, B), gdy do B wrzuci sie te liczby, ktérych nie przekracza
zadna x,,, dla wystarczajaco duzych wartosci n, a wszystkie pozostale liczby (ktére
zatem przekracza nieskoniczenie wiele x,,) do A. Jedli ten przekrdj bedzie wytwo-
rzony przez liczbe a, to jakkolwiek mala jest e, zawsze istnieje nieskoriczenie wiele
liczb z,, miedzy o — € oraz « i mozna powiedzie¢, ze ta catkowicie okreslona przez
S liczba « jest wytworzona przez ciag liczbowy S. Wedle CANTORA, ciag liczbo-
wy S jest po prostu definicjg liczby a. Oczywiscie jedna i ta sama liczba moze
zosta¢ wytworzona przez bardzo rézne ciagi liczbowe. Te ciagi liczbowe nalezy
jednak traktowac jako miedzy sobg rowne. Miedzy innymi, mozna liczby w S braé
wszystkie jako ulamki wymierne. Réwniez na odwrot, tatwo pokazaé, ze dla kaz-
dej podanej liczby a zawsze mozna podaé ciagi liczbowe S, przez ktére a jest
wytworzona tak, ze ogdl tych ciagéw liczbowych S réwniez tworzy zbiér ciagly.

* K ok

Przy objasnianiu podstawowych sposobéw rachowania wyniklo niewygodne
ograniczenie odejmowania, od ktérego si¢ teraz uwolnimy poprzez wprowadzenie
zera oraz liczb ujemnych.

Niech = oznacza kazdy element dotad zdefiniowanego systemu liczbowego, kté-
ry teraz chcemy okreslaé¢ jako system liczb dodatnich. Bierzemy ten system licz-
bowy po raz drugi i dla odréznienia, w tym drugim systemie, ktéry okreslany ma
by¢ jako system liczb ujemnych, kazdy element oznaczamy przez —zx. Drugi sys-
tem porzadkujemy teraz dokladnie odwrotnie niz pierwszy, tak, ze wszedzie, gdzie
w pierwszym systemie x wystepuje jako ,wieksza”, w tym drugim ustalamy —z
jako ,mniejsza”, i na odwrét. Dodawanie oraz odejmowanie dla —x sa objaénione
podobnie jak dla z, tak, ze ma by¢ (—z)+(—y) = —(z+y); (—z)—(—y) = —(z—y).

Chcemy jednak oba te systemy uporzadkowaé razem w taki sposéb, aby kazda
—a byla mniejsza od kazdej z. Otrzymujemy wtedy zbiér uporzadkowany, w kté-
rym nie ma najwiekszego ani najmniejszego elementu. System ten jest tez w ogdl-
nosci ciagly, tylko jedyny przekrdj (—z,z) nie bedzie wytworzony przez zaden
element i tu, gdzie oba systemy sie stykaja wystepuje jeszcze naruszenie cigglo-
Sci. Aby zapewnié tu ciaglo$é, musimy zatem dodaé¢ odpowiadajaca przekrojowi
(—x,x) jeszcze jedna liczbe zero lub 0, ktéra zdefiniowana jest wlasnie przez éw
przekréj. Mamy wtedy uporzadkowany zbiér ciagly, z obu stron nieograniczony,
pelny ciag liczb rzeczywistych.

W tak rozszerzonej dziedzinie liczbowej objasniamy teraz ogélnie dodawanie,
ustalajac na drodze definicji:

x+(-z)=0, z+0=uz,

r+(—y)=x—y, gdy z >y,
v+ (~y)=—(y—x), gdy x <y.
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Przy tak okredlonym dodawaniu zachodza nastepujace prawa, gdy 21, 22, z3
sg jakimikolwiek liczbami z calej dziedziny liczbowe;j:

21+ 20 =20+21, (21+22)+23=2+(22+23),

ktore nazywa sie prawami przemienno$ci oraz lacznosci. Sume dowolnej liczby
skladnikéw tworzy sie, laczac w sumy w dowolnej kolejnosci po dwa skladniki.
O odejmowanie nie trzeba sie juz szczegdlnie troszcezyé, gdy okredli sie z; — 29 jako
21 + (—22) oraz ustali, ze —(—z) = z.

Pogladowo przedstawia sie ciag liczbowy przez punkty, wychodzac od ustalo-
nego i oznaczonego przez 0 punktu prostej i nanoszac liczby dodatnie jako odcinki
z jednej, powiedzmy prawej, strony, a liczby ujemne z drugiej (lewej) strony. Obraz
sumy dwodch odcinkéw z; + zo otrzymuje sig, gdy poczawszy od punktu z; naniesie
sie w prawg lub lewa strone odcinek o dtugosci +29, w zaleznosci od tego, czy 2o
jest dodatnia czy ujemna.

Mnozenie oraz dzielenie w rozszerzonej dziedzinie liczbowej zostaje okreslone
przez réwnania

z(—y) = (-2)y = —zy
(-z)(-y) ==y, Ox=0.

Dzielenie jako odwrotnosé mnozenia jest zawsze mozliwe, poza przypadkiem, gdy
dzielnik jest zerem.

k) %k X%

Dalsze rozszerzenie pojecia liczby polega na wprowadzeniu wielkosci zespolo-
nych. Laczymy kazde dwie liczby calego ciagu liczbowego w pary (x,y) i traktu-
jemy dwie takie pary (z,y) oraz (a,b) jako réwne tylko wtedy, gdy = = a, y = b.
Pary te tworza rozmaitosé, ktérej elementy nie sa co prawda uporzadkowane, ale
dla ktorych operacje rachowania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz dziele-
nie maja by¢ okreslone wedle nastepujacych regut. Niech

(z,y)(a,b) = (za — yb, xb + ya),

i ustalamy poza tym, ze ma by¢ (z,0) = z, co nie przeczy tym réwnaniom. Tylko
wtedy jest (z,y) = 0, gdy x oraz y obie sa réwne zero. Dalej, dla zwiezlosci ozna-
czamy (0, 1) przez i. Wtedy powyzsze réwnosci maja nastepujace konsekwencje:

(2,0)(0,1) = (0,z) lub =iz,
(#,0) +(0,y) = (z,9) = = + yi,

z+yi+a+bi=(x+a)+ (y+0b)i,

a dla odwrotnoéci dodawania:

x4yl — (a+bi) = (x—a)+i(y —b),
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a dalej mnozenie:

(x +yi)(a +bi) = za — yb+i(xb +ya), i*=—1,

(z + yi) (@ — yi) = 2 + ¢,

et yi = (a-+ bi) 2T ‘(j;{xb;g a

lub
r+yi  ar+by+i(ay — bx)
a+bi a? + b2

)

przez co okreslone jest dzielenie, oprécz przypadku, gdy a+bi = 0. Liczby o postaci
ix nazywaja sie liczbami czysto urojonymi, a ¢ urojona jednostka. Liczby a + bi
nazywaja sie urojonymsi lub zespolonymi. Liczby rzeczywiste oraz czysto urojone sa
w tym zawarte jako przypadki szczegdlne.

Podstawowe sposoby rachowania sa zatem w dziedzinie liczb zespolonych x4+ yi
wykonalne bez ograniczen (z wyjatkiem dzielenia przez zero), a rachowanie na
liczbach rzeczywistych jest ich szczegélnym przypadkiem.

Za GAUSSEM przedstawia sie liczby zespolone z = x + yi jako punkty plasz-
czyzny, przyjmujac u podstaw prostokatny uktad wspétrzednych i traktujac punkt
o wspolrzednych x, y jako obraz wartosci liczbowej z. Punkty osi x przedstawiaja
w wyzej opisany sposéb liczby rzeczywiste. Punkty osi y sa obrazami liczb czy-
sto urojonych yi. Poczatek uktadu wspoétrzednych jest obrazem liczby 0. Wektor
promienia z punktu zerowego do punktu z ma wartosé liczbowa p = /22 + y2,
ktoéra jest nazywana wartoscig bezwzgledng, wartoscig lub, wedle starszego sposobu
wyrazania si¢, modutem liczby zespolonej z.

Jedynie liczba 0 ma warto$¢ bezwzgledna 0. Kazda liczba dodatnia wystepuje
jako warto$¢ bezwzgledna nieskonczenie wielu liczb zespolonych, a obrazy punk-
towe wszystkich liczb o tej samej wartosci bezwzglednej leza na okregu, ktorego
$rodek lezy w poczatku ukladu wspoélrzednych.

Dwie liczby urojone, ktére roéznia sie tylko znakiem przy ¢, a zatem x + yi oraz
T — yi nazywaja sie urojonymi sprzezonymi. Ich iloczyn jest kwadratem wartosci
bezwzglednej kazdej z nich.

Jesli jedna z dwéch sprzezonych liczb urojonych jest réwna zero, to takze pozo-
stala jest rowna zero, a wiec mozna w kazdym prawdziwym réwnaniu liczbowym
zastapié ¢ przez —i, bez naruszenia prawdziwosci.

Chcemy jeszcze udowodnié¢ czesto stosowane twierdzenie, ze wartosé bezwzgled-
na sumy dwdéch réznych od zera liczb zespolonych nigdy nie jest wieksza od sumy
bezwzglednych wartosci obu skladnikéw, a réwna tylko wtedy, gdy stosunek (ilo-
raz) obu skladnikéw jest rzeczywisty i dodatni. Niech mianowicie

s=x4yi c=a+bi = (z+a)+ (y+b)i
pP2=a2+y2 r2=a2+0? R2 (z+a)® + (y +b)?,

wtedy
(r+p—R)(r+p+R)=(r+p)*—R*=2(rp—ax —by),
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co z pewnoscia jest dodatnie, gdy ax + by < 0. Jesli jednak az + by > 0, to z
r2p? — (az + by)? = (ay — bx)?

wynika, ze rp > ax + by, a réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy ay —bxr = 0. Wynika
z tego zatem, ze r + p > R i tylko w szczegdlnym przypadku, gdy ay — bx = 0,
ax + by > 0 mamy r + p = R, z czego wynika, co powiedziano.

W przedstawieniu geometrycznym twierdzenie to jest wyrazem tego, ze w troj-
kacie jeden bok jest mniejszy od sumy obu pozostatych. Twierdzenie ma inna jesz-
cze konsekwencje, ze warto$¢ bezwzgledna sumy nie moze by¢ mniejsza od réznicy
wartoéci bezwzglednych skladnikéw. Jesli bowiem zastosujemy poprzednie twier-
dzenie do sumy ¢ = Z — z, to wynika z tego, ze r < R+ p lub

R>r—p.
Ro6wnoé¢ ma miejsce tylko wtedy, gdy iloraz z : ¢ jest rzeczywisty oraz ujemny.
* ok %

Trzeba jeszcze powiedzieé¢ stowo o najwazniejszym Srodku pomocniczym alge-
bry, rachowaniu na literach. Stosowanie tego srodka pomocniczego jest tak ogélne,
ze niekiedy terminu rachowanie na literach uzywa sie jako synonimu dla terminu
algebra. Reguty, mowiace jak rachowaé¢ na takich wyrazeniach literowych przyj-
mujemy za wprzédy znane. Rownania miedzy wyrazeniami literowymi moga by¢
dwdéch rodzajow; albo, po pierwsze, sg to tak zwane identycznodci, tj. dwa wy-
razenia przyjmowane za réwne moga zostaé tak przeksztalcone za pomoca regut
rachowania, ze oba wyrazenia sg dokladnie zgodne. Otrzymuje si¢ potem z takich
réwnan literowych prawdziwe rownania liczbowe, gdy litery zostana zastgpione
przez jakiekolwiek liczby, powiedzmy rzeczywiste badz zespolone, przy zalozeniu,
ze nie wystepuje przy tym zadanie dzielenia przez zero. Litery w takich réwna-
niach sa czesto oznaczane tez jako zmienne, poniewaz mozna sobie wyobrazi¢, bez
popadniecia w sprzeczno$é, ze za litery mozna podstawiaé coraz to inne i inne
wartosci liczbowe.

Roéwnania drugiego rodzaju miedzy wyrazeniami literowymi nie maja tego cha-
rakteru identycznosci. O wiele bardziej zawierajg one zadanie stawiane liczbom,
ktére mozna bez popelnienia btedu podstawié¢ za litery. Zadanie wykrycia warto-
$ci liczbowych, ktére czynia zadosé takim zadaniom algebra nazywa rozwigzaniem
réownania. W tych réwnaniach litery oznaczane sg takze jako , niewiadome”. Bardzo
czesto w jednym i tym samym réwnaniu wystepuja litery dwoch rodzajow, takie,
za ktére mozna podstawia¢ dowolne wartosci liczbowe oraz inne, ktérych wartosé
liczbowa ma dopiero zosta¢ wykryta.

* ok ok
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