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Piotr Btaszczyk
A Purely Algebraic Proof of the Fundamental
Theorem of Algebra*

Abstract. Proofs of the fundamental theorem of algebra can be divided up
into three groups according to the techniques involved: proofs that rely on
real or complex analysis, algebraic proofs, and topological proofs. Algebraic
proofs make use of the fact that odd-degree real polynomials have real roots.
This assumption, however, requires analytic methods, namely, the interme-
diate value theorem for real continuous functions. In this paper, we develop
the idea of algebraic proof further towards a purely algebraic proof of the
intermediate value theorem for real polynomials. In our proof, we neither use
the notion of continuous function nor refer to any theorem of real and com-
plex analysis. Instead, we apply techniques of modern algebra: we extend the
field of real numbers to the non-Archimedean field of hyperreals via an ul-
traproduct construction and explore some relationships between the subring
of limited hyperreals, its maximal ideal of infinitesimals, and real numbers.

1. Introduction

In 1799, Gauss gave the first widely accepted proof of the fundamental theorem
of algebra, FTA for short: Every nonconstant complex polynomial has a complex
root. Since then, many new proofs have appeared, including new insights, as well
as a diversity of tricks, techniques and general methods. Nearly a hundred proofs
of FTA were published up to 1907 (see Remmert, 1995, p. 98). Another hundred
proofs were released in the period 1933 to 2009 (see The Bibliography for the Fun-
damental Theorem of Algebra). This unusual number of proofs compares with the
multitude of proofs of the Pythagorean theorem (see Maor, 2007).

Fine and Rosenberg (Fine, Rosenberger, 1997) take a more general, qualitative
perspective and present six exemplary proofs of FTA classified according to the
techniques involved. They pair these proofs in accordance with the basic areas of

*Cazysto algebraiczny dowéd zasadniczego twierdzenia algebry

2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 12D10, 03C20; Secondary: 12D15, 26E35

Key words and phrases: fundamental theorem of algebra, continuity, real closed field, interme-
diate value theorem, ultrapower
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mathematics and present these pairs as models of analytic, algebraic and topolog-
ical proofs. The first two proofs require real and complex analysis, the third and
fourth ones apply algebraic methods: splitting fields and the fundamental theorem
of symmetric polynomials, or the Galois theory and the Sylow theorem. The fifth
proof involves the notion of the winding number of a closed, continuously differ-
entiable curve f : R — C around 0. The sixth one relies on the algebraic topology
and applies the Brouwer fixed point theorem.!

After the presentation of analytic and algebraic proofs, Fine and Rosenberg
observe:

”We have now seen four different proofs of the Fundamental Theorem
of Algebra. The first two were purely analysis, while the second pair
involved a wide range collection of algebraic ideas. However, we should
realize that even in these proofs we did not totally leave analysis. Each
of these proofs used the fact the odd-degree real polynomials have
real roots. This fact is a consequence of the intermediate value the-
orem, which depends on continuity. Continuity is a topological prop-
erty and we now proceed to our final pair of proofs, which involve
topology.” (Fine, Rosenberger, 1997, p. 134)

All these proofs mentioned above involve, however, two kinds of continuity:
the continuity of total order and the continuity of function. The first one is the
characteristic feature of real numbers, and since we deal with real polynomials, we
cannot ignore the continuity of the reals. The second one refers to a function — one
can call the continuity of this kind a topological property. In our proof of FTA, the
continuity of a function is omitted. In the next section, we develop this distinction
further.

2. Two kinds of continuity

The continuity of the field of real numbers can be formulated in many equiva-
lent ways. In this paper, we apply what we believe to be the simplest development
— the one introduced by Richard Dedekind in his 1872 (Dedekind, 1872). To this
end, we need a notion of Dedekind cut.

DEFINITION 1

A pair of sets (L, U) is a Dedekind cut of a totally ordered set (X, <) if (1) L,U # 0,
(2)LUU=X,(3) Vye L)(VzeU)(y < z). A cut (L,U) is called a gap if there
exists neither a maximum in L nor a minimum in U. A cut (L, U) is called a jump
if there exists both a maximum in L and a minimum in U.

Now, depending on whether we consider the real line (R, <) or the field of reals
(R,+,-,0,1,<), we get different continuity axioms. The categorical characteristics
of a continuously ordered set (X, <), due to George Cantor’s (Cantor, 1895), con-
sists of three conditions: (1) the order is dense, (2) no Dedekind cut of (X, <) is

1Some of the recent results use linear algebra (Derksen, 2003) and nonstandard analysis (Lib-
man, 2006). The first one relies on the intermediate value theorem for real continuous functions,
the second one exploits the Brouwer fixed point theorem.
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a gap, (3) the order is separable, i.e., there exists such a countable subset Z C X
that is dense in X,

(Ve,ye X)(Fze2)(z<y=a<z<y)?

In other words, any ordered set (X, <) that satisfies the three above conditions is
isomorphic to the line of real numbers (R, <).

The continuity axiom for ordered fields is significantly simpler, for it consists
of the requirement (2) alone. This is, because the density of the field order follows
from ordered field axioms, while the continuity axiom itself implies that the order
is separable (see below).

From now on, F denotes a totally ordered field (F,+,-,0,1, <), that is a com-
mutative field with a total order that is compatible with addition and multiplica-
tion,

i) Ve,yeF)(ze<y=ax+2<y+2),
ii) (Ve,y,z€F)(z<y,0<z=z-2<y-2).

DEFINITION 2
The field of real numbers is an ordered field F, in which every Dedekind cut (L, U)
of (F, <) satisfies the condition

(FzeF)(Vye L)(Vz e U)(y <z < 2). (C1)

The categoricity theorem states that any two ordered fields satisfying axiom
(C1) are isomorphic (Cohen, Ehrlich, 1963, p. 105). In other words, any ordered
field satisfying (C1) is isomorphic to the field of real numbers (R, +,-,0, 1, <).

The well-known constructions of the reals, e.g. the one that identifies real num-
bers with cuts of the line of rational numbers (Q, <) due to Dedekind, show that
there exists at least one field of real numbers. On the other hand, the categoricity
theorem implies that there exists at most one, up to isomorphism, field of real
numbers.

The order of an ordered field is dense: it follows from the simple observation
that if z < y, then (z+y)/2 lies between = and y. On the other hand, the density of
a field order is equivalent to the claim that no cut of (F, <) is a jump. As a result,
(C1) is reduced to the fact that no Dedekind cut of (F,<) is a gap.®> With this
knowledge we can easily visualize the continuity of the real line.

On the diagram below a black dot corresponds to the maximal element of
the class L, or the minimal element of the class U. If there are, accordingly, no
maximum or minimum, then we put a white dot. In this way the diagram Dedekind
cuts represents the only possible kinds of cuts of the line (F, <). Cut (1) is a jump,
cut (2) is a gap. Axiom (C1) states that cuts (3) and (4) are the only possible cuts
on the line of real numbers (R, <).

2Next to (Cantor, 1895), § 11. Der Ordnungstypus 6 des Linearkontinuums X, see also (Ku-
ratowski, Mostowski, 1966, ch. VI), § 3. Order types w,n, and .

3Tt follows from the axiom (C1) that the set of fractions, Q, is dense in (R, <); in fact, it is an
equivalent form of the Archimedean axiom (see § 4 below). Thus, for ordered fields, (C1) suffice
to characterize the continuity of the order.
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(1)

(2)

O O e
® O O

(3)

(4) L O
Fig. 1. Dedekind cuts

(C1) is called the continuity axiom.* In fact, it is one of the many equivalent
formulations of the continuity of the reals. Here are some other popular versions:

(C2) If A C F is a nonempty set which is bounded above, then there exists a € F
such that a = sup A.

(C3) Field F is Archimedean and every Cauchy (fundamental) sequence (a,,) C F
has a limit in F.

Cohn and Ehrilch (Cohen, Ehrlich, 1963, p. 95-96), present other standard
formulations of the continuity axiom which appeared at the turn of 19th and 20th
century. Due to their existential character (“there exists z € F such that”), they all
make it possible to determine specific real numbers — each version with a different
technique, e.g., via Dedekind cuts, bounded sets, or fundamental sequences. In
a sense, each form of the continuity axiom corresponds to a specific technique. In
the next section we present a new version of the continuity axiom that reflects the
technique we adopt in our proof of FTA.

2.1. Now we turn to the continuity of function.

DEFINITION 3
A function f : F — F is continuous at a point a € F if the following condition
holds

(Ve > 0)(30 > 0) (Ve e F)(|z —a| <0 = |f(z) — f(a)| < &).

To elaborate, first, observe that the definition of a continuous function can
be formulated in any ordered field. Similarly, we can develop the theory of limits
of sequences in any order field (see Cohen, Ehrlich, 1963, chap. 3). Moreover, in
any ordered field we can also formulate the intermediate value theorem (IVT for
short).

Secondly, the standard proof of IVT for a real continuous function proceeds
as follows: Let f : R — R be a continuous function with f(0) < 0 and f(1) > 0.
Putting A = {z € [0,1] : f(z) < 0}, by (C2), we can take a = sup A. The
continuity of f implies f(a) = 0. The final step in this argument is based on the
rule stating that a real continuous function preserves the sign:

Fl©)£0= (36> 0)(Vz € R)(|lc—a| <8 = f(c)- f(z) >0).  (SR)

Thus, if f(a) < 0, then, by (SR), for some § > 0 and every = such that
0 <x—a<dholds f(x) < 0, contrary to the assumption a = sup A; the same

4In a topology induced by the order of reals, the property (C1) means connectedness.
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argument applies to the case f(a) > 0. Hence, via the trichotomy law of the total
order, f(a) equals 0.

This proof clearly manifests the combination of the continuity of the reals and
the continuity of a function: we apply the (SR) rule to the point defined by (C2).5

Thirdly, from the logical point of view, the difference between the continuity of
an ordered field and the continuity of function is not an absolute one. Axiom (C1)
turns out to be equivalent to many statements of real analysis which are typically
presented as theorems and involve the notion of a function. Teismann (Teismann,
2013) proves that IVT, as well as the mean value theorem, is equivalent to (C1).5
Riemenschneider (Riemenschneider, 2001) lists 37 versions of the continuity axiom,
mostly theorems of one-variable real analysis.

3. Real closed fields

The theory of real closed fields, started by Emil Artin and Otto Schreier in
the 1920s, provides a general framework for this paper. Our sketchy account of
this theory starts with a technical notion of a formally real field.” At the end
of this section we show that in order to prove FTA it suffices to prove IVT for
polynomials.

DEFINITION 4
A field (F,+,-,0,1) is formally real if the sum of squares is zero only if each
summand is zero.®

An equivalent formulation of this definition is this: A field is formally real if
—1 cannot be written as a sum of squares, that is —1 ¢ {Za? Da; € ]F} Thus,
any ordered field is obviously formally real.

DEFINITION 5
A field (F,+,-,0,1) is real closed if it is formally real and every proper algebraic
extension of the field is not formally real.

A real closed field is in fact an ordered field. Setting

x<y®y—x€{2af: a; € F}

we obtain a total order compatible with the addition and multiplication on F.
The real number field and the real algebraic number field are both really
closed, so the order of a real closed field is not necessarily continuous. Next, some

5Essentially, this argument goes back as far as Bolzano (Bolzano, 2004).

6The proof of the first equivalence can be easily based on our diagram Dedekind cuts. If a field
F does not satisfy (C1), then there is a cut of (F, <) which yields a gap (L, U), as the one marked
by (2). A function given by f(x) =0, for x € L, and f(z) = 1, for € U, is continuous and does
not satisfy IVT. If F is the real number field, then we can adopt the proof presented above to
show that a real continuous function satisfies IVT.

"The general reference here is (Artin, Schreier, 2007; Cohen, 1991, chap. 8; Jacobson, 1975,
chap. 6); see also (Zassenhaus, 1967) as it applies the theory of real closed field to give a con-
structive proof of FTA.

8We assume that all fields considered are commutative.
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theorems concerning real polynomials, like the intermediate value theorem, mean
value theorem, extreme value theorem, Rolle’s theorem, or theorem of Sturm about
the number of zeros in an interval, also hold in a real closed field.? These results
suggest that the algebraic features of the real number field alone imply IVT.

3.1. The theory of real closed fields provides a criterion for a field to be alge-
braically closed. Artin and Schreier (Artin, Schreier, 2007) show that: “In a real
closed field, every polynomial of odd degree has at least one root.” (Artin, Schreier,
2007, p. 275)

Then, they proceed to prove the proposition that constitutes the basis for our
argument, namely:

“A real closed field is not algebraically closed. On the other hand, the
field obtained by adjoining ¢ (= v/—1) is algebraically closed.” (Artin,
Schreier, 2007, p. 275)1°

In fact, Artin and Schreier present two proofs which make the essence of what
Fine and Rosenberg call the algebraic proofs of FTA.

The above result supports the conclusion that FTA is equivalent to the claim
that real numbers form a real closed field.

3.2. The definition of a real closed field does not provide simple criteria for a field
to be really closed. Yet, real closed fields can be described more explicitly. Cohn
(Cohen, 1991) shows that an ordered field (F,+,-,0,1, <) is real closed if and only
if it is closed under a square root operation and odd-degree polynomials have roots
in [F, that is

(R1) (V2 > 0)(Fy € F)(y* = ),
(R2) (Va; € F)...(Vas, € F)(3z € F)(2®"*! + 32" a;z’ = 0).

Indeed, these properties, along with ordered field axioms, constitute the set
of axioms for ordered real closed fields (see Marker, 2002, p. 94-95).1! Tt is also
easily seen that properties (R1), (R2) can be combined into this one:

“An ordered field is real closed if and only if it has the intermediate value property
for polynomials.” (Cohen, 1991, p. 315)

As a result we obtain:

ProposiTION 1
If an ordered field has the intermediate value property for polynomials, than the
field obtained by adjoining /—1 is algebraically closed.

Thus, to prove FTA it is sufficient to prove IVT for real polynomials.

9See Jacobson, 1975, chap. VI, § 3.

10The converse of this theorem also holds: If F is such an ordered field that the field obtained
by adjoining v/—1 is algebraically closed, than F is real closed (see Jacobson, 1975, p. 277).

M Given (F,+,-,0,1) is formally real, the axiom (R1) has to take the following form: (V& €
FEy eF)(y? =z Vy? = —x).
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4. Archimedean fields

In the next section we will deal with a non-Archimedean field, so now we
restate the definition and some basic facts concerning Archimedean fields.

DEFINITION 6
A totally ordered field F is Archimedean if it satisfies the condition

(Vz € F)(3n € N)(n > z). (A1)

Axiom (A1) is called the Archimedean axiom. Here is its equivalent version

lim + = 0. (A2)
n—oo N

Yet another equivalent formulation of the Archimedean axiom is the following
one: If (L,U) is a Dedekind cut of (F, <), then

(VMneN)(Fze)(FyelU)(y—xz<1/n). (A3)

Given (L, U) is a Dedekind cut of (T, <), by (A3), we can find such a sequence
(rn,) C F that satisfies conditions

1
rog—1 € L, o, €U, 1o, —rop—1 < i (1)

Ty <13 < Srgpo1 < Sirmgp < <y <o,

We refer to this fact proving proposition 3 below.

The real number field is the biggest Archimedean field, that is any Archimedean
field can be embedded into the field of reals; on the other hand, any extension of
the reals is a non-Archimedean field (see Cohen, Ehrlich, 1963).

5. Extending the real number field

In this section we introduce the construction called the ultraproduct to extend
the field of reals to the field of hyperreals (nonstandard real numbers). We apply
this construction directly to the field of reals to build a special kind of ultraproduct
called an ultrapower. This presentation follows (Cohen, 1991; Goldblatt, 1998).

To start with, we give the definition of an ultrafilter.

DEFINITION 7

A family of sets Y C P(N) is an ultrafilter on N if (1) 0 ¢ U, (2) if A, B € U, then
ANBel, (3)if AclU and A C B, then B € U, (4) for each A C N, either A or
its complement N\ A belongs to U.

It follows from this definition that either the set of odd numbers or the set of even
numbers belongs to an ultrafilter.

Now, take the family of sets with finite complements. It obviously satisfies
conditions (1)—(3) listed in the definition of an ultrafilter. By Zorn’s lemma, this
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family can be extended to an ultrafilter & on N (see Cohen, 1991, p. 29; Goldblatt,
1998, p. 20-21).

From now on, U denotes a fixed ultrafilter on N containing every subset with
a finite complement.'?

In the product RY we define a relation

(rn)=(sp) = {neN: r, =s,} €U.

This is easily seen to be an equivalence relation. Let R* denote the reduced product
RN/_.
The equality relation in R* is obviously given by

[(ro)] =[(sn)] & {neN: r,=3s,} €U.
It follows from the notion of ultrafilter that

()] # [(sn)] @ {neN: r, #s,} €U.

Algebraic operations on R* are defined pointwise, that is

[(ra)] + [(sn)] = [(rn + s0)], ()] - [(s0)] = [(r - 50)]-

And a total order on R* is given by the following definition

[(r)] < [(sn)] © {nEN:7, <s,} €U.
13

We embed the set of reals R into the set of hyperreals R* by identifying the
standard real number r with the hyperreal determined by the constant sequence
(r,r,7,...). Thus, setting r* = [(r,r,r,...)], the embedding is given by the following
map

R>r—r*eR"

To end this part of our development, we would like to ease our notation: from
now on we use r for hyperreal number r*. In fact, it is a consequence of the
convention that R is a subset of R*.

ProposITION 2
(R*,+,-,0,1, <) is non-Archimedean ordered field.

Proof. Goldblatt (Goldblatt, 1998, p. 23-24) gives a straightforward proof that
the hyperreals form a totaly ordered field.!* In addition, by (A2), for any r € R
the inequality holds r # [(1/n)], which means that the field of hyperreals extends
the field of reals. Thus, the field of hyperreals is non-Archimedean.

12The reader can find the same reasoning in the literature encoded in one short sentence: Let
U be a fixed nonprincipal ultrafilter on N.

13In the above definitions, we adopt a standard convention to use the same signs for the
relations and operations on R and R*; see (Goldblatt, 1998), chap. 3, § 3.6.

M This claim is also a straightforward consequence of the L.o$ theorem (Lo$, 1955), also known
as the transfer principle; however, in this paper we avoid arguments relying on mathematical
logic.
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O
In the last section, we will also show that the field of hyperreals is real closed.

5.1. We define, in a standard way, subsets of R* — sets of infinitesimals, limited
and infinitely large hyperreals, namely'®

x € Q& (VneN)(|z| <1/n),
z el & (3n € N)(|z] < n),
x €V & (VYn € N)(|z| > n).

The set of positive hyperintegers (hypernaturals) N* is defined by
N* = {[(r,)] e R*: {neN: r, e N} eU}.

Roughly speaking, the set N* consists of elements [(n,)], where (n;) C N.
Next, on the set R* we define a relation x is infinitely close to y by putting

rrysc—ye

This is easily seen to be an equivalence relation.

Following are some elementary facts concerning these concepts. For the sake of
completeness, we present a short justification for each one, though they are almost
obvious.

(F1) A standard real is a limited hyperreal, R C L.
It is the consequence of the Archimedean axiom.

(F2) Two standard real numbers r, s do not lie infinitely close to each other.

It follows from the Archimedean axiom that the real number |r — s| is greater
than 1/k for some k € N. Thus this number is not infinitesimal, and neither r — s
nor s — r belongs to .

(F3) Limited numbers form an ordered ring (L, +,-,0, 1, <) with Q being its max-
imal ideal. Particulary, the following condition is satisfied

Ve Q(VMyeL)(z-yeQ).

The first part of this claim is a consequence of the interplay between the
quantifiers “for all” and “exists” occurring in the definitions of sets 2 and L. To
show that €2 is the maximal ideal of the ring L, suppose, to obtain a contradiction,
that G is an ideal of I such that @ ¢ G and G ¢ L. Take z € G \ Q. Since z is
limited, for some m € N holds |z| < m; since it is not infinitesimal, for some k
holds |z| > 1/k. Then

1/k < |z| < m.

150ur definitions agree with the those given by Artin and Schreier (Artin, Schreier, 2007).
However, we can offer some simple examples of infinitesimals and infinitely large numbers, namely
[(1/n)] € Q, [(n)] € ¥, moreover, it is easy to demonstrate that if lim r, = 0, then [(rn)] € Q,

n— oo
and if lim r, = oo, then [(rn)] € V.

n—00
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Hence, via the rules of an ordered field, we obtain
I/m<|z7t <k,

which means that z~! is a limited hyperreal. Since x belongs to the ideal G, the
element 1 = x - z~! also belongs to G, a contradiction.'®

(F4) If x € R* and x # 0, then the equivalence holds
reEQe el

z € Q\ {0} and 27! ¢ ¥, then 27! € L. By (F3), z- 27! € €, contrary to
the fact that 1 is not an infinitesimal. Next, if [x71| > n, for every n € N, then
x < 1/n, for every n € N. It is equivalent to the claim that if 2~ is infinitely
large, then x is infinitely small.

To summarize this subsection, we present a diagram representing the ultra-
prower construction.

r (.) R
L R
. R
0
a &) o
¥__\/\_/
L

Fig. 2. The ultrapower construction

5.2. We can apply the ultraprower construction to any ordered field F. Thereby we
obtain the set F* and its subsets €2, IL, W, as well as the relation x is infinitely close
to y. With these notions we can formulate yet another version of the continuity

axiom, namely
(Va e L)(3z € F)(a =~ z). (C4)

ProproOSITION 3
The statements (C1) and (C4) are equivalent.

6By proposition 3, one can show that the quotient ring L/ is isomorphic to the real number
field. As a result, we can represent the set L. as the union of disjoint sets r 4+ €2, the so-called
monads, for r € R.
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Proof. The first part of this claim — if F = (R, +,-,0,1, <), then each limited
number « is infinitely close to exactly one real number z — is the well-known
Standard Part Principle (see Bair et al., 2013; Goldblatt, 1998, p. 53). In the
proof that follows, we apply the Archimedean axiom in the version (A3).

The limited number a € R* determines a Dedekind cut of (R, <)

L={zeR:z<a}, U={zeR:z>a}.

By (C1), the cut (L,U) determines the real number z. By (1), we find a se-
quence (r,) C R such that ro5_1 € L, rop € U and rof, — r9x—1 < 1/k. Hence,

Z,a € m [TQk'—la Tgk],
k=1

which gives z =~ a.

Since two standard reals do not lie infinitely close to each other, only one real
is infinitely close to a. This unique number is called the standard part, or the
shadow, of a and is denoted by a°. Thus a° =~ a, or a = a° + ¢, for some € € Q.
Also, note that if a =~ b, then, by the uniqueness of the standard part, we obtain
a® = b°.

For the second part of the proof, we first show that (C4) implies (A2).17
Suppose, on the contrary, that (A2) does not hold. Then, for some £ > 0 and for
every n holds € < 1/n. Hence 0 = [(1/n)] =~ €, which contradicts the claim that
there is only one element in F infinitely close to [(1/n)].

Thus we come to the main part of the proof. Let (L,U) be a Dedekind cut
of (F,<) and (r,) C F satisfy condition (1). Then r < [(r,)] <71 + 1. Since F
is Archimedean, for some n € N holds [(r,)] < n. As a result we obtain that
[(rn)] € L. By (C4), there exists z € F such that z ~ [(r,)]. We show that z is the
greatest element in L, or the least element in U.

Seeking a contradiction, suppose that (L, U) is a gap. We need to consider four
possibilities resulting from a combination of the following conditions: (1) z € L,
(2) z € U, (a) the set of odd numbers belongs to U, (b) the set of even numbers
belongs to U.

(Ad 1a.) Suppose z € L and the set of odd numbers belongs to &. There exists
x € L, such that z < z, for (L,U) is a gap. Set

r—z
B) .

9 —

(2)
Since z & [(ry,)], it follows that

{neN||r, —z| <0} €U.
Put

1
A:{nEN:niSOdd}ﬂ{n€N|\Tn—z|<9}ﬁ{n€N:E<9}.

17For another proof of proposition 3 see (Hall, 2011), however, it implicitly relies on the as-
sumption that F is Archimedean.
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First, A € U. Second, if k € A, then r, — z < 6; in consequence
re <x—0. (3)

By (2), we have r; < z. Thus r, € L.
On the other hand, it follows from (1) that

1
Tk+1—’l’k<%<9. (4)
By adding inequalities (3) and (4) we obtain 7441 < x. Hence 7441 € L. But
k + 1 is even, so ryy1 € U, contrary to the assumption L N U = (.
(Ad 1b.) In the same manner, suppose z € L and the set of even numbers
belongs to U. Let = € L be such that z < z; set § = 5=, Put

A:{neN:niseven}ﬂ{neN\|rn—z\<0}ﬂ{n€N:1<0}.
n

Let & € A. As before, r;, < x, which gives r, € L. Since k is even, the term 7y,
belongs to U. Thus r, € L NU, a contradiction.
The same reasoning applies to cases (2a), (2b). O

5.3. Let » € R. In our proof of FTA, we will also need these simple facts:'®

If » > 0, then for every € € Q the relation obtains r 4+ ¢ > 0.

If r < 0, then for every ¢ € Q) the relation obtains r 4+ & < 0.

For the proof of the first fact, note that if > 0, then for e € Q holds |e| < r/2.
Hence r +& > r/2,and r + ¢ > 0.

These two facts imply the third result:

Ifx~yand z-y <0, then ,y € L and the standard part of x is equal to 0,

Vz,y e R")(z = y,z-y<0=2°=0). (5)

6. Polynomials
Let f € R[x] be a real polynomial,
f(z) =ag+ a1z + ... + apz™, where a; € R.
By f* we mean a hyperreal polynomial f* : R* — R* with real coefficients a;,
(@) =ap+az+ ... + amz™,

defined by
Fr({rn)) = [(f(r1), f(r2), )] (6)

If r € R, then f*(r) = [(f(r), f(r),...)]. Since we identify real number r with
hyperreal r*, the equality f*(r) = f(r) obtains.

180ne can consider these facts a nonstandard counterpart of the rule (SR), given above in
section 2.
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LEMAT 1
Let f € R[z] and a € L. If a = b, then f*(a) = f*(b).

Proof. Set
f (x) =ap+ a1z + ... + apx™, a; €R.

Let r be the standard part of a, that is r = a°. Thus r = a, and for some ¢ € Q
we have a = r + €.
Now, for the real number r, the following equalities hold

ffr4+e)=ao+ai(r+e)..+an(r+e™
= f*(r)+e-wlay,....am,re),

where w(ay, ..., am,r,€) € L. Since infinitesimals form an ideal of the ring L, the
hyperreal number ¢ - w(ay, ..., am, 7, €) belongs to 2. Hence f*(r +¢) — f*(r) € Q.
The identification f*(r) = f(r) clearly forces f*(r +¢) ~ f(r). Since a = r + ¢,
we obtain
[H(a) = f(r).

If a ~ b, then via the transitivity of the relation is infinitely close, we get
r = b. By the uniqueness of the standard part, we also have r = b°. The reasoning
applied to the pair r,a works for the pair r,b too, thus

fr ) ~ f(r).

Finally, once more applying the transitivity of the relation is infinitely close,
we have
fr(a) = f*(b).
O
One can consider this lemma as a nonstandard counterpart of the standard
claim that a real polynomial is a continuous function. Indeed, Birkhoff and Mac
Lane, in Chapter 4, entitled Real Numbers, of their (Birkhoff, Mac Lane, 1977)
provide a proof for this claim which applies the ¢ — ¢ technique. In the next
chapter, introducing the proof of FTA they write: “Many proofs of this celebrated
theorem are known. All proofs involve nonalgebraic concepts like those introduced
in Chap 4” (Birkhoff, Mac Lane, 1977, p. 114).

We consider the proof of the following proposition purely algebraic. By Propo-
sition 1, this proposition is equivalent to FTA.

PROPOSITION 4
Let f € Rlz] and a,b € R. If f(a)- f(b) <0, then for some ¢ € (a,b) holds f(c) = 0.

Proof. Obviously, we can take a = 0, b = 1. Suppose f(0) < 0 and f(1) > 0.
By (6) the same relation obtains in the realm of hyperreals, that is f*(0) < 0 and
f*(1) > 0.
Let N = [(n;)] = [((n1,n2, ...)] be an infinitely large hyperinteger; we can take,
for example, N = [(n)]. Set
1 2 N -1
In={K/N:0<K <N} = {0, < NTl}
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In a similar way we define sets I,
1 2 n; —1
I, = {k/n; :0<k <n;}= {0, L Bl 1}.
ng Ny nj
However, while sets I,; are finite, the set Iy is infinite; in fact, it has cardinality

continuum.!?

The image of I,,, under the map f is a finite set

f(In) = {£(0), f(1/n5), -, F(1)}-

If for some k we have f(k/n;) = 0, then the proof is done. Thus, we can assume
the elements of f(I,,) are either negative or positive. Let k;, where 0 < k; < nj,
be the first integer such that f(k/n;) <0 and f((k+1)/n;) >0,

f(kj/ng) <0, f((k; +1)/n;) > 0. (7)

We can always find such k;, for the sets I,,; are finite.

Put K = [(k;)]. Since 0 < k; < nj, hyperintiger K satisfies the inequalities
0 < K < N. Moreover, K + 1 = [(k; + 1)].

By (6) and (7) we have

FHKIN) <0, f*((K +1)/N) > 0, (8)
Number K/N is a limited hyperreal. Let ¢ be its standard part, that is ¢ =
(K/N)°.
Since N is infinitely large, the element 1/N belongs to Q. Thus K/N ~ (K +
1)/N, and via the transitivity of the relation is infinitely close we obtain
K/N ~c~ (K +1)/N. (9)
Next, by the lemma, it follows that
Y (K/N) = f(c) = f*((K + 1)/N). (10)

Now we come to the final part of the proof. By (10) hyperreals f*(K/N) and
f*((K 4+ 1)/N) are infinitely close; by (8) they have opposite signs. Then, by (5),
the standard part of f*(K/N) is equal to 0, that is

(F* (K/N))° = 0.

On the other hand, by Proposition 3, there exists one and only one standard
real number infinitely close to f*(K/N); by (10) it is the number f(c), that is

(f*(K/N))? = f (o).

Hence then f(c) = 0.

To end the proof, observe that the hyperreal K/N belongs to the segment
(0,1), so its standard part, ¢, lies in the segment [0, 1]. Since f(0)- f(1) < 0, the
real number ¢ equals neither 0 nor 1. As a result, ¢ lies in the segment (0,1). O

Following, we show that a polynomial with hyperreal coefficients has the in-
termediate value property.

19The set I is usually called a hyperfine grid.
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PROPOSITION 5
Let f € R*[z] and a,b € R*. If f(a) - f(b) < 0, then for some ¢ € (a,b) holds
fe)=0.

Proof. Let a hyperreal polynomial
flx)=Ag+ Az + ...+ Apa™, A €R", meN,

be such that f(a) < 0 and f(b) > 0, with a = [(a,)] and b = [(b,)]. Suppose
A; = [(rin)], where 0 < i < m. The hyperreal polynomial f is accompanied by
a family of real polynomials f,, € R[z], where

fal@) =ron +T1pz+ ... +rpmaz™, nelN.

Indeed, what we really have is a function f = [f,], where [f,] : R* — R* is
defined by

[fal([(dn)]) = [(f1(d1), f2(d2), -..)]. (11)

Set
I={neN: f,(a,) <0}, J={neN: f,(b,) >0}

Since I,J € U, the intersection I N J also belongs to U. We can take into
consideration only real polynomials f,, with indexes n € I N J. Thus, for any f,,
where n € I N J, we have

By Proposition 4, there exists ¢,, € (an, b,,) such that f,,(c,) =0, forn € INJ.
For indices n € N\INJ, we can take ¢, = 0.2° Put ¢ = [(c,,)]. By (11), the equality
f(¢) =0 holds.

Since

ap < ¢, <b,, with nelndl,

we have the inequalities

[(an)] < [(en)] < [(bn)]-

Hence ¢ € (a,b).
To end the paper, by Propositions (1) and (5), we obtain

COROLLARY 1
The hyperreal number field is real closed and the field R*(\/—1) is algebraically
closed.

20The equality [(rn)] = [(sn)] holds if 7, = s, for indices n, which belong to some element of
the ultrafilter U. Thus, defining a hyperreal [(¢,)] only those terms ¢, matter, of which indices
n belong to the same element of the ultrafilter U/.
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Tworcza aktywno$¢ matematyczna uczniéw
zwigzana z rozwigzywaniem pewnych zadan na
zastosowanie wzoréw Viete'a*

Abstract. In this article we propose ways of developing the active and creati-
ve attitude of students towards solving mathematical problems. The tasks
were sourced from various mathematical competitions for secondary scho-
ol students, such as the so-called Mathematical Olympiad, and require the
use of Vieta’s formulas for third-degree polynomials. These problems inspi-
re students to conduct their own elementary research work and foster their
creative attitude towards mathematics. This article is dedicated mainly to
students who are pre-service mathematics teachers, but may also be of use
to in-service teachers.

1. Wstep

Niniejszy artykul jest préba pokazania na przykltadach sposobéw opracowywa-
nia z uczniami szkél érednich pewnych zagadnien matematycznych prowadzacych
do waznych elementéw rozwijania twoérczego dziatania w zakresie matematyki. Na-
szym zdaniem proponowane w tej pracy metody wskazuja na mozliwosé skuteczne-
go nauczania matematyki, zamiast odtwarzania algorytmoéw na potrzeby zadan eg-
zaminacyjnych. Z punktu widzenia przecigtnego ucznia ten egzaminacyjny trening
jest zapewne pozadany, ale na ogdt nie prowadzi do rozwijania matematycznego
myslenia.

We wstepie do ksiazki (Mikolajezyk, 2012, s. 5) czytamy:

Matematyczne zainteresowania i talenty uczniow rzadko sg nauczycielom da-
ne. W wiekszosci przypadkow muszq oni solidnie na nie zapracowac swoim
entuzjazmem, zaangazowaniem, pomystowosciq i profesjonalizmem.

*Creative mathematical mental activity of students while solving problems requiring use of
Vieta’s formulas
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Dlatego prace te adresujemy gléwnie do studentow matematyki, majacych
w przyszloéci by¢ nauczycielami, a takze do nauczycieli matematyki. Pragniemy
pokazaé¢ w niej, na stosunkowo niewielkim wycinku zagadnien matematycznych,
jak mozna, pracujac z uczniami, postepowac tak, aby:

a) ksztaltowaé kluczowe dla matematyki umiejetnosci: logicznego myslenia, pre-
cyzyjnego argumentowania, postugiwania si¢ technikami algebraicznymi i do-
strzegania geometrycznych zaleznosci;

b) zaszczepia¢ w uczniach matematyczne pasje i rozwijaé zainteresowania;
c) ksztalcié uczniéw myslacych, twérczych i pomystowych.

Umiejetno$ci wymienione powyzej w punkcie a) maja zwiazek z aktywnoscia,
na ktéra zwraca uwage Z. Krygowska (Krygowska, 1986). Aktywno$¢ ta, zdaniem
autorki, wspomaga akt twérczy mysli matematycznej. W pracy Z. Krygowskiej
znajdujemy nastepujace stwierdzenie:

Jak przyznaje sami matematycy, akt iluminacji nastepuje zwykle po ogromnej
pracy wstepnej oraz poprzedza nastepny etap pracy, organizowanej Swiado-
mie. Do pracy tej niezbedne sq pewne narzedzia, do ktérych w matematyce
zalicza sie stosowne zadania.

W swojej ksiazce (Krygowska, 1977¢) Z. Krygowska wskazuje, ze bardzo dobre
w tym wzgledzie dla uczniéw sa otwarte zadania problemowe i zadania metodolo-
giczne. Daja one mozliwo$¢ zapoznania uczniéw ze specyfika pracy matematyka,
w ktérej definiuje sie pewne pojecia, formuluje sie hipotezy z nimi zwiazane, do-
wodzi ich prawdziwosci lub je odrzuca konstruujac stosowne przyktady.

Mason, Burton, Stacey (2005, s. 8) sformulowali nastepujace postulaty doty-
czace myslenia matematycznego:

1. Jestes w stanie mysle¢ matematycznie.

2. Matematyczne myslenie mozna usprawni¢ dzieki praktyce polgczonej z refiek-
57@.
3. Matematyczne myslenie prowokujg sprzecznosci, napiecia © niespodzianki.

4. Matematycznemu mysleniu sprzyja atmosfera swobodnego zadawania pytan,
rzucania wyzwan i refleksji.

5. Matematyczne myslenie pomaga w zrozumieniu siebie i Swiata.

7 powyzszych refleksji wynika, ze forma myslenia matematycznego moze by¢
dostepna kazdemu, kto ma motywacje do podejmowania wysitku intelektualnego.

Uwazamy, ze tematyka tej naszej pracy egzemplifikuje pewne idee teoretyczne
opisane w artykule A. Pardaly (2009). Autor w tym artykule, nawiazujac do do-
$wiadczen francuskiego stowarzyszenia Math Pour Tous, ktére przedstawione sa w
pracy L. Beddou, C. Mauduit (2001), pisze:



Tworcza aktywno$¢ matematyczna ucznidw... [27]

Nauczanie matematyki opiera si¢ w ich koncepcji na aktywnosci badawczej

w matematyce © zaangaZowaniu jok najwiekszej liczby ucznidw i studentow.

Prébuje sie tu przestrzegac badz kopiowacé pewne zachowania, wzorce i zasady

specyficzne badaniom naukowym, takie jak: odkrywaé pytajgc, uczyé sie ba-

dajgc, ozywiaé kreatywnos$¢ i wyobrainie, doceniac role bledu w uczeniu sie,

nauczyc¢ stuchania, wymiany ¢ komunikowania idei. Nauczyciel akademicki

sprawuje tu patronat, przedklada pewng liczbe zadan i problemow, takich by

ich rozwigzanie nie angazowato ,znanej wiedzy”. Nauczyciel prowadzqgcy taki

seans zajeé obowigzany jest, by ta praca ucznidw bedZ grup uczniow (takze

blizniaczych) posuwwala sie do przodu.

Prezentowany artykul ma nastepujaca strukture:

1) Podstawowymi elementami tej konstrukeji sa zadania, a czesto réwniez ich
rozwigzania, zawarte gtéwnie w literaturze matematycznej przeznaczonej dla
ucznidéw przygotowujacych sie do konkurséw i olimpiad matematycznych.

Wszystkie podstawowe zadania dotycza zastosowania wzoréw Viete’a dla
wielomianéw trzeciego stopnia o wspétczynnikach rzeczywistych.

Na bazie tych podstawowych zadan formulowane i rozwiazywane sa problemy
i zagadnienia matematyczne zwigzane w sposob naturalny z tymi zadaniami,
a dotyczace:

a)

j)

matematycznej sensownosci rozwazanych w zadaniach wyrazen algebra-
icznych;

istnienia i liczby obiektéw matematycznych rozwazanych w zadaniach;

krotnosci pierwiastkéw wielomianéw i interpretacji geometrycznej wy-
kresow wielomianéw majacych pierwiastki wielokrotne;

istnienia i postaci wielomianéw rozwazanych w danym zadaniu, ktore
maja pierwiastki wielokrotne;

roli i znaczenia wspolczynnikéow wielomianéw rozwazanych w zadaniu;

zastosowania matematycznych programéw komputerowych do rozwia-
zywania rownan trzeciego stopnia;

wzoréw Viete’a w zagadnieniach geometrycznych;

sposobow rozwiazania zadania bez uzycia wzoréw Viete’a oraz z zasto-
sowaniem wzoréw Viete’a;

badania istotnosci i niezaleznosci zatozen twierdzen rozwazanych w za-
daniach;

naturalnych uogélnieri zagadnieri (wzoréw) wystepujacych w zadaniach
i ich zastosowan do konstrukcji nowych interesujacych zadan.

4) Zadania i ich rozwiazania na ogdl zaopatrzone sa w odpowiednie komentarze
dydaktyczne.
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2. Wiadomosci wstepne

Paragraf ten zawiera najwazniejsze definicje i twierdzenia wykorzystywane
w rozwiazaniach zadan. Cze$¢ z nich na ogdl nie znajduje sie w klasycznych
podrecznikach szkolnych, ale sg stosowane w rozwiazaniach zadan konkursowych
i olimpijskich. Twierdzenia dotyczace ciata liczb zespolonych, a w szczegdlnosci
pierwiastkow zespolonych wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych, nie sa
bezposrednio stosowane w tekstach zadan i ich rozwiazaniach, ale zostaly zamiesz-
czone w tym paragrafie w celu pelniejszej informacji o pierwiastkach wielomianow.

Ponizsze dwa twierdzenia sa szczegbélnymi przypadkami ogblnego twierdzenia
Viete'a (Pawlowski, 1994, s. 159).

TWIERDZENIE 1 (WZORY VIETE’A DLA TROJMIANU KWADRATOWEGO)

Niech f(z) = asx®+ai1x+ag, gdzie az # 0, bedzie wielomianem o wspélezynnikach
rzeczywistych. Liczby x1, xo sq pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu f(x) wtedy
1 tylko wtedy, gdy spelnione sq¢ nastepujgce réwnosci:

a1

)

X1 + X9
T1Xl2 =

SE

TWIERDZENIE 2 (WZORY VIETE’A DLA WIELOMIANU TRZECIEGO STOPNIA)
Niech f(x) = azx®+asx®+a1x+ag, gdzie az # 0, bedzie wiclomianem o wspélczyn-
nikach rzeczywistych. Liczby x1, T2, T3 sq pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu
(@) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq nastepujgce réwnosci:

a
T+ @2+ 3 = — 32,
a
132 + 3133 + 2wz = L, (2)
a,
T1T2x3 — 7£.

DEFINICJIA 1 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 191)

Niech f(z) bedzie wielomianem jednej zmiennej x o wspélezynnikach rzeczywi-
stych. Liczbe rzeczywista x¢ nazywamy k-krotnym pierwiastkiem, gdzie k jest nie-
zerowa liczba naturalna, wielomianu f(z), jezeli wielomian f(z) jest podzielny
przez (z — x0)* i f(z) nie jest podzielny przez (x — x¢)" 1.

Pierwiastki 1-, 2-, 3-krotne nazywamy réwniez pierwiastkami odpowiednio po-
jedynczymi, podwojnymi, potréjnymi.

TWIERDZENIE 3 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 191)

Liczba rzeczywista xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f(x) o wspdlczyn-
nikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian g(z) o wspdlczyn-
nikach rzeczywistych taki, e f(z) = (xz — x0)*g(z) i g(x0) # 0.

Niech liczba rzeczywista zg bedzie k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem
wielomianu f(x) o wspdlezynnikach rzeczywistych. Z twierdzenia 3 wynika, ze
f(z) = (x —z0)*g(z) i g(z0) # 0. Stosujac do wielomianu f(z) twierdzenie o po-
chodnej iloczynu otrzymujemy:

fl(@) = (z — 20)* (kg (2) + (x — 20)g’ (2)).
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Oznaczmy: h(z) = kg(x)+(x—x0)g’ (x). Zauwazmy, ze h(zg) # 0 oraz f'(z) = (x—
20)*1h(z). Zatem na mocy twierdzenia 3 udowodnili$my nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4 (MOSTOWSKI, STARK, 1970, s. 192)

Jezeli liczba rzeczywista xg jest k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem wielomianu
f(z) o wspdlezynnikach rzeczywistych, to liczba xq jest (k — 1)-krotnym pierwiast-
kiem pochodnej f'(x).

Ponizsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem (cialo liczb rzeczywistych)
twierdzenia zamieszczonego w ksiazce: Gleichgewicht (2004, s. 309).

TWIERDZENIE 5

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n, gdzie
n € N, ma w zbiorze liczb rzeczywistych co najwyzej n pierwiastkéw rzeczywistych,
jesli liczymy kazZdy pierwiastek tyle razy, jaka jest jego krotnoscé.

Ponizsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 1 zamieszczo-
nego w ksiazce: Kostrikin (2004, s. 224).

TWIERDZENIE 6

Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n, gdzie
n > 1, ma w zbiorze liczb zespolonych doktadnie n pierwiastkow zespolonych, jesli
liczymy kazdy pierwiastek tyle razy, jaka jest jego krotnosc.

TWIERDZENIE 7 (GLEICHGEWICHT, 2004, s. 314)
Kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia niepa-
rzystego ma w zbiorze liczb rzeczywistych co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Pierwiastki wielokrotne maja nastepujaca interpretacje geometryczng. Niech
liczba rzeczywista xg bedzie k-krotnym, gdzie k > 2, pierwiastkiem wielomia-
nu f(z) o wspdlezynnikach rzeczywistych. Przyjmujemy, ze yo = f(xo). Prosta
o réwnaniu

Yy —yo = f'(zo)(z — o) (3)

jest styczna do wykresu funkeji f(z) w punkcie g. Poniewaz yo = f(zo) = f'(z0) =
0 na podstawie twierdzenia 4, wiec prosta (3) ma réwnanie

y=0.

Zatem wykres wielomianu f(z) jest styczny do osi z ukladu wspétrzednych w punk-
cie xg.

Poniewaz w dalszej czesci artykutu bedziemy gléwnie zajmowaé sie wielomia-
nami trzeciego stopnia, wiec najpierw zalézmy, ze liczba rzeczywista zg jest po-
dwdjnym pierwiastkiem wielomianu f(x) trzeciego stopnia o wspélezynnikach rze-
czywistych. Zatem wielomian f(z) mozna zapisaé w postaci

f(a) = a(z — 20)*( — z1),

gdzie a jest liczba rzeczywista rézna od zera oraz x1 # xo. Wtedy f(zg) = f'(zo) =
01 f"(xo) # 0. Zatem otrzymaliémy nastepujacy wniosek.
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WNIOSEK 1

Niech liczba rzeczywista xg bedzie podwéjnym pierwiastkiem wielomianu f(x)
trzeciego stopnia o wspélczynnikach rzeczywistych. Wtedy wykres wielomianu
f(z) jest styczny do osi z w punkcie xg i w punkcie 2y wielomian f(x) ma ekstre-
mum lokalne.

Nastepnie zalézmy, Ze liczba rzeczywista xg jest potréjnym pierwiastkiem wie-
lomianu f(x) trzeciego stopnia o wspétezynnikach rzeczywistych. Zatem wielomian
f(x) mozna zapisa¢ w postaci

f(x) = a(e — x0)°,

gdzie a jest liczba rzeczywista rézna od zera. Zauwazmy, ze f(zo) = f'(zg) =
(o) =01 f"(xg) # 0. Zatem otrzymaliSmy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 2

Niech liczba rzeczywista xg bedzie potréjnym pierwiastkiem wielomianu f(x) trze-
ciego stopnia o wspdlczynnikach rzeczywistych. Wtedy wykres wielomianu f(x)
jest styczny do osi x w punkcie xy i w punkcie zg wykres ma punkt przegiecia.

Przypomnijmy pewne potrzebne w tym artykule fakty dotyczace rownan trze-
ciego stopnia (Mostowski, 1967).
Dane jest réwnanie trzeciego stopnia postaci:

az® 4+ bx? +cx +d =0, (4)

gdzie wspolczynniki a, b, ¢, d sa rzeczywiste i a # 0.
Roéwnanie (4) mozna sprowadzi¢ do prostszej postaci:

22+ pr+q=0, (5)

gdzie
_ —b% + 3ac 2b% — 9abe + 27a%d

_ 0 tdac . 6
P 3.2 ' ¢ 2743 (6)

Wyrdznikiem réwnania (5) nazywamy

w

2
_T
A_4+ (7)

S
\]0

TWIERDZENIE 8 (MOsSTOWSKI, 1967, s. 111 - 112)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby réwnanie (5) o wspélczynnikach
rzeczywistych p i q mialo wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i rézZne, jest, aby
wyroznik

A <0.

TWIERDZENIE 9 (MOSTOWSKI, 1967, s. 112)
Na to, by réwnanie (5), o wspdlczynnikach rzeczywistych p oraz ¢ mialo wszystkie
pierwiastki rzeczywiste i ktorys z nich byt wielokrotny, potrzeba i wystarcza, aby
wyroznik

A =0.
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TWIERDZENIE 10 (MOSTOWSKI, 1967, s. 114)
Na to, by réwnanie (5) o wspdlezynnikach rzeczywistych p i q mialo tylko jeden
pierwiastek rzeczywisty, dwa zas inne zespolone sprzeione, potrzeba i wystarcza,
aby wyréznik

A > 0.

3. Przyktady zadan inspirujgcych aktywnos$¢é twérczg

W tym paragrafie podamy przyktady zadan, w ktérych wykorzystane sa wzo-
ry Viete’a. Analiza tematéw tych zadan nasuwa wiele ciekawych i niebanalnych
probleméw. Rozwazanie tych zagadnienn daje uczniom okazje do stawiania sobie
pytan dotyczacych istnienia pewnych obiektéw matematycznych lub sensownosci
rozwazanych wyrazen. Podejmowanie przez uczniow dyskutowania takich proble-
moéw jest wyrazem twoérczej matematycznej aktywnosci uczniow.

ZADANIE 1 (PAWLOWSKI, 1994, s. 172, zAD. 14)
Dany jest wielomian
f(z) = az® — az® + bx 4+ b (8)

o wspoétezynnikach rzeczywistych a i b réznych od zera. Jezeli x1,x2,x3 sa pier-
wiastkami rzeczywistymi wielomianu f(z), to

1 1 1
(x1 +xo+ax3)(—+—+—)=-—1.
T To T3

R.: Ze wzoréw Viete’a wynika, ze:

Ttz tag=—=1,
T1To + Tox3z + X3x1 = g,
T1X2X3 = —g.
Wobec tego
1 1 1 T1To + Tox3 + 3T L
(@1 +@s Fa3)(— 4 — F —) = (a1 Fay Fay) oS = = ]
T T2 I3 T1X2T3 —

Zgodnie z typologia zadan matematycznych zaproponowang przez Z. Krygowska
(1977¢, s. 20-38), zadanie powyzsze, to zwykle zastosowanie teorii. Nie wymaga
skomplikowanych rachunkéw, ale jest okazja do interesujacych dyskusji.
Po pierwsze, analizujac tres¢ zadania 1 nalezy postawié¢ pytanie o sens wyra-
zenia
1 1 1
— 4+ —+ —, (9)
Ty T2 T3
gdzie z; dla i = 1,2, 3 sa pierwiastkami rozwazanego wielomianu (8).
Wyrazenie (9) ma sens, gdyz liczba 0 nie jest pierwiastkiem wielomianu (8).
Ze wzgledu na tres¢ zadania 1 interesujace jest pytanie o istnienie wielomianu
postaci (8), ktéry ma trzy pierwiastki rzeczywiste (zob. twierdzenia 5 1 7).
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. s . . . o 3 2 1 1
Odpowiedz jest pozytywna. Wielomian f(r) = 62° — 62° + 52 + 5 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste:

1

1 = 3,
_ 3+v33
T2 = 12
_ 3—v33
r3 = 15 -

Aby znalezé przyklad wielomianu postaci (8) o trzech pierwiastkach rzeczywi-
stych uczniowie moga zastosowaé¢ metode ,,préb i bledéw”:

a) wybraé liczbe rzeczywista x1, np. 1 = %, i zatlozy¢, ze liczba x1 jest pier-
wiastkiem wielomianu (8);

b) z zalozenia, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu (8), wywnioskowaé jaka jest
zalezno$¢ miedzy wspo6lczynnikami a i b wielomianu (8);

¢) dobraé¢ wartosci liczbowe wspdlczynnikéw a i b w ten sposdb, aby tréjmian
kwadratowy otrzymany w wyniku podzielenia wielomianu f(z) przez dwu-
mian x — x; mial dwa pierwiastki rzeczywiste.

W przypadku, gdy powyzsza préba doboru liczb nie prowadzi do oczekiwanego
rezultatu, uczniowie powinni analizowa¢ przyczyny niepowodzenia i wyciagaé sto-
sowne wnioski dotyczace dalszych préb. Latwo zauwazy¢, ze warto zaproponowad
uczniom prace w grupach nad rozwigzaniem powyzszego zagadnienia.

W réznych sytuacjach dydaktycznych przyktady odgrywaja wazna role.
M. Ciosek (1995) pisze:

W badaniu matematycznym, z jakim niewgtpliwie mamy do czynienia w trak-
cie rozwigzywania zadania-problemu czy inaczej zadania otwartego (Krygow-
ska, 1977b; Ciosek, 1988), przyklad bywa wykorzystywany w réznych fazach
procesu rozwigzywania zadania, © to do réozZnych celow. Wsrdd tych ostatnich
mozna wymienic:

(1) zrozumienie problemu,
(2) odkrycie ogdlnego rozwigzania problemu,
(3) weryfikacje hipotezy odnoszacej sie do rozwigzania ogdlnego,

(4) sprawdzenie poprawnosci rachunku algebraicznego.

[-..] Wykorzystanie przykladu do wspomnianego powyzej celu (2) wigze sie
ze strategiq rozwigzywania zadan jake jest ,,rozwazanie przypadkéw szczegol-
nych” (examining special cases), ktorg krétko mozemy nazwaé strategiq S. A.
Schoenfeld ujmugje te strategie w forme polyowskiej dyrektywy heurystycznej:
»Dla lepszego zrozumienia mieznanego ci problemu, sprobuj go zegzemplifi-
kowac przez rozwazZenie réinych przypadkéw szczegdlnych. Moze ci to za-
sugerowal kierunek poszukiwania lub wskazaé prawdopodobne rozwigzanie”
(Schoenfeld, 1985, s. 76).

Zauwazmy, ze mnozac wielomian f(z) = 623 — 622 + %x + % przez dowolna liczbe
rzeczywista rézna od zera, otrzymujemy nieskonczenie wiele wielomianéw postaci
(8), ale wszystkie otrzymane wielomiany maja te same trzy pierwiastki rzeczywiste.
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Aby zagadnienie rozwazane w zadaniu 1 mialo istotne znaczenie warto odpo-
wiedzie¢ na nastepujace pytanie:

Czy istnieje nieskoriczony zbidr wielomiandw postaci (8), ktdre majq trzy pier-
wiastki rzeczywiste, a dowolne dwa réine wielomiany z tego zbioru majg roine
zbiory pierwiastkow?

Odpowiedz na to pytanie zawiera si¢ w ponizszych zadaniach: 1.1-1.4.

ZADANIE 1.1
Dany jest wielomian f(z) = az® — ax® + bx + b, gdzie a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczba ¢ € R jest pierwiastkiem wielomianu f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy

a c+1
a_ . 10
b 2-¢8 (10)
R.: (i) Zakladamy, ze liczba ¢ € R jest pierwiastkiem wielomianu f(x) (zob.
twierdzenie 7). Zauwazmy, ze ¢ € R\ {—1,0,1}. Ponadto ac® — ac? + bc +b = 0,
czyli a(c® — c?) +b(c+1) =0, a wige

a c+1
b 2—¢3

Otrzymalismy réwnoéé (10).
(ii) Zakladamy, ze spelniona jest réwnosé (10). Stad wynika, ze ¢ € R\
{-1,0,1}. Latwo sprawdzié, ze na podstawie réwnosci (10) otrzymujemy réwnosé:

ac® —ac® +bc+b=0.
Zatem liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f(x).

ZADANIE 1.2
Dany jest wielomian f(z) = ax® — ax? + bx + b, gdzie a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze
jezeli liczba ¢ € R spelnia warunki:

(a) 0<c< 1,
(b) & = gt
to:

(i) Liczba c jest pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu f(x).
(ii) Wielomian f(z) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.

R.: ad (i). Z zadania 1.1 bezposrednio wynika, ze liczba ¢ jest pierwiastkiem
rzeczywistym wielomianu f(x).
ad (ii). Zakladamy, ze x1 i xo sa pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu
f(x) (zob. twierdzenie 5). Przyjmijmy oznaczenie: s = c. Stosujac wzory Viete’a
mamy:
b

T1X2C = —a

{a:l—i-mg—i—c:l,
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Wobec tego:

C*C2

c+17
ro=1—c— 21,

r1(l—c—m) + e=c® _ 0,

T+ 722 =1—c,
T1T2 = —

c+1
(1—0)331—:1:%4—0(;—“12:07
2 4 (c— 1)z + C;__lc =0.

A wiec x1 jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego:

22+ (c— Dz + C;ff =0.

Zauwazmy, ze:

2—c c—c?
A=(c—1)2 -39 = (c—1)2 4 2e),

Poniewaz 0 < ¢ < 1, wiec 4(5_;;2) > 0, czyli A > 0. Zatem

T = % lub 7 = %. Wiemy, ze o = 1 — ¢ — x1. Zatem, jezeli
T1 = 7(1_@2_\/5, to xo = 7(1_@;@, a jezeli x1 = 7(1_0);\/5, to xo = 7(1_@2_\/3.
Wobec tego mozemy przyjac, ze: r1 = %, To = % ixg=c.

Udowodnimy, ze liczby rzeczywiste x1 i x5 sa istotnie pierwiastkami wielo-
mianu f(x). Oczywiscie wiemy, ze liczba rzeczywista xs = ¢ jest pierwiastkiem
wielomianu f(z). W tym celu na podstawie twierdzenia 2 wystarczy wykazaé, ze
liczby 21, z2 i 23 spelniaja wzory Viete’a dla wielomianu f(z). Istotnie, mamy:

T1 +T9 + 23 = c=(1-¢)+c=1;

X122 + Tokg + X301 = T122 + (X1 + T2)c =

(17c)27\/Z_|_ (17c)2+\/z_|_

1-0—VA  (1-¢+VA 1—c)—VA 1—¢)+VA 1—e)2_A
G g (2 4+ e = =2 4 (1 - e =
(1—e)?—(c—1y2— =) , L
4 < + (1 o C)C = CC+_10 + (]‘ - C)C = cc—_i-i = %;
—c B—c?
T1T223 = (T122)C = a1 ' ¢T o1 T T

Wobec tego x1,x9, x3 = ¢ sg pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu f(x).

Warto aby uczniowie zbadali, czy istnieje liczba rzeczywista ¢ & (0, 1) taka, ze
przy zalozeniu (b) spelnione sa tezy (i) oraz (ii) w zadaniu 1.2. A moze istnieje
nieskonczony zbiér takich liczb ¢?

ZADANIE 1.3
Korzystajac z zadania 1.2 skonstruowaé wielomian postaci f(x) = az3—az?+bx+b,
gdzie a,b € R\ {0}, majacy trzy pierwiastki rzeczywiste.

R.: Niech ¢ = % Wtedy
c+1
2 _ 3

= 18.
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Stad ¢ = 18. Mozna przyja¢ a = 18 i b = 1. Wowczas
f(z) =182% — 182 + = + 1.
Oczywiscie f (%) = 0 na mocy wlasnosci wlasnosci (i) w zadaniu 1.2. Nastepnie
mamy:
. 1
(182% —182% + 2 + 1) : (x — 5) = 1827 — 12z — 3.
Rozwiazujac rownanie
182° — 12z — 3 =0,
72"'%/% lub z = 72_%/E.

otrzymujemy pierwiastki: z =
Zatem wielomian f(z) ma nastepujace pierwiastki:

1
T1 =3,
2+v10
T2 = +6 y
£y = 2210

(=]

ZADANIE 1.4

Wykazaé, ze istnieje nieskoriczony zbiér wielomianéw postaci f(r) = az® — az? +
bx + b, gdzie a,b € R \ {0}, ktére maja trzy pierwiastki rzeczywiste, a dowolne
dwa rézne wielomiany z tego zbioru maja rézne zbiory pierwiastkdw.

R.: Rozwazmy ciag ¢, = % dla n > 1. Oczywiscie 0 < ¢, < 1 dlan > 1.
Przyjmijmy, ze a, = ¢, + 11 b, = ¢} — ¢. Niech

3

fu(z) = apz® — an@? + bpx + by,

gdzie n > 1. Poniewaz
an cn+1

2 _ 3’
b, 2 —c}

wiec na mocy zadania 1.2 liczba ¢, jest pierwiastkiem wielomianu f,(z) oraz
wielomian f,(z) ma trzy pierwiastki rzeczywiste dla n > 1. Niech n > 1, m > 1
in # m. Wowczas oczywiscie a, # an. Wobec tego fn(z) # fm(z). Zatem
zbiér A = {fn(x) : n > 1} jest nieskoriczony oraz oczywiscie dowolne dwa rézne
wielomiany z tego zbioru maja rézne zbiory pierwiastkdw.

Czesto stawiane jest réwniez pytanie o krotnosé pierwiastkéw wielomianéw
(zob. wnioski 1 i 2). Analiza tego zagadnienia dla wielomianu (8) znajduje sie
w rozwiazaniach nastepnych dwéch zadan: 1.5 1 1.6.

Korzystajac z wynikéw dyskusji przeprowadzonej po rozwigzaniu zadania 1.2
mozna zacheci¢ uczniéw, aby wskazali inny nieskoriczony zbiér wielomianéw po-
staci f(x) = ax® —az? +bx +0b, gdzie a,b € R\ {0}, spetiajacych warunki podane
w zadaniu 1.4.

ZADANIE 1.5
Zbadaé, czy wielomian f(z) = az® — az? + bz + b, gdzie a,b € R\ {0}, ma
rzeczywisty pierwiastek potréjny?
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R.: Przypusémy, ze xg € R jest potrdjnym pierwiastkiem wielomianu f(x). Na
podstawie wzorow Viete’a mamy:

3.1’0 = 1,
2 _ b
3‘§O - Eba
Ty = ~ar

Wobec tego
_ 1
To = 3
b _ 1
= 3,
b_ "1
a 27"

OtrzymaliSmy sprzeczno$é. Zatem wielomian f(x) nie ma rzeczywistego pierwiast-
ka potrdjnego.

ZADANIE 1.6
Wrykazaé, ze wielomian f(z) = az® — az? + bz + b, gdzie a,b € R\ {0}, ma
rzeczywisty pierwiastek podwojny wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) f(z) = a(a® — a2 — LB, 11455) qja g € R\ {0}
lub
(b) f(z) = a(z® — 2% 4 =LE5VE, 4 —1E5V5) qla g € R\ {0}.

R.: I sposéb.
Zakladamy, ze x1,z2 € R sa rzeczywistymi pierwiastkami wielomianu f(z),
przy czym 7 jest pierwiastkiem podwdjnym. Wielomian f(z) zapiszemy w postaci:

f(z) =a(z® — 2%+ Lo+ 2).

Przyjmijmy, ze
3

g(z) =2 -2+ Lo+ 2.

Zatem

g9(x) = (x — 21)%(x — 22) = 2> — (221 + x2)2? + (22 + 22120)2 — 220

Stad
201 +x9 =1,
{x% + 21709 = —:cfmg,
czyli
ro = 1— 2581,
{xl + 210 = —x172,

bo x1 # 0. Wobec tego
x4+ 2(1 = 227) = —21(1 — 221),

a wiec
xf—&—xl—l:O.
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Stad wynika, ze z1 jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego 2 +x —1 = 0,

czyli
~1-+5 ~1++5
rp=——""—lubzr; = ——.
2 2

A zatem

T = _15\/5, lub T = _1;\/5’

.T2:2—|—\/g .T2:2—\/g.
Wobec tego

g(z) = (v + 71+2\/g)2(x —(2+4V5) =a® — 2% - 11+25\/‘?’x — 1”25\/5

lub

o(0) = (o = L) — (2= VE) = o —a? 4 =UgSfEp 4 =L

f(z) = a(z® — 2 - 11+25‘/5x - 11+25‘/5) dlac € R\ {0}

f(z) = a(a® — o? 2155, 4 “146VE) qla g € R\ {0).

WykazaliSmy, ze spelnione sa warunki (a), (b).
Odwrotnie, na podstawie powyzszych rozwazan tatwo sprawdzié, ze wielomian:
f(x) = a(x® — 22 — 11+25‘/5x - 11"‘25‘/3) dla a € R\ {0}, ma pierwiastek podwdjny

—1-V5
2

, natomiast wielomian

fx) = a(a® — o2 4 Z1E5V5 5 4 —L45VEY gla g € R\ {0}
—14+5
EV5

ma pierwiastek podwdjny

1T sposob.

W tym sposobie rozwiazania zadania wykorzystamy teorie rozwiazywania row-
nan trzeciego stopnia. Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu f(x) wystarczy roz-
wigzaé rownanie

az® — az® +br 4+ b= 0.

Sprowadzimy powyzsze réwnanie do postaci (zob. (5)):
2 +pr+q=0.
Stosujac wzory (zob. (6)) na wspélezynniki p i ¢ otrzymujemy:

_3b-a ~ 36b—2a
T30 0 9T Tora

p
Wtedy wyréznik A (zob. (7)) jest réwny:

b(b? + 11ab — a?)

A:
27a3
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Wobec tego stosujac twierdzenie 9 otrzymujemy:
A=0+= bV +1lab—a*=0 < (b= 7_1155‘/5a Vb= 7_1135\/5a.

Zatem wielomian f(z) ma postaé:

f(z) = a(z® — 2 - 11+25‘/5x - 11+25‘/5) dlaa € R\ {0}

lub

f(x) = a(a® — o2 4 21455, 4 —LE5VE) qla g € R\ {0}

Stosujac podobne rozumowanie jak w sposobie I mozna wykazaé, ze wielomian:

flz) = a(mg g2 11+25‘/5x _ 11+25\/5)

dla a € R\ {0}, ma pierwiastek podwdjny _15\/5, natomiast wielomian

fx) = a(a® — o? 4 =1£53Y5 4 “145VE) Jla g € R\ {0}

ma pierwiastek podwojny _1'2'”/5.
7 wniosku 1 wynika, ze:
(a) wykres wielomianu f(z) = a(z3 — 2% — 11+25‘/5x - 11+25\/‘?’) dla a € R\ {0} jest

—-1-5
2

styczny do osi x w punkcie xyg = i w tym punkcie xg wielomian f(z) ma

ekstremum lokalne;

(b) wykres wielomianu f(r) = a(x® — 2% + _11;5\/5x + _11'2"5‘/5) dlaa e R\ {0}

—1+V5
3

jest styczny do osi x w punkcie zg = i w tym punkcie zg wielomian f(x)
ma ekstremum lokalne.

W 1II sposobie rozwiazania zadania 1.6 zastosowaliémy elementy ogélnej teorii
rozwigzywania réwnan trzeciego stopnia, uzyskujac stosunkowo latwo pozadane
rezultaty. Okazuje sie, ze zastosowanie tej ogdlnej teorii w pozostalych zadaniach
zamieszczonych w tym artykule jest metoda zlozong i skomplikowana, a wiec nie-
przydatna dla uczniéw, tym bardziej, ze w programie szkolnym nie ma ogdlnej
teorii rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia.

Wazna umiejetnodcia dydaktyczna jest takie sformulowanie tekstu zadania
i dobranie wspétczynnikéw, przy ktérych mozna, bez niepotrzebnej komplikacji
rachunkéw, uzyskaé pozadany rezultat. Ilustruje to nastepujace zadanie.

ZADANIE 2 (PrLONKA, 2000, zAD. 15, s. 248)
Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste a, b, ¢, jedli wiadomo, ze sa to pierwiastki wielomianu:

flx) =2 —az? + bz +c (11)
R.: Ze wzoréw Viete’a mamy:

a+b+c=—(—a),
ab+ bc+ ca = b,

abc = —c.
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Wobec tego
b+c=0,
a(b+c¢) + bc = b,
bc =b.

Rozwazmy dwa przypadki:
1) b=0,
2) b#£0.

ad 1. Jezeli b = 0, to ¢ = 0. Wielomian podany w zadaniu ma postac:

f(z) = 2® — az?.
Poniewaz a jest pierwiastkiem tego wielomianu, czyli a® — ¢® = 0, wiec w tym
przypadku mamy: b = ¢ = 0, natomiast a jest dowolnie ustalona liczbg rzeczywista.
ad 2. Jezeli b # 0, to ¢ = 1. Poniewaz b = —c¢, wigc b = —1. Wobec tego
a-(—=1)-1= -1, czyli a = 1. Zatem a = 1,b = —1,¢ = 1. Wielomian podany
w zadaniu ma postac:
flx)y=2®—2* -z +1.

Zadanie to réwniez mozna zaliczy¢ do zadan typu: zwykle zastosowanie teorii
(Krygowska, 1977c, s. 20-38). Wymaga ono jedynie zastosowania wzoréw Viete’a
dla wielomianu trzeciego stopnia i przeprowadzenia dyskusji rozwiazan otrzyma-
nego ukladu réwnan. Ciekawym wydaje sie pytanie, dlaczego wspotczynnik przy
2% ma postaé —a, gdzie a € R. Poszukujac odpowiedzi na to pytanie, rozwazmy
wielomian:

f(z) =2® + ax® + bz +c.
Odpowiedz na to pytanie otrzymamy w rozwigzaniach zadan: 2.1-2.5.

ZADANIE 2.1
Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste a, b, ¢, jesli wiadomo, ze sa to pierwiastki wielomianu:

f(z) =2® + az® + bz + ¢, (12)
przy czym abc = 0.
R.: Wzory Viete’a dla wielomianu f(x) = 2® + az? + bz + ¢

a+b+c=—a,
ab+bc+ca =b, (13)
abc = —c.

Stosujac zalozenie, ze abe = 0 i rozwiazujac uklad réwnan (13) otrzymujemy roz-
wigzania:
a=0, a=1,
b=0, b= -2,
= 0; c=0.
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W pierwszym przypadku wielomian (12) ma postaé f(z) = 23, a w drugim wielo-
mian (12) ma postaé f(z) = 23 + 22 — 2z. Latwo stwierdzi¢, ze a = b = ¢ = 0 jest
pierwiastkiem potréjnym wielomianu f(x) = 23, natomiast a =1, b= —2ic=0
sa pierwiastkami wielomianu f(z) = 2® + 2% — 2u.

7 zalozen w zadaniu 2.1 wynika, Ze co najmniej jeden ze wspdlczynnikéw
a, b, c jest réwny 0. W nastepnym zadaniu rozwazamy przypadek, gdy wszystkie
wspolczynniki a, b, ¢ sa niezerowe.

ZADANIE 2.2
Dany jest wielomian f(z) = 23 + az® + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykaza¢, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) a=1lub 2a3 + 2a* — 1 =0,

(b) b=—1

a’
(c) c= 1-22%

a

R.: (i) Zakladamy, ze liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z). Wtedy

2a% +ab+c=0,

a+b+c=—a,
abc = —c.
Otrzymujemy:
2a3 +ab+c =0,
a+b+c=—a,
ab=—1;
c=1-—2a3,
c—= 1720,2’
e
Wobec tego
3 _ 1-2d?
1—2a” = =%,
a wiec
20t —2d> —a+1=0.
Stad

2a*(a* —1) — (a — 1) =0,
2a*(a+1)(a—1) — (a —1) =0,
(a—1)(2a® + 24> — 1) = 0.

Zatem a = 1 lub 2a3 + 2a® — 1 = 0.
Wobec tego spelnione sa warunki (a), (b), (c).

(ii) Odwrotnie, zakladamy, ze spelnione sa warunki (a), (b), (c). Jezeli a = 1,
tob=—1ic=—1.Stad f(z) = 2® + 2% — 2 — 1. Zauwazmy, ze f(a) = f(1) =0
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oraz f(b) = f(=1) =01 f(c) = f(—=1) = 0. Niech a # 1 i 2a® + 2a> — 1 = 0. Stad
(a—1)(2a® +2a® — 1) = 0, czyli

2a* — 24> —a+1=0, (14)
a wiec 1 — 2a® = % Z warunku (c) wynika, ze ¢ = 1 — 2a®. Wobec tego
fla)=a*+a*+ (-L)a+1-2a3=2a3 —1+1-2a% = 0 Nast@pnie mamy:
F0) = F(=3) = (=P +a(— P+ (D)D) = b - =

—lrattara’-2a% _ 20720 —atl — () na mocy (14), czyli f( )=

a
fle) = f(l—saz) _ (1—§a2)3+a(1—5a2>2 _'_‘(_%)1—&2(12 + 1—3(12 _ 1—3(12 [(1—3(12 )2+
gl=2a® 1 +1) = 1-2a? [1—4a22+4a4 + a—2d® 1 +1] = 1-2a® 2a472a227a+1

a a a a a a a

mocy (14)(1, czyli f(e) =0
Wobec tego liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z).

=0na

ZADANIE 2.3
Wykazaé, ze liczba rzeczywista a spelnia warunek

2034+ 2a>-1=0

wtedy i tylko wtedy, gdy

VBT 323 VBT 1

““Vis "3 V18 36 3
Rozwiazanie tego zadania najlatwiej otrzymac stosujac odpowiedni matema-
tyczny program komputerowy (np. Derive, Mathematica), w ktérym mozna roz-
wigzywaé rownania, w szczegélnoéci réwnania trzeciego stopnia. Pewne teoretyczne
aspekty tego zagadnienia mozna znalezé w pracach: Guncaga, Fulier, Eisenmann
(2009) oraz Guncaga, Majherova (2012).

ZADANIE 2.4
Dany jest wielomian f(z) = 2% + az? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) azlluba—\/12038+r+\/108_7_,,

(b) b= -1

a’

_ 1-24°
(c) c= =%,

R.: Rozwiazanie tego zadania wynika bezposrednio z wynikéow uzyskanych
w zadaniach 2.2 1 2.3.
Oczywistym wnioskiem z zadania 2.4 jest nastepujace zadanie.

ZADANIE 2.5
Dany jest wielomian f(z) = 23 + ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R\ {0}. Wykazaé, ze
liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy:

1 1-2a
f(x) =2+ a2® — -2+ a ,
a a
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: _ _ 3/23 V57 3/ 23 V5T 1
gdmeafllubaf\/mJr T +\/ﬁ7¥,§_

Na koniec warto zauwazy¢, jak zaskakujace rezultaty daje zamiana wspdlczyn-
nika —a na wspétczynnik a przy z? w wielomianie (11).

Kolejny przyktad jest w typologii Z. Krygowskiej zadaniem metodologicznym
(1977¢c, s. 18-20). Wymaga ono dowodu twierdzenia dotyczacego poréwnywania
wlasnoéci dwéch prostopadtoscianéw.

Tresé¢ zadania 3 i jego rozwiazanie (pierwszym sposobem) oraz tresé zadania
4 pochodza z tekstu Jedrzeja Garnka pt. Wzory Viete’a, ktory byl zamieszczony
w Internecie.

ZADANIE 3
Udowodnié, ze jezeli dwa prostopadlosciany majg réwne sumy dlugosci krawedzi,
pola powierzchni oraz objetosci, to sa one przystajace.

R.: Oznaczmy dlugosci krawedzi jednego prostopadloscianu przez a, b, ¢, dru-
giego za$ przez k, [, m. Zgodnie z trescia zadania mamy:

a+b+c=k+14+m,
ab+ bc + ca = kl + Im + mk, (15)
abc = klm.

Oznaczmy: o = a+ b+ ¢, f = ab+ bc + ca, v = abc. Rozwazmy wielomiany:
wi () = (z = a)(z - b)(z - ¢),

wa(z) = (x — k)(xz = 1)(x —m)

o pierwiastkach odpowiednio a,b,c oraz k,l,m. Korzystajac ze wzoréow Viete’a
stwierdzamy, ze wy (z) = we(z) = 2% —az?+ B —7, czyli wielomiany wq (z) i wa(z)
sa réwne, a wiec maja réwne zbiory pierwiastkéw, tzn. {a,b,c} = {k,l,m}. Wo-
bec tego rozwazane prostopadlodciany sa przystajace. Zauwazmy, ze liczby a,b, ¢
(analogicznie k,l,m) nie musza by¢ rézne, ale taki sposéb zapisu zbioréw réwniez
jest stosowany w matematyce (zob. Ross, Wright, 1996, s. 16).

S. Turnau (1990, s. 48-49) zauwazyl, ze:

Kazde twierdzenie matematyczne jest odpowiedzig na rézne pytania i rozwig-
zaniem réznych zadan. [...] Dowdd twierdzenia jest odpowiedzig na pytanie
Dlaczego?, lub Skad wiadomo, ze tak jest?, lub jeszcze Jak mozna to wypro-
wadzié z dotychczasowych wiadomosci?

Przy analizie powyzszego zadania i jego rozwigzania warto postawi¢ nastepu-
Jjace pytania:

1) Czy w zamieszczonym rozwiazaniu zadania niezbedne jest zastosowanie wzo-
row Viete’a?

2) Jak zmodyfikowaé rozwiazanie tego zadania, aby w sposéb istotny wykorzy-
sta¢ wzory Viete’a?
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ad 1. Zastosowanie wzoréw Viete’a w tym rozwiazaniu nie jest konieczne. Wystar-
czy wielomiany wq(x) i wa(z) zapisa¢ w klasycznej postaci algebraicznej i wykorzy-
staé réwnosci (15). Natomiast wzory Viéte’a w tym sposobie rozwiazania zadania
moga byé¢ wskazéwka, ze warto rozwazy¢ wielomiany postaci wy () i wa(z).

ad 2. Rozwiazemy zadanie z zastosowaniem wzoréw Viete’a.

Przyjmijmy oznaczenia:

a+b+c=—a,
ab+ bc+ ca = by,
abc = —cy;

k+1l+m= —aq,
kl +Im 4+ mk = by,
klm = —cs.

7 twierdzenia 2 wynika, ze liczby a, b, ¢ sg pierwiastkami wielomianu
wy(r) = 2% + a12? + bz + ¢4,

a liczby k, I, m sa pierwiastkami wielomianu
wo(x) = 2° + agx® + box + co.

Ze wzoréw (15) wynika, ze a1 = ag, by = by, ¢1 = ¢, czyli wyi(x) = wa(x). Wobec
tego {a,b,c} = {k,l,m}. Zatem rozwazane prostopadlodciany sa przystajace.

Whikliwa dyskusja nad réznymi sposobami rozwiazania tego zadania wplynie
na glebsze zrozumienie przez uczniéw twierdzenia o wzorach Viete’a. Z réwnosci
sum dtugosci krawedzi, pél powierzchni catkowitych i objetosci wynika przystawa-
nie prostopadtoscianéw. Latwo zauwazy¢, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia
w zadaniu 3 jest réwniez prawdziwe. Zatem te trzy réwnosci mozna uznaé za ceche
przystawania tych bryt. Natomiast zadna z pojedynczych rownoéci, ani zadne dwie
rownosci na ogdl nie implikuja przystawania prostopadtoscianéw. Dla przykladu,
jezelia=2,b=4,c=6oraz k =8, = 2, m = 3, to objetosci obu prostopadlo-
$ciandw sa réwne, a sumy dtugosci krawedzi i pola powierzchni catkowitych nie sa
rowne, a wiec bryly nie sa przystajace.

Nastepnie podamy przyklad dwoch prostopadtoscianéw, ktore maja réwne su-
my dlugosci krawedzi oraz réwne objetosci, natomiast pola powierzchni catkowi-
tych maja rézne. Rozwazmy prostopadlosécian o nastepujacych dlugosciach krawe-
dzi: a = 1,b = 5,c = 8. Wobec tego

a+b+c=14,
2(ab + be + ca) = 106,
abc = 40.

Niech k, [, m oznaczaja dtugosci krawedzi drugiego prostopadloscianu. Przyjmijmy,
ze m = 2. Zatem

kE+1=12,

kl = 20.
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Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy:

k=2, k=10,
{zzw Mb{zzz

Zatem przyjmijmy, ze: k = 2,1 = 10, m = 2. Mamy:

k+1+m =14,
kim = 40.

Natomiast 2(kl + Im + mk) = 88, czyli rozwazane prostopadlodciany maja rézne
calkowite pola powierzchni. Mozna uczniom zaproponowaé¢ podanie przykladdow
dla pozostalych przypadkéw dotyczacych rozwazanych wyzej zaleznosci miedzy
dwoma prostopadlo$cianami.

Jednym z elementéw matematycznej aktywnosci jest dostrzeganie i wykorzy-
stywanie analogii (Krygowska, 1986). Okazja do wykazania sie ta umiejetnoscia
moze by¢ nastepujace zadanie.

ZADANIE 4
Udowodnié¢, ze jezeli dwa prostokaty maja réwne obwody i pola, to sa one przy-
stajace.

Innym elementem matematycznej aktywnosci jest uogélnianie. W literaturze
matematycznej mozna znalezé nastepujace okreslenie tego pojecia.

Przez uogdlnianie wyniku lub metody rozumie sie sytuacje, w ktorej z zadania
danego tworzymy nowe ogdlniejsze zadanie, tzn. takie, ktorego rozwigzanie
sprowadza sie do skorzystania z wyniku bgdZ metody zadania wyjsciowego,
dzieki zavwazeniu w zadaniu nowym (lub jego fragmencie) zadania wyjscio-

wego (Zareba, 2012, s. 31).

Wynika stad, ze jezeli opracuje sie z uczniami najpierw zadanie 4, to wtedy zadanie
3 jest jego uogdlnieniem.

Rezultaty zawarte w zadaniach 5, 6 i 6.1 zostana wykorzystane w zadaniu 7,
w ktérego rozwiazaniu korzysta sie w sposéb istotny ze wzorow Viete’a.

ZADANIE 5
Niech a,b € R\ {0}. Wykazaé, ze:
(i) Jezelia >0ib>0luba<0ib<0,

a b
242509
b+a_
Ponadto,
LR SR
b a
(if) Jezelia >0ib<0luba<0ib>0,
a b
442« 9
b+a_
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R.: ad (i). Zakladamy, ze a >01b>01lub a <01 b < 0. Mamy:
(@a=b2>0=0a’>2ab+0*>0=>a’+b>>2ab= CH" >2—= 01 b >
Jezeli a = b, to %Jrg = 2+ 2 = 2. Odwrotnie, jezeli %Jrg =2, to QQ(;’F =
2=a’+b =2ab=0a?>-2ab+ V> =0= (a—b)?=0=a-b=0=a=h.

ad (ii). Zakladamy, ze ¢ > 01 b < 01lub a < 01ib > 0. Mamy:

(a+5)% > 0= a? +2ab+b? > 0= a? +5? > —2ab—> CH < 92 b <
—2.

ZADANIE 6 (GDOWSKI, PLUCINSKI, 1999, zAD. 217, s. 27)
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich 1, zo, 3 spelniona jest
nastepujaca nieréwnosé:

(21 +x2+x3)(i+i+i) >9. (16)

X T2 xr3
R.: Korzystajac z nier6wnosci ¢ + 3 > 2 dla dowolnych dodatnich liczb rze-
czywistych a,b (zob. zadanie 5(i)) otrzymujemy:
(w1+aotas) (-4 o +45) = Dtgatio y Dtbadsn y iiboddn _ Satle g oitda g

) xr3
Ipotbee 4] = 24 80 4 814 80 1 81 82 4.8 = (T4 22) 4 (T4 23) (52 4+22)43 > 9.

Jest to kolejny przyklad zadania metodologicznego (Krygowska, 1977c¢, s. 18—
20). Warto zachecaé uczniéw do analizy istotnosci zalozen twierdzenia, gdyz takie
postepowanie jest elementarna aktywnoscig stosowang podczas prowadzenia badan
naukowych w matematyce. W przypadku powyzszego zadania powstaje natural-
ne pytanie: Czy nieréwnosé (16) jest prawdziwa dla dowolnych niezerowych liczb
rzeczywistych xq, xo, x37

Rozwiazanie zagadnienia prawdziwosci nieréwnosci (16) dla dowolnych nieze-
rowych liczb rzeczywistych x1, xo, x3 zostanie przedstawione w ponizszych zada-
niach 6.1 1 6.2.

W rozwiazaniu nastepnego zadania wykorzystuje sie wyniki uzyskane w zada-
niu 5.

ZADANIE 6.1
Wykazaé, ze jezeli x1,xs,x3 sa trzema dodatnimi lub trzema ujemnymi liczbami
rzeczywistymi, to

1 1 1
— 4 =4+ )>0.
(21 +$2+I3)($1+x2+x3)_9 (17)
Ponadto,
1 1 1
(x1+$2+f£3)(7+7+f):9<:>.TE1:$2:£L'3. (18)

T T2 X3

R.: Stosujac wyniki uzyskane w zadaniu 5(i), dow6éd nieréwnosci (17) jest
analogiczny do dowodu nieréwnosci (16) w zadaniu 6.

Uzasadnimy warunek (18). Przyjmijmy, ze 1 = o = x3 = xo9. Wtedy (z1 +
$2+$3)(i+%+%):3$0-%=9.

Odwrotnie, niech (1 + 2o + z3)(+ + é + L) = 9. Korzystajac ze sposobu

x3

xT
rozwiazania zadania 6 otrzymujemy: Z% +2)+ (2 +8)+ (B +2) =6
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Z rezultatéw uzyskanych w zadaniu 5(i) wynika, ze

Z1 Zs3 Z2 Zs3
— 4+ = = ,74_7:2’7_’_7:27
i) X1 I3 X1 I3 i)

a stad x1 = x2 = x3.

W zadaniach 6.2 i 7.1 ponownie wskazujemy uczniom na wazne zagadnienie
badania istotnosci zalozen twierdzenia.

ZADANIE 6.2
Wykazaé na przykladach, ze istnieja liczby rzeczywiste x1, 2, 3 0 réznych znakach
takie, ze nieréwnosé (17) jest spelniona oraz istnieja liczby rzeczywiste 1, xa, 3
o réznych znakach takie, ze nieréwnosé (17) nie jest spelniona.
R.: Przyklady:
].) T = 20, To = ]., I3 = —].0,
(x1+)x2+x3)(;1+;2+;3):11-(210+1—5):@?:10,45>9;
2 331:1,332:1,.133:—1,
(T1+zat+as)(-+ 5 +4)=1-1=1<9;
3) T = —20 To = —]. xd = 10,
(w1 4@+ o)+ o5+ ) =(=11) - (=55 — 1+ ) = 5 = 10,45 > 9;
4)1‘1——1 1‘2 —1 l‘3—1,
(x1+x2+x3)( +*+i):(*1)(*1):1<9

3
ZADANIE 7

Niech f(x) = azz® + as2? + ayx + ag, gdzie az # 0, bedzie wielomianem o wsp6l-
czynnikach rzeczywistych. Wykazaé, ze:

(i) Jezeli wielomian f(x) ma trzy dodatnie pierwiastki rzeczywiste, to

aiaz < 90,00,3. (19)
(ii) Jezeli wielomian f(x) ma trzy ujemne pierwiastki rzeczywiste, to
ajaz > 9apas. (20)

(iii) Jezeli wielomian f(z) ma trzy dodatnie lub trzy ujemne pierwiastki rzeczy-
wiste x1, x2, x3, to
ai1as = 9apaz < x1 = 9 = T3. (21)

d (i). Niech z1,x9, x3 beda dodatnimi pierwiastkami rzeczywistymi wie-
lomlanu f (2). Z rezultatéw otrzymanych w zadaniu 6.1 wynika, ze

1 1 1
(1 + 29 + x3) - ( +7+7)>9.

T2 3

Stad
T1ZTo + Tox3 + T371
12273

> 9.

(1‘1 “+ Z2 +$3) .
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Korzystajac ze wzoréow Viete’a mamy:

a
Ty + a2+ a3 = -2,
a
122 + Tox3 + X311 = T, (22)
T1T2T3 = —40,

as

Zauwazmy ponadto, ze ag # 0. Wobec tego

a1a2

aopas
araz < 9apas,

gdyz z trzeciej réwnosci ukladu (22) wynika, ze Z—g < 0, czyli agaz < 0.
ad (ii). Rozwiazanie analogiczne do przypadku (i).
ad (iii). W rozwigzaniu wystarczy wykorzysta¢ warunek (18).

ZADANIE 7.1
Niech

f(z) = azx® + agz® + a1z + ao, (23)

gdzie ag # 0, bedzie wielomianem o wspélczynnikach rzeczywistych. Wykazaé,
ze istnieja wielomiany postaci (23) majace trzy pierwiastki rzeczywiste o réznych
znakach, dla ktérych nieréwnosé (19) (nieréwnosé (20)) jest spelniona oraz istnieja
wielomiany postaci (23) majace trzy pierwiastki rzeczywiste o réznych znakach,
dla ktérych nieréwnosé (19) (nieréwnoséé (20)) nie jest spelniona.

R.: Przyktady:

1)1}1:171‘2:1,1‘3:—1,
fl@)=(@-1D%z+1) =23 —22 -2 +1,
0,3:1,(12:71,&1:71,&0:17

araz = 1, 9agasz =9,
aras < 9apas;

2) T = 20, T = 1, T3 = —10,
f(x) = (z — 20)(z — 1)(z + 10) = 2® — 1122 — 190z + 200,
as = 1, as = 711, ayp = 7190, ag = 200,
ayag = (—190)(—11) = 2090, 9apas = 9 - 200 = 1800,
aias > 9apas;

3) T, = —20, Ty = —1, T3 = 107
f(x) = (x +20)(z + 1)(z — 10) = 2® + 1122 — 190z — 200,
az =1, as =11, a3 = —190, ag = —200,
ayag = (—190) - 11 = —2090, 9apas = 9 - (—200) = —1800,
araz < 9agas;

4) T = —17 Ty = —1, I3 = 1,
f@)=(+12%*@x-1)=a+2% -2 -1,
agzl,agzl,alz—l,aoz—l,
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ajas = —1, 9apgas = -9,
araz > 9agas.

W trzeciej czesci tej pracy podaliémy siedem zadan olimpijskich lub konkur-
sowych i sformutowaliémy dla kazdego z nich pewna liczbe pytan, probleméw lub
zadan otwartych. Uwazamy, ze nauczyciel prowadzacy zajecia z tego zakresu moze
zorganizowa¢ taka sytuacje dydaktyczna, aby uczniowie (studenci) samodzielnie
podejmowali préby formulowania i rozwiazywania problemoéw i zadan otwartych
na bazie tych podstawowych zadan przedstawionych w artykule. Warto tutaj zacy-
towaé stowa A. Pardaly (2009): Uczen, otrzymujgc zadanie otwarte, ma wrazenie
robienia rzeczy nowych oraz bardzo emocjonalnie podchodzi do osiggnietych tu wy-
nikow stwierdzajgc jedynie: ,rozwigzalem”, znalazlem”. Jezeli rzeczywiscie uczen
w ten sposob potrafi przezywaé satysfakcje z osiaganych wynikéw, oznacza to do-
bra prognoze dotyczaca podejmowania przez niego dalszej dziatalnoSci twoérczej
w matematyce.
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Abstract. Practice proves that students tend to face difficulties in learning
geometry. This observation is partially confirmed by the results of educatio-
nal research as well as external exams. It happens repeatedly that students
get lower marks in arithmetic or algebra tasks. The causes of such situation
are complex. One of the reasons is that teaching geometry requires special
teaching skills characteristic for this specific teaching branch as well as the
need for “specific vision”. Therefore, I decided to study the geometric skills
of mathematics teachers more carefully. For this purpose, I made use of two
research results: international research TEDS-M 2008 as well as nationwide
research The research of needs the elementary education teachers as well as
mathematics teachers have in the scope of their professional development.
This article presents the results of the analysis together with my personal
thoughts on education and improvement of teachers’ skills in the area of
geometry.

1. Uwagi o specyfice uczenia sie i nauczania geometrii

Praktyka pokazuje, ze nauka geometrii czesto sprawia uczniom trudnosci.
7 rozwiazywaniem zadan geometrycznych radza sobie oni gorzej, niz z rozwia-
zywaniem zadan z innych dzialéw matematyki szkolnej. Powyzsze stwierdzenia
potwierdzaja w pewnym stopniu wyniki egzaminéw zewnetrznych. Na przyktad na
egzaminie gimnazjalnym w 2015 r. jednymi z najtrudniejszych okazaly si¢ zada-
nia dotyczace zagadnien z geometrii. Poziom wykonania najtrudniejszego zadania
z planimetrii wynosil 24%, a najlatwiejszego — 60%. W przypadku zadan ze ste-
reometrii wskazniki te byly odpowiednio réwne 32% i 57% (CKE, 2015, s. 72-76).
Podobna sytuacja wystapita na egzaminie gimnazjalnym w 2016 roku. Najtrud-
niejszym okazalo si¢ zadanie geometryczne, wymagajace zastosowania twierdzenia

*Geometric competences of mathematics teachers
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97C70; Secondary: 97G99.
Key words and phrases: teacher competences, geometry
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Pitagorasa w nietypowej sytuacji; poprawnie rozwigzalo je 30% gimnazjalistéw
(CKE, 2016, s. 79).

Niektore trudnosci uczniéw moga wynikaé ze specyfiki uczenia sie i nauczania
geometrii. Panek i Pardala (1999) stwierdzaja, ze zadania geometryczne wymaga-
ja ,,specyficznego widzenia”. To ,,specyficzne widzenie” polega na manipulowaniu
obiektami geometrycznymi w umysle oraz dostrzeganiu, wydzielaniu i skupianiu
uwagi tylko na istotnych informacjach. Nie wystarczy przy tym tylko ,widzie¢”,
trzeba wiedzie¢ jak zinterpretowaé to, co sie widzi (tamze, s. 65—69). Wsparciem dla
takiego manipulowania jest dobra wyobraZnia przestrzenna (de Lange Jzn, 1986;
Panek, Pardata, 1999) i intuicja geometryczna (Fischbein, 1987; Jones, 1998; Fu-
jita, Jones, Yamamoto, 2004). Z kolei Duval (1998, s. 37) zauwaza, ze nauczanie
geometrii jest bardziej skomplikowane i czesto mniej skuteczne niz nauczanie aryt-
metyki czy szkolnej algebry.

Powyzsze uwagi wskazujg na to, ze nauczanie geometrii wymaga szczegdlnych
kompetencji nauczyciela. Powszechnie wiadomo bowiem, ze efektywnos¢ naucza-
nia w duzej mierze od nich zalezy. Wobec tego, postanowitam przyjrzec sie kom-
petencjom z zakresu geometrii przyszlych i czynnych nauczycieli matematyki. Do
okreslenia ich poziomu wykorzystatam dostepne, dzieki IFIS PAN i IBE, wyni-
ki badania TEDS-M 2008 (Czajkowska, Jasiniska, Sitek, 2010) ¢ badania potrzeb
nauczycieli edukacji wezesnoszkolnej © nauczycieli matematyki w zakresie rozwoju
zawodowego (Czajkowska, Grochowalska, Orzechowska, 2015). Ponadto méj udziat
w zespotach badawczych obu wymienionych badan pozwolit mi na przeprowadze-
nie glebszych analiz i spojrzenie na problem z szerszej perspektywy. Zanim jednak
przedstawie wyniki moich dociekan, wyjasnie, co rozumiem przez kompetencje na-
uczyciela matematyki.

2. Kompetencje nauczycieli matematyki

Pojecie kompetencji, w tym réwniez kompetencji nauczycieli, jest zazwyczaj
uzywane w dwoch znaczeniach — jako kwalifikacji niezbednych do wykonywania
zawodu lub jako zakresu uprawnien. W niniejszym artykule, piszac o kompeten-
¢ji, mam na mysli pierwsze z wymienionych okreslen. Kompetencje rozumiem jako
polaczenie trzech atrybutéw: wiedzy, umiejetnosci i postaw.

W literaturze pedagogicznej wymienia sie rézne kategorie lub obszary kompe-
tencji nauczyciela. Na przyklad Dylak (1995, s. 38-39) dzieli je na: bazowe, ko-
nieczne, pozadane. Taraszkiewicz-Kotoniska (2001, s. 175) méwi o kompetencjach
merytorycznych, psychologiczno-pedagogicznych i wychowawczych. Banach (2004,
s. 551) wyréznia kompetencje poznawcza, jezykowa, wartosciujaco-komunikacyjna,
interpersonalna, kulturowa, zyciowego doradztwa, praktyczno-moralng i organi-
zacyjno-techniczna. Strykowski (2000, s. 18-27) charakteryzuje kompetencje me-
rytoryczne (rzeczowe), psychologiczno-pedagogiczne, diagnostyczne, planistyczne
i projektowe, dydaktyczno-metodyczne, komunikacyjne, medialne, kontrolne i ewa-
luacyjne, oceniania programéw i podrecznikéw szkolnych, autoedukacyjne. Zespot
Przygotowania Pedagogicznego Nauczycieli przy Radzie ds. Ksztalcenia Nauczy-
cieli w MEN (za: Szempruch, 2000, s. 123) wyodrebnia kompetencje interpreta-
cyjno-komunikacyjne, kreatywne, wspétdziatania, pragmatyczne i informatyczno-
medialne.
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W literaturze dydaktycznej, méwiac o kompetencjach nauczyciela matematy-
ki, wskazuje sie najczesciej na kompetencje matematyczne i kompetencje dydak-
tyczne. Kompetencja matematyczna to, jak pisze Niss (2003, s. 218), zdolnosé ro-
zumienta, osgdzania, wykonywania i wykorzystywania matematycznych czynnosci
w kontekscie matematycznym i pozamatematycznym. Niss wymienia osiem sktado-
wych kompetencji matematycznej. Sg to: 1) myslenie matematyczne, 2) stawianie
i rozwiazywanie probleméw matematycznych, 3) modelowanie matematyczne, 4)
rozumowanie matematyczne, 5) reprezentowanie bytéw matematycznych, 6) postu-
giwanie sie matematyczna symbolika i formalizmami, 7) komunikowanie sie w ma-
tematyce, o matematyce i z uzyciem matematyki, 8) uzywanie srodkéw pomocni-
czych i narzedzi (tamze, s. 218-219). Kompetencja dydaktyczna w literaturze jest
roznie charakteryzowana. Nie przedstawiajac i nie rozwazajac na tamach tego ar-
tykulu podobienstw i réznic w opisach tej kompetencji, w niniejszym tekscie przez
kompetencje dydaktyczng nauczyciela rozumiem ogélna zdolno$é¢ do organizowania
procesu nauczania i uczenia sie. Jej skladowymi sa m.in.: 1) wiedza o prawidtowo-
Sciach rozwojowych czlowieka, 2) znajomosé podstawy programowej i programéw
nauczania (dostrzeganie powiazan tresci programowych, znajomosé podrecznikéw
szkolnych i innych materialow dydaktycznych oraz umiejetno$é dokonywania ich
krytycznej analizy), 3) planowanie lekcji (planowanie pojedynczej i kilku lekeji,
wiedza o réznych sposobach organizacji lekcji, umiejetnos¢ stawiania wtasciwych
celow nauczania, znajomo$¢é metod nauczania, umiejetnosé¢ dokonywania ich kry-
tycznej analizy i wykorzystania w praktyce, znajomos$é¢ zasad nauczania, umiejet-
no$¢ doboru metod i srodkéw dydaktycznych odpowiednich do postawionych celéw
nauczania, umiejetnosé wykorzystania TI w nauczaniu, umiejetnosé indywiduali-
zacji nauczania), 4) umiejetno$é odbierania informacji od ucznia i przekazywania
mu informacji zwrotnej (umiejetno$é wstuchiwania sie w to, o czym méwi uczen,
umiejetnosé Sledzenia toku mysélenia ucznia zaréwno w bezposrednim kontakcie
z uczniem, jak i na podstawie wytworéw jego pracy, umiejetnosé¢ przewidywa-
nia typowych bledéw uczniowskich i zapobiegania bledom uczniowskim, umiejet-
no$é¢ doboru odpowiednich wskazowek dydaktycznych, umiejetnos¢ informowania
ucznia o lukach w jego wiedzy i czynionych przez niego postepach, umiejetnosé
komunikowania si¢ z uczniem, grupa uczniowska i rodzicami), 5) umiejetnosé oce-
ny pracy ucznia (umiejetno$é analizowania i rzetelnego oceniania pracy ucznia),
6) umiejetno$¢ pracy z uczniami o réznych potrzebach edukacyjnych (umiejet-
nos$¢ wspierania ucznia, majacego trudnosci w nauce i rozwijania uzdolnien ucznia
o ponadprzecietnych umiejetnosciach, wiedza o réznych stylach uczenia sie i na-
uczania).

Cho¢ badacze podkreslaja znaczenie obu kategorii kompetencji, to nie ma
wsrdd nich pelnej zgodnosci co do tego, ktéra z nich ma najwigkszy wplyw na
jako$¢ nauczania matematyki (Czajkowska, 2013, s. 73). Fennema i Franke (1992)
pisza, ze waznymi komponentami specjalistycznej wiedzy nauczycielskiej sa: zna-
jomos$¢ samej matematyki, wiedza o matematycznych reprezentacjach, znajomosé
procesow poznawczych uczniéw oraz znajomosé¢ metodyki. Podkreslaja jednak, ze
podstawa jest rozumienie matematyki i umiejetno$é¢ tworzenia matematycznych
reprezentacji. Podobnego zdania sa Ball, Thames i Phelps (2008, s. 404), ktérzy
uwazaja, ze to wiedza matematyczna nauczyciela jest warunkiem koniecznym i fun-
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damentem skutecznego nauczania. Nie jest bowiem mozliwe, aby nauczyciel, ktory
sam nie posiada wiadomosci i umiejetnosci na odpowiednim poziomie méglt poméce
uczniom w ich zrozumieniu i opanowaniu. Co wiecej, wysokie kompetencje mate-
matyczne nauczyciela wspieraja rozwoj jego kompetencji dydaktycznych, a deficyty
w kompetencjach matematycznych moga ten rozwéj hamowac¢. Natomiast wysokie
kompetencje dydaktyczne nie moga zrownowazy¢ brakéw w kompetencjach mate-
matycznych (Krauss, Brunner, Kunter, Baumert, Blum, Neubrand, Jordan, 2008,
s. 722-724; Baumert, Kunter, Blum, Brunner, Voss, Jordan, Klusmann, Krauss,
Neubrand, Tsai, 2010, s. 166—167).

Z kolei Davis (2011, s. 1506-1507) uwaza, ze na jako$¢ nauczania matematyki
najwiekszy wplyw majg predyspozycje do wykonywania zawodu i talent pedago-
giczny. Jego zdaniem nauczyciele o wysokich kompetencjach dydaktycznych posia-
daja specjalistyczna wiedze, nie zawsze dostepna ich $wiadomosci (tacit knowled-
ge), dzieki ktérej umiejetnie przedstawiaja treSci matematyczne, stosujac analogie,
metafory i przyklady ukazujace praktyczne wykorzystanie matematyki. To wlasnie
kompetencje dydaktyczne nauczyciela maja istotny wplyw na osiagniecia uczniow
(Baumert, Kunter, Blum, Brunner, Voss, Jordan, Klusmann, Krauss, Neubrand,
Tsai, 2010, s. 166).

Natomiast Shulman (1986, s. 9-11) pisze, ze warunkiem skutecznego naucza-
nia matematyki, a zwlaszcza wlasciwego konstruowania poje¢ matematycznych
w umysle ucznia, jest zintegrowanie nauczycielskich kompetencji matematycznych
i dydaktycznych.

Bazujac na stanowisku Shulmana, przyjmuje, ze obie wymienione kategorie
kompetencji maja istotny wplyw na jako$¢ nauczania matematyki, sg $cisle ze
soba powiazane i wzajemnie sie przenikaja. Wiedza matematyczna stanowi baze,
na ktorej, przy udziale odpowiedniej wiedzy dydaktycznej, a takze wiedzy z psy-
chologii czy komunikacji miedzyludzkiej, ,,nabudowywana” jest wiedza o zupelnie
nowej jakosci (wiedza z dydaktyki matematyki). To ,nadbudowywanie” polega na
swoistym zespoleniu wiedzy matematycznej z dydaktyczna. Ta specyficzna wiedza
odnosi sie stricte do nauczania matematyki i uwzglednia specyfike tego przed-
miotu. Natomiast, moim zdaniem, pewne predyspozycje do wykonywania zawodu
nauczyciela matematyki, talent pedagogiczny i wiedza ukryta, o ktorych pisze
Davis, powoduja réznice w szybkoéci i poziomie opanowania wiedzy z dydaktyki
matematyki. Analogicznie, swoiste polaczenie umiejetnosci matematycznych i dy-
daktycznych generuje nowe, specyficzne umiejetnosci (umiejetnosci z dydaktyki
matematyki). Kompetencje z dydaktyki matematyki sa zatem polaczeniem wiedzy
i umiejetnosci z dydaktyki matematyki oraz postaw wobec uczenia sie i nauczania
tego przedmiotu.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze jesli nauczyciel nie ma odpowiednich kom-
petencji matematycznych, nie moze posiada¢ kompetencji z dydaktyki matematy-
ki. Sama wiedza matematyczna (bedaca sktadowa kompetencji matematycznych),
nawet bardzo rozlegla i wysoce specjalistyczna, nie jest wystarczajaca. Wazne jest
bowiem nie tylko to, jak duzo dana osoba wie, ale jak korzysta z posiadanej wie-
dzy matematycznej i w jakim stopniu rozumie jej sens (Hill, Schilling, Ball, 2004,
s. 27). Istotne jest tez, czy potrafi dokonaé jej elementaryzacji, stosownie do po-
ziomu rozwojowego i intelektualnego uczniéw oraz wyrazi¢ mysl matematyczna
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w jezyku dla nich zrozumiatym (Shulman, 1987; An, Kulm, Wu, 2004). A zatem
kazdy, kto zajmuje si¢ edukacja matematyczna powinien mie¢ wyksztalcenie mate-
matyczne, ale nie kazdy matematyk moze zajmowaé si¢ nauczaniem matematyki.
Tym bardziej, same kwalifikacje pedagogiczne, a nawet wysokie kompetencje dy-
daktyczne, bez odpowiedniego wyksztalcenia matematycznego, nie wystarcza do
nauczania matematyki. Nie wystarczy tez wyksztalcenie matematyczne i przygoto-
wanie pedagogiczne, jesli osoba nie bedzie potrafita w specyficzny sposéb potaczyé
posiadanej wiedzy i umiejetnoéci z obu dziedzin, czyli nie nabedzie kompetencji
z dydaktyki matematyki na odpowiednim poziomie.

Stwierdzenia te nie tylko nie pozostaja w sprzecznosci z dotychczasowymi usta-
leniami dotyczacymi kompetencji nauczycieli matematyki, ale wrecz w pewien spo-
soOb je syntetyzuja i wzmacniaja.

3. Kompetencje geometryczne studentéw matematyki —
przysztych nauczycieli

Jednym z wazniejszych miedzynarodowych badan kompetencyjnych przysztych
nauczycieli zajmujacych sie edukacja matematyczna bylo badanie TEDS-M 2008
(Czajkowska, Jasiniska, Sitek, 2010). Wzieli w nim udzial studenci matematyki spe-
cjalnosci nauczycielskiej, ostatnich lat studiéw (3 roku studiéw pierwszego stopnia
i 5 roku, wtedy juz wygaszanych, studiéw jednolitych magisterskich). Zadania
z testu podstawowego, opracowanego z mysla o przyszlych nauczycielach matema-
tyki szkél podstawowych, rozwiazywalo 300 studentéw, a z testu rozszerzonego
przygotowanego dla przyszlych nauczycieli nizszych szkol érednich (odpowiadaja-
cych polskiemu gimnazjum) — 298. Zadania byly dwoch rodzajéow: jedne spraw-
dzaly kompetencje matematyczne studentéw (Mathematical Content Knowledge
— MCK), inne kompetencje z dydaktyki matematyki (Mathematical Pedagogical
Content Knowledge — PCK). Zadania z obszaru dydaktyki matematyki zostaly
tak skonstruowane, aby mierzyty nie tylko znajomo$¢ matematyki, w takim za-
kresie, w jakim powinien znaé¢ ja kazdy absolwent studiéow matematycznych, ale
specjalistyczna wiedze i umiejetnosci nauczycielskie.

W obu testach uzyto zadan dotyczacych zagadnien geometrycznych. Zakres
treéciowy zadan geometrycznych, mierzacych kompetencje matematyczne zaréwno
w tescie podstawowym, jak i rozszerzonym obejmowal: figury geometryczne, pomiar
geometryczny (dlugosci odcinkéw, obwody i pola powierzchni figur na plaszczyz-
nie, pola powierzchni i objetosci bryl) oraz przeksztalcenia geometryczne. Ponad-
to, kazde zadanie zostalo scharakteryzowane ze wzgledu na dominujacy charakter
umiejetnosci matematycznych, koniecznych do jego rozwiazania. I tak wyrdznio-
no: stosowanie wiedzy (applying), posiadanie wiedzy (knowing) oraz rozumowanie
(reasoning)(Tab. 1). Liczbe zadan z geometrii w kazdym z testéw w podziale na
wyrédzniony rodzaj umiejetnosci zamiescitam w tabeli (Tab. 2).

Dokonano réwniez klasyfikacji zadan mierzacych kompetencje z dydaktyki ma-
tematyki, wyrdzniajac w tym zakresie: zadania dotyczace znajomosci powiazan
tredci programowych (curriculum), planowania nauczania (planning), przekazywa-
nia wiedzy i odbierania jej od uczniéw (enacting)(Tab. 3). W tescie podstawowym
znajomos¢ powiazan tresci programowych oraz umiejetnosci planowania nauczania
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zostaly polaczone w jedna kompetencje. Liczbe zadan z geometrii w kazdym z te-
stéw w podziale na wyrézniony rodzaj umiejetnosci zamiescitam w tabeli (Tab. 4).

Tab. 1. Zakres treSciowy kompetencji matematycznych

Rodzaj kompetencji
matematycznych

Zakres treSciowy

posiadanie wiedzy

znajomo$é definicji, terminéw matematycznych, twierdzen, wia-
snosci figur, powszechnie stosowanych symboli; rozpoznawanie fi-
gur geometrycznych; rozpoznawanie definicji (twierdzerl) réwno-
waznych danej definicji (danemu twierdzeniu); klasyfikowanie fi-
gur zgodnie z przyjetym kryterium; postugiwanie si¢ przyrzadami
pomiarowymi, stosowanie jednostek miar

stosowanie wiedzy

rozwigzywanie typowych zadan geometrycznych; korzystanie
z wlasnosci figur geometrycznych; tworzenie modeli matematycz-
nych w sytuacjach typowych

rozumowanie

rozwigzywanie nietypowych zadan geometrycznych; badanie zalez-
nosci miedzy figurami geometrycznymi; wizualizacja przeksztatcen
geometrycznych; uogdlnianie; specyfikowanie; badanie powiazan
miedzy pojeciami geometrycznymi; weryfikowanie hipotez, badanie
czy podane stwierdzenie jest prawdziwe czy falszywe; dowodzenie
twierdzen

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 2. Liczba zadan z geometrii mierzacych kompetencje matematyczne studentéw w tescie
podstawowym i rozszerzonym

stosowanie posiadanie rozumowanie razem
wiedzy wiedzy
test podstawowy 11 3 7 21
test rozszerzony 9 6 8 23

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 3. Zakres treéciowy kompetencji z dydaktyki matematyki

Rodzaj kompetencji
z dydaktyki matematy-
ki

Zakres tresciowy

znajomosé  powigzan
tresci programowych

dostrzeganie powigzan tresci w ramach jednego programu naucza-
nia; okre$lanie najwazniejszych zagadnien w danym programie na-
uczania

planowanie nauczania

stawianie wlasciwych celéw nauczania (celéw operacyjnych); dobér
odpowiednich metod nauczania dobér odpowiednich wskazéwek
dydaktycznych; znajomos¢ i ocenianie réznych sposobéw wprowa-
dzania pojeé¢ matematycznych; przewidywanie typowych odpowie-
dzi uczniéw, w tym typowych odpowiedzi blednych; szczegdltowe
planowanie lekcji matematyki
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przekazywanie wiedzy | analizowanie i ocenianie uczniowskich rozwigzan zadan; sledze-
i odbieranie jej od nie i ocenianie rozumowan prowadzonych przez uczniéw; ocenia-
uczniéw nie i wlasciwe reagowanie na wypowiedzi uczniéw, przewidywanie
typowych odpowiedzi btednych; formulowanie wlasciwych pytan;
wlasdciwe reagowanie na nieprzewidziane trudnosci uczniéw; dostar-
czanie informacji zwrotnej uczniowi

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Tab. 4. Liczba zadan z geometrii mierzacych kompetencje matematyczne studentow w tescie
podstawowym i rozszerzonym

znajomos$¢ po- | planowanie przekazywanie razem
wigzan tresci | nauczania wiedzy i od-
programo- bieranie jej od
wych uczniéw

test podstawowy 2 5

test rozszerzony 1 ‘ 0 6

7rédlo: Opracowanie wlasne na podstawie Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck, Rowley
(2008), Czajkowska, Jasinska, Sitek (2010).

Przyszli nauczyciele matematyki, ktérzy rozwiazywali test podstawowy, wyka-
zali si¢ wiedza i umiejetnodciami matematycznymi z zakresu geometrii (Ryc. 1).
Tylko w przypadku dwéch zadari, poziomy ich wykonania sa mniejsze od 50%.
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Ryc. 1. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
wiedze i umiejetnosci matematyczne w tescie podstawowym
Zr6dto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Badani najlepiej poradzili sobie z zadaniami, w ktérych nalezalo wykazaé sie zna-
jomoscia pojeé, twierdzen, faktéw i procedur, a takze z zadaniami typowymi,
wymagajacymi postepowania schematycznego, algorytmicznego. Wiecej trudno-
$ci napotykali w zadaniach rzadziej spotykanych, wymagajacych taczenia réznych
elementéw wiedzy, czy wypracowania strategii. Przyjrzyjmy si¢ dwém zadaniom
z testu podstawowego, ktore zamieszczam ponizej.
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Zadanie 1. Pole powierzchni chodnika wokél prostokgtnego basenu (geometria, stoso-
wanie wiedzy)

Wokét prostokatnego basenu znajduje si¢ wyltozony ptytkami chodnik (na rysunku
zacieniowany), tak jak pokazano ponizej.

| 70m |

50m

—.‘

3

basen ljm 23

chodnik

[+—

rysunek nie zachowuje skali

Ryc. 2.
Jaka jest powierzchnia tego chodnika? Zaznacz jedng odpowied?.

O A. 100 m? O B. 161 m? 0O C. 710 m? O D. 1610 m?

Zadanie 2. Pole trdjkqta (geometria, stosowanie wiedzy)

Wk

N

Ryc. 3.
Pole kazdego z matych kwadratéw to 1 cm?. Ile cm? ma pole zacieniowanego tréjkata?

Zaznacz jedng odpowiedz.

O A. 3,5 cm? O B. 4 cm? 0 C. 4,5 cm? OD. 5 cm?

Oba zadania wymagaly umiejetnosci liczenia pol wielokatéw. Jednak o ile zadanie
1. zostalo rozwiazane poprawnie przez prawie wszystkich studentéw (odsetki po-
prawnych odpowiedzi byly réwne 95,7% w przypadku studentéw studiéw I stopnia
i 97,4% w przypadku studentéw studiéw jednolitych magisterskich), to juz w za-
daniu 2. odsetki poprawnych odpowiedzi byly odpowiednio réwne 70,9% i 89,8%.
Pomimo, ze w obu zadaniach mozna bylo zastosowaé¢ podobny schemat postepo-
wania — szukane pole figury mozna bylo wyznaczy¢ jako réznice pdl innych figur
— zmiana sytuacji znaczaco obnizyla frakcje poprawnych odpowiedzi. Mozliwe jest
tez, ze skupiano sie na obliczaniu, przy uzyciu odpowiednich wzoréw, pél zacie-
niowanych figur. O ile w zadaniu 1. wystarczylo obliczy¢ pola prostokatéw, na
jakie mozna bylo podzieli¢ chodnik, to w przypadku drugiego zadania nie dalo si¢
juz tak tatwo zastosowaé wzoru na pole trdojkata. NajczeSciej wybierana btedna
odpowiedzia byla odpowiedz C (odpowiednio: 16% i 6%).

Dos¢ dobrze poradzili sobie studenci piszacy test podstawowy z zadaniami geo-
metrycznymi z zakresu przekazywania wiedzy i odbierania jej od uczniéw. Nato-
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miast dwa zadania, w ktérych badani uzyskali najnizsze wyniki dotyczyty znajo-
mosci powiazan treéci programowych i planowania nauczania (Ryc. 4).
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Ryec. 4. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
wiedze i umiejetnosci z dydaktyki matematyki w tescie podstawowym
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Zadanie, z ktérym poradzilo sobie tylko ok. 13% wszystkich studentéw pisza-
cych ten test przedstawiam ponizej.

Zadanie 3. Dwa powody (geometria, znajomosé tresci programowych i planowanie
nauczania)

Gdy pani Hoffman zaczyna uczy¢ dzieci, jak sie¢ mierzy dtugosé, prosi je, aby zmierzyty
szerokos¢ ksiazki za pomoca spinaczy do papieru, a nastepnie za pomoca otéwkéw.
Jak mysélisz, dlaczego nauczycielka woli rozpoczynaé wlasnie w ten sposéb, zamiast
od razu nauczy¢ dzieci, jak sie postugiwaé linijka? Podaj DWA powody.

Odpowiedz na powyzsze zadanie uznawano za poprawna, jesli student wymienit
dwa sposrod trzech nastepujacych powodow, i stwierdzil, ze przedstawiony sposdb:
ulatwia zrozumienie czym jest mierzenie (uzywanie réznych jednostek umozliwia
zrozumienie czym jest mierzenie, wskazuje na fakt, ze kazdy przedmiot moze by¢
uzyty do mierzenia), powoduje pojawienie sie potrzeby wprowadzenia jednostki
standardowej (uzycie jednostek niestandardowych moze stworzyé¢ potrzebe wpro-
wadzenia standardowej jednostki oraz daé¢ okazje do dyskusji na temat (historycz-
nego) rozwoju mierzenia), powoduje pojawienie sie potrzeby wyboru najbardziej
odpowiedniej jednostki (uzycie przedmiotéw réznej dlugosci pomaga dzieciom na-
uczy¢ sie podejmowania decyzji, ktéra jednostka (przedmiot) jest najbardziej od-
powiednia w konkretnej sytuacji). Rozwiazanie zawierajace tylko jeden z powoddéw
uznawano za czesciowo poprawne. Do blednych zaliczano te odpowiedzi, w kto-
rych skupiono si¢ na rozrywce, motywacji (np. Uzywanie konkretnych przedmiotéw
jest bardziej przyjemne, motywujgce, interesujgce i angazujgcee) lub innych, nieisto-
tnych aspektach (np. Po to by dzieci wiedzialy jak mierzyé za pomocg spinaczy do
papiery i oléwkéw). Niskie wyniki, jakie uzyskali studenci w tym zadaniu moga wy-
nikaé z braku odpowiednich kompetencji matematycznych (np. z braku rozumienia
sensu mierzenia), z braku odpowiednich kompetencji dydaktycznych (np. braku
rozumienia, czym jest motywacja, braku umiejetnosci stawiania wtasciwych celéw
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nauczania), ale takze braku umiejetnosci swoistego polaczenia posiadanej wiedzy
dydaktycznej i matematycznej przy realizacji konkretnego zagadnienia z matema-
tyki szkolnej.

Gorzej ksztaltuja sie wyniki studentéw, ktérzy pisali test rozszerzony (Rye. 5).
Zarowno w przypadku studentéw studiéw I stopnia, jak i studentow studidéw jed-
nolitych magisterskich poziom wykonania trzynastu zadan jest nizszy niz 70%.
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Ryc. 5. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych
mierzacych wiedze i umiejetno$ci matematyczne w tedcie rozszerzonym
Zr6dlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008.

Studenci, ktérzy pisali test rozszerzony, podobnie jak studenci, ktorzy wypel-
niali test podstawowy, nie napotkali trudnosci z rozwigzaniem zadan rutynowych,
wymagajacych wiedzy odtworczej. Natomiast w zadaniach mniej typowych ich wy-
niki sa nizsze. Ponizej prezentuje zadanie (zadanie 4.), z ktérego rozwigzaniem nie
poradzila sobie okolo potowa polskich studentéow piszacych test rozszerzony.

Zadanie 4. Tréjkat w réwnolegloboku (geometria, stosowanie wiedzy)

ABCD jest réwnolegtobokiem, AM i BM sa dwusiecznymi katéw odpowiednio ZBAD
i ZABC. Wiedzac, ze obwdd réwnolegtoboku ABCD wynosi 6 cm, oblicz diugosci
bokéw tréjkata ABM.

D M €
Ryc. 6.
Whisz odpowiedzi ponizej.
|AB| = ......... cm
[AM|=......... cm
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Swiadezyé to moze o tym, ze studenci pomimo, iz znaja odpowiednie fakty, to bu-
dujac rozwiagzanie zadania, nie potrafia odpowiednio korzystaé¢ z posiadanej wiedzy
i taczy¢ ze soba réznych tresci. Brak odpowiednich kompetencji matematycznych
pociaga za soba brak kompetencji z dydaktyki matematyki.

Poprawnie rozwigzalo to zadanie 41,7% studentéw studiéw pierwszego stopnia
i 54,0% studentéw studidéw jednolitych magisterskich. Natomiast co trzeci student,
zaréwno studiéw licencjackich, jak i magisterskich napisat wszystkie trzy odpowie-
dzi blednie.

Dos¢ dobrze badani poradzili sobie z zadaniami mierzacymi wiedze i umie-
jetnosci z zakresu przekazywania wiedzy i odbierania jej od uczniéw. Natomiast
tatwosé jedynego zadania sprawdzajacego znajomos¢ powiazan treéci programo-
wych jest mniejsza niz 50%, zaréwno w przypadku studentéw studiéw pierwszego
stopnia, jak i studentéw studiéw jednolitych magisterskich (Ryc. 7). W zadaniu
tym badani mieli wéréd podanych tresci (twierdzen, wzoréw, regul postepowania)
wskazaé te, ktére beda najbardziej pomocne w zrozumieniu przez uczniéw pewnego
twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie rownoramiennym.
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Ryc. 7. Procentowe wyniki polskich studentéw w zadaniach geometrycznych mierzacych
umiejetnoéci z dydaktyki matematyki w teScie rozszerzonym
Zr6dto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania TEDS-M 2008

Podsumowujac, badanie TEDS-M 2008 pokazalo, ze wielu przysztych polskich
nauczycieli matematyki nie radzi sobie ze szkolnymi zadaniami matematycznymi
z zakresu geometrii. Warto zauwazy¢, ze brak kompetencji z dydaktyki matema-
tyki moze wynika¢ zaréwno z braku odpowiednich kompetencji matematycznych,
braku kompetencji dydaktycznych lub tez nieporadnosci i braku wprawy w swo-
istym laczeniu wiedzy i umiejetnoséci matematycznych i dydaktycznych.

Nie wiadomo, czy wejécie do zawodu, pomoc ze strony innych nauczycieli zli-
kwiduje ewentualne luki w ich wiedzy i umiejetnosciach, spowoduje, ze stana sie
oni wysokiej klasy specjalistami, czy tez bedzie wrecz przeciwnie — rutyna i co-
dzienne obowiazki szkolne sprawia, ze ich wiedza z uptywem lat stanie sie coraz
bardziej niepewna, a dzialania schematyczne i jednokierunkowe.
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4. Kompetencje geometryczne czynnych nauczycieli matematyki

Do identyfikacji poziomu kompetencji geometrycznych czynnych nauczycie-
li matematyki wykorzystalam wyniki badania potrzeb nauczycieli edukacji wcze-
snoszkolnej © nauczycieli matematyki w zakresie rozwoju zawodowego. Zostato ono
przeprowadzone przez Instytut Badan Edukacyjnych w latach 2012-2014. Wzieto
w nim udzial 381 nauczycieli matematyki w klasach 4-6 i 378 nauczycieli matema-
tyki gimnazjéw. W badaniu uzyto specjalnie skonstruowanych testow, za pomoca
ktoérych sprawdzano poziom specjalistycznej wiedzy nauczycielskiej. Wigkszo$¢ za-
dan byta charakterystyczna dla etapu edukacyjnego, na ktérym nauczal badany
nauczyciel, ale obok tych zadan umieszczono réwniez takie, ktére wystepuja na
etapach nizszych i wyzszych (Czajkowska, Grochowalska, Orzechowska, 2015).

W tescie przygotowanym z mysla o nauczycielach klas 4-6 szkét podstawowych
zamieszczono 20 zadan geometrycznych, w tym 7 zadan z obszaru matematyki i 13
z dydaktyki matematyki. Ich latwosé podaje na diagramie (Ryc. 8).

[N m 0

~N o n - 2]

o — —
z

z =z =z =z

Ryc. 8. Latwos¢ zadan geometrycznych
(nauczyciele matematyki klas 4-6 szkét podstawowych)
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania BPN. Na czarno
zaznaczono zadania z zakresu matematyki, a na szaro — z dydaktyki matematyki.
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Nauczyciele matematyki klas 4-6 szkél podstawowych wykazali sie dosé¢ do-
bra znajomoscia tresci geometrycznych. Latwosé tego podtestu jest réwna 77,8%.
Badani nie napotkali wiekszych trudnosci z rozwiazywaniem typowych zadan geo-
metrycznych. Np. na pytanie, czy kula o promieniu 5 cm zmie$ci sie w prostopa-
dlosciennym pudelku o wymiarach 8 cm x 10 cm x 12 cm, poprawnej odpowiedzi
udzielito 86% nauczycieli. Ten pozytywny obraz burzy fakt, iz az 62% nauczycie-
li podalo, ze wyrazenie wielokgt, ktory ma wszystkie boki réowne i wszystkie kqty
rowne jednoznacznie okreéla kwadrat, nie zwracajac uwagi, ze wlasnoscé ta przystu-
guje wszystkim wielokatom foremnym. Tym samym za poprawng uznalo bledna
definicje kwadratu. Swiadezyé to moze o ich trudnosciach w definiowaniu pojeé
matematycznych. Co piaty nauczyciel nie potrafit tez dokonczy¢ rysunku grania-
stostupa, na ktérym byly zaznaczone cztery z szesciu jego wierzchotkéw. Analiza
prac tych oséb pozwala wnosi¢, ze nie mieli oni wystarczajaco rozwinietej wy-
obrazni przestrzennej lub nie zwracali uwagi na warunki podane w zadaniu (np.
dorysowywali wiecej wierzcholtkéw).



Kompetencje geometryczne nauczycieli matematyki [63]

Wyraznie gorzej nauczyciele klas 4-6 poradzili sobie z zadaniami wymagaja-
cymi wiedzy i umiejetnosci z dydaktyki matematyki. Latwosé tego podtestu jest
réwna 59,3%. Jedno z takich zadan prezentuje ponizej.

Zadanie 5. Na rysunku przedstawiono trapez. Prosze uzasadnié, ze zacieniowane
na rysunku trojkaty maja réwne pola.

Ryc. 9.
Prosze opisa¢, na czym polega zasadnicza trudno$é¢ zadania.

Tylko nieco ponad 19% nauczycieli prawidtowo odpowiedzialo, ze zasadnicza trud-
nos¢ zadania polega na dostrzezeniu tréjkatéw o tej samej podstawie i réwnych
wysokosciach oraz tréjkata, ktéry jest ich czescig wspdlng. Okoto 31% stwierdzito,
ze w tekscie zadania brakuje informacji, ze przedstawiony na rysunku trapez jest
réwnoramienny (choé trapez nie jest i nie musi by¢ réwnoramienny) lub tréjkaty
sa przystajace, a 20%, ze brakuje konkretnych danych liczbowych. Na podstawie
odpowiedzi nauczycieli mozna stwierdzi¢, ze dla znaczacej ich cze$ci samo pojecie
wzasadnicza trudno$é zadania” (powszechnie uzywane przy ocenie rozwigzan za-
dan otwartych na egzaminach zewnetrznych oraz przy holistycznej ocenie pracy
ucznia) bylo obce. Niektérzy z nich utozsamiali ,zasadnicza trudno$é zadania”
z ,przewidywana trudnoscia dla ucznia”, choé¢ wyrazenia te znaczeniowo nie sa
tozsame.

W innym zadaniu przedstawiono w réznych potozeniach pary prostych réwno-
legtych. Nauczyciel mial ustali¢ hipotetyczne przyczyny watpliwosci ucznia zwia-
zane z ocena réwnoleglodci tych par prostych, ktore byly ulozone w orientacji
innej niz pozioma czy pionowa. Okolo 68% badanych ustalilo, ze prawdopodobng
przyczyng watpliwosci ucznia, moze by¢ najczedciej prezentowana podczas lekcji
matematyki orientacja pionowa lub pozioma dwdch prostych rownolegtych — stad
przyzwyczajenie i watpliwodci ucznia podczas prezentacji prostych réwnolegtych
utozonych inaczej. Jednak, co trzeci nauczyciel nie potrafit odpowiedzie¢ na po-
stawione pytanie, badz jego odpowiedz byla w stylu: ,bo uczen ma wade wzroku”
lub ,,bo uczen nie nauczyt sie, co to sg proste réwnolegle”. Oznacza to, ze catkiem
spora grupa nauczycieli przyczyn trudnosci ucznia predzej upatruje w réznych
dysfunkcjach dziecka lub jego lenistwie niz wadliwie prowadzonym procesie dy-
daktycznym.

Nauczyciele uczacy w gimnazjach rozwiazywali 23 zadania geometryczne (10
zadan z obszaru matematyki i 13 z dydaktyki matematyki). Poziom wykonania
zadan matematycznych jest réwny 75%, a z dydaktyki matematyki — 79%. Poziomy
tatwosci poszcezegdlnych zadan zamiescitam na diagramie (Ryc. 10).
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Ryc. 10. Latwo$é zadan geometrycznych (nauczyciele matematyki gimnazjéw)
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie danych z badania BPN. Na czarno zaznaczono
zadania z zakresu matematyki, a na szaro - z dydaktyki matematyki.
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Nauczyciele dobrze poradzili sobie z rozwiazaniem polowy zadan, sprawdza-
jacych ich wiedze matematyczna z zakresu geometrii. Napotkali jednak trudnosci
z rozwiazaniem mniej typowych zadan. Na przyklad na pytanie o graficzng ilu-
stracje rozwigzania réwnania 5r = 7 w ukladzie wspoélrzednych w przestrzeni,
poprawne]j odpowiedzi udzielito ok. 58,6% o0s6b. Prawie 15% odpowiedzialo, ze
jest to punkt, 9% — prosta, a 10,2% — pélplaszczyzna. Pozostali podali jeszcze
inne bledne odpowiedzi lub opuscili zadanie. Nieco lepiej poradzili sobie badani
w przypadku pytania o ilustracje graficzna rozwiazania tego réwnania w uktadzie
wspoélrzednych na plaszczyznie. Tu odsetek poprawnych odpowiedzi jest réwny
72,4%. Jednak az 23,7% nauczycieli podalo, ze jest to punkt.

Nauczyciele wykazali sie wiedza i umiejetno$ciami z zakresu planowania pracy
dydaktycznej. Nie wszyscy jednak potrafili wlasciwie ocenia¢ uczniowskie, zwlasz-
cza nietypowe, rozwiazania zadan. Przyjrzyjmy sie zadaniu ponizej.

Zadanie 6. Gimnazjalista otrzymal do rozwiazania zadanie.
Oblicz pole dwunastokgta foremnego wpisanego w okrgg o promieniu réwnym 1.
Przedstawil nastepujace rozwiazanie tego zadania:

Ryc. 11.

Tréjkat OAC jest réwnoboczny, wiec AC =1 i odcinki OB i AC sq prostopadle.
P=6-0,5-1-1=3.

Prosze ocenié rozwiazanie zadania przedstawione przez ucznia. Prosze wyjasnié, na
czym polegal pomyst rozwigzania zadania podany przez ucznia.




Kompetencje geometryczne nauczycieli matematyki [65]

Tylko 63,1% badanych stwierdzilo, Ze rozwiazanie podane przez ucznia jest
poprawne, a prawie 50,8% potrafilo wyjasnié¢ idee tego rozwiazania. Z tej grupy
41,1% nauczycieli stwierdzilo, ze uczen podzielil dwunastokat foremny na 6 delto-
idéw i skorzystal ze wzoru na pole deltoidu. Ok. 1,6% uznalo, ze uczen najpierw
podzielit dwunastokat foremny na 6 deltoidéw, a potem kazdy z nich na dwa
tréjkaty réwnoramienne i skorzystal ze wzoru na pole tréjkata. Nieco ponad 8%
badanych stwierdzito, ze pomyst ucznia polegal na podziale dwunastokata na 12
przystajacych tréjkatéow, o podstawie réwnej 1 i wysokosci 0,5. Niepokojace jest
jednak to, ze prawie co trzeci nauczyciel uznal rozwiazanie przedstawione przez
ucznia za bledne.

5. Podsumowanie

Prezentowane wyniki wskazuja na konieczno$é zmiany systemu ksztatcenia
i doskonalenia nauczycieli. Znaczaca grupa zaréwno studentéw jak i nauczycieli,
pomimo ze posiada wiedze i umiejetnosci matematyczne nie ma wystarczajacej
wiedzy i umiejetnosci z dydaktyki matematyki.

Chociaz ogélne wyniki studentéw byly wysokie, to jednak maja oni pewne
braki w zakresie laczenia réznych tresci i dostrzegania miedzy nimi powiazan. Co
wiecej, jak pokazuja badania nauczycieli (Grzeda, 2009; Czajkowska, Grochowal-
ska, Orzechowska, 2015) ich wiedza teoretyczna nie ma przelozenia na praktyke.
Nauczyciele nie czuja sie dobrze przygotowani do wykonywania zawodu, nie wi-
dza zwiazkéw pomiedzy ta wiedza i umiejetnodciami, ktore zdobyli na studiach,
a tymi, ktére sa im konieczne i potrzebne w codziennej pracy. Nie zawsze wiedza
jakich zadan nalezy uzy¢, aby rozwija¢ okreslone, w tym geometryczne, umiejet-
nosci uczniéw. Wskazana wydaje sie zatem taka organizacja zaje¢ na studiach
matematycznych, by studenci specjalizacji nauczycielskiej mogli spojrze¢ na ma-
tematyke szkolna z punktu widzenia matematyki wyzszej, aby widzieli powiazania
pomiedzy tym, czego sie uczg na studiach, a tym czego sami bedg nauczaé¢. Nale-
zy im mozliwie czesto stwarzaé okazje do przekladu tresci wyrazonych w jezyku
matematyki wyzszej na jezyk zrozumialy dla ucznia lub dla osoby, ktéra nie zaj-
muje sie zawodowo matematyka. A zatem, jak stusznie uwazaja Turnau (2003)
i Zeromska (2012), konieczne jest wprowadzenie zmian w ksztatceniu przyszlych
nauczycieli na studiach matematycznych. Powinno by¢ ono ukierunkowane inaczej
i zorientowane na inne cele niz ksztalcenie oséb, ktére nie beda zawodowo zajmo-
waly si¢ nauczaniem. Nie wystarczy tutaj tylko zamieszczenie w planach studiéw
przedmiotéw pedagogicznych i dydaktycznych — to ukierunkowanie powinno byé
widoczne w tresciach i metodach nauczania stosowanych na wszystkich zajeciach,
rowniez z ,czystej matematyki”.

Natomiast wielu czynnych nauczycieli matematyki, nawet jesli ma kompetencje
matematyczne i dydaktyczne na odpowiednim poziomie, to nie potrafi ich zinte-
growa¢. Tym samym nauczyciele ci nie posiadaja odpowiednich kompetencji z dy-
daktyki matematyki. Jak wynika z badan, nie zawsze oni wiedza jak organizowac
proces nauczania, aby rozwija¢ okreslone umiejetnosci uczniéow. Czesto potrzebu-
ja wsparcia w zakresie metodyki nauczania tego przedmiotu. Jednak nie moga
to by¢ zajecia w formie wyktadow, tylko warsztatow. Rozwiazywanie problemdw
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i dyskusja nad nimi ma wieksze znaczenie niz stuchanie i bierna obserwacja.

W szczegolnosei, zaréwno studenci, jak i czynni nauczyciele matematyki, na-
potkali trudnosci z doborem zadan, za pomoca ktérych mozna ksztattowaé wy-
obraznie przestrzenna ucznidéw, a jej brak moze by¢ jednym z gtéwnych powoddw
niepowodzen w nauce geometrii. Wydaje sie zatem istotne, aby inaczej organi-
zowaé zajecia z geometrii na studiach matematycznych, poniewaz dotychczasowe
sposoby nauczania sa mato skuteczne. Pewna propozycje kursu przedstawit Tur-
nau (2003). Ponadto studenci na zajeciach uniwersyteckich oraz nauczyciele na
kursach doskonalacych powinni pracowa¢ nad takimi zadaniami, ktére z jednej
strony beda rozwija¢ ich umiejetnosci geometryczne, z drugiej beda mogty by¢
przez nich wykorzystane w pracy z uczniami.

Innym, zdiagnozowanym problemem jest to, ze nauczyciele swoidcie ,,specjali-
zuja sie” w nauczaniu na konkretnym etapie edukacyjnym. Na przyklad niektorzy
uczestniczacy w badaniu nauczyciele matematyki uczacy w szkole podstawowej na-
potkali duze trudnosci w zadaniu, w ktérym mieli wskazaé, czy rozwiazujac podane
problemy matematyczne nalezy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa, czy z twier-
dzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa. Problem ten jest istotny zwlaszcza
teraz, w dobie zmian systemowych. Znaczaca grupa nauczycieli, uczacych obec-
nie w szkolach podstawowych nie jest przygotowana do nauczania matematyki
uczniéw 13-16 letnich; podobnie niektérzy nauczyciele uczacy w gimnazjach nie
posiadaja odpowiednich umiejetnosci z dydaktyki matematyki, aby nauczaé¢ tego
przedmiotu w klasach 4-6 szkoly podstawowej.
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Propozycja wyzwalania tworczosci matematycznej
studentéw przy pomocy pewnej nierownosci
funkcyjnej*

Abstract. T. Szostok and Sz. Wasowicz in (Szostok, Wasowicz, 2011) studied
the following functional inequality: |F (y) — F (z) — (y — ) f (””Tﬂ‘) | < e
stemming from the Lagrange mean value theorem. They proved that the
functon f is affine, provided f, F': R — R satisfy the above inequality for all
z,y € R. The aim of our paper is to extend the results of (Szostok, Wasowicz,
2011) to more general situations (for example, we change R to C or H).

Tomasz Szostok i Szymon Wasowicz w pracy (Szostok, Wasowicz, 2011) roz-
wazali nastepujaca nieréwnos$é¢ funkcyjng, wywodzaca sie z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci sredniej

PO -F@- -0 (52 |< 0

dla funkcji f, F': R — R i udowodnili nastepujace twierdzenie (Szostok, Wasowicz,
2011, Th. 3.2):
Jezeli funkcje f, F : R — R spelniajg (1) dla wszystkich x,y € R, gdzie ¢ jest
pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale c¢,b € R takie, ze f (x) = cx +b (z € R).
Nastepujacy lemat jest kluczowy w dowodzie powyzszego twierdzenia Lemma
2.1 (zob. Szostok, Wasowicz, 2011):

Niech f : R — R, e > 0, M > 0. Jezeli nieréwno$é |A,2Lf ()] < € jest
spelniona dla wszystkich € R, h > M to |Aif ()| < 2e dla wszystkich z,h € R.

Te i inne wyniki z artykulu (Szostok, Wasowicz, 2011) nadaja sie bardzo dobrze
do stymulowania twoérczo$ci matematycznej studentéw. Postawitem Pani Edycie
Fidyk nastepujace zadanie: uzupelni¢ i uogélni¢ wyniki z pracy (Szostok, Wa-
sowicz, 2011) na przypadek funkcji zespolonych. Realizujac to zadanie E. Fidyk

*Proposition of triggering of mathematical creativity of students by a functional inequality
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w swojej pracy magisterskiej (2014) zauwazyla najpierw, ze w przypadku rzeczy-
wistym, jesli h < 0, to |A,21f ()] = \Alzhlf (z — 2|h|)|. Dlatego zalozenie h > M
w powyzszym lemacie mozna zastapi¢ zalozeniem |h| > M, tak zmieniony lemat
jest réwnowazny lematowi wypisanemu powyze;j.

Ta obserwacja pozwala na uogdélnienie lematu 2.1 i twierdzenia 3.2 zawartych
w artykule Szostok, Wasowicz (2011) na funkcje okreslone w R lub C i przyjmujace
wartosci w R lub C. Na przyklad, jezeli f : C — C, to lematowi mozna nadac
postac:

Niech f:C — C,e >0, M > 0. Jezeli nierownosé Aif (z)| < e jest spelniona
dla wszystkich x € C i htakich, Ze |h| > M to \Aif (z)] < 2e dla wszystkich
x,h e C.

Lemat ten udowodnila Fiduk (2014) (dowéd wykorzystuje wlasnosci modu-
tu i jest zblizony do dowodu lematu 2.1 z artykulu Szostok, Wasowicz (2011))
i korzystajac z niego wykazano nastepujace:

TwiErDZENIE 1 (FIDYK, 2014, Tw. 3.2’)

Jezeli funkcje f,F : C — C spelniajg nierdwnos¢ (1) dla wszystkich z,y € C,
gdzie e jest pewng liczbg dodatniq, to istniejg stale ¢,b € C dla ktérych f (z) =
cx +b(x e C).

W swojej pracy magisterskiej E. Fidyk wykazala dwa inne twierdzenia tego
typu (2014, tw. 3.2” i tw. 3.2” ), ktére mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:

TWIERDZENIE 2
Jezeli funkcje f,F : C — R spelniajg nierdwnosé (1) dla wszystkich z, y € C,
gdzie € jest pewng liczbg dodatnig, to f jest funkcjq stalg.

TWIERDZENIE 3

Jezeli funkcje f, F : R — C spelniajg nierdwnosé (1) dla wszystkich xz,y € R,
gdzie € jest pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale ¢,b € C dla ktdrych f(x) =
cx +b(x € R).

Korzystajac z tak uogdlnionych wynikow E. Fidyk wyciagneta wnioski dla
réwnania funkeyjnego F (y) — F () = (y — x) f (L;ry) . Przypomnijmy, ze J. Aczel
(1985) wykazal | Ze jezeli K jest cialem o charakterystyce réznej od 2, to ogblnymi
rozwigzaniami réwnania %_z(y) =h(x+y) (z #vy, f,9,h: K — K) sa
funkcje f (z) = g(z) = ax® + bx + ¢, h(z) = ax + b, gdzie a,b, ¢ sa dowolnymi
stalymi z ciata K. Stad wynika, ze wszystkie rozwiazania f, F : R — R réwnania:

Fo) - F@=o-af(552) )

sq postaci: F(t) = at? + bt + ¢, f(t) = 2at + b, gdzie a,b,c sa stalymi rzeczywi-
stymi.

E. Fidyk osiagneta ten wynik inna metoda niz J. Aczel - zauwazyla, ze twierdze-
nia 1, 2, 3 pozwalaja w pelni opisaé¢ rozwiazania réwnania (2) dla funkcji okreslo-
nych na R lub C z wartosciami w R lub C. Dla przykladu, rozwazmy réwnanie (2)
dla funkcji zespolonych F; f okreslonych na C.
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Jesli funkcje FF : C — C, f : C — C spelniaja to réwnanie, to oczywiscie
|F(y) — F(z)— (y—2x) f (%) | < e dla kazdego € > 0. Stad i z twierdzenia 1
f (z) = cx + b, dlatego (2) przyjmuje postaé:

FO) - F@ =) (e 52 +0)

Po podstawieniu = 0 otrzymujemy F (y) = %cy2 +by+ F(0)idlaa= %c, 8 =0,
v = F(0)mamy F(y) = ay® + By + v, f(y) = 2ay + f.

Rozumujac, podobnie z wykorzystaniem twierdzenia 2 dochodzimy do wnio-
sku, ze funkcje f, F': C — R spelniajace (2) musza by¢ stale.

Zaprezentowane wyzej wyniki Fidyk zachecily do dalszego badania nieréwnosci
(1) i pewnych uogdlnien tej nieréwnosci. Najpierw zaobserwowalem, ze kluczowy
lemat jest prawdziwy dla funkcji F, f : H — H, gdzie H oznacza algebre kwater-
niondéw, a mianowicie:

Niech f:H — H, & > 0, M > 0. Jezeli nieréwnodé | A} f (z) | < e jst spelniona

dla wszystkich x € H i htakich, ze |h| > M to |A,21f (z)] < 2¢ dla wszystkich
x,h e H.

Podobnie jak w pracy Szostoka i Wasowicza oraz w pracy magisterskiej Fidyk
(2014) mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 4
Jezeli funkcje f,F : H — H spelniajg nieréwno$é (1) dla wszystkich z, y € H,
gdzie e jest pewng liczbg dodatnig, to istniejg stale c¢,b € H dla ktérych f(x) =
zce+b (z € H).

Dowdd. Istotnie, dochodzac w dowodzie do réwnosci y-a (x) = z-a(y) (x,y €
H), gdzie a : H — H jest funkcja addytywna i podstawiajac y = 1 mamy a (x) =
x - ¢, gdzie ¢ = a (1) . Poniewaz f (x) = a(x) + b ,to musi byé f (z) =z -c+b.

Podobne twierdzenia mozna otrzymac¢ gdy: f,F : R — H, f,F : C — H,
HF:H—R, f,F:H — C. Teraz wykaze, ze twierdzenie 4 mozna wzmocnic¢
nastepujaco.

TWIERDZENIE 5
Zatézmy, ze € >0, f, F : H — H ¢ spelniona jest nastepujgca nieréwno$é

r+y
2

|F<y>—F<x>—<y—x>f< )|<s (e,y € H) (3)

Wowczas istnieje b € H takie, ze f (x) =b.
Z twierdzenia 4 f(u) = u-c+b. Po podstawieniu nz w miejsce ;, ny w miejsce
y w (3) otrzymujemy:

F (ny) — F (nz) — (ny — nz) <W-c+b)‘ <e,

|W_%(y—x)(x+y)'c+w =2
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Stad limy, o (£ln) — Elnz)y tly—2)(y+a) c Gdy 2 =0, to

n? n?
limy,— 00 Fg:;y) = %yzc, podobnie gdy y = 0, to lim,, o FS;I) = %xzc.
Mamy wiec:
 F(y) Few), . Fly) . Flw) 1, 1,
(T T T I T T BT T et

a wiemy juz, ze 1imnﬂm(% — %) =1(y—=x)(y+x)-cidlatego
1(y—2)(y+a) c=3y*c— ta’c, astad

2 2

vie+yx-c—ay-c—atc=yic— 2’c,

yr-c—axy-c=0,
Yyr-c=zxYy-C.

Gdyby bylo ¢ # 0, to byloby yz = xy dla kazdych x,y € H, co jest sprzeczne
z nieprzemiennoscia mnozenia w H.

Uwaga 1. Funkcja G okre$lona wzorem G (z) = x - b spelnia réwnanie G (y) —
G(z)— (y—z) f () =0, oraz |[F (z) — F (0) — 2 - b < ¢ dla kazdego z € H.

Whiosek 1. Jezeli f, F : H — H spelniajg réwnanie

r+y
F-F@=@-07(3Y) @yen @
to istnieje stala b € H taka, ze f(x) = b, a ponadto F (x) = xb + ¢ dla pewnego
ce H.

Uwaga 2. Funkcje f, F : H — H postaci : F (z) = b+ ¢, f () = b dla pewnych
b, c € H, spelniajg réwnanie

FO)-F@=0-a7(25) @)

Waznym srodkiem dowodowym wymienionym przez Szostok i Wasowicz (2011)
(powtérzonym pdzniej w innej sytuacji przez Fidyk (2014)) byla mozliwo$é wy-
eliminowania - po pewnych przeksztalceniach - funkcji F z nieréwnosci (1), co
pozwolito wykorzystaé¢ kluczowy lemat w nowo otrzymanej nierownosci. Warto za-
uwazy¢, ze metode eliminacji funkcji F' uzyta przez Szostoka i Wasowicza (2011)
mozna zastosowa¢ w wielu innych sytuacjach (zob. np. Tomasz Szostok, Functio-
nal equations stemming from numerical analysis, Dissertationes Math. 508 (2015)).
Pokaze dalej, ze mozna wyeliminowac funkcje F, G w przypadku spexideryzowanej
wersji nieréwnosci (1).

LEMAT 1
Jezeli f,F,G: K — K, gdzie K € {R,C,H}, ¢ >0 oraz

FO-60-w-01(3Y)|se wyen)

to \hAif (z)] < 2¢ dla kazdego h € K.
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Dowdd. Podstawiajac w (5) y = x + h otrzymuje:

1
‘F(:z:+h)G(z)h-f(m+2h>‘§€, (6)
teraz podstawiajac w powyzszej nieréwnosci x + h zamiast x otrzymuje:

‘F(m+2h)—G(x+h)—h-f(x+gh)‘Se, (7)

|F (z+2h) —G(z+h)+F(z+h) -G x)—

h{f<x+2h>+f(x+;h)]|§2s. (8)

Podstawiajac w (5) y = x + 2h otrzymuje:
|F (x+2h) —G(xz)—2h-f(x+h)|<e, (9)

7z (8) 1 (9) (mnozac (9) pod modutem przez —1 i z nieréwnosci tréjkata) otrzymuje:

3 1
—G(x+h)+F(x+h)+h2f(x+h)—f <x+2h) —f(x+2h)]' < 3e,
(10)
ale z (5), po podstawieniu = + h zamiast y, © + h zamiast  mamy:
[F(z+h)=Gz+h)]<e (11)

Z (10), (11) (mnozac (11) pod modulem przez —1 i z nieréwnosci tréjkata)
otrzymuje:

h[2f(x+h)—f<x+2h)—f(m%—éh)]‘ﬁ%, (12)
po podstawieniu 2h zamiast h otrzymuje:
[2h[2f (2 + 2h) — f (x + 3h) — f (x+ h)]| < 4e. (13)
Stad dzielac przez 2 i podstawiajac x w miejsce x + h otrzymuje:
h[2f (x +h) = f (z 4 2h) — f (2)]] < 2e, (14)
mnozac (14) pod modutem przez —1 otrzymuje:
|hlf (z +2h) = 2f (z + ) + [ (2)]] < 2,

zatem: |hAL f (z)| < 2.
Whiosek 2. Jezeli ¢ > 0, f,F,G : K — K, gdzie K € {R,C,H } spelniajg
nieréwnosé

F -6 - -0 (32 |<s wyen) ©



[74] Edyta Fidyk, Stanistaw Siudut

to istniejg ¢, b € K takie, ze f (x) =x-c+b, x € K. Ponadto w przypadku K = H
musi byé ¢ = 0.

W dowodzie tego wniosku wykorzystamy wniosek 2.2’ (Fidyk, 2014):

» Wniosek 2.2°. Je$li dla pewnego ¢ > 0 f : C — C spelnia nieréwnos$é
|hA,QLf (z)]| < e dla wszystkich x,h € C | to istniejg funkcja addytywna a : C — C
i stala b € C takie, zZe f(x)=a(z)+b (x € C)”

Dowdéd wniosku 2. 7 poprzedniego lematu |hA,2Lf (z)] < 2¢ dla kazdych h,z €
K. Z wniosku 2,2’ (Fidyk, 2014) (ktéry pozostaje prawdziwy réwniez w sytuacji
K = H), istnieje funkcja addytywna a : K — K oraz b € K takie, ze

f@)=a(x)+b, zek (15)

Z (5) podstawiajac y = 0 mamy:

‘F(O)—G(m)—&—xf (g)( <e. (16)
Z (5) podstawiajac x = 0 mamy:
Fy)-GO) -yf ()] <= (17)

Z (5), (16), (17) otrzymujemy

rO-c+es () -ur (§) + - s (S5 <

stad i z postaci f (patrz (15)):

’F(O)—G(O)+xa(;> +xb—ya<%) —yb+ (y—x) (a (x—;—y) +b>' < 3e,
F(0) =G (0)+52-a() ~2y-a(y)+gy-a () + 1y-aly)—1o-a(@)-5z-a()]
< 3e.

Zatem: 1 ]
IF(0) =G (0) + 3y-a(x) ~ 5-a(y)] < e (18)

Podstawiajac w (18) nz w miejsce x, ny w miejsce y otrzymuje:

|F(0)—G(O)+%n2y-a(x)—%nzx-a(y)\ < 3¢,
a stad:
w—i—y-a(x)—xﬂ(yﬂ < 6%

Po przejéciu do granicy przy n — oo :

y-a(r)=w-a(y). (19)
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Zatem dla y = 1 otrzymujemy: a (x) = z - ¢, gdzie ¢ = a (1) . Pozostaje wykazad,
ze dla K = H musi by¢ ¢ = 0. Gdyby bylo ¢ # 0, to z (19) byloby: y -z - ¢ =
zy-c (x,y € H),czyliy-x = z-ydlakazdych x,y € H- sprzecznosé. Z (15) mamy
f@)=a(x)+b= z-c+b dla pewnych ¢,b € K. Zatem f (z) =z -c+b(z € K)
dla pewnych ¢,b € K. Przy czym dla K = H musi by¢ ¢ = 0.

Whiosek 3. Przy zaloZeniach poprzedniego wniosku, jezeli funkcje f,F,G spelniajg
nieréwnos$é (5), to:
f(z) =z c+b dla pewnych c,b € K, z tym, ze dla K =H musi by¢ ¢ = 0,

|F($)—G(O)—%LL’QC—LL’I)‘§E (z € K),

|G(x)—F(O)—%x20—xb\§a (z € K).

Z powyzszych nieréwnosci |F (0) — G (0)| < e oraz |F (2)—G (z)+(F (0)—G(0)| <
2e.

Niech F bedzie cialem o charakterystyce réznej od 2 lub algebra unormowang
z jedynka. Jung i Sahoo (2000) zajmowali si¢ stabilnoscia réwnania funkcyjnego

f@)—g@)=(@-y) h(z+ty),

gdzie f,g,h : F — F. W dowodzie twierdzenia 2 jest usterka — autorzy skorzystali
z przemiennosci mnozenia w F, a algebra unormowana nie musi by¢ przemienna
(zob. Jung, Sahoo, 2000, s. 795, wis — wg) — usterka jest jednak latwa do sko-
rygowania, wystarczy pisa¢ w iloczynach wspétezynniki na drugim miejscu (np.
ra, r’a, b zamiast ax, azx?, br).

Whiosek 3 wynikajacy z pracy Junga i Sahoo (2000) jest zatem — w takiej
postaci w jakiej wspomniani autorzy go wpisali — stuszny dla przemiennych algebr
unormowanych z jedynka, a po wyzej opisanej zmianie kolejnosci czynnikéw jest
stuszny dla wszystkich algebr unormowanych z jedynka. Wniosek ten dla algebr
unormowanych z jedynka mozna znacznie wzmocnié, stosujac opisang wczesniej w
dowodzie lematu 1 metode eliminacji dwéch funkeji (bez posrednictwa twierdzenia
2 (Jung, Sahoo, 2000)). Wzmocniona wersja ma nastepujaca postaé:

Jezeli F jest algebrg unormowanqg z jedynkq oraz funkcje f,g,h : F — F
spetniajg nieréwnosé

If (@) =g () = (z—y)-h(z+yll <e (z,y €F),
to istniejq stale a,b,c,d € F z ||c — d|| < e takie, Ze:
|f () —a®a—axb—c|| <e,
g (z) - ra — b — d|| <e,
h(z)=za+b
dla wszystkich © € F.

Obserwacja ta sugeruje mozliwos¢ przeniesienia wynikéw opisanych wczesniej
na funkcje okreslone na algebrze unormowanej z jedynka i przyjmujace wartosci
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w tej algebrze. Wypisanie stosownych uogélnien i sprawdzenie wszystkich szcze-
géléw dowodowych jest dobra zacheta do twoérczosci matematycznej studentéw
wyzszych rocznikow studiow matematyki.
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O pewnej implikacji*

Abstract. The purpose of this paper is to show how the process of proving
a theorem in different ways or proving generalized versions of the theorem,
after learning one its proofs, influences the development of the skills of pro-
ving theorems and analysing proofs by the students of mathematics. To
illustrate this process we use an elementary theorem about numbers and its
generalizations, giving fourteen proofs. Proving theorems we use methods
and facts which are available to high school students.

1. O pewnej implikacji

W ostatnich latach w kilku powazniejszych materiatach, kierowanych do na-
uczycieli matematyki z gimnazjéw i szkél ponadgimnazjalnych (Guzicki, 2013),
znalez¢ mozna wiele argumentéw za tym, ze nalezy uczy¢ dowodzenia twierdzen,
uczy¢ analizowania dowodéw (trudnych do odkrycia czy tylko zrozumienia, a prze-
ciez znanych od setek, a nawet tysiecy lat). Dydaktycy matematyki zawsze podkre-
§lali rozliczne wartosci tego celu nauczania matematyki, ale byt on bardzo skromnie
artykutowany w podstawach programowych tego przedmiotu i programach naucza-
nia, bo ,,budzil strach” u uczniéw (a moze i nauczycieli).

Zadan problemowych bylo i jest bardzo mato w wigkszosci podrecznikdw i zbio-
réw zadan. Z naszych doswiadczen nauczycielskich wynika, ze dostrzeganie pro-
bleméw, stawianie hipotez jest aktywno$cia matematyczng dostepna nawet dla
przecietnie uzdolnionego matematycznie ucznia. Jak pieknie pisze Jarostaw Gor-
nicki na oktadce ksiazki ,,Okruchy matematyki”: , Sztuka jest mowi¢ o matematy-
ce w sposéb zrozumialy. Sztuka jest dostrzec niebanalny problem. Sztuka jest go
rozwigzaé ,elementarnie” (Gornicki, 1995). Historia matematyki pokazuje, ze po
postawieniu problemu, po sformulowaniu hipotezy, uptywalo zwykle kilka (kilka-
nadcie, kilkaset) lat do jej rozstrzygniecia. Pojawialo si¢ twierdzenie, jego dowdd,
a nieraz kilka dowodow w réznych czesciach $wiata. Nie martwmy sie¢ wiec, ze nasi

*On some implication
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 39B27, Secondary: 12J15
Key words and phrases: homographic function, inequality
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uczniowie z pokora pochyla¢ sie beda nad zadaniami problemowymi, nad zadania-
mi ,na dowodzenie” i ,z marszu” nie znajda rozwiazania.

Bardzo cenne dla wzbogacenia wiedzy i rozwoju umiejetnosci matematycznych
jest analizowanie réznych dowoddéw tego samego twierdzenia, znanych z litera-
tury (tez z Internetu). Przemyslanych materialéw dydaktycznych, ulatwiajacych
realizowanie tego celu nauczania, wlasciwie nie ma w podrecznikach szkolnych,
a nauczyciele - pasjonaci - musza sami ich szuka¢ (Gérowski, Lomnicki, 2012, Ko-
urliandtchik, 2002). Piszemy szukaé, bo jeden nauczyciel (matematyk) w krétkim
czasie roznych dowodow nie wymysli. Autor jednego dowodu na ogdt nie moze sie
od niego oderwaé, dopdki go nie zapomni. A sztuka szybkiego zapominania czeka
jeszcze na jej odkrycie. Czasem kilkanascie elementarnych dowodéw jednego twier-
dzenia uzyskiwali dydaktycy matematyki na jakiej$ konferencji, proszac kolegéw,
by w wolnym czasie zajeli sie znalezieniem rozwiagzania (rozwiazan) zaproponowa-
nego problemu.

W tym artykule chcieliSmy daé¢ material do analizowania réznych drég rozumo-
wania, do analizowania tekstu matematycznego, do analizowania, ktore prowadzi
tez do odkrycia twierdzen. Material ten moégtby byé - naszym zdaniem - wyko-
rzystywany w procesie ksztalcenia przyszlych nauczycieli matematyki, a nawet
w szkotach nizszych szczebli.

W czasopi$émie Matematyka w kilku artykulach (Bednarek, 2006, Janowicz,
2006) zamieszczono trzy dowody implikacji:

S N S B
b+c+d b+c+a b+c

<0, (1)

(gdzie a,b,c,d e R, b+c+d#0,b+c+a#0, b+c#0)
oraz wyrazono nadzieje, ze uda si¢ znalezé prostsze jej uzasadnienie.
W tym artykule podamy kilkanascie innych dowodéw implikacji (1).
Przyjmijmy oznaczenie z := b+ ¢. Przy nim implikacja (1) jest réwnowazna
implikacji
z+d LA T+a

>1= (a+d)x <0. (2)
W implikacji (2) i w calym artykule pomineliémy oczywiste zalozenie, ze wyrazenia
wystepujace w tekscie maja sens.

Wykazemy najpierw

LEMmAT 1
Jez'eli#_d>1i$>l, to ad > 0.

7 zalozen wynika, ze a # 01 d # 0, wiec i ad # 0.
Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze ad < 0. Stad

(a>0id<0)lub (a<0id>0).
Gdya>0id<0,tox+d>0(bo {5 >1), zatem

z>—d, x>0, z+a>0,
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a skoro p
Tra > 1,
to
d>0.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze przypadek a > 0 i d < 0 zaj$¢ nie moze.
7 ,symetrii” zatozen wnioskujemy, ze przypadek a < 0 i d > 0 tez nie moze zajsc.
Tym samym dowdd lematu 1 zostal zakoniczony.

Przedstawimy teraz kilkanascie dowodéw implikacji (2) (jak zaznaczyliSmy
réwnowaznej implikacji (1)), czyli w istocie dowodéw nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 1
Jezelia,b,x € R, 2 +a#0,z+d#0 oraz d>lzm>1to(a+d)aj<0

W dowodach (I) - (XIII) bedziemy korzystali z lematu 1.

Dowc')d (I) W przypadku a>01id> 0 oczywiscie a + d > 0, a z zalozenia

x+d a:+
x<a—d1x<d—aoraz 2x<0 x<0 zatemostateczme (a+d)x < 0.

+d>11 — > 1 otrzymujemy x+d < 0,
r+a<0,a<z+did<z+a. St@dx>a—d1x>d—a wiec x > 0, zatem
ostatecznie (a + d)z < 0.

To konczy dowdd twierdzenia 1.

Dowéd (II). Przypusémy, ze (a + d)z > 0. Z zalozenia %7 > 11 F > 1
otrzymujemy kolejno
ad o1 ad o1
(z+d)(z +a) "2+ (at+d)z+ad "
Ale (a+d)x > 01 ad > 0, wiec
ad <1
22+ (a+d)z+ad ~
Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod.
Dowdéd (III). Z zalozenia 55 > 11 m > 1 dostajemy #‘fl)gﬁad > 1.
Ale ad > 0 (zlematu 1) i 22+ad > ad, wigc skoro Wﬂ)mﬂd > 1, to (a+d)x < 0.

Dowod (IV) W przypadku a > 0i d > 0 oczywiscie a + d > 0, a z zalozenia
T+d 7:+a > 1 dostajemy a >x+d>0o0razd >xz+a>0.Stada >z +d >
+ (z + a), wiec x < 0 i ostatecznie (a —|— d)x < 0
W przypadku a < 01id < 0 z zalozenia + >1i-—== > 1ldostajemy a < x+d <0
oraz d < z+a < 0. Stad a < z+d < z+(z+a), WIQC 0 < x i ostatecznie (a+d)z < 0.
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d

747a > 1 otrzymujemy 0 < wTer <1

Dowéd (V). Z zalozenia 95 > 11
i0< % < 1, a stad kolejno

z+d zx+a

0< + <2

d 3

242424249
a a d d 7

Ty (e d
a d d a)

Poniewaz A + + > 2.dla A > 01 % > 0 (to tez z lematu 1), to £ + 2 < 0
i(Z+2)ad <0. Stad (a+d)z < 0.

Dowdd (VI). Z zalozenia wa > 1i m > 1 dostajemy kolejno:

1§<d_a
a d d ’
£<a—d+d—a §+§<—(a—d)2
a d a d 'a d ad
Ale ad > 0, wigc dalej £ + & < 0, stad ostatecznie (a + d)z < 0.

Tz +d . T +a z a—d .

0< <1i0< <1,-<
a

X

Dowéd (VII). Z zalozenia 5 > 11 ﬁ > 1 otrzymujemy 0 < $T+d <1

i0< % < 1. St@dw < 1, ale ad > 0, zatem 2% + (a + d)z < 0, wigc
(a+d)x <0.

Dowéd (VIII). Z zatozenia —¢— > 11 - > 1 dostajemy kolejno:

m+
d x+d r+a
O<i<lio<z+a<1, o T <1,
a d 2
d 24 2 d —d)?
(@tdeta+d | (atdetla—d?
2ad 2ad

ale ad > 0, wigc (a + d)x < 0.

Dowéd (IX). Z zalozenia 95 > 11 T > 1 otrzymujemy

€T

x+d n r+a <9
a
stad
_ 2
(a+d)z+ (a—d) <o
ad
Zatem ostatecznie (a + d)x < 0.
Dowéd (X). Z zalozenia —% > 11 m > 1 dostajemy kolejno:
ad >1adf(x+d)(x+a)>0’

(x+d)(z+a) " (z+d)(x+a)
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—22 — (a+d)x
(x+d)(z+ a)
Potraktujmy ostatni warunek jako nieréwnosé¢ o niewiadomej x; zbior jej rozwiazan

odczytamy ze schematu graficznego.
Gdy a > 0,d > 01 a # d ten schemat jest przedstawiony na rysunku 1.

>0,—z(z+a+d)(z+a)(z+d) >0

i W .
7 N

Rys. 1

Gdy a > 0,d > 0 i a = d ten schemat jest przedstawiony na rysunku 2.

/ZG y o\

Rys. 2

Pozostale dwa przypadku (schematy) a < 0,d <0ia# doraza < 0,d<0ia=d
przedstawione sg na rysunkach 3 i 4.

I 4. W W
AT A=

Rys. 3 Rys. 4

Te cztery sytuacje wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Zauwazamy, ze w kazdej z roz-
wazonych sytuacji (a + d)z < 0.

Dowéd (XI). Okreslmy funkcje homograficzne hq, he wzorami:

—x+a—d —rx+d—a
h =——— h =
1(@) x4+d 2(7) z+a
Zauwazmy, ze uklad zatozen
a . d

>1i >
T +d T +a

jest rownowazny uktadowi warunkéw

hl(I) >01 hg(l‘) > 0.
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Z lematu 1 wynika, ze a i d sa tych samych znakéw. Nie zmniejszajac ogdlnosci
rozumowania mozna przyjac, ze a > d.

Gdy a > 01id > 0, to szkic wykresu funkcji homograficznej hs jest nastepujacy
(rys. 5 dla a # d; rys. 6 dla a = d).

Rys. 5 Rys. 6

7 zalozenia hs(x) > 0 wynika, ze ¢ < 0, a stad (a + d)x < 0 (poniewaz
a+d>0).
Gdy a < 01id < 0, to szkic wykresu funkcji homograficznej h; jest nastepujacy
(rys. 7dla d # a; rys. 8 dla d = a):

Rys. 7 Rys. 8

Z zalozenia hi(x) > 0 wynika, ze © > 0, a stad (a +d)x < 0 (poniewaz a +d < 0).
To koniczy dowdd twierdzenia 1.

Dowéd (XII). Okreslmy funkcje f i g wzorami f(z) = £t2=4 g(z) = zHd=2

Zauwazmy, ze uktad zatozen x_‘f_ 7 > 11 255 > 1 jest rownowazny ukladowi warun-
kéw —1 < f(z) <01 -1 < g(z) <O0.

Z lematu 1 wynika, ze a i d sa tych samych znakéw. Ze wzgledu na ,symetrie”
zalozen, nie zmniejszajac ogdlnosci rozumowania, mozna przyjaé, ze a > d.

Gdy a > 01 d > 0, to szkic wykresu funkcji f jest nastepujacy (rys. 9 dla d # q;
rys. 10 dla d = a):
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Rys. 9 Rys. 10

Z zalozenia f(x) < 0 wynika, ze z < 0, a stad (¢ + d)x < 0 (poniewaz a + d > 0).
Gdy a < 01id < 0, to szkic wykresu funkcji g przedstawiaja rysunki 111 12 (rys. 11
dla a # d; rys. 12 dla a = d).

a-d X : L

Rys. 11 Rys. 12

Z zalozenia g(x) < 0 wynika, ze z > 0, a stad (a + d)x < 0, poniewaz a + d < 0.
To konczy dowdd twierdzenia 1.
d
) > 1,

Dowéd (XIII). Z zalozenia _$5 > 11 ﬁ > 1 otrzymujemy (“_aaw

a stad w < 1 1lub tez (z + a)(x +d) < ad (poniewaz ad > 0). Przy
oznaczeniu k(z) = (x+a)(z+d) ostatnia nieréwnosé przyjmie postaé k(z) < k(0).
Szkicujac wykres funkcji kwadratowej k w przypadkach:

i)a>0,d > 0,ii)a < 0,d < 0 wnioskujemy, ze skoro k(z) < k(0), to (a+d)z < 0.

Dowdd (XIV). W tym dowodzie skorzystamy ze znanej i latwej do uzasad-
nienia implikacji
e} v a a+y
« JeR — < - = — < < —. 3
Z zalozenia —f5 > 11 ﬁia > 1 otrzymujemy 0 < IT'"d <1,0< ’%‘a < 1. Ponadto
aizx+doraz dix+ asatych samych znakéw. Ze wzgledu na ,symetrie” zalozen
wystarczy rozwazy¢ trzy przypadki:

1=




[84] Jan Goérowski, Adam tomnicki

l.a>0iz4+d>0id>0iz+a>0,
2.a<0iz+d<0id>0iz+a>0,
3.a<0iz+d<0id<0iz+a<O0.

W przypadku 1. korzystajac z (3) oraz zalozen mamy

2 d 2
0< crratd <1, astad =% <01 ostatecznie (a+d)z <0.
a+d a+d
W przypadku 2. z zalozenia mamy 0 < %;d < 1,0 < ”%:a < 11 dalej po

Z < 1, a wiec sprzeczno$é¢. Oznacza to, ze przypadek 2.

skorzystaniu z (3): 0 < §=
zaj$¢ nie moze.
W przypadku 3. z zalozen uzyskujemy 0 < =2=4 < 1,0 < =222 < ],

—a —d
Korzystajac teraz z (3) dostajemy 0 < _{za;fd_d < 1, a stad :ffd < 0. To oznacza,

ze (a+d)z < 0.

d
z+a

Dowéd (XV). Zauwazmy, ze uklad warunkéw —4- > 11 > 1 jest réw-
nowazny ukladowi

d
Tt <110<x;a

0< <1

Stad otrzymujemy kolejno:
2 2
<ac—|—d) <1 <x+a) <1
a d
<z+d)2 <x+a)2
+ < 2,
a d

d®2? + 2d3z + d* + a?2? + 2a3z + a* < 2424,
(a® + d*)z? + 2(a® + d*)z < —(a® — d?)?,
(a+d)(a* — ad + d*)z < 0,

1 3
(a4d)| (a—=d)* + =d* |z <0,
2 4
z(a+d) <0.
Uwaga 1: Analizujac dowod XI otrzymujemy
LEMAT 2

Jeslia > 0,d > 0,a >d, to #ia > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—a,d — a). Jesli

a<0,d<0,a>d,to ;55 >1 wtedy i tylko wtedy, gdy = € (a — d, —d).

Z lematu 2 wynika wprost implikacja (2).
Uwaga 2: Analizujac dowody VI lub VIII lub IX twierdzenia 1 mozemy za-
uwazy¢, ze prawdziwa jest implikacja
a >
r+d

Obserwacja ta prowadzi do nastepujacego wzmocnienia twierdzenia 1.

11
T+ a

>1=ax(a+d)+(a—d)? <0 (4)
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TWIERDZENIE 2
li g > 14 +a > 1, tox(a+d)+ (a—d)? <0.

T

Uwaga 3: Adaptujac rozumowanie podane w dowodzie II oraz w dowodzie
lematu 1 mozna uzasadnié¢ nastepujace implikacje

d
Jeielia,ﬁel&mﬁ_'_d>lim>l, to z(aa + pd) < 0

@51
—_— i
"2+ Bd x+ oa

Jezeli o, B € Ry, af > 1 > 1, to z(aa+ pd) <0

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 3
Jezelia, B ERy iaf > 1 oraz 55 > a i m > 6, to (a+d)x < 0.

Rozumujac podobnie jak w dowodzie lematu 1 mozna uzasadnié, ze

ad > 0. Z zalozen m >l x+a > [ dostajemy kolejno
ad
e — > s
@rd@ta P
ad — af(z? + (a + d)z + ad)
> 0,
(z +d)(x +a)
(—apBz? —ad(af — 1)) — aB(a+ d)x 50
(x+d)(z+a) '
Poniewaz ad > 0, to (z + d)(z + a) > 0. Istotnie, z zalozen - > a i m >
mamyx%rd>01m>0 a stad (z + d)(z 4+ a) > 0.
Ponadto
—afr? —ad(af — 1) — aB(a+d)z > 0, ale af > 1,
wiec
(a+d)x <0,
gdyz

—afz? —ad(af —1) <0,

To konczy dowdd twierdzenia 3.
Uwaga 4: Zauwazmy, ze zalozenie a8 > 1 w twierdzeniu 3 jest istotne. Dla
a—ﬂ—ﬁoraza:d>Oix:0,0lamamybowiemﬁ_d >a,$ > B
i(a+d)z>0.
Uwaga 5: Analizujac dowody I lub XTI lub XII lub dowéd lematu 2 dostajemy

TWIERDZENIE 4
Jezeli 2= > 10 4= >1, to x> > (a —d)>.

I jeszcze jeden dowod twierdzenia 4.

Z zalozen ;15 > 11 ﬁ > 1 dostajemy kolejno:
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d
0<Zt% 102 oy
a d

(1-25) (- 5) >

—z+a—d —z—(a—d)
a d
2% — (a —d)?
ad
Poniewaz ad > 0 (na mocy lematu 1), to 2% > (a — d)?.
Konczy to dowdd twierdzenia 4.
Wstawienie w twierdzeniu 4 w miejsce x sumy b + ¢ daje natychmiast

>0,

> 0.

TWIERDZENIE 5

Jezeli jrorg > 1 b+f+a >1, to (b+c+a—d)(b+c+d—a) >0 oraz mig:ff > 0.

Przeprowadzenie dowodu twierdzenia 5 bez zebrania do$wiadczen przy dowodzeniu
twierdzenia 1 byloby - naszym zdaniem - doé¢ trudne.
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Izabela Jézwik, Matgorzata Terepeta
Symbolika matematyczna zwigzana z pojeciem
funkcji*

Abstract. Mathematical texts are characterised by the occurrence of specific
symbols. They may be letters (as applied, for example, by Euclid), number
symbols or graphic signs with context-independent meaning. Mathematical
symbols store knowledge of previous generations that provides frameworks
with which to examine history of mathematical problems. In this paper, we
deal with symbols related to the concept of function and related concepts like
limit, and some other set theoretical or logical concepts. We focus on sym-
bols that have survived unchanged into the present day and are commonly
used. In part, we rely on the well-known book by Florian Cajori, “History
of Mathematical Notations”, first published in 1928-1929. Since mathemat-
ical notation is still growing, we also present symbols emerged after [Cajori
1928-1929].

Wstep

Jedng z charakterystycznych cech matematyki jest stosowanie symboli. Czesé¢
z nich jest oznaczeniem literowym (takim, jakie stosowal na przyklad Euklides
w swoich Elementach (Fitzpatrick, 2008); (Blaszczyk, Mréwka, 2013) lub ma
charakter numeryczny (np. wszelkie znaki stuzace do oznaczania liczb). W niniejszej
pracy pod pojeciem symbolu matematycznego bedziemy rozumie¢ powszechnie
stosowany i utrwalony znak graficzny, ktéry zawiera w sobie pewien zasob wiedzy
utrwalonej przez kilka generacji, za$ jego znaczenie nie zalezy od kontekstu, w kto-
rym symbol ten si¢ znajduje.

W pracy chcemy przedstawi¢ symbole i pojecia dotyczace funkcji lub blisko
z nig zwiazane (granica, pewne terminy z zakresu teorii zbioréw czy logiki). Skon-
centrujemy si¢ na tych symbolach, ktére w niezmienionej formie przetrwaly do
dzi$ i sa stosowane na calym Swiecie. Cze$¢ przedstawionych informacji nie jest
nowa. Mozna je znalezé w wielu opracowaniach, np. w klasycznej pracy Floriana

*Mathematical notation related to the concept of function
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 01A05; Secondary: 01A60
Key words and phrases: mathematical symbol, function, limit, q.e.d.
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Cajori (Cajori, 1993). Przytaczamy je, aby dokladniej opisaé, jak tworzyla sie
wspolczesna symbolika matematyczna oraz podkreslié, ze jest ona zywym, ciggle
rozwijajacym sie jezykiem. Wyzej wspomniana ksiazka Cajori zostala po raz pier-
wszy wydana w 1929 roku i od tej pory powstalo wiele nowych oznaczen. Niektére
z nich przedstawimy w niniejszej pracy.

1. Funkcja

Wedlug Youschkevitch (1976) rozwdj pojecia funkcji mozna podzielié na trzy
etapy:

e starozytnos¢, nie byto wowczas formut algebraicznych, doktadnych algoryt-
mow, wyrazen analitycznych; rozwazano poszczegdlne przypadki zaleznosci
pewnych dwéch wielkosci bez wprowadzenia ogdlnego pojecia zmiennej i funk-
cji,

o $redniowiecze, w ktérym ogdlne pojecia zostaly wyrazone nie poprzez wzér,
ale poprzez stowny opis, wykres lub tablice, najczesciej w praktycznych za-
stosowaniach, np. w zagadnieniach geometrycznych i mechanicznych,

e okres od konca XVI wieku, gdy zaczely przewazac¢ analityczne sposoby przed-
stawiania funkcji (za pomoca sum nieskoriczonych szeregéw potegowych).

W Kleiner (1989) przedstawiony jest poglad, ze gléwnym powodem braku jasno
sformulowanego pojecia funkcji w starozytnosci i sSredniowieczu byl przede wszyst-
kim brak wymagan wstepnych oraz symboliki. Druga przyczyna stanowil niedo-
statek motywacji wprowadzenia abstrakcyjnych poje¢. Dopiero w wiekach XV-
XVII doszto do takiego rozwoju matematyki, ktéry okazat sie¢ fundamentalny dla
wprowadzenia koncepcji funkcji. Wprowadzono w tym czasie liczby rzeczywiste
i zespolone, powstawala symboliczna algebra (np. Viete, Kartezjusz), rozwazania
dotyczace ruchu staly sie podstawowym elementem nauki (np. Kepler, Galileusz),
doszlo do polaczenia algebry i geometrii (np. Fermat, Kartezjusz). Jednym z fun-
damentalnych dziel tego okresu byl traktat matematyczny Geometria Kartezjusza.
Poczatkowo byl on czedcia rozprawy Discours de la Méthode pour bien conduire sa
raison, et chercher la vérité dans les sciences, plus la Dioptrique, les Météores et la
Géométrie qui sont des essais de cette Méthode ! wydanej w 1637 roku w Lejdzie.
Dzielo zredagowane w jezyku francuskim nie osiagneto wielkiego sukcesu. Dopiero
oddzielenie Geometrii i opublikowanie jej w jezyku tacinskim w 1649 roku spotkato
sie z szerokim odzewem. Nowoscia tego dzieta bylo powiazanie krzywej z réw-
naniem wielomianowym. Kartezjusz definiowal krzywe jako zbiér przecie¢ dwoch
poruszajacych sie krzywych, a kazdy punkt przeciecia opisywal réwnaniem (2, y),
przy czym zakladal, ze na otrzymanej w ten sposéb krzywej nie ma punktéw in-
nych, niz opisane tym réwnaniem. Mimo, ze Kartezjusz powiazal ruch z rownaniem
algebraicznym, to nie widzial zwiazku miedzy definicja krzywej (np. poprzez prze-
cigcia krzywych lub za pomoca mezolabium) i jej réwnaniem. Jednakze po raz

Rozprawa o Metodzie, w celu prawidlowego kierowania swym rozumem i poszukiwa-
nia prawdy w naukach oraz Dioptryka, Meteory i Geometria, ktére sq esejami tej Metody
(wg Blaszczyk, Mréwka, 2015)
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pierwszy krzywa rozumial nie jako linie ciagla (tak, jak to bylo u starozytnych
Grekow) a jako obiekt zlozony z punktéw opisanych para liczb (z,y).

Idee Kartezjusza byty rozwijane przez wielu matematykow i staly sie inspiracja
do wprowadzenia pojecia funkcji. Wedlug Kleiner (1989) kluczowym momentem
bylo wprowadzenie zmiennej i wyrazanie relacji pomiedzy zmiennymi za pomoca
rownarn. Poniewaz nie bylo rozréznienia pomiedzy zmienng niezaleing a zmienng
zalezng, wiec podawane réwnania nie byly rozumiane jako funkcja, ale jako zwiazek
pomiedzy dwiema wielkosciami tak, jak to przedstawiatl Kartezjusz.

Wydaje sie, ze potrzeba zdefiniowania funkcji pojawila sie dopiero w XVII
wieku. Wtedy dzieki dwém matematykom: Gottfriedowi Wilhelmowi Leibnizowi
(1646 - 1716) oraz Izaakowi Newtonowi (1642 - 1727) powstal dzial matematyki,
ktory dzi§ nazywamy rachunkiem rdzniczkowym i calkowym (polskie nazwy wpro-
wadzil Jan Sniadecki (1756 - 1830), na $wiecie w powszechnie uzywane sa nazwy
pochodzace od Leibniza: calculi differentialis, calculi integralis). Stowo funkcja
pojawito sie po raz pierwszy w 1673 roku w pracy Methodus tangentium in-
versa, seu de fuctionibus (Metoda stycznych odwrotna, czyli o funkcjach) napisanej
przez Leibniza (wg. Kline, 1972, s. 340). Leibniz stosowal je majac na uwadze
relacje miedzy krzywymi oraz stycznymi. Uwazal, ze jest to wielko$¢, ktéra spetnic¢
szczegdlne zadanie. Kilka lat pézniej, w 1694 roku w Nova Calculi differentialis...
Leibniz (1694) Leibniz uzywal stowa funkcja definiujac ja jako

J’appelle fonction un segment de droite déterminable exclusivement
a partir de droites menés entre un point fixe et un point donné de la
courbe et de sa courbure?.

W tym czasie znane juz byly pojecia: stala, zmienna, wspélrzedna, parametr. Uzy-
wano ich np. w de 'Hépital (1696). W tym samym 1694 roku, Johann Bernoulli
(1667 - 1748) w liscie do Leibniza napisal, ze funkcja to ilosé¢ jakos utworzona
ze zmiennych @ stalych. Dopiero w 1698 roku, w innym lidcie do Leibniza, Jo-
hann Bernoulli pierwszy raz uzy! slowa funkcja w sensie analitycznym, tzn. opisal
funkcje jako jedno wyrazenie ztozone z liczb oraz dziatan arytmetycznych dodawa-
nia, odejmowania, mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania, przy czym
dopuszczone byly szeregi nieskoniczone i granice. W 1718 roku Bernoulli prébowat
sprecyzowaé co nalezy rozumieé¢ pod pojeciem funkcji. Uwazal, ze jest to zwiazek
pomiedzy dwiema wielkoSciami: zmienna i druga, ktora wyraza jakas zalezno$é¢ od
tej pierwszej (Bernoulli, 1718, s. 108):

On appele ici fonction d’une grandeur variable, une quantié composée
de quelque maniére que ce soit de cette grandeur variable et de con-
stantes®.

Proby precyzyjnej definicji funkeji byty podejmowane przez wielu matematykow
i w 1779 roku, w angielskiej encyklopedii (Chambers’ Cyclopedia) pojawito sie
hasto:

2Funkcjg nazywam czesé linii prostej, ktéra jest odcinana prostymi liniami wytacznie za po-
mocyg ustalonego punktu oraz punktu krzywej, ktory jest dany wraz ze stopniem krzywizny.
Wszystkie ttumaczenia, o ile nie jest inaczej zaznaczone, pochodza od autorek artykutu.

3Funkcja wielkosci zmiennej nazywa si¢ wielkoéé liczbows, zestawiong, w dowolny sposéb z owej
wielkosci zmiennej i stalych (ttum. Duda (2015)).
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The term function is used in algebra, for an analytical expression any
way compounded of a variable quantity, and of numbers, or constant
quantities?.

Leibniz i Bernoulli uzywali réznych oznaczen na funkcje. Bernoulli oznaczal ja
litera n, za$ zmienna litera z, potem funkcje litera X zas zmienna &, zas jej wartosc
dla tej zmiennej symbolem £X. W 1697 roku napisal do Leibniza (wg. Cajori, 1993,
vol. 2, s. 267):

for denoting any function of a variable quantity x, I rather prefer to
use the capital letter having the same name X or the Greek &, for
it appears at once of what variable it is a function; this relieves the
memory®.

W odpowiedzi, Leibniz zauwazyl, ze jesli jest kilka funkcji zaleznych od tego
samego x, to mozna je dla ulatwienia ponumerowaé (wg. Cajori, 1993, vol. 2,
s. 268). Od 1718 roku Bernoulli uzywal litery ¢, aby oznaczy¢ funkcje, a jej wartosé
dla zmiennej z oznaczal pz. Az do 1734 roku nie pisano argumentu funkcji w naw-
iasach, ani nie uzywano litery f jako nazwy funkcji. Dopiero w 1734 roku Leonhard
Euler (1707-1783) wprowadzil symbol f(z), w swojej pracy (1740, s. 186, 187)
napisal:

Si f(% +¢) denotet functionem quamcunque ipsius 7 + cS.
W tym samym czasie Alexis Claude de Clairault (lub Clairaut) (1713-1765) i Jean
le Rond d’Alembert (1717-1783) funkcje zmiennej x oznaczali przez Iz, @z, px
lub Az, bez nawiaséw przy argumentach, zas d’Alembert nawiasy zaczal stosowaé
w swoich pracach dopiero w 1754 roku.

Oczywidcie te oznaczenia nie od razu sie przyjely. Matematycy czesto stosowali
swoje wlasne, ale coraz czesciej w literaturze mozna bylo spotkaé¢ mala litere ozna-
czajaca funkcje i w nawiasach jej argument. Natomiast nie zajmowano sie zupelnie
dziedzina funkcji (jako zbiorem) i zbiorem wartosci funkcji. W 1888 roku Richard
Dedekind (1831 — 1916) sformulowal definicje funkcji jako ,przeksztalcenie zbioru
S w inny zbiér”. W [ Abbildung einer Menge” Dedekind (1887, s. 10-11) napisal:

Unter einer Abbildung ¢ einer Menge S wird Gesetz verstanden, nach
welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein bestimmtes Ding
gehort, welches das Bild von s heifit und mit ¢(s) bezeichnet wird;
wir sagen auch, dafl ¢(s) dem Element s entspricht, dai ¢(s) durch
die Abbildung ¢ aus s entsteht oder erzeugt wird, dal s durch die
Abbildung ¢ in ¢(s) ubergeht”,

4Termin funkcja jest stosowany w algebrze na wyrazenie analityczne zlozone ze zmiennych,
liczb lub stalych wielko$ci.

Saby oznaczyé dowolna funkcje zmiennej z, wolatbym uzywaé wielkiej litery majacej te sama,
nazwe X lub greckiej &, poniewaz od razu widaé, co jest zmienna, a co funkcja; tatwiej jest to
zapamietac.

(’f(g +c) oznacza funkcje zalezng od 7 +c.

"Przeksztalceniem ¢ na zbiorze S nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi tego
zbioru pewnego obiektu, ktéry bedziemy nazywaé obrazem s i oznaczaé ¢(s); bedziemy réwniez
méwili, ze ¢(s) odpowiada elementowi s, tzn. ¢(s) generowany jest z s przez przeksztalcenie .
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powolywal sie przy tym na prace Petera Gustava Lejeune Dirichleta (1805-1859)
z roku 1879, do ktérej napisal wstep. Warto tu wspomnieé¢ o funkcji nieciaglej
w kazdym punkcie, ktérg zawdzieczamy Dirichletowi: przyjmuje ona warto$é¢ c
na zbiorze liczb wymiernych i warto$é d na zbiorz liczb niewymiernych (Dirich-
let, 1829, s. 10). Dedekind nie uzywa jeszcze pojeé dziedzina, przeciwdziedzina,
ale wprowadza nazwe obraz (Bild), jako zbidr wszystkich wartosci ¢(s) dla s € S
i oznacza go przez ¢(S). Ponadto, postuguje sie takze nazwami: funkcja identy-
cznosciowa (identysche Abbildung), iniekcja (iniektive Abbildung), bijekcja (bijek-
tive Abbildung). Dedekind zdefiniowal takze zlozenie funkcji, ktére przy podanych
nizej oznaczeniach zapisywal w postaci ¢ - ¢ lub ¥:

Ist ¢ eine Abbildung einer Menge S, und ) eine Abbildung des Bildes
S’ = p(S), so entspringt hieraus eine aus ¢ und ¢ zusammengesetzte
Abbildung © von S, welche darin besteht, dafl jedem Elemente s von
S das Bild ©(s) = ¥(s") = ¥(p(s)) entspricht, wo wieder ¢(s) = s’
gesetzt ist®.

Warto zauwazy¢, ze Dedekind wiedzial, iz kolejnos¢ zlozenia jest istotna i ztozenie
funkeji w odwrotnej kolejnosci nie musi istnie¢ (Dedekind, 1887, s. 11).

W czasach Dedekinda nie uzywano jeszcze symbolu strzatki. Aby podkreslié
fakt, ze funkcja f dziala ze zbioru X w zbiér Y najczesciej pisano wéwcezas f(X) c
Y. Dopiero w 1939 roku czlonkowie grupy Nicolas Bourbaki’ po raz pierwszy
zastosowali oznaczenie: x — f(x) (1939, s. 4), za$ rok pdzniej, w 1940 roku Witold
Hurewicz (1904-1956) wprowadzil strzatke — jako przyporzadkowanie zbioréw X
1Y za pomoca funkcji f i napisal f: X - Y (1940, s. 61). Mozna uznaé, ze od tego
momentu zapis ten zaczal sie upowszechnia¢, chociaz poczatkowo w ksigzkach
i artykutach dodawano wythumaczenie, jak nalezy go rozumie¢. Jeszcze w 1971
roku Saunders Mc Lane (1909-2005), w swojej ksiazce Categories for the working
mathematician (1971, s. 10), pisal:

Each arrow f: X — Y represents a function; that is, a set X, a set Y and
a rule x — fx which assigns to each element x € X an element fz €Y
whenewer possible we write fx and not f(x) omitting unnecessary

parentheses!?.

Na stronie 29 tej samej ksiazki dodat:

The fundamental idea of representing a function by an arrow first ap-
peared in topology about 1940, probably in papers or lectures by W.
Hurewicz [...]. His initiative immediately attracted the attention of R.

8 Jezeli ¢ odwzorowuje element s zbioru S, za$ 1 jest przeksztalceniem obrazu S’ = ¢(S), to
na zbiorze S tworzy sie z funkcji ¢ i 1) zlozenie ©, ktére jest obrazem elementu s z S ©(s) =
¥(s') = ¥(p(s)), gdzie p(s) = -

Stowarzyszenie Nicolas Bourbaki powstalo w 1935 roku i nalezeli do niego m.in. Henri Car-
tan, René de Possel, Jean Dieudonné, André Weil, Claude Chevalley oraz Szolem Mandelbrojt.
Zadaniem stowarzyszenia bylo przedstawianie stanu 6wczesnej wiedzy matematycznej w sposéb
jak najbardziej usystematyzowany i precyzyjny.

10Kazda strzatka f: X — Y oznacza funkcje; to znaczy zbiér X, zbiér Y oraz przeksztalcenie
z — fx, ktére przyporzadkowuje dowolnemu elementowi z € X pewien element fx € Y jesli to
mozliwe, bedziemy pomijaé¢ zbedne nawiasy i pisa¢ f zamiast f(x).
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H. Fox and N. E. Steenrod, whose paper used arrows [...]. The arrow
f X - Y rapidly displaced the occasional notation f(X) c Y for
a function!!.

2. Granica

Pojecie funkcji ewoluowato, pojawiatly sie nowe idee z nim zwiazane, np. funkcja
ciggla. Ciaglosé funkcji obecnie Scisle wigze sie z pojeciem granicy. Intuicyjne
rozumienie granicy i dzialan na zerze (wlacznie z dzieleniem) bylo widoczne juz
w XII wieku w pracach Bhaskara (1114-1185), np. w napisanej w 1150 roku
ksiazce Lilavati. Poniewaz wiazalo sie to z wielko$ciami nieskoniczenie matymi lub
nieskonczenie duzymi i wieloma paradoksami z tym zwiazanymi, dtugo nie bylo
ani definicji granicy, ani definicji funkcji ciagle;j.

Pierwsza definicja granicy pojawila sie w 1784 roku, gdy Akademia w Berlinie
oglosita konkurs na jasng i doktadng teorie nieskornczonosci w matematyce, rozu-
miejac przez to przede wszystkim wielkosci nieskonczenie malte. Nagrode zdobyt Si-
mon "Huillier (1750-1840), matematyk szwajcarski, ktéry w swojej pracy (I'Huilier,
1786, s. 7) nawiazal do wczesniejszej koncepcji granicy wedlug d’Alemberta i wpro-
wadzil nastepujaca definicje:

Soit une quantité variable, toujours plus petite ou toujours plus grande
qu’une quantité constante proposée, mis qui puisse différer de cette
derniére moins que d’aucune quantité proposée plus petite qu’elle: cette
quantité constante est dite la limite en grandeur ou en petitesse de la
quantité variable!?.

Granice oznaczyl symbolem lim. (od lacifiskiego limes czyli granica), przy czym
stosowany przez niego zapis lim.q : @ oznaczal we wspodlczesnej symbolice
lim¢(z) = Q-

Oznaczenie wprowadzone przez I’'Huilliera bylo uzywane np. przez Augustina
Louisa Cauchy’ego (1789-1857). W 1821 roku w nastepujacy sposéb opisal on
wielko$¢ nieskoriczenie malg oraz granice funkeji (Cauchy, 1853, s. 4):

Lorsque les valeurs numériques successives d’une méme variable décrois-
sent indéfiniment, de manieére & s’abaisser au-dessous de tout nombre
donné, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment petit ou
une quantité infiniment petite une variable de cette espece a zéro pour
limite'3.

HFundamentalna idea, aby funkcje zapisywaé za pomoca strzalki, po raz pierwszy pojawita sie
okoto 1940 roku, prawdopodobnie w artykutach lub wykladach W. Hurewicza [...]. Jego pomyst
natychmiast przyciagnal uwage R. H. Foxa oraz N. E. Steenroda, w ktérych pracach strzatka
zostala uzyta [...]. Strzatka f: X — Y szybko zastapila sporadycznie stosowana notacje f(X) cY
uzywang dla funkcji.

12Njech dana zmienna bedzie zawsze mniejsza lub wieksza niz podana stala wielkos$é, przy czym
ta zmienna moze réznic¢ sie od tej ostatniej o jakakolwiek ilo§¢ mniejsza niz zaproponowana, to
wowczas te stala wielkoéé nazywamy granica wielkoéci lub malosci zmiennej.

13Kiedy wartoéé liczbowa zmiennej nieskoriczenie maleje, albo spada ponizej dowolnej liczby,
to wielko$¢ zmienna staje si¢ nieskoriczenie mala i jej warto$¢ maleje nieskoriczenie w taki sposéb,
ze jest zbiezna do granicy 0.
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Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable
s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de maniére & finir par en
differer aussi peu que 'on voudra, cette derniére est appelée la limite
de toutes les autres'®.

i dodal, ze symbol lim. oznacza jej warto$¢. Cauchy (1821, s. 14) nie znal granic
jednostronnych, ale zauwazyl, ze gdy x dazy do zera, to lim.(sin.x) ma wartosé
0, lim.((%)) przyjmuje 2 wartosci, za$ lim.((sin.%)) ma nieskoniczenie wiele
wartodci (podwdjnym nawiasem podkreslal fakt istnienia wiecej niz jednej wartosci
danej granicy). Wykorzystujac pojecie granicy Cauchy przedstawil takze np. defi-
nicje ciaglosci funkeji (1853, s. 32)

Une fonction u de la variable réelle x sera continue, entre deux données
de x, si, cette fonction admettant pour chaque valeur intermediaire de
x une valeur unique at finie, un accroissement infiniment petit attribue
a la variable produit toujours, entre les limites dont il s’agit, un ac-

croissement infiniment petit de la fonction elle-meme!®.

Definicje uzywane przez Cauchy’ego sa bliskie wspotczesnym ujeciom analizy, ale
nie bytly jednak dostatecznie precyzyjne, bo prowadzily czasem do niejasnosci
i btedéw, np. Cauchy twierdzil, ze suma zbieznego szeregu funkcji ciagtych jest
funkcja ciagla i dlugo nie mogl zrozumieé, skad bierze sie jego blad. Powszech-
nie uwaza sie, ze Cauchy zmodyfikowal swoje twierdzenie, pokazujac, ze jest ono
prawdziwe przy zalozeniu dodatkowego warunku, ktory pézniej zostal nazwany
zbieznoscia jednostajna i do dzisiaj odgrywa duzg role w analizie matematycz-
nej. Jednakze praca Bascelli i jej wspdlpracownicy (2016) wskazuje, ze Cauchy
nie rozréznial cigglosci punktowej i jednostajnej, podobnie nie widziat réznicy
pomiedzy zbieznoscia punktows i jednostajna.

Symbol lim bez kropki wprowadzit w 1841 roku Karl Weierstrass (1815-1897)
w pracy, ktéra zostala opublikowana dopiero w roku (1894, s. 86). Prawdopodobnie
dlatego symbol lim. byt w cigglym uzyciu.

W XIX wieku zauwazono potrzebe wprowadzenia oznaczenia granicy funkcji
(ciagu), gdy jej argument dazy do liczby innej niz zero. Wprowadzono symbol 212
oznaczajacy granice, gdy x dgzy do a. W polskiej literaturze to oznaczenie mozna
znalezé jeszeze w wydanej w 1948 roku w ksiazce Kazimierza Kuratowskiego (1896—
1980) Wyklady rachunku rdzniczkowego i calkowego.

W 1837 roku Dirichlet stosowal juz granice jednostronne, piszac lim07 aby
T=a+

podkresli¢, ze badamy granice dla x dazacych do a poprzez liczby wieksze od a
oraz hmo, gdy = dazy do a poprzez liczby mniejsze od a. We wspomnianej ksiazce
r=a—
Kuratowskiego ten zapis takze jest stosowany.
Strzalke — w symbolu granicy wprowadzono dopiero w 1905 roku (Leathem,
1905, s. 11), zeby podkresli¢ ciagla zmiane argumentu, i od tej pory coraz czesciej

MKiedy wartosci sukcesywnie przypisywane jakiejé zmiennej zblizajg sie nieskoriczenie do stalej
wartosci, rézniagc sie w koncu od niej tak malo, jak sie chce, to nazywa sie ona granica ich
wszystkich (tlum. (Duda, 2015)).

5 Funkcja u pozostaje ciagla wzgledem  miedzy danymi granicami, jesli miedzy tymi grani-
cami nieskonczenie maly przyrost zmiennej x zawsze powoduje nieskoriczenie maly przyrost samej
funkeji (ttum. (Duda, 2015)).
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mozna spotkaé¢ lim zamiast lim. Warto zauwazy¢, ze Leathem rozwazatl nie tylko
r—a r=a

granice w punkcie, ale takze granice jednostronne (nie stosowal jednak w tym przy-
padku dodatkowe]j symboliki (Leathem, 1905, s. 42) oraz granice w oo (Leathem,
1905, s. 37).

W 1887 roku pojawily sie granice gérna i dolna funkcji oznaczane symbolami
lim sup oraz lign ionf , p6zniej Alfred Pringsheim (1850-1941) wprowadzil 317210 ay=A

V=00

oraz lim a, = a, a takze lim , aby czytelnik mégl rozwazaé albo gérna albo dolna
V—>00 V—>00

granice (1916, s. 294, 338).

3. Logika i teoria zbioréw a rozwoj pojecia funkcji

Rozwdj teorii zwiazanej z funkcjami wymagal nowej wiedzy oraz symboliki.
Funkcje przestawaly byé tylko geometrycznym opisem lub analitycznym wyraze-
niem. Pojawily sie tzw. monster functions (funkcje nieciagle w kazdym punkcie,
nigdzie nierézniczkowalne itp.), ktére byly sprzeczne z matematyczna intuicja.
Funkcje stawaly sie obiektami abstrakcyjnymi, wymagajacymi narzedzi, ktére
w prosty i precyzyjny sposob pozwolilyby je opisa¢ i interpretowac tak, aby nie
prowadzilo to do nieporozumien i sprzecznosci. Potrzebny byl jezyk matematyczny,
ktory pozwolitby na przejicie od rzeczywistosci praktycznej do teoretycznej, zaj-
mujacej sie modelami matematycznymi znajdujacymi sie w dowolnym uniwersum.
Rozwdéj logiki matematycznej i teorii zbiorow przyczynit sie do szybszego rozwoju
pojecia funkcji i rozszerzenia go do dowolnego przeksztalcenia pomiedzy zbiorami.

Logika, jako nauka o sposobach jasnego i Scistego formutowania mysli i o regu-
tach poprawnego rozumowania, pojawila si¢ w filozofii ponad 2000 lat temu. Logika
matematyczna (czesto nazywana logika symboliczna lub metamatematyka), jako
dzial matematyki, wyodrebnila si¢ dopiero na przetomie XIX i XX wieku, ale
wiele pojeé i symboli pojawilo sie znacznie wczesniej. Juz Arystoteles (384-322
p.n.e) podal pierwsze reguly wnioskowania, sformulowal zasady poprawnego for-
mutowania i dowodzenia twierdzen, wprowadzil pierwsze symbole logiczne. Nazwa
logika matematyczna zostala uzyta po raz pierwszy przez wloskiego matematyka
Giuseppe Peano (1858-1932). Za pioniera logiki symbolicznej uwaza sie Leib-
niza, chociaz pewne skroty, symbole byly stosowane wczesniej: Pierre Hérigone
(1580-1643) pisal np. hyp. zamiast to wynika z hipotezy, constr. zamiast z kon-
strukcji otrzymugjemy, zas 20.1 oznaczalo z twierdzenia 20 z pierwszej ksigzki
mamy. W 1659 roku Johann Rahn (1622-1676) wprowadzil symbole .. oraz - oba
oznaczajace zatem, ale wiekszo$¢ matematykéw stosowala pierwszy w podanym
znaczeniu, drugi zostawiajac dla stowa poniewaz (Cajori, 1993, vol. 2, s. 282). Obec-
nie nie stosuje sie jednak zadnego z tych symboli i najczeéciej piszemy stowami.

Gwaltowny rozwdj symboli uzywanych obecnie w logice i teorii zbioréw mial
miejsce w latach 1880-1920, gléwnie za sprawa Ernsta Schrodera (1841-1902),
Giuseppe Peano, Alfreda North Whiteheada (1861-1947) oraz Bertranda Rus-
sella (1872-1970). Twierdzenia zwiazane z funkcjami (np. dziatania na obrazach
i przeciwobrazach funkcji) wymagaly stosowania m.in. znakéw sumy mnogosciowej,
iloczynu mnogosciowego, zawierania zbioréw. Matematycy uzywali najczesciej +
oraz - zaréwno w dzialaniach mnogosciowych, jak arytmetycznych, czesto opuszcza-
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jac kropke przy iloczynie, tak jak robil Leibniz. Natomiast Dedekind w pracy (1887,
s. 1) uzywal oznaczen: 9, &, 3 w znaczeniu suma, iloczyn, zawieranie. Wedlug Ca-
jori (1993, vol. 2, s. 294), juz rok pézniej, w pracy Peano (1888) mozna znalezé
symbole, ktére sa obecnie w powszechnym uzyciu: U i n. Poniewaz bylo kilka
wydan tej pracy, bedziemy dalej powolywaé sie na dostepne wydanie z roku 1901,
Peano wprowadzil takze symbole U oraz N na dzialania wiekszej iloéci elemen-
tow (1908), ale wowczas ich ksztalt byl bardziej zblizony do pétksiezyca. Jednakze
jeszcze bardzo dlugo funkcjonowaly takze znaki Y (wprowadzony przez Eulera
w 1755 roku) oraz [] (ktéry od 1812 roku zawdzieczamy Carlowi Friedrichowi
Gaussowi (1777-1855)), ktére mozemy znalezé chociazby w ksiazce Funkcje anali-
tyczne z 1948 roku autorstwa Stanistawa Saksa (1897-1942) i Antoniego Zygmunda
(1900-1992). W 1897 roku w Formulaire de mathématiques Peano jako pierwszy
zastosowal ¢ jako symbol przynaleznosci do zbioru (Peano, 1901, s. 1). Zauwazmy,
ze jest to odwrédcony znak stosowany przez Dedekinda. Obecnie stosowany sym-
bol € przypisuje sie Russelowi. Symbole zawierania c oraz > zostaly wprowadzone
przez Ernsta Schrodera (1890, s. 72). Wezesniej, np. Leibniz proponowal symbol
> na zawieranie zbioru, piszac: jesli caly A jest w B, to AB » A, jesli czesé A
nie jest w B, to AB nie » A (Cajori, 1993, vol. 2, s. 285). Uzywane byly takze
symbole <, > oraz ¢, o (np. przez Peano).

Piszac o teorii zbioréw, nie sposéb pominaé¢ Georga Cantora (1845-1918).
Niewatpliwie, wniésl on ogromny wklad w rozwéj tej tematyki, symboliki i na-
zewnictwa w niej stosowanej. W pracy (1877, s. 242-258) Cantor uzyl po raz pier-
wszy nawiaséw klamrowych na oznaczenie zbioru {a, b}, ale zapis ten nie oznaczal
zbioru dwuelementowego. Podobnie M = {m} nie byl zbiorem jednoelementowym,
ale zbiorem, ktérego elementy Cantor oznaczal litera m. Oznaczenie {a} na zbiér
jednoelementowy i {a,b} na zbiér dwuelementowy, w znaczeniu wspdlczesnym,
wprowadzil Ernst Zermelo (1871-1953) w 1908 roku (1908, s. 263).

Jedna z podstawowych liczb kardynalnych Rg, zwiazana z licznoscig zbioréw
przeliczalnych, swoja nazwe i symbol zawdziecza takze Cantorowi. Oznaczenie Rg
zostalo wprowadzone okolo 1893 roku, ale stalo sie znane i powszechnie uzywane
po 1895 roku, po opublikowaniu przez Cantora (1895, s. 488). Georg Cantor wpro-
wadzil takze do teorii zbioréw pojecia: punkt skupienia, zbior domkniety, zbidr
doskonaly, zbior gesty. Ponadto, w 1883 roku precyzyjnie opisal zbior, zwany obec-
nie zbiorem Cantora, ktérego nieco inna wersje skonstruowal w 1875 roku Henry
Smith (1826-1883).

Niedlugo po wprowadzeniu symboli zwiazanych z rachunkiem zbioréw pojawilty
sie kwantyfikatory w takiej postaci, jakiej uzywamy obecnie. Brak kwantyfikatorow
i zauwazenie, ze ich kolejnos¢ ma istotne znaczenie, byly przyczyna wspomnianego
wczesniej bltedu Cauchy’ego dotyczacego zbieznosci szeregow funkcji ciaglych.
Kwantyfikator szczegdélowy 3 mozna znalezé juz w 1897 roku w pracy Peano
(1901), aczkolwiek podobno stosowal go wezesniej takze Russell. Na kwantyfikator
ogélny V trzeba bylo poczekaé az do 1935 roku (Gentzen, 1935, s. 178). Gerard
Gentzen (1909-1945) wykorzystal odwrécong litere A wystepujaca w wyrazeniu
All-Zeichen wzorujac sie na odwréconym E ze stowa Fxists. Twierdzil, ze symbol
3, ktérego takze uzywal, uzyczyl sobie od Russella. Wezedniej stosowano kwanty-
fikatory w postaci: V, A (w dalszym ciagu uzywane w polskich szkolach érednich)
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lub ¥, T (mozemy je spotka¢ w pierwszych wydaniach ksiazek Kuratowskiego,
Sikorskiego).

Poczatkowo symbol negacji miat posta¢ ~ i byl stosowany od 1897 roku przez
Peano. Obecnie czesciej spotka¢ mozna symbol = wprowadzony w 1930 roku przez
Arenda Heytinga (1898-1980), zawarl to swojej w pracy (1930, s. 43).

XX wiek nie zakonczyl ery symbolizmu w matematyce. Matematyka jako
zywy jezyk rozwijala sie dalej i coraz czedciej symbole, ktore wowczas wprowad-
zono, przyjely sie na stale we wspdlczesnej matematyce. Najwiecej regul i sym-
boli logicznych wprowadzonych zostalo przez Bertranda Russela w pracach: The
Theory of Implication (1906), Mathematical logic as based on the theory of types
(1908) oraz wspdlnej pracy z Alfredem North Whiteheadem Principia Mathemat-
ica (1910).Pojawily sie tam: znany juz wczesniej symbol negacji ~ p, symbol lo-
giczny Vv oznaczajacy, ze przynajmniej jedno ze zdan p,q jest prawdziwe, symbol
p.q oznaczajacy, ze oba zdania p i ¢ sa prawdziwe, symbol implikacji p)q rozu-
miany obecnie jako ~ p Vv ¢ oraz symbol rownowaznoséci =. Wspdlczesny symbol
koniunkcji A pojawil sie pierwszy raz w 1930 roku we wspomnianej wyzej pracy
Arenda Heytinga.

Wiele wspdlczesnych symboli zawdzigczamy grupie Nicolas Bourbaki. W 1939
roku grupa rozpoczela wydawanie serii ksigzek pod wspélnym tytutem Eléments de
mathématique. W tomie Theorie de ensembles mozemy znalezé symbol nienaleze-
nia do zbioru ¢, symbol zbioru pustego @ (wczesniej najczesciej uzywano zera lub
{}), a takze wspoélczesnie uzywane oznaczenie implikacji = oraz réwnowaznosci
<. Wezedniej implikacje opisywano stowami (np. Dedekind), potem uzywano po-
jedynczych strzatek: symbol implikacji - wprowadzil w 1922 roku David Hilbert
(1862-1943), za$ réwnowaznosé¢ <> pierwszy raz pojawila sie w 1933 roku w pracy
Albrechta Beckera.

Obecnie, gdy opisujemy funkcje, jej dziedzine, zbiér wartosci, jej wlasnosci,
wszystkie powyzsze symbole sa powszechnie uzywane i uwazane za oczywiste.

4. Zakonczenie twierdzen

Szybki rozwdj matematyki w XX wieku, rozwéj symboliki, tej zwiazanej z po-
jeciem funkcji, jak tez wystepujacej w innych dzialach matematyki, pociagnat
za soba réwniez potrzebe uzywania wygodnych, krétkich, jednoznacznych znakow
konczacych dana my$l lub dowdd twierdzenia. Nie byla to nowa idea. Juz Euklides
i Archimedes konczyli swoje dowody zwrotem 6nep €det dei€on (hoper edei deixai),
ktorego laciniski odpowiednik Q.E.D (quod erat demonstrandum, czyli co bylo do
pokazania) stosowany jest do dzi§. W Elementach Euklidesa (Fitzpatrick, 2008)
mozemy znalezé takze zwrot &nep €del nowfioon  (hoper edei poiesai). Euklides
stosowal go na zakonczenie zadan konstrukcyjnych. Jego tacinski odpowiednik
Q.E.F. (quod erat faciendum oznaczajacy co nalezalo zrobi¢) obecnie nie jest juz
uzywany. Wspélczesny symbol koriczacy twierdzenia zostal wprowadzony dopiero
w 1950 roku. Paul Halmos (1916 - 2006) w ksiazce Measure Theory (1974, s. vi)
napisal:



Symbolika matematyczna zwigzana z pojeciem funkcji [97]

The symbol I is used through the entire book in place of such phrase
as ,Q.E.D. or ,, This completes the proof of the theorem” to signal the
end of a proof!®.

Znak ten zostal nazwany halmos na cze$¢ jego twércy. Halmos przyznal, ze pomyst
ten zaczerpnal z popularnych tygodnikéw, gdzie stosowano réznego rodzaju oz-
naczenie (kwadrat, prostokat, tréjkat) na zakorniczenie felietonu, artykutu czy wy-
wiadu. Obecnie najczesciej mozemy spotkaé zakonczenie dowodu za pomoca pel-
nego lub pustego kwadratu: m lub 0. Halmos byl takze pierwszym matematykiem,
ktory zastosowal skrot iff zamiast zwrotu if and only if. W jezyku polskim prébo-
wano wprowadzi¢ analogiczny skrét gddy zamiast wtedy ¢ tylko wtedy, gdy, ale nie
zdobyt on takiej popularnosci, jak angielskie iff. Najprawdopodobniej przyczyna
tego jest publikowanie matematycznych prac naukowych przewaznie w jezyku ang-
ielskim. Na ostatniej stronie autobiografii, Paul R. Halmos (1985) pisze, Ze nie on
jest pomystodawca tego skrétu oraz przedstawia inspiracje do wprowadzenia hal-
mosa:

My most nearly immortal contributions are an abbreviation and a ty-
pographical symbol. I invented ”iff”, for ”if and only if” - but I could
never believe that I was really its first inventor.[...] The symbol is
definitely not my invention - it appeared in popular magazines (not
mathematical ones) before I adopted it but, once again, I seem to have
introduced it into mathematics. It is the symbol that sometimes looks
like I, and is used to indicate an end, usually the end of a proof. It
is most frequently called the "tombstone”, but at least one generous
author referred to it as the “halmos”!”.

Pomimo tego, ze Halmos uwazal, Ze nie on jest tworca skrétu iff, jemu przypisuje
sie pojawienie tego zwrotu. Takg sugestie mozemy znalezé np. w ksigzce Johna L.
Kelleya (1916-1999) General topology (Kelley, 1955, s. vi):

I employ two special conventions. In some cases where mathematical
content requires ,)if and only if' and euphony demands something less
I use Halmos’ ,,iff”. The end of each proof is signalized by I This

notation is also due to Halmos!8.

16 Aby zasygnalizowaé koniec twierdzenia, zamiast wyrazen takich jak ,,Q.E.D.” lub ,,Co koriczy
dowéd twierdzenia”, w ksigzce stosowany jest symbol I

17Moja, prawie nie$miertelna zastuga, jest skrét i znak typograficzny. Wymyslitem ”iff” w miejsce
7if and only if” - ale nigdy nie uwierzeg, ze bytem rzeczywiscie pierwszym jego twérca. [...] Symbol
z pewnoé$cia nie jest moim wynalazkiem - zanim go zastosowalem, pojawil sie¢ w popularnych
czasopismach (nie matematycznych), ale, jeszcze raz, wydaje sig, ze bytem pierwsza osoba, ktéra
wprowadzita go do matematyki. Ten symbol wyglada czasami jak I i jest stosowany, zeby zasy-
gnalizowaé¢ koniec, zazwyczaj koniec twierdzenia. Najczesciej okreslany jest stowem ,nagrobek”,
ale przynajmniej jeden wspaniatomyslny autor nazwatl go ,halmos”.

18Bede stosowaé dwie szczegdlne konwencje. W pewnych przypadkach, gdy w tresci matem-
atycznej jest ,,if and only if”, za$ eufonia wymaga czego$ mniejszego, bede uzywat iff” Halmosa.
Zakonczenie kazdego dowodu bedzie sygnalizowane przez I Ten zapis takze zawdzieczamy Hal-
mosowi.
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Abstract. The paper presents the comments relating to the role of tasks in the
process of teaching and learning of mathematics in the context of education
of students studying to become teachers. In the considerations part, reference
was made to the fragments of undergraduate and postgraduate works, made
at seminars of didactics of mathematics.

1. Wprowadzenie

Od wielu lat prowadzone sa badania dotyczace efektywnych sposobéw naucza-
nia i uczenia si¢ matematyki. Réwnolegle trwa dyskusja nad wlasciwym przygo-
towaniem studentéw do wykonywania zawodu nauczyciela. Jak pisza twoércy Ra-
portu o stanie edukacji: Sq to jedne z probleméw wspdlczesnej dydaktyki, zwlasz-
cza w kontekscie zachodzgcych przemian technologicznych, spotecznych, kulturo-
wych czy ekonomicznych (2013, s. 16). Wazne jest, by student — przyszly nauczy-
ciel — poznal istote procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki, procesu zlozonego
i wymagajacego interdyscyplinarnego spojrzenia badawczego (Czajkowska, 2015).
W procesie tym mozna, oczywiscie z pewnym uproszczeniem, wyrézni¢ komponen-
ty, ktorych Swiadomo$¢ istnienia powinien mieé kazdy uczacy tego przedmiotu.
Chodzi mianowicie o ksztaltowanie pojeé¢ matematycznych, rozwiazywanie zadan,
prowadzenie rozumowan matematycznych oraz ksztaltowanie jezyka matematycz-
nego (zob. Ratusinski, 2003a). Chociaz wszystkie z wymienionych tu sktadnikéw
rozwazanego procesu sa wazne na kazdym poziomie edukacji, w artykule skoncen-
trowano si¢ gltéwnie na drugim z wymienionych komponentéw.

*Selected comments on the role of mathematical tasks in the process of teaching-learning
mathematics

2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97B50, Secondary: 97C70, 97D50

Key words and phrases: teachers education, teaching-learning process, problem solving, ma-
thematical tasks
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Celem opracowania jest podkreslenie jak istotny w pracy nauczyciela mate-
matyki jest Swiadomy dobér lub konstrukcja zadan wykorzystywanych w procesie
nauczania-uczenia sie. Autorzy odwoluja sie do zaczerpnietych z prac dysertacyj-
nych — prowadzonych pod kierunkiem pracownikéw Instytutu Matematyki Uniwer-
sytetu Pedagogicznego w Krakowie — przykladéw zadan i ich oméwien, opatrujac
je dodatkowo komentarzami dydaktycznymi. Zlozonos¢ i mnogos¢ zagadnien skto-
nita autoréw do dokonania subiektywnej selekcji poruszanych probleméw. Przy-
ktady dobrano tak, aby z jednej strony pokazywaty rozmaite dzialania studentéw
ukierunkowane na wzbogacenie ich przysztego warsztatu pracy, z drugiej zas, by
ilustrowaly role zadan w rozwijaniu u uczniéw miedzy innymi: matematycznych
intuicji, tworczego mys$lenia, umiejetnosci stawiania pytan oraz poszukiwania na
nie odpowiedzi.

2. Zadania i ich rola w procesie nauczania-uczenia si¢
matematyki

Podanie dokladnego okreslenia pojecia zadania, czy tez problemu, jest de facto,
do$¢ trudne miedzy innymi ze wzgledu na fakt, ze w literaturze przedmiotu termi-
néw: zadanie, problem czy sytuacja problemowa uzywa sie czesto zamiennie (zob.
Polya, 1975; Krygowska, 1977c¢), a z kolei okreslenie zadanie matematyczne stosuje
sie, odwolujac do jego rozumienia intuicyjnego (zob. Rabijewska, 1994). W lite-
raturze mozna odnalez¢ kilka aspektow, na ktére zwraca sie uwage w kontekscie
tego pojecia. G. Polya podkresla role zadania jako narzedzia, dzigki ktéremu moz-
na osiagnaé okreslony, chwilowo niedostepny cel (zob. Polya, 1975). A. Schoenfeld
uwaza, ze zadaniem jest kazda taka sytuacja, dla rozwigzania ktérej nalezy wy-
konaé pewne czynnosci intelektualne i wykorzystaé strategie heurystyczne (zob.
Schoenfeld, 1985). A. Z. Krygowska rozumie zadanie matematyczne jako wypo-
wiedz powstala na tle sytuacji problemowej, sformutowana w jezyku werbalnym
lub werbalno-symbolicznym, z symbolika rysunkowa wlacznie, zawierajaca typowe
polecenia i typowe pytania, tylko polecenia lub tylko pytania (zob. Krygowska,
1977c¢). Autorzy niniejszego opracowania przyjmuja, ze zadanie matematyczne jest
pewnego rodzaju konstruktem, za$ jego rozwigzanie wymaga wykonania szeregu
intelektualnych czynnosci bazujacych na — $wiadomym lub nie — wykorzystaniu
strategii heurystycznych. Nalezy dodaé, iz uzywane w dalszej czesci tekstu termi-
ny: zadanie-problem, zadanie problemowe oraz problem matematyczny stosowane
sa przez autordéw zamiennie.

W literaturze z zakresu dydaktyki matematyki funkcjonuja rézne typologie
zadan matematycznych! (zob. np. Krygowska, 1977c; Polya, 1993; Rabijewska,
1994; Siwek, 2005) i juz one moga sugerowaé role poszczegdlnych typéw zadan
W procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki. Wyodrebnianie réznych grup za-
dan matematycznych ukierunkowane jest na dostrzeganie specyficznych aktywno-
$ci ucznia. Miedzy innymi tym zagadnieniem zajmuja si¢ dydaktycy matematyki

1Ze wzgledu na ograniczong objeto$é opracowania autorzy artykulu nie przywoluja w tym
miejscu charakterystyk poszczegdlnych grup zadan, dopiero w dalszej czeéci pracy odwotuja sie
do konkretnych typologii, bezpo$rednio zwigzanych z omawianymi przyktadami. Dalecy sg jednak
od wnikliwej analizy prezentowanych zadan przez pryzmat wspomnianych typologii.
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w swoich badaniach. Nad analiza istniejacych juz typologii powinni pochylié¢ sie
rowniez przyszli nauczyciele tego przedmiotu. Wazna jest bowiem refleksja nad ko-
rzy$ciami ptynacymi z rozwigzywania przez uczniow pewnych typoéw zadan. Praca
nad zadaniami powinna by¢ ukierunkowana nie tylko na szybkie opanowanie przez
uczniéw latwo dajacych sie okresli¢ sprawnosci, wiadomosci czy schematéw i ich
zastosowanie w stereotypowych sytuacjach, ale takze na ksztaltowanie wladciwej
postawy intelektualnej uczacego sie. Praca nad odpowiednio dobranymi zadania-
mi powinna, miedzy innymi, rozwija¢ intuicje matematyczne i twércze myélenie,
prowokowaé do stawiania pytan i poszukiwania na nie odpowiedzi, zachecaé¢ do
kreatywnosci, inspirowa¢ do podejmowania badan, poszukiwania, eksperymento-
wania, stawiania hipotez i ich weryfikowania. Nie jest rowniez obojetna dla rozwoju
mlodego czlowieka umiejetnos¢ wlasciwego doboru i wykorzystania w procesie pra-
cy nad zadaniem nowoczesnych technologii obecnych w otaczajacym nas $wiecie.
Autorzy artykulu te wlasnie kwestie mieli na uwadze, wybierajac przyklady do
prezentacji w tej publikacji.

Nalezy zauwazy¢, ze sam proces nauczania-uczenia sie ma charakter dwuto-
rowy, czyli podczas pracy nad zadaniami uczg sie nie tylko uczniowie. Informacje
zwrotne uzyskane od uczacych si¢ w ramach tego procesu, a dokladniej podczas
interakcji nauczyciel — uczen, pozwalaja nauczycielowi doskonalié¢ jego warsztat dy-
daktyczny i wzbogacaé doswiadczenia, w szczegdlnosdci w zakresie doboru bardziej
warto$ciowych dla uczniéw zadan (zob. Turnau, 1990).

3. Przyktady zadan wraz z komentarzami dydaktycznymi

W tej czesci artykulu zaprezentowano, zapowiedziane wczesniej, przyklady
zagadnien, w ktérych kluczowa role odgrywaja odpowiednio dobrane, badz skon-
struowane zadania. Starano si¢ pokazaé, iz mogag one by¢ narzedziem pomocnym
w ujawnianiu sposobow mys$lenia uczacych sie, a takze srodkiem do wzbogacania
ich wiedzy i umiejetnosci matematycznych.

Praca nad przedstawionymi tu zadaniami nie jest latwa. Wymaga bowiem od
uczacych sie matematyki, ale czesto takze od nauczycieli, twérczego podejscia do
analizowanych probleméw, porzucenia pewnych utartych schematéw rozumowania
i postepowania, by méc przedstawié ich, czasami, niekonwencjonalne rozwiazania.
To wtlasnie ten czynnik, w opinii autoréw, powoduje, iz zaprezentowane dalej za-
dania sg tak istotne i wartosciowe w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki.
W kontekscie takich zadan, S. Turnau uwaza, ze ich rozwiazywanie uczy krytycz-
nego spojrzenia na dane zawarte w ich tresci, wyrabia nawyk analizowania tych
informacji przed przystapieniem do poszukiwania odpowiedzi, przeciwdziata po-
spiesznemu, schematycznemu dobieraniu dzialan prowadzacych do jednoznacznego
rezultatu, nieraz nawet wbrew zdrowemu rozsadkowi, gdy zadanie jest nietypowe
(Turnau, 1990).

Przyktad |

W codziennym zyciu nierzadko znajdujemy sie w sytuacjach, w ktérych mamy
do czynienia z nadmiarem lub niedomiarem informacji. Szybki rozwdj technolo-
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gii przyczynit sie¢ do gwaltownego wzrostu ilosci ogélnie dostepnych wiadomosci.
Obecnie gléwna trudnoscia nie jest samo pozyskiwanie informacji, lecz ich selek-
cja, a czasami uSwiadomienie sobie, w danej sytuacji, ze wystepuje ich deficyt badz
nadmiar. Zgodne jest to z my$la A. Z. Krygowskiej, ktéra uwaza, ze nalezy umiec¢
patrze¢, aby widzie¢ to, co chcemy zobaczy¢, podobnie, zeby ustysze¢ to, co nas
interesuje, trzeba umieé stuchaé (Krygowska, 1977¢). Rozwazanie odpowiednich
zadan jest wiec istotne z punktu widzenia przygotowywania uczacych sie do zycia
w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Zadania, w trakcie rozwiazywania ktérych uczacy sie matematyki potrzebuje
krytycznie przyjrzeé sie¢ danym, sa niejednokrotnie zadaniami otwartymi. Czesto
nie maja one okreslonego algorytmu prowadzacego do rozwiazania, moga tez nie
mieé¢ jednoznacznej odpowiedzi. Pracujacy nad takim zadaniem musi podjaé de-
cyzje, ktére informacje pozostawié, a ktére odrzucié¢ (w przypadku, gdy ma do
czynienia z nadmiarem niesprzecznych danych) lub stwierdzié¢ brak mozliwosci roz-
wiazania zadania z powodu zbyt malej liczby danych czy tez z uwagi na sprzecznoscé
informacji wystepujacych w jego tresci. Zagadnienia te poruszane sa miedzy innymi
w dysertacjach G. Zieliniskiej (2011) i G. Jasiriskiej (2014). Motywem przewodnim
badan opisanych w obu pracach, a prowadzonych na réznych poziomach eduka-
cji, jest poszukiwanie odpowiedzi na pytanie o wplyw nadmiaru badz niedomiaru
danych na proces rozwiazywania przez uczniéow zadan tekstowych. W badaniach
tych podjeto prébe okreslenia postawy? uczniéw pracujacych nad przywolanym
dalej zadaniem. Metode badawcza stanowilta analiza wytworéw pracy uczniéw?.
Oto zapowiedziane zadanie:

Wyznacz obwéd prostokqta wiedzge, Ze jego pole jest réwne 18 em?, a dlugosci
bokow sq liczbami naturalnymi. Zapisz obliczenia z komentarzem i udziel odpowie-
dzi (Zielinska, 2011).

Analiza zebranego materiatu badawczego pozwolila dyplomantce wyrdznié kil-
ka uczniowskich postaw. Nalezy zaznaczy¢, ze z opisem, klasyfikacja czy wnioskami
(w kontekscie wszystkich przytaczanych w opracowaniu przykladéw) mozna niejed-
nokrotnie polemizowaé, jednak oddaja one réznorodnosé postaw i ich najbardziej
charakterystyczne cechy. Oto wybrane, przedstawione przez studentke postawy
badanych:

P.1. Rozwiazanie zadania dla przykladowych dlugosci bokéw (rozwaze-
nie jednego przypadku — obranie konkretnych, zgodnych z warunkami
zadania, diugosci bokéw).

P.2. Porzucenie pracy nad zadaniem w momencie stwierdzenia wielo-
znaczno$ci jego rozwigzania.

P.3. Rozwazanie wszystkich mozliwych przypadkéw dla réznych dhugo-
Sci bokéw prostokata bez udzielenia odpowiedzi koricowej do zadania.

2Przez termin postawa rozumiano stosunek czlowieka do zycia lub do pewnych zjawisk, wy-
razajacy jego poglady; tez: sposéb postepowania lub zachowania wobec okre$lonych zjawisk,
zdarzen lub w stosunku do ludzi (Stownik Jezyka Polskiego, 2000).

3W badaniach bralo udzial 38 gimnazjalistéw uczacych sie w III klasie, a przytoczone zadanie
stanowilo cze$¢ przygotowanej przez studentke karty pracy.
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P.4. Zauwazenie wieloznacznosci rozwiazania zadania i podanie jedne-
go z takich rozwiazan.

P.5. Zauwazenie wieloznacznosci rozwiazania zadania i préba podania
wszystkich takich rozwigzan.

Ponizej przytoczono wypowiedzi uczniow prezentujacych, wedtug autorki przy-
wolywanej pracy, postawe P.2.

e Sq rézne mozliwosci rozwigzania i ciezko okreslic, ktéra z nich jest prawidio-
wa.

Wychodzito mi kilka moZliwo$ci © nie wiem, co z tym zrobié.

Na to pytanie nie ma jasnej odpowiedzi, gdyz istniejq dwie prawidiowe.

Nie wiadomo, co zrobié, ktora z odpowiedzi jest dobra.

Sq dwa rozwigzania, tak byé nie moZe.

Sq dwa rozwigzania i nie da sie daé odpowiedzi, tu wszystkie pasujq za kaz-
dym razem sq liczby naturalne, a przeciez zadania zawsze majg odpowiedzi
(Zieliniska, 2011).

Jak zauwazyla dyplomantka, autorzy cytowanych wypowiedzi, podczas pra-
cy natrafiali na pewna bezradnos¢ w zakresie wyciggania wnioskéw z prowadzo-
nych rozumowan. Ponadto odnotowata, ze znalezienie jednego rozwigzania czesto
skutkowato zakonczeniem przez badanego pracy nad zadaniem. Wigkszosé¢ tych
uczniéw, ktorzy znalezli kilka rozwigzan, nie formulowala natomiast zadnej od-
powiedzi. W swojej pracy studentka zwrodcila uwage na kwestie charakteru za-
dan zamieszczanych na kartach podrecznikéw. Przyzwyczajanie uczniéw do zadan
o charakterze probleméw konwergentnych moze byé ograniczeniem rodzacym su-
gestie, iz zawsze istnieje tylko jedno dobre rozwiazanie dla sytuacji problemowe;j.
Wydaje sie, ze tego typu postawy sg wynikiem falszywych przeswiadczen badanych
o cechach, jakimi charakteryzuja si¢ zadania matematyczne.

Analiza zgromadzonego materialu ujawnia réznego rodzaju rozumowania, prze-
szkody i trudnosci uczniéw zwigzane z pracg nad przedstawionym tu zadaniem, co
wskazuje nauczycielowi kierunek pomocy, jakiej powinien udzieli¢ uczniom w ich
dalszej pracy.

Przyktad 11

W pracy K. Palimaki (2015) zaproponowano zestaw zadan, poprzedzony jed-
nym wspoOlnym poleceniem, wymagajacym od rozwiazujacego wskazania, w kon-
tekscie kazdego z zadan, jednej z ponizszych odpowiedzi:

e wszystkie informacje podane w zadaniu sa potrzebne do jego rozwigzania;
e podane informacje sa niewystarczajace do jego rozwiazania;

e jest za duzo informacji i zadanie mozna rozwiazaé, pomijajac niektére z nich
(dane nie sa sprzeczne);

e informacje podane w zadaniu sg sprzeczne.
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Praca ucznia nad przygotowanymi zadaniami zmierza do odkrycia zwiazkéw
miedzy danymi i szukanymi. Istotne jest to, ze uczen moze dokonaé tego na wiele
réznych sposobdéw. Jednak, jak pisze autorka pracy: Nie chodzi tu o to, aby ucznio-
wie rozwigzywali kazde zadanie w calodci lub zapisywali wszystkie zaleznosci (co
wigze sie z wydiuZonym czasem rozwigzania). Gléwna aktywnosé uczniow w trak-
cie rozwigzywania zadan polega ma tym, aby ,wyobrazi¢ sobie” jak przebiegalby
proces rozwigzania kazdego zadania; chodzi wiec o to, aby uczniowie opracowali
zestaw kolejnych czynnosci (ulozyli plan rozwigzywania zadania). Sprzyja to nie
tylko rozwijaniu wyobrazni arytmetycznej czy algebraicznej uczniow, lecz takze roz-
budza intelektualnie kazdego z nich (Palimaka, 2015).

Oto jedno z zadan ze wspomnianego zestawu, oczywiscie — jak zapowiadano
wczesniej — poprzedzone prosbg o wybér jednej z zaproponowanych, a przedsta-
wionych na poczatku przyktadu II, odpowiedzi.

Zbiér B = [—17,12] jest przeciwdziedzing funkcji f(x) = 3z + 4. Wyznacz dzie-
dzing tej funkcji, wiedzqc ze zbiorem wartodci jest zbidr C' = (1,10).

Dla zobrazowania charakteru pracy nad zadaniem, autorka proponuje wyko-
rzystanie pewnych wskazéwek heurystycznych. Stawianie pytan i udzielanie odpo-
wiedzi na nie pozwala na analize zaleznosci pomiedzy obiektami matematycznymi,
o ktérych jest mowa w tresci zadania. Mozliwym staje sie wéwczas wskazanie cech
zadania (za malo, wystarczajaco lub za duzo danych). Ponizej zaprezentowano
przyktadows analize wspomnianego zadania, nadajaca okreslony kierunek pracy
nad nim.

1. Co jest niewiadome? Dziedzina funkcji.

2. Co jest dane, jaki jest warunek? Dziedzina jest zbiorem wszystkich argumentéw,
dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ze zbioru C| a przeciwdziedzing funkcji jest
zbiér B. Zbior wartoéci funkcji zawiera sie w przeciwdziedzinie funkcji f.

Z warunkow zadania mamy
{ 1<3z+4 { x> -1
<~
10 >3z +4 T < 2.
Wynika stad, ze: x € (—1,2).
3. Czy warunek wystarcza do jednoznacznego okreslenia niewiadomej? Tak.
4. Czy warunek jest niewystarczajacy lub zbyt obszerny? Warunek jest zbyt ob-
szerny.

Zazwyczaj uczen — majac zadanie — musi je rozwiazaé¢. W omawianym przykta-
dzie nie chodzi natomiast o samo rozwiazanie zadania (o czym czytamy w przywo-
tanej wyzej wypowiedzi studentki), lecz o taka analize jego treéci, ktéra pozwoli
na wskazanie jednej z podanych na wstepie odpowiedzi ukazujacych istote tego
zadania.

Warto tu zauwazy¢, iz styl pracy nad przytoczonym zestawem zadan korespon-
duje z badaniami dydaktycznymi prowadzonymi miedzy innymi przez A. Zeromska

(1998, 2004), a dotyczacymi postaw uczacych sie wobec zadan.
Nieco odmienny charakter maja kolejne przyklady.
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Przyktad 11l

W pracy A. Ogieli (2009) podjeto probe skonstruowania zestawu zadan stu-
zacych ksztaltowaniu poje¢ geometrycznych, w szczegdlnosci intuicji zwiazanych
z pojeciem wielokatow rownowaznych przez pociecie. Zaproponowany przez stu-
dentke zestaw zawiera zadania, ktére — uzywajac terminologii A. Z. Krygowskiej
— mozna, zdaniem autoréw, zaliczyé do zadan-éwiczen i zadan problemowych*.

Cykl tych zadan zawiera takie zadania, w ktorych nalezy najpierw utworzy¢
tangramy (przez rozcinanie kwadratu wedlug instrukeji), nastepnie ulozy¢ z kar-
tonowych modeli figur (tanéw) figury tangramowe, zbudowaé z wybranych (badz
wszystkich) tanéw wielokaty wypukle, az w konicu rozstrzygnaé czy wielokaty sa
réwnowazne przez pociecie®. Ponizej zaprezentowano jedno z takich zadan.

Czy ponizsze figury sq réwnowazne przez pociecie (Ryc. 1)?

Ryc. 1

Zadanie to, zaproponowane przez A. Ogiele (2009), jest ¢wiczeniem (w sensie
typologii A. Z. Krygowskiej®), poprzez ktére mozna ksztaltowaé u uczniéw za-
gadnienie réwnowaznosci przez pociecie. W szczegoélnosci moze ono prowokowaé
rozwigzujacych do wskazania argumentéw uzasadniajacych, ze przywolane figury
nie sg rOwnowazne przez pociecie.

W pracy sformutowano réwniez inny, zaprezentowany ponizej, problem.

Rozetnij dwa kwadraty tak, aby z otrzymanych czesci otrzymad jeden kwadrat.

4Wéréd zadan matematycznych A. Z. Krygowska wyréznia pewien ich typ, ktére nazywa pro-
blemami. Zwraca uwage na fakt, ze jesli zadanie nie jest standardowe, jest dla ucznia nowe lub
dotyczy stosunkéw dla niego abstrakcyjnych, to nie przesadza to o tym, by zadanie zaliczyé na
danym poziomie nauczania do zadan-probleméw. Decyduje o tym nie sama trudnosé, ale ro-
dzaj trudnosci (Krygowska, 1977c). Autorka zwraca tez uwage na fakt, ze zadania-problemy sa
zadaniami otwartymi. W tej samej pracy autorka pisze, ze: dydaktycy matematyki najczesciej
nie definiujqg pojecia ,problemu matematycznego”, w odréznieniu od innych zadan matematycz-
nych, ilustrujq te réznice przykladami i kontrprzykladami. Z kolei S. Jones podaje nastepujace
okreslenie: problem matematyczny to pytanie dotyczgce matematyki, na ktére odpowiedz nie jest
natychmiastowa i nie moze byé uzyskana przez bezposrednie zastosowanie znanych schematéw
(w: Jones, 1966; za: Krygowska, 1977c, s. 25).

5Dwa wielokaty sa réwnowazne przez pocigcie (na wielokaty), jezeli jeden z nich mozna pociaé
na skonczong liczbe wielokatéw, z ktérych da sie zlozy¢ drugi wielokat. Naturalnym jest zalozenie,
ze przy ukladaniu wielokatow poszczegdlne czesci nie moga na siebie nachodzié, moga jedynie
mie¢ wspolny brzeg lub jego czesé.

6Rozwigzywanie tego typu zadania-éwiczenia wymaga aktywnosci odtwérczych. Praca nad
zadaniem ma na celu zmechanizowanie pewnych czynnosci, operacji wystepujacych czesto w toku
rozwiazywania innych zadan (Krygowska, 1977c).
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Na rysunku 2 przedstawiono, zaproponowany przez dyplomantke, szkic roz-
wiazania zadania.

a

Ryc. 2

Rozwiazanie to jest interesujace z punktu widzenia matematyki, gdyz z jednej
strony stanowi kluczowy element w dowodzie twierdzenia Bolyai-Gerwiena (omé-
wionego w dalszej czesci artykulu), z drugiej za$ przeanalizowanie zadania i tego
wlasnie rozwigzania w innym kontekscie ukazuje geometryczny dowdd twierdzenia
Pitagorasa. Mamy tu do czynienia z naturalnym przenikaniem si¢ réznych zagad-
nien matematycznych, ktérego uswiadomienie jest istotne zaréwno dla nauczyciela
ukazujacego pewna strukture wiedzy matematycznej, jak i dla ucznia, ktory te wie-
dze strukturalizuje. Nalezy zauwazy¢, ze studentka — proponujac powyzsze zadania
— potencjalnie stwarza sytuacje dydaktyczna, ktéra prowokowaé¢ moze uczniéw do
poczynienia refleksji po rozwigzaniu zadan. Zwraca si¢ tu uwage na réwnos$é¢ poél
figur tangramowych, a wiec na niezmienniczo$¢ pola w przeksztalceniach izome-
trycznych.

Zaprezentowane w pracy A. Ogieli (2009) zadania moga staé si¢ zalazkiem do
budowania przez studenta — przysztego nauczyciela — propozycji dydaktycznych
zmierzajacych do ksztaltowania nowych dla uczniéw pojeé¢, do odkrywania twier-
dzen, a przez to do poznawania nowych zagadnien matematycznych na drodze
wlasnych doswiadczen uczacych sie.

Podczas rozwiazywania odpowiednio skonstruowanego cyklu zadan uczen mo-
ze, krok po kroku, odkry¢ istote nowego dla niego pojecia matematycznego. W rze-
czywistosci ma do czynienia ze ztozonym problemem ,rozbitym” na szereg prost-
szych zadan.

Przyktad IV

W pracy A. Suder (2009) wypracowano podwaliny koncepcji dydaktycznej stu-
zacej opracowaniu zagadnien réownowaznosci przez pociecie, bazujacej na szeregu
zadan-problemow wspartych specjalnie przygotowanymi plikami komputerowymi.

Obserwacje poczynione podczas pracy ucznia umozliwiaja odkrycie dowodu
twierdzenia Bolyai-Gerwiena, ktore méwi, iz dwa wielokgty sq réwnowazine przez
pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy majg to samo pole. Dowdd ,,w jedna strone” jest
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oczywisty i wynika bezposrednio z elementarnych wtasnosci planimetrii. Uzasad-
nienie, iz wielokaty o jednakowym polu sa réwnowazne przez pocigcie jest juz mniej
oczywiste i przebiega w kilku etapach, ukazujacych kolejno mozliwosci:

e pociecia wielokata na tréjkaty;

pociecia trojkata na czesci, z ktérych mozliwe jest ,,zlozenie” prostokata;
e pociecia prostokata na czesci, z ktorych ,ztozy¢” mozna kwadrat;

pociecia dwoch kwadratéw na czesci, z ktorych da sie zbudowaé jeden kwa-
drat.

Omawiana praca zawiera wiec w istocie rozwazania, ktére rodza si¢ na bazie
probleméw poruszanych w dysertacji A. Ogieli (2009). Mozemy tu jednak dostrzec
nowy aspekt omawianego zagadnienia. Chodzi o kluczowa role zadan problemo-
wych skonstruowanych przez studentke, ktore moga by¢ rozwiazywane ze wspar-
ciem komputera. Pliki utworzone przez autorke koresponduja z poszczegdlnymi
czedciami dowodu twierdzenia Bolyai-Gerwiena. Ich celem byla nie tylko wizu-
alizacja rozwazanego zagadnienia, lecz rowniez u$wiadomienie uczniowi struktury
i hierarchii czynno$ci podczas postepowania dowodowego. Studentka miedzy in-
nymi stworzyla plik (zob. rysunek 3), dzieki ktéremu uczen moze $ledzié¢ krok po
kroku idee pomystu ,pociecia — przelozenia” trojkata na takie czesci, z ktérych
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mozna ,zlozy¢” prostokat.

Jak z trojkata otrzymac prostokat o tym samym polu?
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Ryc. 3

Autorka tak skonstruowala pliki, by stanowily one w pelni interaktywna po-
moc i by uczen mial kontrole nie tylko nad pojawiajacymi sie etapami, lecz réwniez
mial mozliwos¢ zmiany wlasnosci obserwowanych danych wejsciowych — w tym
przypadku ksztaltu tréjkata. Z dydaktycznego punktu widzenia to bardzo istotny
aspekt, gdyz w nauczaniu tradycyjnym rzadko mozna ,,obserwowac”, np. ten sam
etap dowodu, jednoczesnie dla réznych rodzajow trojkatow. Tym samym dyplo-
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mantka stworzyla uczniowi mozliwo$¢ analizy szerokiego spektrum przypadkdow
i calosciowego spojrzenia na sytuacje.

Rozwazania prowadzone w przywolanych pracach A. Ogieli (2009) i A. Suder
(2009) ukazuja jak mozna, poprzez dobér odpowiednich zadan, stworzy¢ sytuacje
problemowa, dzieki ktérej uczen bedzie prowokowany do odkrywania twierdzenia
matematycznego, w tym wypadku — twierdzenia wykraczajacego poza podstawe
programowa IV etapu edukacyjnego.

Przyktad V

W pracy nad zadaniem, o czym byla juz mowa wczeéniej, istotng role moze
odgrywaé odpowiednie uzycie nowoczesnych mediéw — co w konsekwencji wplynie
nie tylko na przebieg pracy nad zadaniem, ale réwniez na uzyskane efekty. Dyser-
tacje E. Gwizdz (2008) i R. Jeczko (2008), stanowiace podstawe tego przykladu,
wpisuja sie w nurt badan zwiazanych z praca nad zadaniem matematycznym.
Zadania problemowe stanowig tu narzedzie do ujawniania wiedzy i umiejetnosci
matematycznych uczacych sie, pozwalaja poznaé (zglebié¢) sposéb myslenia ucznia
postawionego w nowej dla niego sytuacji

Jak pisze R. Howe: sukces tradycyjnego nauczania przyczynil sie do powsta-
nia opartej na matematyce technologii, ktora z kolei stworzyla sytuacje, w jakiej
tradycyjne nauczanie juz nie jest odpowiednie (Howe, 1999, s. 102). Dostrzegajac
mozliwoéci pozytywnego wplywu nowoczesnych technologii na sposéb podejscia
do nauczania matematyki, w tym takze na rozwiazywanie zadan, warto przeko-
nywaé studentéw — przyszlych nauczycieli matematyki, aby czedciej — w procesie
nauczania-uczenia sie — aktywizowali uczniéw, wykorzystujac miedzy innymi kal-
kulator graficzny czy komputer. Wydaje sie, ze zaréwno nauczyciel z dtugim stazem
zawodowym, jak i mniej doswiadczony, ale odpowiednio ukierunkowany abiturient
studiéw matematycznych, potrafi wykorzysta¢ dobrodziejstwa nowoczesnej techno-
logii, adaptujac do jej potrzeb starsze, sprawdzone kanony dydaktyki matematyki.
Postawe taka prezentuja autorki prac (Gwizdz, 2008; Jeczko, 2008). Dyplomantki
za narzedzie badawcze przyjely nastepujace zadanie:

Sporzqdz wykres funkcji y = f(m), gdzie f(m) jest réwne liczbie pierwiastkéw
rownania:

2

1
2—| —2
T+ 3‘ | +

2
xl‘m
3

w zalezZnosci od parametru m € R.

Zadanie to mozna rozwigzaé tradycyjnie, tzn. na kartce papieru, kilkoma réz-
nymi sposobami. Warto zwrdci¢ uwage na fakt, iz jest ono sformulowane w sposéb
przejrzysty, jego tresé¢ nie jest skomplikowana ani nadmiernie rozbudowana. Mimo
swej prostoty nie jest to jednak ani trywialne, ani szablonowe zadanie i nie mozna
go rozwiazal poprzez zastosowanie tylko znanego schematu postepowania. Wyma-
ga ono od ucznia pewnego aktu tworczego. Na poruszane w zadaniu zagadnienie nie
ma natychmiastowej odpowiedzi i nie mozna jej uzyskaé przez bezposrednie zasto-
sowanie znanych algorytmoéw. Interesujace jest jednak to, ze odpowiedni program
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komputerowy moze nada¢ rozwiazaniu nowy sens, nowe spojrzenie na problem,
o czym przekonaly si¢ studentki. Moze on mie¢ szczegblne znaczenie zwlaszcza
wtedy, gdy uczen nie potrafi rozwiazaé¢ zadania w tradycyjny sposéb, jego rozwia-
zanie nie jest pelne lub gdy rozwiazujacy nie jest przekonany co do poprawnosci
rozwigzania.

Przedmiotem zainteresowania dyplomantek byto sledzenie samego procesu roz-
wiazywania zadania. W przywolanych pracach opisano badania indywidualne
(wspomagane uzyciem komputera) przeprowadzone wsrdéd uczniéw liceum ogdl-
noksztatcacego. W kazdej z opisywanych prac badania przebiegaly w dwoch eta-
pach. W pierwszym $ledzono prébe rozwiazania problemu bez pomocy komputera.
Uczen, majac do dyspozycji jedynie swoja wiedze, tablice matematyczne i przybory
do pisania, probowal rozwiaza¢ zadanie. Na zakoticzenie tego etapu studentki prze-
prowadzily z kazdym uczniem rozmowe, ktérej celem bylo wyjasnienie przyczyn
ewentualnego niepowodzenia ucznia i ujawnienie trudnosci jakie mu towarzyszyty
podczas rozwiazywania zadania. W kolejnym etapie udostepniono uczniom kom-
putery z odpowiednim programem (np. GeoGebra lub Wykresy funkeji). W tej
nowej sytuacji uczniowie podejmowali ponowna prébe rozwigzania problemu.

7 GeaGebra [|[=<]
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Ryc. 4

Praca w drugim etapie rejestrowana byla przy pomocy specjalnego programu
komputerowego. Z otrzymanego zapisu stworzony zostal film, ktéry postuzyl po-
tem jako material do analizy pracy uczniéw. Przykladowy zrzut ekranu ukazujacy
prace ucznia nad zadaniem ilustruje rysunek 4.

Obserwacje pracy uczniow nad zadaniem-problemem i poczynione przez dy-
plomantki uwagi zdaja sie by¢ zgodne z teoria ,rusztowan” (Kutzler, 1998), kt6-
ra mowi, ze uzycie komputera pomaga uczniom w uzupelnieniu ewentualnych luk
w wiedzy czy umiejetnosciach, wynikiem ktérych moze okazaé si¢ bezradno$é w po-
dejéciu do problemu. Nie kazdy poddany badaniom uczen byl w stanie rozwiazac
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postawiony mu problem juz na pierwszym etapie. Jednak mozliwos¢ skorzysta-
nia w trakcie pracy z odpowiedniego programu komputerowego zachecita uczniow,
szczegblnie tych o niskich umiejetnosciach matematycznych, do zajecia sie zada-
niem i pozwolila na podjecie kolejnej proby jego rozwiazania. Badani mogli nadal
pracowa¢ nad zadaniem, a w konsekwencji nabywaé nowe doswiadczenia.

Zastosowanie nowoczesnych technologii nie stoi bynajmniej w sprzecznosci
z ugruntowanymi przestankami dydaktycznymi. Omoéwione przyklady potwierdza-
ja stwierdzenie: jezeli réwnoczesnie z ujawnieniem sie potrzeby, rodzi sie w mym
mozgu sposob na jego zaspokojenie, to wowczas nie ma zadania. Jesli zas nie znaj-
dugje sie takiego sposobu, to dopiero wtedy mamy przed sobg zadanie. Tak wiec za-
danie pojawia sie wowczas, gdy zachodzi potrzeba swiadomego poszukiwania Srodka,
za pomocg ktorego mozna osiggnagc dobrze widoczny, lecz chwilowo niedostepny cel.
Rozwigzaé zadanie — to tyle, co znaleZé ten $rodek (Polya, 1975, s. 145). Jak po-
kazaly badania, takim srodkiem moze by¢ komputer, a Scislej mowiac, stosownie
dobrany program komputerowy.

Dyplomantki dostrzegtly istotne aspekty dotyczace wspierania procesu dydak-
tycznego nowoczesnym medium. Dzieki wykorzystaniu komputera nauczyciel moze
stworzy¢ taka sytuacje dydaktyczna, ktéra pozwoli uczniom z innej perspektywy
spojrzeé na problem, z ktérym do tej pory miat trudnosé. Taki zabieg moze spra-
wié, ze uczniowie lepiej zrozumieja problem i w konsekwencji udziela odpowiedzi
na postawione w zadaniu pytania. Umiejetne wykorzystanie komputera moze za-
tem ponownie zaktywizowaé i zacheci¢ uczniéw do dalszej pracy nad porzuconym
problemem. Przyszly nauczyciel, opracowujac i korzystajac z tego typu pomocy
dydaktycznych, powinien mie¢ ten fakt na uwadze.

Powinien by¢ jednak $wiadomy takze trudnosci i zagrozen wynikajacych z za-
stosowania nowoczesnych technologii do wsparcia procesu dydaktycznego (De Cor-
te, 1995), ktére moga wynika¢ na przyklad z bezgranicznego zaufania do tego
narzedzia (Ratusinski, 2001; Pawlak, 2001; Kakol, Ratusiriski, 2004, 2007). Cze-
sto mozna spotkaé sie z opinia, iz w tradycyjnym rozwiazywaniu zadan wiek-
szy nacisk ktadzie sie na uzyskanie prawidtowej odpowiedzi, niz na znajdywanie
sposobow rozwiazania zadania. Komputer, pozwalajac uczniom znalezé poprawna
odpowiedz, jest dla nich na tyle przekonywujacy, ze zupelnie nie czujg potrzeby
dowodzenia czy uzasadniania zaobserwowanych spostrzezen. Komputer w tej sy-
tuacji jawi sie jako pewnego rodzaju przeszkoda epistemologiczna (Pawlak, 2001;
Sierpinska, 1987). Uczniowie, ktérzy w badaniach E. Gwizdz (2008) i R. Jeczko
(2008) uzyskali z pomoca komputera satysfakcjonujace ich odpowiedzi, zaprzestali
dalszej pracy w celu uzasadnienia poprawnoéci sformutowanych hipotez. Wykorzy-
stanie komputera ostabito ich dalszg motywacje do dzialania. Co wiecej, prowoko-
wani do udowodnienia swoich hipotez, najczeéciej jeszcze raz odtwarzali przebieg
swojej pracy na komputerze, nie uzasadniajac matematycznie poprawnosci swoich
spostrzezen. Wielu dydaktykéw w swych pracach przywolywalo to zjawisko, ob-
serwujac podobne ostabienie zainteresowania odkryciem pelnego rozwiazania po
uzyskaniu odpowiedzi w szczegblnym przypadku. W kontekscie dysertacji obser-
wacje takie widoczne sa np. w pracy G. Zieliniskiej (2011).
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4. Zakonczenie

Nalezy zaznaczy¢, ze poruszane w artykule zagadnienia nie sa nowe. Sg one
jednak nadal aktualne i wydaja si¢ by¢ kluczowe dla rozwijajacej si¢ dziedziny
naukowej, jaka jest dydaktyka matematyki. Nadal bowiem w ksztalceniu mate-
matycznym wazna jest mysl A. Z. Krygowskiej: dydaktyka matematyki eksponuje
aktywnosé tworczg, czynny i Swiadomy udzial uczgcego sie w odkrywaniu pojec,
wzorow, twierdzen, dowodow, w schematyzowaniu sytuacji, w ich matematyzowa-
niu, ogoélnie w rozwigzywaniu problemoéw bardzo zréznicowanych, obejmujgcych ca-
to$é materialu nauczania (Krygowska, 1981a, s. 13). Rozwiazywanie odpowiednio
dobranych zadan, to bez watpienia jedna z wazniejszych aktywnoéci, na ktora
nalezy ktas¢ nacisk w ksztalceniu matematycznym. Stwierdzenie to nie jest bez-
podstawne, w opinii autoréw artykulu warto, by stanowito (pewnego rodzaju) apel
do wszystkich, ktérzy maja wplyw na organizacje i przebieg procesu nauczania-
uczenia si¢ matematyki, gdyz — zgodnie z tym, co stwierdzitla A. Z. Krygowska —
uczen tworzy sobie takq koncepcje matematyki, jaka mu sie ukazuje przez pryzmat
rozwigzywanych przez niego zadan (Krygowska, 1977c, s. 3).

Uwagi poczynione w artykule nie wyczerpuja tematyki zwiazanej z rola za-
dan w ksztalceniu matematycznym. Od wielu lat jest ona bowiem przedmiotem
zainteresowania zaréwno dydaktykdéw matematyki, jak i nauczycieli praktykdw,
a badania procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki odbywajg sie wielotorowo,
z uwzglednieniem réznych jego aspektéw. Przykladem moga by¢ tu te badania,
w ktérych przedmiotem jest proces pracy nad zadaniem matematycznym (Cio-
sek, 1976; Ciosek, Pawlik, 1998; Czajkowska, 2005, 2007, 2009; Czapliniska, 2003a,
2003b; Schoenfeld, 1985; Polya, 1993, 1975; Hejny, 2003; Major, 2006; Major, Po-
wazka, 2012; Zareba, 2003, 2012, 2015) lub takie, w ktérych zadania stanowia na-
rzedzie diagnostyczne umozliwiajace poznanie zjawisk towarzyszacych procesowi
nauczania-uczenia si¢ (Legutko, 1987; Nowecki, 1974, 1975, 1977; Pardala, Uteeva,
Ashirbayev, 2015; Trelifiski, 2006; Zeromska, 1998, 2004). Odrebny nurt stanowia
badania dotyczace roli nowoczesnych technologii w procesie rozwiazywania zadan
matematycznych (Kakol, Ratusinski, 2004, 2007; Ratusinski, 2001, 2003a, 2003b;
Parcia, 2004; Wojtus, 2007).

Kazde z rozwazanych w artykule zagadnien oSwietla z innej perspektywy kwe-
stie dotyczace wykorzystywania zadan w procesie nauczania-uczenia si¢ matematy-
ki. Kazde z nich pozwala takze spojrze¢ na wskazane wczesniej elementy procesu
ksztalcenia przez pryzmat zadan odgrywajacych w nim kluczowa role. Chodzi,
miedzy innymi o to, ze zaprezentowane w opracowaniu przyklady zadan ilustruja
nie tylko aspekt zwiazany z ich rozwiazywaniem, ale ukazujg réwniez ich mozliwy
wplyw na inne komponenty procesu ksztalcenia — ksztattowanie poje¢ matematycz-
nych czy prowadzenie rozumowan. W artykule starano sie przede wszystkim pod-
kresli¢ wage przemyslanego doboru zadan, w szczegdlnodci takich, dzieki ktérym
mozliwe jest tworzenie spdjnych koncepcji dydaktycznych. Omoéwiono przyktad
ilustrujacy wplyw nadmiaru, badz niedomiaru danych na proces rozwiazywania
zadan. Ukazano tez problematyke dotyczaca projektowania cyklu zadan o schema-
cie rozwiazania mogacym nawiazywaé do etapéw rozwigzywania zadania (Polya,
1993). Kluczowa role w przedstawionym w artykule przykladzie odgrywa etap do-
tyczacy ukladania planu rozwiazania zadania. Zwrdcono na to uwage, poniewaz
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planowanie pracy nad zadaniem, czy uczenie rozwiazywania zadan, to jedne z istot-
niejszych kwestii w nauczaniu. W niniejszej pracy zobrazowano réwniez, w jaki spo-
séb mozna — za pomoca odpowiednio skonstruowanego cyklu zadan — ksztattowaé
pojecie matematyczne. Wykorzystanie nowoczesnych technologii pozwolito ukazaé
to samo zadanie w innym $wietle — jako zadanie prowokujace uczniéw do specy-
ficznych aktywnosci matematycznych zwiazanych z odkrywaniem, formutowaniem
i dowodzeniem twierdzen. Przytoczono ponadto przyktad zadania problemowego
stanowiacego narzedzie nie tylko do ujawniania wiedzy i umiejetnosci matematycz-
nych uczacych sie, ale réwnoczesnie (dzieki wsparciu komputerowemu) bedacego
pomocy dla nauczyciela w ukierunkowaniu ucznia do dalszej pracy nad wczesniej
,porzuconym” przez niego zadaniem. Wszystkie, poruszone w przykladach, za-
gadnienia sg wazne zaréwno z punktu widzenia nauczyciela praktyka, studenta
przygotowujacego sie do zawodu nauczyciela, jak i dydaktyka matematyki.

Wiedza i umiejetnoéci matematyczne petnig w naszym codziennym zyciu istot-
na role, a wspolczesny swiat podlega bardzo szybkim i glebokim przemianom, co
wplywa takze na system ksztalcenia i stanowi wyzwanie dla calej edukacji. Jedno-
czes$nie na kazdym poziomie nauczania gtéwna o$ edukacji matematycznej stanowi
rozwiazywanie zadan. Przygotowujac ucznia (w ramach szkolnego nauczania) do
zycia w otaczajacej go rzeczywistosci, powinno sie wiec zwracaé uwage na rozwia-
zywanie takich zadan, ktére pozwalaja ksztaltowal szeroko pojete kompetencje
matematyczne, a takze ucza myslenia i wplywaja na rozwdj kultury matematycz-
nej mtodych ludzi. Nie tylko wiedza jest bowiem istotna. Oprécz wiedzy potrzebna
jest réwnoczednie, miedzy innymi umiejetnoéé jej wykorzystywania, matematyzo-
wania sytuacji codziennych, prowadzenia rozumowan, argumentowania, stawiania
hipotez i ich weryfikacji, zadawania pytan i poszukiwania na nie odpowiedzi —
to wazne elementy rozwoju kazdego czlowieka. Warto jest zatem ksztalcié¢ tak, by
zdobyta wiedza i zgromadzone doswiadczenia pozwalaly na skuteczne rozwiazywa-
nie napotykanych probleméw w nieustajaco zmieniajacym si¢ $wiecie. Nauczyciele,
jako przewodnicy w procesie edukacji, powinni by¢ wyczuleni na te kwestie.

Zaréwno uczenie sig¢, jak i nauczanie matematyki odbywa si¢ w duzej mierze
poprzez rozwiazywanie zadan matematycznych. Stuza one oczywiscie realizowaniu
roznorodnych celéw nauczania matematyki na wszystkich poziomach edukacji.

Jednak rozwiazujac zadania, uczen powinien nie tylko nabywaé nowa wiedze
i doskonali¢ rézne umiejetnodci, ale réwniez mie¢ sposobnosé¢ do rozwijania ak-
tywnosci specyficznych dla dzialalno$ci matematycznej oraz ksztaltowania postaw
i umiejetnosdci potrzebnych wspoétczesnemu cztowiekowi niezaleznie od dziedziny
jego dziatalno$ci (Turnau, 1990). Swiadomosé tego faktu i wiasciwe jego wyko-
rzystanie w procesie nauczania-uczenia si¢ matematyki powinno by¢ zasadniczym
aspektem ksztalcenia przyszlych nauczycieli.
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Abstract. We introduce the concept of the context of transmission. It covers
the ways in which mathematical knowledge and mathematical abilities are
transmitted in education and popularization of mathematics. We stress the
role of intuitive explanations in these processes. Several examples of such
explanations are presented, related to: linguistic explanations, perception,
empirical models, and internal explanations inside mathematics itself.

1. Uwagi wstepne

W ogélnej metodologii nauk od dawna funkcjonuje odréznienie: kontekstu od-
krycia oraz kontekstu uzasadnienia. W przypadku matematyki mozemy je rozu-
mieé¢ nastepujaco: Kontekst odkrycia. Dochodzenie do nowych wynikéw matema-
tycznych oczywiscie nie daje sie przedstawi¢ w postaci procedury algorytmicznej,
bazujacej na jakim$ efektywnym przepisie. To, co mozna badaé, sa (gorzej lub
lepiej rozpoznawalne) uwarunkowania twoérczo$ci matematycznej. Skladaja sie na
nie m.in.: biezacy stan wiedzy w danej dyscyplinie (okreslajacy m.in. takze niewie-
dze, problemy oczekujace rozwiazan), motywacje z innych nauk (przede wszyst-
kim nauk fizycznych) bazujace na przekonaniu, ze matematyka daje sie w nich
skutecznie stosowaé, trudne do obiektywnego scharakteryzowania czynniki natury
estetycznej (profesjonalni matematycy chetnie o tym wspominaja) oraz — jeszcze
trudniejsze w opisie — indywidualne zdolnosci poszczegdlnych matematykéw (nie
istnieje przeciez formula ustalajaca co robi¢, aby mie¢ talent). Badaé¢ mozna réw-
niez postepowanie profesjonalistéw w dochodzeniu do nowych twierdzen i teorii,
o ile oczywidcie jest sie w posiadaniu raportéw na ten temat. Rezultaty pracy mate-
matyka, w postaci publikacji, sa podobne do dziel sztuki: widzimy efekt koncowy,
natomiast droga do jego uzyskania pozostaje ukryta. W trakcie pokonywania tej
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drogi, matematyk moze odwolywaé sie np. do wskazdéwek indukcyjnych (sugestii
dla postawienia hipotezy), rozumowan przez analogi¢ (na podstawie zauwazonych
podobienstw strukturalnych), sktonnosci do uwogélniania (typowej dla dzialalnosci
matematykéw i czesto prowadzacej do lepszego rozumienia zagadnien), poszuki-
wania kontrprzykladdw (pozwalajacych okresli¢ zasieg stosowalnosci twierdzenia),
itd. Czesto podkredla sie, ze niezbywalnym czynnikiem w kontekscie odkrycia jest
intuicja matematyczna, o ktérej bedziemy jeszcze mieli okazje powiedzie¢ pare
stow ponizej.

Kontekst uzasadnienia. Obejmuje to wszystko, co ma gwarantowaé¢ poprawnosé
wynikow matematycznych. Podstawowa jest oczywiscie procedura dedukcji, czyli
wyprowadzania twierdzen z przyjmowanych zalozen z zachowaniem wynikania lo-
gicznego. W praktyce uzasadnianie twierdzen matematycznych polega na wyposa-
zeniu ich w dowody matematyczne. Powszechnie przyjmowany jest poglad, ze kazdy
dowdd matematyczny moze w zasadzie zostaé¢ poddany rekonstrukeji (uzupelnie-
niu) w taki sposéb, ze jej wynikiem jest dowdd w sensie logicznym, czyli konstrukcja
sktadniowa zlozona z poszczegdlnych krokow dowodowych powiazanych na mocy
przyjmowanych regul wnioskowania, bazujacych na wynikaniu logicznym. Osobna
sprawg jest uzasadnianie przyjmowanych aksjomatéw: w tym przypadku wazne sa
wzgledy natury logicznej (np. niezalezno$é aksjomatéw), metodologicznej (,,moc
dedukcyjna” aksjomatéw), pragmatycznej (m.in. ich oczywistosé, ale takze walory
estetyczne). Podobnie, dobdr pojeé pierwotnych uzalezniony jest od ich ,mocy de-
finicyjnej”, ich naturalnosci oraz oczywistosci. Do kontekstu uzasadniania wlaczy¢
nalezy takze refleksje metateoretyczna zawodowych matematykéw, dotyczaca tego,
ktore z metod (uzywanych np. w konstruowaniu lub obliczaniu) nalezy uwazaé za
poprawne. Czesto powtarzanym sloganem jest uwazanie dowodzenia jako potwier-
dzania intuicji matematycznej, co wskazuje na jedno z potaczen miedzy obydwoma
wspomnianymi kontekstami.

Proponujemy dodaé do tych dwoéch kontekstéw trzeci, ktéry nazywamy —
umownie — kontekstem przekazu. Zauwazmy najpierw, ze w kontekscie odkrycia
mowa jest przede wszystkim o tworzeniu matematyki, zas w kontekscie uzasadnie-
nia o jej uprawianiu, a wlasciwie o prezentowaniu otrzymanych wynikéw z zacho-
waniem obowiazujacych standardéw. Sa jednak inne jeszcze obszary aktywnosci
intelektualnej, w ktorych wystepuje matematyka. Do najwazniejszych z nich na-
leza:

1. Uczenie sie matematyki.

2. Nauczanie matematyki.

3. Popularyzacja matematyki.

4. Zastosowania matematyki w innych naukach oraz w filozofis.
5. Wykorzystanie matematyki w sztuce.

Chcieliby$my przez kontekst przekazu rozumieé¢ pierwsze trzy z wyzej wymie-
nionych typéw aktywnosci. Wyodrebniaja sie one od pozostalych tym, ze dochodzi
w nich wlaénie do przekazu: wiedzy, zalecen dotyczacych umiejetnosci oraz kom-
petencji o charakterze matematycznym. W kazdym z tych trzech obszaréw mowi
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sie i pisze na temat samej matematyki, a wiec nie chodzi w nich jedynie o przekaz
treéci matematycznych, lecz w gre wchodzi takze naklonienie odbiorcy do aktyw-
nosci intelektualnej, ktéra owocowaé ma lepszym rozumieniem omawianych idei.
W tego typu przekazach wykorzystujemy co$ wiecej niz w takich aktywno$ciach
matematycznych, jak dowodzenie twierdzen i wykonywanie obliczen. Sadzimy, ze
podstawowym skladnikiem owej nadwyzki sa objasnienia intuicyjne i wlasnie im
poswiecone sa dalsze rozwazania. Nie bedziemy natomiast zajmowaé sie innymi
aspektami dziatan wykonywanych we wspomnianych trzech obszarach.

Objaénienia intuicyjne maja oczywiscie wspomagaé proces rozumienia: pojec,
twierdzen, konstrukcji, idei matematycznych. Podstawowa sprawa jest odréznie-
nie dobrych (trafnych, poprawnych) intuicji od intuicji ztudnych, prowadzacych
do znieksztalcenia rozumienia omawianych idei matematycznych. Zaréwno w pro-
gramach nauczania, jak i w samych podrecznikach pisze sie¢ czesto, ze do pod-
stawowych zadan dydaktyki matematyki nalezy wyksztatcenie poprawnych intuicji
matematycznych. Powstaje pytanie: czy cel ten jest osiagniety juz wtedy, gdy
uczen wykonuje wszystkie obliczenia i kroki dedukeyjne zgodnie z zalecanym stan-
dardem, otrzymujac poprawne odpowiedzi? Czy tez wymagane jest przy tym cos
wiecej, co angazuje proces rozumienia wykonywanych dzialan? Wreszcie, jak mo-
zemy rozpoznaé, ze doszlo do takiego rozumienia?

Szczegdlng wage w naszych rozwazaniach przywiazujemy do dzialan edukacyj-
nych, dotyczacych terapii matematycznej: takiego wykladu matematyki na po-
ziomie uniwersyteckim (dla studentéw kierunkéw pozamatematycznych), ktory
pomdgtby stuchaczom pozby¢ sie traumatycznych uprzedzen wobec matematyki,
z réznych powodéw wyniesionych z edukacji szkolnej. O celowosci tego typu dzia-
tan przekonuje nas kilka dekad do$wiadczen dydaktycznych, podczas ktérych stale
mieliSmy styczno$¢ z tego typu uprzedzeniami ze strony stuchaczy.

Sadzimy, ze stosunkowo malo uwagi poswieca sie nauczaniu matematyki doro-
stych, w poréwnaniu z zaangazowaniem teoretykow i praktykéw dydaktyki w opra-
cowywanie nowoczesnych i skutecznych metod nauczania dzieci i mtodziezy szkol-
nej. Trzeba rzecz jasna zgodzié sie z pogladem, ze najlepsze efekty daje nauczanie
matematyki w mozliwie mtodym wieku i ze wspomniane zaangazowanie jest cal-
kowicie usprawiedliwione. Uwazamy tez jednak, ze nalezy wykorzysta¢ ostatnia
z mozliwosci prowadzenia edukacji matematycznej, jaka sa studia wyzsze (caly
czas méwimy tu o kierunkach pozamatematycznych) i dolozy¢ staran — w duzej
czesci naprawczych — aby takze mtodziez studencka opuszczala uczelnie bez awer-
sji do matematyki, bez strachu przed nia, prowadzacego czesto do jej lekcewazenia.
I aby zostala matematyka zaciekawiona i doceniala jej role w kulturze.

2. Wstepne hipotezy

Wprowadzajac nowe pojecie zadba¢ musimy o jego charakterystyke, podajac
jego zakres oraz cechy konstytutywne jego desygnatow, a takze czynione na jego
temat zalozenia. Trzeba réwniez zadeklarowaé, jak rozumiemy inne pojecia, pet-
nigce role pomocnicza, a wiec w naszym przypadku takie pojecia, jak: rozumienie,
objasnienie intuicyjne, intuicja matematyczna, dobra (poprawna) intuicja w od-
roznieniu od zlej.
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Uwazamy, ze termin intuicja matematyczna stosowany jest w literaturze (filo-
zoficznej i dydaktycznej) dla oznaczenia wielu réznorodnych tresci, przez co wcale
nie zyskuje on na klarownosci. Chcieliby$my odrézniaé rodzaje (poziomy) tego
typu intuicji, dla przyktadu:

1. Intuicje przededukacyjne. Zwiazane sg z naszym uposazeniem poznawczym
oraz sfera doswiadczenia potocznego. Sadzimy, ze zaliczy¢ do nich mozna np.
subitacje oraz intuicyjne przekonania o statusie geometrycznym lub topolo-
gicznym, np. odréznianie wnetrza od zewnetrza.

2. Intuicje nabywane w procesie edukacji. Te intuicje wpajane nam sa w trakcie
nauczania matematyki w szkole i na uczelni. Dla przykladu, szeregowanie
obiektéw oraz ustalanie stabilnosci liczebnosci kolekcji przedmiotéw prowa-
dzi do podstawowych intuicji zwigzanych z liczeniem.

3. Intuicje profesjonalnych matematykow. Do tej grupy zaliczamy przeczucia,
przekonania, wyobrazenia, itp. przeksztalcane w sposéb nieformalny przez
matematykéw, ktére leza u podstaw ich twérczosci. Czym sa te intuicje wy-
jasni¢ moga chyba jedynie sami zawodowi matematycy. Niezwykle trudno
jest bowiem dokonywaé takich interpretacji tekstéw zrédlowych, ktére po-
zwoliltyby w sposéb jednoznaczny wyjawi¢ czynniki intelektualne sterujace
procesem dochodzenia do nowych idei matematycznych.

Osobng sprawa jest to, na ile intuicje z wymienionych wyzej pozioméw pod-
legaja werbalizacji, czyli wyrazeniu zywionych przekonan w sposob artykulowany.
Intuicje moga by¢ wyobrazeniami lub przekonaniami. Moga by¢ motywowane
uprzednimi dos$wiadczeniami podmiotu, ale mogg tez bazowaé na jego zwerba-
lizowanej wiedzy. Wsrdd intuicji kazdego z wymienionych pozioméw dokonywaé
mozna dalszych rozréznien. Dla intuicji pierwszego poziomu dystynkcji takich do-
starczaja nauki kognitywne. Dydaktyka matematyki poswigca uwage przerdéznym
intuicjom drugiego poziomu. Do odrézniania intuicji trzeciego poziomu wykorzy-
sta¢ mozna, jak sadzimy, np. style myslenia w matematyce, przez co rozumiemy
m.in. styl algebraiczny, styl geometryczny. Niektorzy matematycy mistrzowsko opa-
nowali kombinatoryczny sposéb myslenia (np. Paul Erdés), inni postuguja sie kom-
petentnie wyobrazeniami przestrzennymi (np. William Thurston), itp.

Nasze dalsze uwagi beda dotyczyly intuicji drugiego z wymienionych pozio-
moéw. Interesuje nas bowiem w niniejszym tekscie to, jak mozna intuicje tego typu
ksztaltowad, jak kultywowaé dobre (poprawne) intuicje i jak wystrzegaé sie zlych
(zludnych) intuicji.

Przyjmujemy, Ze znaczenie poje¢ matematycznych jest okreslone wylacznie
w odnosnej teorii, w ktorej wystepuja te pojecia. W szczegdlnosci, znaczenie po-
je¢ pierwotnych danej teorii wyznaczone jest jej aksjomatami, a znaczenie pojeé
definiowanych wywie$¢ mozna z ich definicji. To, w jaki sposéb uzywamy pojec¢
w rozwijaniu danej teorii jest zdeterminowane tak okreslonymi ich znaczeniami.
Zdajemy sobie sprawe, ze to podejscie moze by¢ krytykowane, np. poprzez od-
wolanie sie do oczywistego faktu uprawiania poszczegdlnych dyscyplin matema-
tycznych w ich stadium przedaksjomatycznym, przez wiele stuleci. Sadzimy, ze
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w takich przypadkach znaczenia uzywanych poje¢ okreslane byly przez sposoby
ich uzZywania.

W kontekscie przekazu znaczenia pojeé (wyznaczone przez teorie) opatrywane
sa objasnieniami intuicyjnymsi. Mowiac o intuicyjnym znaczeniu np. pojecia calki,
liczby zespolonej, liczb 7 oraz e, itd. mozna, jak sadzimy, odwolywaé sie do dwoch
roznych spraw:

1. Intuicji, ktore towarzyszyly matematykom przy wprowadzaniu rozwazanego
pojecia. W tym przypadku odwotujemy sie zatem do kontekstu odkrycia.

2. Intuicji, ktére przywolujemy dla uzyskania rozumienia omawianego (w pod-
reczniku lub na wykladzie) pojecia. W tym przypadku nasze komentarze
stanowia dodatek do znaczenia pojecia, ustalonego w teorii. Te objasnienia
nalezg zatem do kontekstu przekazu.

W sklad kontekstu przekazu wchodzg dzialania (proces dydaktyczny, dzialal-
no$é¢ publicystyczna), dzieki ktérym osiaga¢ mozemy rozumienie poje¢ matema-
tycznych, a takze wytwory takich dzialan, czyli powstajace w ich wyniku teksty,
nagrania odczytow, filmy. Od akademickiego wykladu matematyki r6zni¢ sie one
moga takim oddzialywaniem na wyobraznie czytelnikow, stuchaczy, widzow, ktére
co$ dodaje do kanonicznych treéci wyktadu. Tym dodatkiem sa wlasnie objasnienia
intuicyjne, pozwalajace na tworzenie reprezentacji mentalnych omawianych pojec.

Terminu objasnienie uzywamy tu celowo i chcemy odréznia¢ objasnienia od
wyjasniania w matematyce. Ten drugi termin rozumiemy za$ tak, jak czyni sie
to w ogélnej metodologii nauk. Wyjasniamy jaki$ fakt przez wskazanie stosow-
nego prawa, ktorego fakt ten jest konsekwencja. Na temat specyfiki wyjasniania
w matematyce pisze si¢ np. w: Lange (2014), Mancosu (2015), Steiner (1978).

Objasnienia intuicyjne proponujemy natomiast rozumieé jako argumentacje
innego rodzaju. Chcemy je mianowicie traktowa¢ jako pomoce stuzace do oswa-
jania znaczen poje¢ matematycznych. Moga to byé pomoce wizualne (rysunki,
diagramy, gesty, filmy), eksplikacje lingwistyczne (z wykorzystaniem np. metafor),
odwolania do modeli fizycznych (np. mechanicznych). Akceptujemy poglad wyra-
zony przez Anne Sierpiniska, ze obiekty matematyczne nie sg po prostu widziane,
ale sa widziane jako co$ (Sierpinska, 1994). Kazdy rozdzial ksiazki Sierpinskiej
zawiera motto z prac Poincarégo; na pierwszej stronie znajdujemy nastepujacy
fragment z jego Science and Method (Sierpinska, 1994, s. 1):

We are in a class of the fourth grade. The teacher is dictating: ‘A circle
is the position of the points in a plane which are at the same distance
from an interior point called the centre’ The good pupil writes this
phrase in his copy-book and the bad pupil draws faces, but neither of
them understands. Then the teacher takes the chalk and draws a circle
on the board. ‘Ah’, think the pupils, ‘why didn’t he say at once, a circle
is a round, and we should have understood’.

To wtlasnie jest typowy przyklad objasnienia intuicyjnego. Wiaze ono podanag
na poczatku definicje z przedstawieniem (wyobrazeniem, reprezentacja mentalna,)
obiektu, ktory spelnia warunek tej definicji. Moze warto dodaé, ze w podanym
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przedstawieniu odwolujemy sie do ustalonej metryki, wyznaczonej przez wartos$c
bezwzgledna. Jak wiadomo, przedstawienie okregu w innej metryce (np. takséw-
kowej lub Czebyszewa) wyglada calkiem inaczej.

W kontekscie przekazu odnosimy sie zatem do pewnych komplekséw, ztozonych
z poje¢ wraz z metodami ich wprowadzenia i towarzyszacymi tym metodom ko-
mentarzami. Bedziemy takie kompleksy nazywali pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie. Konkretne przyklady staramy sie¢ podaé¢ w nastepnej czesci tekstu.

Jesli chodzi o zalozenia filozoficzne dotyczace kontekstu przekazu, to nie wi-
dzimy w tym miejscu potrzeby dokladniejszej ich analizy. Poprzestaniemy na de-
klaracji, ze w naszej opinii matematyka w jej kontekscie przekazu powinna jawic
sig jako:

1. Nauka o wzorcach. Poczatki matematyki biora sie z reprezentacji (wybra-
nych aspektéw) $wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystepujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem stalodci liczebnosci kolek-
cji), algebraiczne (zwigzane z wlasnodciami dzialan na obiektach, symetrie),
porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektéw wzgledem danych rela-
cji), moga dotyczyé¢ ksztaltu, przestrzeni, pozycji, odleglosci (konstrukcje
geometryczne, topologiczne), moga dotyczyé ruchu i zmiany (pojecia analizy
matematycznej, geometrii i topologii rézniczkowej), moga wreszcie dotyczy¢
samych rozumowari matematycznych (pojecia logiki matematycznej), obli-
czalnodci (pojecia teorii rekursji oraz réznych dzialéw informatyki), czestosci
(rachunek prawdopodobienistwa i statystyka matematyczna), itd.

2. Nauka o rozwigzywaniu problemow. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typéw dziatalnosci. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twier-
dzen. Inne typy tej dziatalnosci to, m.in.: uogélnianie, abstrahowanie, tworze-
nie pojeé, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych,
bardziej eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzeni, wyobrazanie sobie,
szukanie kontrprzyktadéw, przeprowadzanie rozumowan przez analogie (pro-
wadzacych np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych), rozpatry-
wanie szczegblnych przypadkéw, klasyfikowanie, szukanie nowych aksjoma-
tow, sigganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszukiwanie no-
wych punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych) rachunkéw,
mys$lenie przekorne, itd. Na poczatku kazdego z takich dzialan mamy do
czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiazaniu korzystamy z do-
stepnych, sprawdzonych juz w dzialaniu metod, ale takze z tworzonych na
nowo heurystyk. Pozwalamy sobie sadzi¢, ze wielu matematykdéw zgodzi sie
z opinia, ze matematyka moze by¢ takze postrzegana jako sztuka rozwiazy-
wania probleméw (oraz tworzenia poje¢), przy czym ten artystyczny aspekt
matematyki poddany jest oczywiscie rygorom, narzucanym przez nature ro-
zumowan matematycznych.

3. Przyktady

Niniejsza notatka jest pierwszym tekstem dotyczacym kontekstu przekazu,
ktory probujemy opublikowaé. Nie podejmujemy jakiejkolwiek préby syntezy, do-
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konamy jedynie przegladu przykladow typoéw dzialan angazujacych objasnienia
intuicyjne, ktére — naszym zdaniem — odgrywaja istotna role w przekazie wiedzy
matematycznej oraz wyksztalcaniu umiejetnoéci matematycznych.

3.1. Objasnienia werbalne

Uprawiamy matematyke w jej jezyku, ktory jest jezykiem sztucznym (specjal-
nie skonstruowanym) z wyraznie i precyzyjnie okre$lonymi zasadami sktadni. Dla
uczacych sie matematyki jest to jednak poczatkowo jezyk obcy. W dodatku, jest
to dziwny jezyk obcy, bo wykorzystuje wiele wyrazen ich jezyka ojczystego, ktére
rygorystycznie kaze si¢ rozumie¢ w zalecany sposob, czesto ujmujac cos ze zna-
czenia potocznego tych wyrazen, do ktérego uczacy sie przywykli lub proponujac
calkowicie nowe ich znaczenie.

Samo nadanie szaty slownej matematycznym wyrazeniom symbolicznym nie
moze jeszcze pretendowaé do miana intuicyjnego objasnienia, cho¢ moze dla nie-
ktorych byé pomocne. Czasem sformutowania symboliczne wymagaja w ,,przetiu-
maczeniu” ich na jezyk etniczny jawnego wyrazenia pewnych domyg$lnych tresci.
Gdy np. chcemy wyrazi¢ stownie znaczenie wyrazenia:

Ve > 030 > OVaVy(d(z,y) < § = d(f(z), f(y)) < &),
to zapewne uczynimy to w sposéb nastepujacy:

Dla dowolnie mafej dodatniej liczby e istnieje dodatnia liczba 0 taka,
ze jesli odlegloéé d miedzy argumentami funkcji f jest mniejsza od 4,
to odleglo$¢é miedzy wartosciami funkcji f dla tych argumentéw jest
mniejsza od . Parafrazujac, jesli argumenty funkcji sa wystarczajaco
bliskie, to wartosci funkcji sa dowolnie bliskie. Ponadto, ,,wystarczajaco
bliskie” jest tu rozumiane tak samo dla dowolnej pary argumentow.

Widoczne sa tu pewne ,naddatki” werbalne, ktére wspomaga¢ maja rozumie-
nie wyrazenia formalnego.

Studenci kierunkéw pozamatematycznych zwykle domagaja sie, aby méwiac
o zbiorach, relacjach, funkcjach itp. podawaé¢ przyklady ,z zycia”, czyli odno-
szace sie do do$wiadczenia potocznego oraz ,zwyklego” rozumienia wyrazen. Ze
wzgledu na m.in. nieostro$¢ wiekszosci wyrazen jezykowych oraz zjawisko inten-
sjonalnosci bywa to trudne. W matematycznej teorii mnogosci méwimy jedynie
o zbiorach. To, czy istnieja jakiekolwiek indywidua, jakiekolwiek obiekty fizyczne,
jest dla tej teorii nieistotne. To, czy wszystkie obiekty matematyczne sa zbiorami
jest problemem filozofii matematyki i nie mozemy tego rozstrzyga¢ na ustugowych
zajeciach z matematyki. Nie chcemy jednak pozbawiaé sie mozliwoéci stosowania
formalizmu teorii mnogosci w odniesieniu do swiata fizycznego, doswiadczenia po-
tocznego, konstrukeji pojeciowych w ogélnosci. Tak wiec, zgadzamy sie na to, aby
moéwié o zbiorach, ktorych elementami sa obiekty fizyczne. Wtedy taki zbidr jest
juz jednak obiektem abstrakcyjnym. Jak ujat to jeden z najwybitniejszych polskich
filozoféw, zbiér lwéw nie jest lwem — zbiory nie rycza. Nalezy by¢ swiadomym,
ze w przypadku zbiorow, ktorych elementami sa obiekty fizyczne moga wystapic
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trudnosdci z precyzyjnym ustaleniem inwentarza tych elementéw. Co mamy na my-
$li, méwiac o zbiorze wszystkich Polakow? Wszystkich obywateli Rzeczpospolitej
Polskiej? Wszystkich dzisiaj zyjacych takich obywateli? Wszystkie osoby pocho-
dzenia polskiego rozproszone na calej planecie? Wszystkich kiedykolwiek zyjacych
Polakéw? Czy wreszcie, przekraczajac granice ponurej groteski, wszystkich Praw-
dziwych Polakow? Tego typu trudnosci nie sg jednak trudno$ciami samej teorii
mnogoéci, lecz uwarunkowane sa mozliwosciami aplikacyjnymi (oraz ich ograni-
czeniami) teorii formalnych, o czym wiecej stuchacze dowiaduja sie na zajeciach
z filozofii.

Do wyobrazni stuchaczy zwykle silnie przemawiaja réznego rodzaju metafory,
przywolywane w celach dydaktycznych. Chodzi przy tym nie o metafory rozumiane
jako érodki stylistyczne, ale o tzw. metafory poznawcze. Teoria metafor poznaw-
czych (Lakoff, Nufez, 2000) glosi, ze tresci bardziej abstrakcyjne objadniane sa
przez tresci bardziej konkretne, w ostatecznym rozrachunku sprowadzane do wy-
obrazen doswiadczenia potocznego. Byla z sukcesem zastosowana w lingwistyce
(Lakoff, Johnson, 1980). Lakoff i Ntiiez prébuja ja takze stosowa¢ w odniesieniu
do matematyki, charakteryzujac w nastepujacych slowach odnosna metode two-
rzenia pojeé¢ (Lakoff, Nufez, 2000, s. 6):

Conceptual metaphor is a cognitive mechanism for allowing us to re-
ason about one kind of thing as if it were another. [...] It is a grounded,
inference-preserving cross-domain mapping — a neural mechanism that
allows us to use the inferential structure of one conceptual domain (say,
geometry) to reason about another (say, arithmetic).

W mysél tej koncepcji np. zbiory rozumie¢ mozemy lepiej przez odwotanie sie do
pojemnikow, rozumienie liczb bazowaé miatoby na odwolywaniu si¢ do grupowa-
nia obiektéw, przebywania drogi, wielokrotnego odkladania jednostki miary, itp.
Nie wypowiadamy sie¢ w tym miejscu na temat trafnosci zastosowania koncepcji
metafor poznawczych w matematyce — uczyniliémy to juz wezeéniej (Pogonowski,
2011, 2012, 2013), odnoszac sie z duza rezerwa do mozliwosci sprowadzenia genezy
oraz funkcjonowania matematyki jedynie do procesu tworzenia metafor poznaw-
czych. W cytowanych pracach przywolujemy tez krytyczne opinie matematykow
na temat tej koncepcji.

Odnotujmy jedynie, ze do$wiadczenie dydaktyczne z nauczaniem matematyki
studentow kierunkéw pozamatematycznych ukazuje, ze istotnie korzystajg oni z ro-
zumienia liczb rzeczywistych jako punktéw na prostej — to rozumienie zostalo im
silnie wpojone w edukacji szkolnej. Staramy sie wskazywac, ze mamy w tym przy-
padku do czynienia z izomorfizmem miedzy struktura liczb rzeczywistych a struk-
tura geometryczna prostej, rozumianej jako uporzadkowany w odpowiedni sposéb
zbidér punktdw.

Studenci wspomnianych kierunkéw studiéw wyobrazajacy sobie liczby rzeczy-
wiste przez odwolania do rozwinieé dziesigtnych (a wiec tak, jak w definicji Ho-
borskiego) zadaja czasem pytania poswiadczajace trudnosci z rozumieniem pojeé
nieskonczonodci, gestosci oraz cigglosci, np.: skoro liczba rzeczywista ma nieskon-
czone rozwiniecie dziesietne, to jak znaleZé nastepng po niej liczbe rzeczywistq?

Uwazamy, ze po czeSci usprawiedliwione w omawianym typie dydaktyki jest
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korzystanie z metafor poznawczych dotyczacych ruchu oraz wyobrazen geome-
trycznych w intuicyjnych objaénieniach poje¢ rachunku rézniczkowego. Zachowaé
jednak przy tym trzeba stosowna ostrozno$é, podkreslajac metaforyczno$é obja-
$nienia. Mozna sie bowiem obawiaé, ze studenci kierunkéw pozamatematycznych
zachowaja w pamieci jedynie owe metafory, nie prébujac nawet jakiejkolwiek re-
fleksji teoretycznej nad omawianymi pojeciami.

Trudnosci z rozumieniem matematycznego pojecia wyeksplikowanego werbal-
nie nawet w wyczerpujacy sposob moga wiazaé sie z klopotami natury logicznej
(np. z rozumieniem kwantyfikacji), ktére miewaja studenci. Dla przykladu: nie
rozumiem, co to znaczy, ze relacja jest przeciwzwrotna, ale rozumiem przyklad, Ze
nie zachodzi 2 < 2.

3.2. Percepcja

Na temat wykorzystywania rysunkéw w nauczaniu matematyki wypowiadaja
sie bodaj wszyscy dydaktycy matematyki. Nie sadzimy, ze mozemy dodaé¢ cokol-
wiek odkrywczego na ten temat. Przypomnie¢ wypada, ze — wedle wspotczesnych
standardéw — rysunek nie moze by¢ traktowany jako dowdd, moze natomiast pet-
ni¢ role objaénienia intuicyjnego. Ponadto, rysunki nie moga by¢ zbyt sugestywne,
aby nie narzucaly sposobu rozumienia przedstawianej przez nie sytuacji. Ladne za-
stosowania diagraméw w objasnianiu pojec i twierdzen analizy zespolonej zawiera
praca Needham (1997).

Przypominamy sobie dos¢ zabawny spor, ktory mial miejsce na naszym semi-
narium. Ot6z prelegent narysowal dwa diagramy: na jednym z nich w uniwersum,
reprezentowanym prostokatem zaznaczony zostal, poprzez koto wewnatrz tego pro-
stokata zbiér A, za$ drugi diagram byl przedzielonym na polowy prostokatem
i jedna z tych poléwek miata by¢ zbiorem A. Prelegent utrzymywal, ze mamy tu
do czynienia z dwiema réznymi sytuacjami: w pierwszej z nich zbiér A miatby by¢
wyrdzniony w uniwersum, a w drugiej mialoby mieé¢ miejsce odrdznienie zbioru A
od jego dopelnienia. Oczywiscie z matematycznego punktu widzenia, gdy postu-
gujemy sie diagramami Venna, obie te sytuacje sa identyczne (bo nie bierzemy
przeciez pod uwage np. wlasnosci topologicznych rozwazanych obszaréw). Najwy-
razniej prelegent chcial wyrazi¢ swoimi rysunkami jakas dodatkowa informacje,
ktorej uzyte w tym przypadku diagramy Venna nie zawieraja. Zapewne chodzito
mu o podkreslenie, ze w pierwszym przypadku zbiér A znajduje sie¢ w centrum
uwagi, natomiast w przypadku drugim role pelnione przez A oraz dopelnienie A
sa takie same. Zauwazmy, ze gdyby prelegent uzyt np. diagraméw Carrolla, to
owych dodatkowych informacji nie moglby na takim diagramie uwzglednié.

Wspbdlczesna dydaktyka matematyki wspomagana jest — czesto znakomitymi
— ogblnie dostepnymi w sieci pomocami audiowizualnymi. Liczne portale mate-
matyczne prezentuja filmy dydaktyczne, ilustrujace zaréwno stosunkowo proste
zagadnienia matematyczne, jak tez pomagajace zrozumie¢ nawet bardzo ztozone
konstrukecje, np.: twierdzenie Smale’a o przenicowaniu sfery S? w przestrzeni R3
lub wiazke Hopfa. Niewatpliwie jest to jeden z najbardziej obiecujacych kierunkdw
rozwoju dydaktyki matematyki.

Podczas wykladéw z matematycznych metod rozwigzywania probleméw po-
shugiwaliémy sie — oprécz wspomnianych wyzej filméw — takze (amatorskimi) na-



[128] Jerzy Pogonowski

graniami piosenek o treéci matematycznej, ktérych zabawne fabuly moga poméc
utrwalaé rozumienie wzoréw i konstrukcji. Jednak zwykle piosenki takie adreso-
wane sa do mtodszych dzieci, znalezliémy stosunkowo mato utworéw dotyczacych
matematyki na poziomie uniwersyteckim.

3.3. Modele fizyczne

Wspomaganie dydaktyki matematyki odwolaniami do modeli fizycznych ma
dluga i bogata tradycje. Stynnym przyktadem stosowania modeli fizycznych sa roz-
wazania Archimedesa dotyczace wykorzystania mechaniki w uzasadnianiu twier-
dzefi geometrycznych (zob. np. Heath, 2002). Trzeba podkresli¢, ze Archimedes
podajac argumentacje odwolujace sie do mechaniki w obliczeniach pél i objeto-
$ci otwarcie i wyraznie pisal, ze te argumentacje naleza do kontekstu odkrycia,
a precyzyjne dowody odnoénych twierdzen wykorzystuja poprawna matematycz-
nie metode wyczerpywania.

Ciekawe zestawy przykladéw zawieraja np. prace: Ghrist (2014) oraz Levi
(2009). W pierwszej z nich duzo uwagi poswieca sie intuicyjnym objasnieniom
poje¢ i twierdzen topologicznych poprzez odwolania do modeli mechanicznych,
w szczegdlnodci tzw. linkages, czyli uklady drazkéw, ktére polaczone sa prze-
gubami. Pozwalaja one wspomagaé rozwijanie wyobrazni geometrycznej. Ghrist
przywoluje twierdzenie, gloszace, iz kazda gladka rozmaito$¢ zwarta jest dyfe-
omorficzna z przestrzenia konfiguracyjna pewnego plaskiego uktadu takich draz-
kéw. Odpowiednio dobrane uklady drazkéw stuzyé moga zatem do kinematycznej
reprezentacji tworow nawet o wymiarach wiekszych od trzech. Na marginesie moze
warto dodaé, ze badanie takich uktadow drazkéw jest wazne m.in. we wspolczesnej
robotyce.

Druga z wymienionych wyzej pozycji zawiera liczne przyklady argumentacji fi-
zycznych, wspomagajacych rozumienie twierdzen matematycznych. Autor ukazuje
np. zwiazki twierdzenia Pitagorasa z prawem zachowania energii, powigzania mie-
dzy analiza ruchu kota roweru lub ci$nienia gazu a twierdzeniem Gaussa-Bonneta,
odpowiednio$¢ miedzy pewnymi twierdzeniami analizy zespolonej a ruchem cieczy
lub przeptywem ciepla, itp. Wedle autora, zaletami takich fizycznie zorientowanych
objasnien sa: mniej skomplikowane obliczenia, uzyskiwanie wynikéw dobrze poje-
ciowo reprezentowanych, mniejsze wymagania wobec uprzedniego poziomu ma-
tematycznego stuchaczy. Oczywiscie, objasnienia fizyczne nie zastepuja dowodow
matematycznych, stuza jedynie jako heurystyki wspomagajace rozumienie. Autor
powoluje sie na nastepujaca analogie, z ktérej czesto korzysta (Levi, 2009, s. 27):

Calculus Physical interpretation

The function f(x) Potential energy P(x)

The derivative f'(x) The force F(x) = —P'(x)

f(z) minimal = f'(z) =0 | P(z) is minimal = F(z) =0
(equilibrium)

Sadzimy, ze tego typu odwolania fizyczne wspomagajace dydaktyke matema-
tyki moga silnie oddziatywa¢ na wyobraznie¢ stuchaczy, a takze motywowadé ich do
zadawania dalszych pytan, dotyczacych zaréwno tego jak przebiega dane zjawisko,
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jak tez dlaczego przebiega wlasnie tak, a nie inaczej. Ukazanie takich zwiazkow
miedzy rzeczywistoscia fizyczna a jej opisem matematycznym jest nieodzownym
sktadnikiem wyksztalcenia. Wiadomo przeciez, ze wiele oséb ma bledne, ztudne
wyobrazenia zwiazane nawet z doswiadczeniem potocznym. Wyobrazenia na te-
mat zjawisk fizycznych moga drastycznie odbiegaé od rzeczywistego ich przebiegu,
(por. np. Ben-Zeev, Star, 2001, s. 29):

It has been found that when people were asked to draw the path of
a moving object shot through a curved tube, they believed that the
object would move along a curved (instead of a straight) path even in
the absence of external forces.

Tego typu wyobrazenia okresla sie czasem mianem folk physics. Nalezy sie ich
rzecz jasna wystrzegaé przy stosowaniu objasnien intuicyjnych wspomagajacych
rozumienie poje¢ matematycznych.

Jeden z recenzentéw niniejszego tekstu odniost sie krytycznie do optymistycz-
nej wiary w skutecznosé dydaktyczng modeli fizycznych w nauczaniu matematyki
w stylu prezentowanym np. przez Levi (2009). Wedle niego, objasnienia takie moga
stanowié¢ raczej utrudnienie, ze wzgledu na to, iz uczniowie lub studenci (kierunkéw
pozamatematycznych) fizyke rozumieja w jeszcze mniejszym stopniu niz matema-
tyke. Niezaleznie od trafnoéci tej diagnozy, warto moze podkresli¢, ze odwolanie
sie do modeli fizycznych jest wyrazem przekonania, ze takie modele nie moga ge-
nerowadé zlych intuicji matematycznych.

Modele fizyczne wykorzystywa¢ moga roznego rodzaju artefakty, ktérych
w dziejach matematyki spotykamy bardzo wiele. Obok powszechnie znanych, jak
cyrkiel i linijka, mamy tez pantografy, elipsografy, spirografy, przyrzady do mierze-
nia pél, dltugosci oraz miary katéow, itp. Dydaktycy matematyki korzystaja réwniez
ze specjalnie przygotowanych zestawéw pomocy dydaktycznych — (zob. np. Lénart
1996).

Wykorzystywanie modeli fizycznych we wspomaganiu dydaktyki matematyki
opiera sie na pewnych zalozeniach filozoficznych, dotyczacych stosowalnosci ma-
tematyki w naukach empirycznych. Zakladamy, ze $wiat fizyczny daje sie opisac
matematycznie. Mieliémy tez wielokrotnie do czynienia z sytuacja, gdy rozwoj da-
nej dyscypliny matematycznej wyprzedzal jej zastosowania w fizyce. Oczywiscie
w ustugowym kursie matematyki raczej nie przewiduje sie miejsca na dywaga-
cje filozoficzne, mozna jednak zacheca¢ stuchaczy do refleksji nad skutecznoscia
stosowania matematyki w naukach empirycznych. W szczegdlnosci, zaciekawie-
nie studentéw budza zwykle wyniki matematyczne ukazujace kolizje miedzy ztud-
nymi wyobrazeniami potocznymi a prawidtowym opisem matematycznym zjawisk,
a takze réznego rodzaju supertasks — (por. np.: Galperin, 2003; Havil, 2007, 2008;
Klymchuk, Staples, 2013; Laraudogoitia, 1996; Romero, 2014).

3.4. Objasnienia wewnetrzne

Tego typu objasnienia maja nieco inny charakter od uprzednio oméwionych,
gdyz wykorzystywane objasnienia odwoluja sie nie do sfer zewnetrznych wobec
matematyki, lecz do innych ustalen wewnatrz poszczegdlnych dyscyplin matema-
tycznych. Zwykle sa to rozumowania poprzez analogie, odwolujace si¢ do pewnych
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wspolnych cech strukturalnych, np. dzielenie wielomianéw intuicyjnie objasniamy,
odwolujac si¢ do dzielenia liczb i wskazujac na algorytm Euklidesa, jako wspdlna
zasade wykonywania tych operacji.

Objasnienia wewnetrzne podkreslaja zatem spéjnoéé matematyki. Fakt wiel-
kiego wspotczesnie zréznicowania dyscyplin matematycznych nie przeczy temu, ze
matematyka jest wewnetrznie spéjna. Owa spojnosé potwierdzajg zaréwno wielkie
przetomy w historii matematyki (np. powiazanie algebry z geometrig lub arytmety-
zacja analizy), ale takze to, ze dowody twierdzen z danej dyscypliny matematycznej
moga odwolywaé sie do aparatury pojeciowej catkiem innej z takich dyscyplin.

Ponizej ograniczamy sie¢ do trzech przykladéw tego, co nazywamy objasnie-
niami wewnetrznymi. Mamy w nich kolejno do czynienia z: powolaniem sie na ana-
logie, przyjeciem intuicyjnego zalozenia oraz argumentacja o charakterze pragma-
tycznym. Nie twierdzimy rzecz jasna, ze sa to przyklady wykorzystywane w ustu-
gowej dydaktyce matematyki dla studentéw kierunkéw pozamatematycznych.

3.4.1. Modele teorii mnogosci

Dla wykazania niezaleznoéci pewnych zdan jezyka teorii mnogosci wykorzy-
stuje sie metode wymuszania (ang. forcing), polegajaca na budowaniu takich mo-
deli tej teorii, w ktorych wybrane zdanie jest falszywe. Uzywajac tej techniki, wy-
chodzi sie od pewnego, stosownie dobranego, przeliczalnego przechodniego modelu
(M, €) dla teorii mnogosci (otrzymanego na mocy dolnego twierdzenia Lowenheima-
Skolema oraz lematu Mostowskiego o kontrakeji), ktéry nastepnie rozszerza sie,
dodajac don dodatkowe zbiory, ktérych wlasnosci kontroluje sie przez narzucenie
stosownych warunkéw. Dla oséb, ktore nie specjalizuja sie w teorii mnogosci cata
procedura wyglada¢ moze na dosé skomplikowang. Mozna ja jednak przyblizy¢
szerszemu audytorium (matematykéw) poprzez intuicyjne odwolania do analogii
z rozszerzaniem cial o elementy przestepne. Model (M, €) przyréwnany jest do
ciala liczb wymiernych Q, a jego rozszerzenie uzyskane metoda wymuszania przy-
réwnywane jest do rozszerzenia ciala QQ o element przestepny. Trafno$¢ tej analogii
zasadza sie¢ w tym, ze rozszerzony model teorii mnogosci jest charakteryzowany
przez warunki odpowiadajace tym, ktore wyrazaja fakt przestepnosci elementu
dodawanego do ciala, czyli zbiorowi zdan stwierdzajacych lacznie, iz 6w element
przestepny nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspotczynnikach w wyj-
Sciowym ciele. Oczywiscie to intuicyjne objasnienie przemawia do tych czytelnikéw,
ktorzy maja juz jakies pojecie o wykorzystywanych faktach algebraicznych.

3.4.2. Prawdziwo$¢ z prawdopodobienstwem 1

Czy sensowne jest mdéwienie, ze jakie$ twierdzenie jest prawdziwe z prawdopo-
dobienstwem réwnym 17 Klasyczna logika przyzwyczaja nas do myslenia o praw-
dzie i falszu w sposéb dychotomiczny, o stopniach prawdziwosci mozemy méwié —
w nieco sztuczny sposéb — np. w logikach wielowartosciowych.

Davis i Hersh podaja dwa ciekawe przyklady sytuacji, w ktorych prébuje sie
nadawac sens orzeczeniom o prawdziwosci jakiegos twierdzenia z prawdopodobien-
stwem 1 (Davis, Hersh, 1994). Jeden z nich dotyczy przypuszczenia, ze istnieje
nieskonczenie wiele par bliZzniaczych liczb pierwszych, drugi hipotezy Riemanna.
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W kazdym z tych przyktadéw przyjmuje sie pewne intuicyjne zaltozenia. W pierw-
szym przypadku (Davis, Hersh, 1994, s. 189-190) zaklada sig¢, ze pojawienie si¢
pary bliZzniaczych liczb pierwszych jest zdarzeniem losowym, nieprzewidywalnym.
Przypuszczamy, ze szansa iz (x,x + 2) jest para blizniaczych liczb pierwszych jest
taka, jak szansa uzyskania orta przy dwéch rzutach moneta. Pamietamy, ze szansa
sukcesu dla dwoch kolejnych zdarzen niezaleznych jest rowna iloczynowi szans suk-
cesow w kazdym z nich. Na mocy znanych ustalen o rozkladzie liczb pierwszych
w ciagu liczb naturalnych, szansa iz wybrana losowo liczba x z przedzialu od 0
do n bedzie liczba pierwsza réwna jest okolo — —. W konsekwencji, szansa, ze za-

log
réwno x, jak i x4+ 2 beda pierwsze jest rowna okoto m. Tak wiec, bedzie okoto
W par blizniaczych liczb pierwszych miedzy 0 a n. Poniewaz lim W = 00,
n—oo

wiec daje to, jak pisza Davis i Hersh, ,iloéciowa wersje przypuszczenia o parach
liczb pierwszych”. Wywdd powyzszy nie jest oczywiscie dowodem rozwazanej hi-
potezy: w istocie, jest pewnym wyrazem wiary w jej prawdziwos$¢, odwolujacej sie
do analogii probabilistycznych.

W drugim z omawianych przypadkéw (Davis, Hersh, 1994, s. 315-321) réwniez
czyni sie intuicyjne zalozenie, ze mozemy traktowaé¢ pewna funkcje jako zmienna
losowa. OmawialiSmy ten przyklad w innym miejscu (Pogonowski, 2011), a wiec —
aby uniknaé zarzutéw o autoplagiat — powiedzmy tutaj jedynie, ze chodzi o trak-
towanie jako zmiennej losowej funkcji Mobiusa, zwiazanej z liczba czynnikéw roz-
kladu liczb catkowitych na czynniki pierwsze. W pracy Good, Churchhouse (1968)
podaje sie argumentacje, pozwalajaca (przy powyzszym intuicyjnym zalozeniu,
sprowadzajacym si¢ do tego, ze funkcja Mobiusa ,wyglada” jak zmienna losowa,
bo losowe jest to, czy w rozkladzie liczby catkowitej na czynniki pierwsze jest pa-
rzysta czy tez nieparzysta liczba czynnikéw) na sformulowanie probabilistycznego
rownowaznika hipotezy Riemanna, ktory od tego intuicyjnego zalozenia zalezy.
W konsekwencji, poniewaz dla tego réwnowaznika otrzymujemy prawdopodobien-
stwo réowne 1, wiec takze hipoteza Riemanna jest ,prawdziwa z prawdopodobien-
stwem réwnym 17

3.4.3. Aksjomaty ekstremalne w teorii mnogosci

Znakomita wiekszosé ,normalnych” matematykéw (przez co rozumiemy ma-
tematykéw nie zajmujacych sie zawodowo modelami teorii mnogosci) zdaje si¢
wierzy¢ w uniwersum ,,prawdziwych” zbioréow. Teoria mnogoéci Zermelo-Fraenkla
w jezyku pierwszego rzedu, o ile jest niesprzeczna, posiadaé¢ moze rézne modele,
czyli dopuszczaé rézne uniwersa wszystkich zbioréow. Kto sklania sie do uznawa-
nia teorii mnogosci za podstawe matematyki, powinien by¢ sktonny do wiary w jej
niesprzeczno$¢. Wtedy jednak musi zadaé sobie pytanie: ktéry z modeli teorii mno-
gosci jest jako$ maturalny, standardowy, itp? Mamy tu do czynienia z nieco inna
sytuacja niz w przypadku arytmetyki, gdzie z jej modelem standardowym zwia-
zane sg intuicje matematyczne, potwierdzane wynikami otrzymywanymi wlasciwie
od samych poczatkéw systematycznej refleksji teoretycznej. Aksjomatyczna teoria
mnogo$ci jest natomiast stosunkowo mtoda teoria. Juz Thoralf Skolem, ktéry zna-
czaco przyczynil sie do jej rozwoju, wyrazal sceptycyzm co do jej roli jako podstawy
calosci matematyki. Andrzej Mostowski, znakomity polski matematyk pracujacy
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w podstawach matematyki, nie wykluczal (biorac pod uwage wyniki Godla oraz
Cohena), ze teoria mnogosci moze w przyszioéci podzieli¢ los topologii ogdlnej,
w tym sensie, ze poszczegdlne modele teorii mnogoéci traktowane beda podobnie
jak poszczegblne przestrzenie topologiczne.

Wspomnie¢ nalezy o dwdéch mozliwosciach intuicyjnych wyobrazen na temat
uniwersum teorii mnogosci:

1. Stanowisko minimalistyczne. Uniwersum zbioréw miatoby by¢ mozliwie jak
najbardziej oszczedne. W tym duchu wypowiadatl sie np. Abraham Fraenkel,
formutujac swéj aksjomat ograniczenia, gloszacy, iz istnieja tylko te zbiory,
ktoérych istnienie udowodnié mozna z aksjomatéw teorii. Aksjomatem ograni-
czenia jest rowniez aksjomat konstruowalnos$ci, zaproponowany przez Kurta
Godla: w tym ujeciu rozwaza sie jedynie definiowalne podzbiory dowolnego
zbioru X, a nie pelny jego zbiér potegowy p(X).

2. Stanowisko maksymalistyczne. Uniwersum zbioréw miatoby by¢ mozliwie jak
najbardziej pojemne. Ku takiemu pogladowi sktanial sie Kurt Gédel w swo-
ich po6zniejszych wypowiedziach: powotywal sie przy tym na analogie z ak-
sjomatem zupelnosci w systemie geometrii Davida Hilberta. Nieco wczedniej
wersje pogladu maksymalistycznego wyrazit Ernst Zermelo, postulujac przy-
jecie zalozenia o istnieniu pozaskoriczonej hierarchii liczb mocno nieosiggal-
nych. Obecnie odrzuca sie stanowisko minimalistyczne, natomiast stanowi-
sko maksymalistyczne jest rozwijane w postaci badania aksjomatow istnienia
duzych liczb kardynalnych.

Niezaleznie od konsekwencji czysto matematycznych kazdego z wymienionych
stanowisk, rozwaza¢ mozna argumentacje metodologiczng za przyjeciem badz od-
rzuceniem kazdego z nich. Argumentacje znane z literatury maja po czesci charak-
ter pragmatyczny. Tak jest np. w monografii (Fraenkel, Bar-Hillel, Levy, 1973).
Oprécz wspomnianego juz argumentu opartego na analogii (z aksjomatem zu-
pelnosci w geometrii), ktéry ma potwierdzaé nasza wiare, iz uniwersum zbioréw
powinno by¢ mozliwie najobszerniejsze, autorzy przywoluja takie argumenty jak
np. elegancja matematyczna oraz postawa platonska. Te argumenty skierowane sa
przeciw aksjomatom ograniczenia: aksjomaty tego typu nie stuza do dowodu ja-
kich$s mocniejszych twierdzen, ale raczej eliminuja zbiory, ktére nie pasuja do roz-
wazanych wynikéw. Ponadto, je$li ogdt wszystkich zbioréw wyznaczonych przez
przyjecie aksjomatu ograniczenia mialby by¢ bytem platonskim, to przeciez po-
stawa platonska nie wyklucza uznania go za zbiér w jakims szerszym uniwersum.
Zasady odbicia sa formalnym wyrazem przekonania, ze ,,tymczasowe” uniwersa sa
~aproksymacjami” ostatecznego, nieosiaggalnego uniwersum zbioréw.

3.4.4. Granice intuicji

To, co nazywamy tutaj wewnetrznymi objasnieniami intuicyjnymi dobrze
sprawdza sie w przypadku prostych rozumowan przez analogie, w rodzaju np.
to nowe dzialanie zachowuje sie podobnie jak znane juz dziatanie. Mamy jednak
do czynienia takze z sytuacjami, gdy tego typu objasnien stosowaé¢ nie mozna.
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Standardowym przyktadem jest przejscie od skonczenie wymiarowych przestrzeni
liniowych do przestrzeni o nieskoriczonej liczbie wymiaréw.

Calkiem nowa matematyka zmusza do porzucania pewnych dotychczasowych
intuicji badz do ich wysubtelnienia, co byto wielokrotnie poswiadczane w dziejach
matematyki. Przykladem moze by¢ choéby propozycja Dedekinda definicji zbioru
nieskonczonego jako réwnolicznego ze swoim podzbiorem wlasciwym. Wiasnosé
uznawana dotad za paradoksalng uczyniona zostala podstaws, definicji.

Nie mozna chyba okresli¢ na biezaco, jakie w danym momencie rozwoju mate-
matyki sa granice intuicji. Staje si¢ to widoczne dopiero ze znacznej perspektywy
CZasSowej.

4. Odniesienie do ustalen wspétczesnych

Nawiazujemy przede wszystkim do propozycji Anny Sierpiriskiej (w szcze-
go6lnosci do jej monografii Understanding in Mathematics, Sierpinska, 1994), ale
uwzgledniamy tez poglady innych badaczy rozwazanej problematyki (Fischbein,
1987; Polya, 2009, 2014; Schoenfeld, 1985; Tall, 2013). Piszac o rozumieniu w mate-
matyce, Sierpinska powoluje sie na propozycje Kazimierza Ajdukiewicza (Ajdukie-
wicz, 1975), rozszerzajac jednak jego koncepcje rozumienia wyrazefi na rozumienie
pojed, idei, dowodéw, konstrukeji matematycznych. Autorka postuguje sie¢ réwniez
terminami obiekt rozumienia oraz podstawa rozumienia, ktére lacznie chyba sa
bliskie temu, co proponowaliSmy wyzej nazywaé pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie (oczywiscie jej propozycje sa wezesniejsze). Sierpiriska czesto wykorzy-
stuje tez zjawisko znane pod nazwa epistemological obstacle, opisywane w litera-
turze filozoficznej juz od kilkudziesieciu lat. Rozpoznanie i przezwyciezenie takich
uprzedzen poznawczych jest jednym z podstawowych zadan dydaktyki matematyki.
Uczniowie moga mie¢ np. trudnosci z rozumieniem, dlaczego potega (liczby dodat-
niej) o wykladniku zerowym réwna jest jeden, przywolujac swoje dotychczasowe
rozumienie potegowania jako powtarzanego mnozenia. Sierpinska zwraca uwage na
role wyjasniania w matematyce m.in. nastepujacymi stowami (Sierpiriska, 1994, s.
76):

The quest for an explanation in mathematics cannot be a quest for
proof, but it may be an attempt to find a rationale of a choice of axioms,
definitions, methods of construction of a theory. A rationale does not
reduce to logical premisses. An explanation in mathematics can reach
for historical, philosophical, pragmatic arguments. In explaining so-
mething in mathematics, we speak about mathematics: our discourse
becomes more metamathematical than mathematical.

Atrakcyjne wydaja nam sie réwniez niektére propozycje Davida Talla, ktére autor
podsumowal w swojej monografii (Tall, 2013). Wprowadzil on odréznienie trzech
Swiatow matematyki. 7 jednej strony Tall wyrdznia nastepujace poziomy matema-
tyki:

1. Practical Mathematics. Dotyczy doswiadczen zwiazanych z ksztaltem i prze-
strzenig oraz elementarnej arytmetyki.
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2. Theoretical Mathematics. Opiera si¢ na znanych juz obiektach i wykonywa-
nych na nich operacjach.

3. Formal Mathematics. Bazuje na formalnych definicjach obiektéw matema-
tycznych.

Te trzy poziomy autor krzyzuje z nastepujacymi typami aktywnosci:
1. Conceptual embodiment. Wykorzystuje polaczenie percepcji oraz dziatania.
2. Operational symbolism. Wykorzystuje procedury symboliczne.

3. Axiomatic formalism. Wykorzystuje pojecia teorii mnogosci i dowody mate-
matyczne.

To jedynie pobiezne, hastowe, przywolanie koncepcji dydaktycznych Talla.
Szczegdlna uwage autor poswieca wprowadzonemu przez siebie pojeciu procept,
ktoére staramy sie rozumieé jako polaczenie pojecia z towarzyszacag mu procedura
(operacja symboliczna). Za cenne uwazamy podkreslenie przez Talla roli tzw. met-
befores, czyli tego bagazu intelektualnego, ktory juz posiada podmiot uczacy sie
nowego dla siebie fragmentu matematyki. Tall nastepujaco streszcza cele swojego
projektu (Tall, 2013, s. 419):

The framework of three worlds of mathematics offers a broad picture of
development of mathematical thinking from the newborn child to the
frontiers of research through perception, operation and increasingly so-
phisticated forms of reason, taking account of supportive met-befores,
that encourage generalization, and problematic met-befores, that im-
pede progress. The theory formulates a framework for the long-term
development of mathematical thinking that operates not only in the
individual but also in the evolution of mathematics over the centuries.
It also offers the possibility of blending with a range of other theoretical
frameworks that encourage emerging insights that allow us to evolve
more sophisticated insights.

It reveals how the sensori-motor and linguistic capabilities of a biologi-
cal brain evolve into the creative thinking processes of a mathematical
mind.

Wreszcie, operujac w naszej praktyce dydaktycznej pojeciami wprowadzonymi przez
objasnienie, staramy si¢ uwzglednia¢ zalecenia klasykéw piszacych o rozwiazywa-
niu probleméw matematycznych. Wykorzystujemy strategie, ktére opisywal Polya
(Polya, 2009, 2014), pamigtamy o zaleceniach Schoenfelda dotyczacych stosowa-
nia takich strategii, a wiec m.in. koniecznosci nadawania sensu kazdemu z krokow
postepowania w rozwiazywaniu problemu oraz utrzymywania kontroli nad tym po-
stepowaniem (Schoenfeld, 1985).
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5. Uwagi koncowe

Mozna oczywidcie zastanawiaé sig, czy wprowadzenie pojecia kontekst przekazu
nie jest niepotrzebnym mnozeniem bytéw. Naszym zdaniem warto je wprowadzic,
cho¢by dla uwypuklenia obecno$ci matematyki w kulturze. Testem jego ewentual-
nej przydatnoéci okaze sie to, czy matematycy, dydaktycy, filozofowie zechca sie
do niego odwolywaé oraz rozwijac¢ refleksje na jego temat.

Korzystanie z objasnien intuicyjnych w dydaktyce matematyki adresowanej do
studentéw (kierunkéw pozamatematycznych) jest o tyle ulatwione, ze od stucha-
czy mozna wymagacé¢ Swiadomosci, ze owe objasnienia sa jedynie heurystyczna po-
moca w docieraniu do rozumienia poje¢ matematycznych zakltadanego jako trafne
i kanoniczne. Od dzieci nauczanych matematyki takiej $wiadomosci wymagaé nie
mozna.

Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe z niebezpieczenstwa zbytnich uproszczen
oraz blednego rozumienia, ktére moga byé¢ powodowane przez (niewlasciwie sto-
sowane) objaénienia intuicyjne serwowane jako wspomagajace przyswajanie sobie
wiedzy matematycznej oraz umiejetnosci matematycznych. W tym wzgledzie po-
lega¢ nalezy przede wszystkim na do$wiadczeniu nauczycieli matematyki, ktorzy
wykorzystuja objasnienia intuicyjne w swojej praktyce zawodowej.

Czy skuteczno$¢ objasnien intuicyjnych majacych wspomagaé rozumienie
w matematyce moze zostaé oceniona eksperymentalnie? Zdajemy sobie sprawe,
ze proponowanie eksperymentow dydaktycznych jest rzecza ryzykowna w sytuacji,
gdy zatwierdzone urzedowo programy nauczania przewiduja Sciste stosowanie sig
do zalecanych w nich zasad. By¢ moze wiec takie oceny sprowadzi¢ nalezy do opi-
nii do$wiadczonych dydaktykéw matematyki, ktérzy wyprébowali w swojej pracy
zawodowej rézne metody nauczania i sa kompetentni, aby poréwnac ich efekty.

Na koniec tych do$¢ wstrzemiezliwie formulowanych refleksji przypomnimy raz
jeszcze, ze wypowiadalidmy sie jedynie na temat nauczania matematyki dla stu-
dentéw kierunkdéw pozamatematycznych. Do tego typu nauczania sprowadza sie
bowiem aktywnos$é¢ dydaktyczna piszacego te stowa. Nie jest ona zréznicowana te-
matycznie, choé jest juz do$¢ dtuga i wlasnie dobiega konca. Sktadalo sie na nia
kilka dekad nauczania logiki matematycznej studentéw réznych kierunkéw filolo-
gicznych oraz studentéw filozofii. W ostatnim czasie dydaktyka ta objeta réwniez
nauczanie matematyki dla studentéw kognitywistyki oraz prowadzone dla nich od
kilku lat wyklady fakultatywne dotyczace matematycznych metod rozwigzywania
probleméw. Sadzac po reakcjach stuchaczy (w tym: ciekawych esejach zaliczenio-
wych) to ostatnie przedsiewzigcie nie byto kompletnym fiaskiem. Pozwalamy sobie
sadzi¢, ze to wlasnie wykorzystanie objasnien intuicyjnych w trakcie wspomnia-
nych wykladéw bylo pomocne w uzyskaniu tego efektu.

Autor staral sie skrupulatnie uwzglednié wszystkie uwagi krytyczne recen-
zentow, zwlaszcza te, ktore odnosily si¢ do wskazanych niejasnych sformulowan
w pierwotnej wersji tekstu. W recenzjach zawarte zostaly takze uwagi, postulu-
jace rozwiniecia omawianych w tekScie tematoéw — np. rozwazenia illokucyjnych
aspektéw objasnien intuicyjnych w kontekscie przekazu. Zostang one uwzglednione
w kontynuacji niniejszej pracy, przygotowywanej z my$la o przedstawieniu jej pod-
czas konferencji Mathematical Transgressions III, Krakéw 2017.
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Abstract. The article is a comprehensive research paper which provides the-
oretical as well as practical aspects of the Ferdinand George Frobenius me-
thod. This method is based on seeking infinite series solutions for certain
class of differential equations. It is a generalization of the power series me-
thod and allows us to solve the differential equations at least near some
singular points.

1. Wprowadzenie

Ferdinand George Frobenius (1849-1917) to niemiecki matematyk wspo6ipracu-
jacy miedzy innymi z Leopoldem Kroneckerem i Karlem Weierstrassem pod opie-
ka, ktorego obronit w 1870 roku w Berlinie rozprawe doktorska. Frobenius zyskal
rozglos przede wszystkim dzieki pracom z zakresu teorii algebr, teorii grup oraz
teorii liczb. Nie mozna jednak zapomina¢ o zaproponowanej przez niego metodzie
(Frobenius, 1873) dotyczacej poszukiwania rozwiazan dla pewnej klasy réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.

Artykul jest propozycja kompleksowego opracowania metody Frobeniusa za-
rowno od strony teoretycznej, jak i ¢wiczeniowej. Motywacje do napisania tej pracy
stanowi fakt, ze w podstawowej polskojezycznej literaturze poswieconej rownaniom
rézniczkowym zwyczajnym (Lenda, 2004; Lenda, Spisak, 2006; Palczewski, 2004;
McQuarrie, 2005), brakuje pelnego opisu tej metody, przede wszystkim dowodu
wszystkich przypadkéw twierdzenia Frobeniusa oraz usystematyzowania sposobow
wyznaczania drugiego z rozwigzan réwnania P(t)z” + Q(t)x’ + R(t)z = 0. Artykul
skierowany jest przede wszystkim do studentéw matematyki stosowanej i nauczy-
cielskiej, jak réwniez nauczycieli akademickich. Co wiecej moze stanowi¢ inspira-
cje do napisania pracy dyplomowej rozszerzajacej nasze rozwazania do przypadku
réwnania rézniczkowego n-tego rzedu (Frobenius, 1873; Ince, 1926).

*Frobenius method, or on solving a certain class of differential equations
2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 97A10; 34A25 Secondary: 97B40, 97140
Key words and phrases: Frobenius method, series solutions, differential equations
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Kolejna czeé¢ poswiecona jest wstepnym pojeciom takim jak punkt reqularny,
punkt osobliwy, reqularny punkt osobliwy. Nastepnie oméwimy omawiamy najprost-
szy przyklad rozwazanych réwnan, to znaczy réwnanie Fulera, ktére jednocze$nie
stanowi motywacje stosowania metody Frobeniusa. Kolejna czes¢ zawiera rozwa-
zania na temat ogdlnego rownania rézniczkowego drugiego rzedu z regularnymi
punktami osobliwymi. Przedstawiamy tam sformutowanie oraz peten dowdd twier-
dzenia Frobeniusa, charakteryzujacego postaé¢ rozwigzania w poblizu regularnego
punktu osobliwego. Dowdd ten opiera sie na pozycjach anglojezycznych (Agarwal,
O’Regan, 2009; Coddington, 1989). Poruszamy tez problem regularnych punktéw
osobliwych na nieskonczonosci. W kolejnej czesci, ktéry odpowiada czesci ¢wicze-
niowej, formultujemy i rozwiazujemy wybrane przyklady. Przedstawiamy réwniez
propozycje zadan do samodzielnego rozwigzania przez studentéw.

2. Wiadomosci wstepne

Bedziemy rozwazaé rozwiazania jednorodnego rownania rézniczkowego drugie-
go rzedu postaci:
Pt)z" + Q(t)z" + R(t)r = 0, (1)

gdzie P(t), Q(t), R(t) to dane wielomiany nie posiadajace wspdlnych dzielnikéw.
Przedstawiona przez nas metoda moze by¢ réwniez stosowana gdy P(t), Q(t), R(t)
sa funkcjami analitycznymi. Zalézmy, ze chcemy rozwiazaé réwnanie (1) w sasiedz-
twie punktu ¢g - wéwczas metoda rozwiazywania zaleze¢ bedzie od postaci P(t).

Zacznijmy od definicji punktu regularnego. Punkt ¢, taki, ze P(tg) # 0 nazy-
wamy punktem regularnym. Wtedy na jego otoczeniu réwnanie (1) mozemy zapisaé
w postaci

2" (t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = 0, (2)
gdzie funkcje p(t) = % oraz q(t) = % sa analityczne w to. Rozwigzanie réwna-

nia (2) istnieje i jest jednoznaczne, o czym przekonuje nas nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1
Niech ty bedzie punktem regularnym réwnania (1), wowczas ogdlne rozwigzanie te-
go rownania ma forme

a(t) = crw1(t) + caxa(t),
gdzie x1(t), x2(t) majq postad szeregdw potegowych

o0
> an(t—to)",
n=0

za$ ¢1 i co to dowolne stale. Ponadto promieri zbieinosci x1(t), x2(t) jest co naj-
mniej rowny mniejszemu z promieni zbieznosci rozwinieé¢ w szeregi potegowe funkcji
p(t) iq(t).

Dowdd. Patrz twierdzenie 4.7 (Palczewski, 2004).
W pracy interesowaé¢ nas bedzie przypadek punktu osobliwego, to znaczy ta-
kiego, ze P(to) = 0. Przyktadowo, réwnanie rézniczkowe

t2(t — 3)%2” + (t — 3)a’ +2t*°x =0 (3)
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posiada dwa punkty osobliwe: t =01t = 3.

Rozwiazania réwnan rézniczkowych posiadajacych punkty osobliwe w ¢y za-
zZwyczaj nie sa analityczne w tych punktach i w konsekwencji nie maja rozwiazan
postaci

2(t) =D an(t —to)".
n=0

Nie mozemy jednak zignorowa¢ istnienia takich punktéw pomimo tego, ze potrafi-
my wyznaczy¢ rozwigzanie w ich sasiedztwie. Wystepowanie punktéw osobliwych
okresla gtéwne cechy rozwiazania i wplywa na jego posta¢ w znacznie wiekszym
stopniu niz mozna by bylo podejrzewaé. W sasiedztwie punktu osobliwego rozwia-
zanie doswiadcza czesto gwaltownych zmian wielkosci, ucieka do nieskonczonosci
albo wpada w bardzo szybkie oscylacje. Dlatego tez zachowanie rozwiazan w po-
blizu punktéw osobliwych jest istotne zwlaszcza w przypadku uktadoéw fizycznych
modelowanych przez réwnania rézniczkowe. Geometrycznie punkty osobliwe zwia-
zane sa z wystepowaniem w zagadnieniach fizycznych, osobliwosci brzegowych ta-
kich jak katy lub ostre krawedzie. Liniowo niezalezne rozwiazania x1, xo rOwnania
(1) z punktami osobliwymi ¢g przy ¢t dazacym do to moga by¢ zaréwno ograniczone,
nieograniczone, jak i jedno z nich ograniczone, a drugie nie.

Celem prezentowanej metody Frobeniusa jest rozwiniecie techniki poszukiwa-
nia rozwigzan za pomoca szeregdw potegowych stosowanej dla punktéw regular-
nych na pewng klase punktéw osobliwych. Aby to zrobi¢ w stosunkowo prosty
sposob nalezy ograniczy¢ sie do przypadkéw tak zwanych stabych osobliwosci dla
funkeji p(t) = % iq(t) = %. Tak wiec, zeby rozwazaé rozwiazania réwnania
(1) w poblizu punktéw osobliwych bedziemy wymagaé spelnienia dodatkowych
warunkéw przez funkcje p(t), ¢(t), mianowicie pewnej regularnosci tych punk-
téw. Bedziemy mowié, ze punkt osobliwy tg jest regularnym punktem osobliwym
réwnania (1), jezeli granice:

Lim (t—to)p(t)  oraz  lim (t —t0)*q(t) (4)
istnieja i sa wlasciwe. Natomiast jezeli przynajmniej jedna z granic (4) nie istnieje
lub jest niewlasciwa, to punkt ¢ty nazywamy nieregularnym punktem osobliwym.
Innymi stowy, punkt ¢y nazywamy regularnym punktem osobliwym, jezeli funkcje
(t — to)p(t) oraz (t — tg)?q(t) sa analityczne w punkcie to. Oznacza to réwniez, ze
punkt osobliwy ty jest regularnym punktem osobliwym jezeli mianownik wyraze-
nia p(t) posiada czynnik (¢ — ¢g), w co najwyzej pierwszej potedze, a mianownik
wyrazenia ¢(t) posiada czynnik (¢ — tg), w co najwyzej drugiej potedze.
Wréémy teraz do réwnania (3). Dzielac je przez t2(t — 3)? dostaniemy
1 2

1 !/
=0.
T tQ(t—S)x * (t—3)2$

Zauwazmy teraz, ze dla punktu ¢y = 0 nie istnieje granica

. 1
M RE—3)  Ri—3)
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wiec t9 = 0 jest nieregularnym punktem osobliwym. Natomiast dla drugiego
z punktéw osobliwych mamy
t—3 1 2(t — 3)?
lim —— = = lim —=% =2
S5 2(-3) 9 sy (t_32
zatem ty = 3 jest regularnym punktem osobliwym.

Celem naszego artykutu bedzie rozwazanie problemu rozwigzan rownania réz-
niczkowego drugiego rzedu postaci (1) w poblizu regularnego punktu osobliwego
t = tg. Ponadto, bez straty ogdlnoéci bedziemy zakladaé, ze ty = 0. Jezeli punkt
to # 0 bylby regularnym punktem osobliwym réwnania (1), wéwczas dokonujac
zamiany t = £ + tg, sprowadzilibySmy je do réwnania z regularnym punktem oso-
bliwym &y = 0.

Na podstawie definicji regularnego punktu osobliwego wiemy, ze wyrazenia

Q(t) 2 2 R(t)
tp(t) =t—=-+ t7q(t) =t" ==
pt) =15y o () =t
majg skonczone granice przy t dazacym do 0 oraz sg analityczne w punkcie g = 0.
Dzielac réwnanie (1) przez P(t) oraz mnozac przez t2, otrzymujemy

Llz] = t*2" 4+t [tp(t)] 2’ + t3q(t)x = 0, (5)
gdzie
tp(t) = put"  q(t) = gut" (6)
n=0

n=0
sa zbiezne na pewnym przedziale [t| < rg, z 1o > 0.
Problem wyznaczania rozwiazaii réwnania (5) oméwimy w dalszej czesci arty-
kutu.

3. Réwnanie Eulera, czyli motywacja metody Frobeniusa

Tutaj zajmiemy sie rozwazaniami na temat rozwigzan réwnania (5) w jego
najprostszej postaci, gdy tp(t) = po, t2q(t) = qo, gdzie po, qo to stale:

Le[z] = t22" + pota’ + gox = 0 (7)

czyli rownaniem Fulera. Jak latwo zauwazy¢ ty = 0 jest regularnym punktem
osobliwym réwnania Eulera. Natomiast jego rozwiazania, jak sie przekonamy, re-
prezentuja typowa postaé¢ rozwigzan réwnan z regularnymi punktami osobliwymi.
Jest to bardzo wazne réownanie pod wzgledem zastosowan. Mozemy otrzymacé je,
rozwiazujac miedzy innymi réwnanie Laplace’a we wspélrzednych biegunowych,
rownanie Schrédingera, ktore stosowane jest miedzy innymi do opisu atomu wo-
doru czy tez podczas analizy potencjalu pola elektrostatycznego. Réwnanie te
pojawia sie réwniez przy modelowaniu struktury gwiazd (Rybka, 2012).
Rozwazmy przykladowe réwnanie Eulera:

262" —ta' — 2z = 0.
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Zauwazmy, ze poszukujac rozwiazan w postaci szeregéw potegowych

oo
= E ant”
n=0

(zgodnej twierdzeniem 1), otrzymujemy

QZ (n — Dayt" Znant"—22ant"

Poréwnujac wspolczynniki przy kolejnych potegach zmiennej ¢ dostaniemy a,, = 0
dla wszystkich n # 2, za$ as jest dowolne. W ten sposéb, korzystajac z metody
szeregdéw potegowych stosowanej w przypadku punktéw regularnych, znalezlismy
tylko jedno z rozwiazan rozwazanego réwnania: x; = t2. Jak latwo sprawdzié, dru-
gim liniowo niezaleznym rozwiazaniem jest funkcja zo = t2. Zatem rozwigzania
rownan rozniczkowych z regularnymi punktami osobliwymi nie musza by¢ anali-
tyczne w tych punktach. Widzimy wiec potrzebe modyfikacji sposobu poszukiwan
rozwigzan.

Zal6zmy najpierw, ze t > 0. Rozwiazania (7) bedziemy poszukiwaé¢ w postaci
A gdzie A = const. Umotywowane jest to faktem, ze jezeli policzymy pochodne
i wstawimy do (7) otrzymamy takie same potegi we wszystkich sktadnikach (7).
Wprowadzajac funkcje:

F(A) = AA —1) +poA + qo (8)

dostajemy
L.[t)] = FO)t* = 0.

Zatem x = t* jest rozwiazaniem (7) jezeli A jest pierwiastkiem réwnania kwadra-
towego F'(A) = 0. Stad

—(po — 1) £ y/(po — 1)2 — 4qo
5 )

Al =

Posta¢ rozwiazania réwnania Eulera zalezy od rodzaju pierwiastkéw A 2. Jezeli
A1, A2 sg réznymi liczbami rzeczywistymi, wéwezas jak tatwo zauwazyé z; = tM
oraz ry = t*? s3 dwoma liniowo niezaleznymi rozwigzaniami (7). Jezeli A\; = Ao,
woéwcezas tylko jedno rozwiazanie jest postaci ¢*. Drugie rozwiagzanie moze by¢
wyznaczone za pomoca metody redukcji rzedu (patrz czesé 4.1.). Przedstawimy
tutaj inne mozliwe podejscia otrzymania drugiego rozwiazania. Zauwazmy, ze

) ot
— L[t = Le | = | = Le[t*nt] = [F'(\) + F(\) Int] t*
L= Lo |52 = LlP ] = [F() + P
Stad, poniewaz A\ jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania F(\) = 0, mamy
F[t* Int] = 0. Zatem x5 = t* Int jest drugim rozwiazaniem réwnania (7) w przy-
padku gdy A1 = As.
Rozwazmy teraz przypadek zespolonych pierwiastkéw réwnania F(A) = 0.

Niech A1 o = a=£if, gdzie o, f € R oraz § # 0. Uzywajac miedzy innymi wlasnosci
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t* = eMt i wzoru Eulera e = cos 3 + isin 3 tatwo wykazaé, ze z rozwigzania

ogdlnego postaci x(t) = ¢t +cot*? dostajemy dwa liniowo niezalezne rozwiazania

(7):

z1 =t%cos(f1nt), zo = t%sin(f1nt).

Niech teraz t < 0. Zastosujemy podstawienie s = —t, s > 0 oraz zdefiniujemy
u(s) = z(t) = x(—s). Wowczas, poniewaz

' (t) = —u'(s) oraz 2" (t) = u"(s)
z réwnania (7) otrzymujemy:
s2u”(s) + posu/(s) + qou(s) = 0, gdzie s > 0.
Zatem, na bazie wczesniej uzyskanych wynikéw mamy, ze rozwiazania dla t < 0
maja taka sama postaé jak te otrzymane dla t > 0 z tym, ze zastepujemy wszedzie

t na —t.
Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé nastepujacym twierdzeniem:

TWIERDZENIE 2
Niech bedzie dany wielomian F(X) = MA — 1) 4+ poX + qo, gdzie po, qo to stale
rzeczywiste. Wowczas, jezeli pierwiastki A1, Ao réwnania F(X\) =0 sq:

a) rzeczywiste i réine, to

xy = |t xo = |t

b) rzeczywiste i réwne, to
oy = [t @y = [t In Jt];
¢) zespolone : A1 o = a £, gdzie a, B € R oraz § # 0, to

x1 = |t|* cos(B1n|t]), xo = [t|¥ sin(B1n |t])

sg liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania Eulera (7), na dowolnym prze-
dziale niezawierajgcym zera.

4. Metoda Frobeniusa

Metoda Frobeniusa polega na poszukiwaniu rozwiazan réwnania (5) w poblizu
punktu osobliwego tg w postaci tak zwanego szeregu Frobeniusa:

z(t, \) =t i ant™. 9)
n=0
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z nieokreslonymi liczbami A, ag, a1, ..., przy czym wykladnik A\ jest wybierany
w taki sposéb, zeby ag # 0. Piszemy (¢, A) dla podkreslenia, ze rozwiazanie zalezy
zaro6wno od t jak i parametru \. Dalej, liczac pochodne

o0

2 (8N =D (n+ Nant" 1
2"t A) =D (n+N)(n+ A= 1apt" 2

n=0

i podstawiajac (9), (10) do réwnania (5), otrzymujemy:

in+/\ n+XA—1a t"“+2p thnJrA LA
n=0

m=0
0o
m=0 n=0

lub réwnowaznie

Z{(n+A)(n+A—1 an + Y [(k+ Npnk + gnt]a }tnﬂzo.
n=0 k=0

Korzystajac z (8) powyzsze réwnanie mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

L[z](t,\) = agF(\)t*

+ i {F()\ +n)a, + ni: [(k + N)Pn—k + qn—k] ak} "t = 0. (1)
n=1 k=0

Réwnanie (11) bedzie spelnione jedynie wtedy, gdy wszystkie wspélczynniki przy
kolejnych potegach zmiennej ¢t beda rowne zeru. Z faktu, ze ag # 0, dla wspél-
czynnika przy t*, otrzymujemy tak zwane réwnanie wyznaczajgce F(N) = 0. Pier-
wiastki tego réwnania nazywane sa wykladnikami regularnego punktu osobliwego
t = 0. Wspdlezynniki przy kolejnych potegach n = 1,2,... wyznaczaja zwiazek
rekurencyjny

n—1

FA+n)an ==Y [(k+Npn—k + Gnil ax, gdzien =1,2,...,  (12)
k=0

ktory dla ustalonej wartoéci A pozwala wyznaczy¢ wspotczynniki a,, w zaleznosci
od ag. W ten sposéb dla dwoch pierwiastkéw Ay, Ao réwnania F(A) = 0 mozemy
wyznaczy¢ dwa rozwiazania réwnania (5).

Zauwazmy jednak, ze w przypadku gdy pierwiastki réwnania wyznaczajacego
sa sobie réwne, to metoda ta daje nam tylko jedno rozwigzanie. Z kolei w sytuacji,
gdy mamy rézne pierwiastki takie, ze Ay — Ay = m, gdzie m € N, to uktad (12)
ma rozwigzanie dla wigkszego z pierwiastkéw A;, natomiast dla A = Ay mamy
F(A2+m)=F(\)=01w tym przypadku uklad (12) moze by¢ sprzeczny.
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Podsumowujac, niezaleznie od przypadku, réwnanie (5) posiada przynajmniej
jedno rozwiazanie postaci (9). Poszukiwanie drugiego rozwiazania réwnania (5)
jest zalezne od przypadku, o czym méwi nam nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3

Niech tg = 0 bedzie regularnym punktem osobliwym réwnania (5). Niech funkcje
tp(t), t2q(t) bedq analityczne w punkcie to = 0, a zatem i rozwijalne w szeregi
potegowe (6) dla |t| < ro. Ponadto niech A1, Ay bedq pierwiastkami réwnania wy-
znaczajgcego (8). Wowezas réwnanie (5) w przedziale |t| < ro posiada dwa liniowo
niezalezne rozwigzania 1 (t), x2(t):

(i) jesli Re(A1) # Re(A2) oraz réznica A1 — Ag nie jest liczbg naturalng, to

o0 o0
m= Yt w =i Y bt (13)
n=0 n=0

a wspdlezynni a, oraz b, mozna wyznaczyé z réwnania (12);
(ZZ) ]GS/ZZ )\1 = )\2, to
o0 oo
xy = [t Zant", Ty = x1 In [t| 4 [t|M Z ent™; (14)
n=0 n=1
(iii) jesli Ay — Ao = m, gdzie m to dodatnia naturalna liczba, to
o0 o0
x = [t Z ant™, xy = cxy In [t| + [t|2 Z dnt™, (15)
n=0 n=0

gdzie wspolczynniki ay,, by, cn,d, oraz moggca sie zerowac stata c € R sqg wyzna-
czane poprzez podstawienie odpowiedniej postaci x(t) do réwnania (5).

Zanim przystapimy do dowodu tego twierdzenia pragniemy podkresli¢, ze stale
¢n, oraz ¢, d, moga byé réwniez wyznaczone odpowiednio ze wzoréw (21) oraz (24)
zaprezentowanych w dalszym ciagu pracy.

Dowéd. W dowodzie bedziemy pisaé a,(\;) dla ¢ = 1,2, aby podkresli¢ od
ktorego pierwiastka zalezg wspdtczynniki a,,.

(i) Na mocy zalozenia, ze A1, A2 sa réznymi pierwiastkami réwnania wyznaczaja-
cego, mozemy zapisac:

FA) =AA=1) +por+q0 = (A= A1) (A= X2).
Woéwczas zachodzi oszacowanie:
|[F(A +n)| =|nn+ M — A2)| > n(n— A — Aa]). (16)
Ze zbieznosci szeregéw (6) w |t| = r < o istnieje stala K > 0 taka, ze:

Ip;j|r? < K oraz |gjlr! <K dla j=0,1,....
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Stad oraz na podstawie (16), (12) otrzymujemy:
(== AaDlan ()] € K S (D a () dlan = 1,2,..... (17)
k=0

Wybierzmy teraz liczbe naturalna N, taka, ze: N — 1 < |A; — A2| < N oraz
zdefiniujmy dodatnie stale A; nastepujaco:

A():ao(/\l)zl, Aj:|aj()\1)|, dla jZl,Q,...,N—l

oraz
j—1
JG =0 = MDAy = KD (k+ |+ Drdth 4, dlaj=NN+1,.... (18)
k=0

Poréwnujac definicje A; z nieréwnoscia (17) latwo zauwazy¢, ze
lan(M)| < Ay, dlan=0,1,2,.... (19)
o0
Pokazemy, ze szereg Y. A,t" jest zbiezny dla |t| < r. Zamieniajac w (18) j na

n=0
n + 1, mamy

Fn 4 D)+ 1= A — Ao Auss = [n(n — [A = Aol) + K(n+ 1+ A ])] A
dla k > N. Stad

An+1tn+1

Aptm

lim _ lim [n(n—|/\1—)\2|)—|—K(n—|—1+|/\1|)]|t|:M.
n—00 rin+1)(n+1—|\ —Xa|) T

n—oo

Zatem, na mocy kryterium zbieznosci d’Alemberta, szereg io: AgtF jest zbiezny
dla [t| < r. i

Teraz, z nieréwnosci (19) oraz z kryterium poréwnawczego, otrzymujemy zbiez-
nosé szeregu ioj an(A)t"™ dla |t| < r, gdzie ag(A1) = 1. Ostatecznie, z dowolnosci
wyboru r Spenhzl?aj@cego 0 < r < ro, wynika zbieznosé tego szeregu dla |t| < ro.

o0
Zatem, mozemy stwierdzi¢, ze [t|* Y a,(A\;)t" jest analitycznym rozwiazaniem

n—
réwnania (5) przynajmniej dla 0 < [t] < rg.
Jezeli zastapimy w powyzszym rozwazaniu A1 na Ao, woéwczas otrzymamy

[e.e]
[t1*2 3 @, (A2)t" jest drugim analitycznym rozwigzaniem réwnania (5) przynaj-

mniej dla 0 < [t] < 7o.

(ii) Postaé¢ rozwiazania x1 otrzymamy tak jak w przypadku (i), wiec wystarczy
pokazaé, ze zachodzi (14) dla funkcji xo. Zalézmy teraz, ze A nie jest pierwiast-
kiem réwnania wyznaczajacego, natomiast spelnia réwnianie (12). Wtedy z (11),
mamy:

Liz](t,\) = agF (). (20)
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Dalej,
O rmen) = 122 (1, 2) = aot [F'(0) + F(O) In]
N R ) - '
Stad, poniewaz A\ jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania F(A) = 0 mamy

L (%) (t, A1) = 0, co oznacza, ze %(t, A1) jest drugim rozwiazaniem. Wobec tego

ox =, da
t, A1) =tMInt MOSIAE Y=y G VR AL
T2 = 8/\( 1) HHZ;JG 1 ;a/\(ﬂ

Zatem

To = I Int + t/\l Z Cntn7

n=0

gdzie

%an 5\, dia n=0,1 (21)

Cn = 5‘/\ 1 a n=u1,....

Zauwazmy jeszcze, ze cg = 0 gdyz wspdlczynnik ag nie zalezy od A.
Przypadek —ry < t < 0 moze by¢ rozwazany w podobny sposob. Ponadto,
(o]

z faktu, ze Y a,t™ jest jednostajnie i absolutnie zbiezny dla |¢| < r < ro wynika
n=0

jednostajna i absolutna zbieznoéé szeregu E cpt™ dla |t < r < 79, co réwniez

uzasadnia zalozenie, ze rézniczkowanie po /\ bylo przeprowadzone wyraz po wyra-
zie. Ostatecznie 5 jest analityczne dla 0 < [t| < 7.

(iii) Na mocy zalozenia, ze pierwiastki A1, Ay réwnania wyznaczajacego sa ta-
kie, ze Ay — Ag = m, gdzie m jest dodatnig liczba naturalnag z kroku (i) do-
stajemy analityczne dla 0 < |t| < 7y rozwiazanie x; odpowiadajace A; postaci

&)
xy = [t|M YD ant™.
n=0

Dla pierwiastka Ao i zadanej ag(A2) z zaleznosci rekurencyjnej (12) mozemy
wyznaczy¢ skoficzone wartosci an,(A2), dla n = 1,2,...,m — 1. Jednakze dla
n = m pojawia sie problem, gdyz wspo6tczynnik przy a,(As) réwna sie F(Aa+m) =
F (A1) = 0. Moga tutaj, w zaleznosci od zerowania sie prawej strony réwnania (12),
wystapi¢ dwa przypadki. Jesli jest ona rowna zero, rownanie to jest spelnione dla
dowolnej wartosci a,,,, co pozwala nam réwniez wyznaczy¢ a, dlan = m+1,m+2,

. W ten spos6b dostajemy rozwiagzanie xo z (15) ze stala ¢ =0

o0
2 =t dnt™.
n=0

Jesli prawa strona réwnania (12) jest rézna od zera to w celu znalezienia dru-
giego rozwiazania wybieramy ag(A) = A — Ay, Wéwezas a,(A2) = 0 dla n =
0,1,...,m — 1 oraz a,,(A2) istnieje i jest nieokreslony. Wybierajac a,(A2) w spo-
s6b dowolny ze zwiazku rekurencyjnego (12) wyznaczamy a,,+,(A2) w zaleznosci
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od a;n(A2). W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie w postaci szeregu zaczynaja-
cego sie od m—tej potegi ¢ :

223 " an (M)t =t Y an(M)t" T =M af (M)t (22)
n=m n=m =0
gdzie af (A2) = ai4m(X2) dla l=0,1,.... Zauwazmy, ze wspdlczynniki af(A2) sa

wyznaczane z (12) oraz F(A;) = F(A2 + m), zatem rozwiazanie (22) jest co do
stalej réwne rozwiazaniu ;.

W celu otrzymania rozwigzania powigzanego z Ao analogicznie do przypad-
ku (ii) zalézmy, ze X nie jest pierwiastkiem réwnania wyznaczajacego, natomiast
spelnia réwnianie (12). Stad oraz z faktu, ze ag(\) = A — Ay z (11), dostajemy:

L[z](t,\) = agF(\)t» =2 (A = X))\ — A2)% (23)

Powtarzajac rozwazania z (ii) mamy L (%) (t,A2) = 0, co oznacza, ze %(t, A2)
jest drugim rozwiazaniem. Zatem

Ox A - n A - aa" n

= St de) =t 21nt7;an()\2)t +t 27;5(/\2% .
Stad, poniewaz ag(A2) = -+ = a;m—1(A2) = 0 oraz na mocy (22), mozemy zapisaé

To = cxq Int + 2 Z d,t",
n=0
gdzie
a) oraz dy = 2% (2y) (24)
C= QUm raz d, = —— .
2 oy A2

Ponadto, powtarzajac rozwazania z przypadku (ii) otrzymujemy, ze rozwiazanie
X jest analityczne dla 0 < [t] < rg, co koficzy dowdd.

UMOWA. Niejednokrotnie w niniejszym artykule twierdzenie 3 bedziemy nazywaé
twierdzeniem Frobeniusa.

UwagAa 1
Niech A1 > Ao bedq rzeczywistymi pierwiastkami rownania wyznaczajgcego. Jezeli
rozwigzanie stowarzyszone z mniejszym pierwiastkiem tego rownania Ao:

oo
x(t) = Z apt" A2
n=0

zawiera dwie dowolne stale, to jest ono rozwigzaniem ogolnym. Nie musimy wow-
czas wyznaczal rownania Stowarzyszoneqo z Ai.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Frobeniusa réwniez jest prawdziwe, o czym
moéwi twierdzenie Fuchsa (Yosida, 1960, twierdzenie 12.1). Mianowicie, jezeli wszyst-
kie rozwiazania réwnania (5) spelniaja warunek

lim t*z(t) = 0
t—0

dla pewnej wartosci A\, wtedy funkcje tp(t) oraz t?q(t) sa analityczne w punkcie
to = 0.
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4.1. Metoda redukcji rzedu

Metoda Frobeniusa rozwigzywania réwnan rézniczkowych z regularnymi punk-
tami osobliwymi pozwala nam w latwy sposéb otrzymaé zazwyczaj tylko jedno
rozwiazanie x1(t). W celu otrzymania drugiego liniowo niezaleznego rozwiazania
mozna poshuzy¢ sie metoda redukcji rzedu. Polega ona na poszukiwaniu rozwiaza-
nia xo(t) w postaci:

xo(t) = u(t)x1(t), (25)
gdzie x1(t) to pierwsze rozwiazanie. Nastepnie, poniewaz x1(t) jest rozwigzaniem
to wstawiajac (25) do (5), mamy

u”(t)z1(t) + [227(t) + p(t)z1 ()]’ (t) = 0.
Rozwiazujac powyzsze rownanie poprzez obnizenie rzedu, dostajemy

(1) = ea:p(f2 p(t)dt)

20) (26)

e zo(t) = xl(t)/x;Q(t)exp (—/p(t)dt> dt. (27)

Ponadto zauwazmy, ze z (26) mamy, ze u'(t) # 0. Stad u(t) # const., co oznacza
liniowo niezalezno$é¢ x1(t) i xo(t).
4.2. Regularne punkty osobliwe na nieskonczonosci

Metoda szeregéw Frobeniusa moze by¢ z powodzeniem stosowana dla rownan

2"(t) + p(t)2' (t) + q(t)z(t) = 0 (28)

przy |t| — oco. W tym celu nalezy dokonaé zamiany zmiennych ¢ = % i rozwazac
rozwiazania odpowiedniego réwnania w poblizu £ = 0. Poniewaz

dx dx d%x 1 dx
="z (s) oraz - (t) = 54d52 (s) %% (5)

wigc réwnanie (28) przyjmie postaé:

o () e-oI Q) (-()e

Niech z(t) bedzie rozwiazaniem réwnania (28) dla [t| > to > 0. Wprowadzajac

x(f):x(2>’ p@:p@’ Q(g):q(§>

dla €] < % z réwnania (29), dostajemy:

_@ T @
¢ ) O+

Bedziemy méwié, ze t = oo jest regularnym punktem osobliwym réwnania (28) jesli
& = 0 jest regularnym punktem osobliwym réwnania (30).

EF(6) + ¢ (2 2(E) = 0, (30)
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UWAGA 2

Na podstawie powyzszej definicji zawwazmy, ze réwnanie (30) posiada w & = 0
reqularny punkt osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje p(€)/& oraz G(€)/€2 sq
analityczne w & = 0.

Zatem mozemy powiedzieé, ze:

UwacA 3
Punkt t = oo jest reqularnym punktem osobliwym réwnania (28) wtedy i tylko
wtedy, gdy (28) mozemy zapisaé w postaci

22" (t) + tp1 ()2’ (t) + 1 (t)x(t) = 0

gdzie funkcje p1(t), q1(t) posiadaje zbieine rozwiniecia w szeregi potegowe poteg
1/t dla |t| > to, to > 0.

5. Przyktady

Na wstepie tego rozdzialu podkreslmy, ze waznym przyktadem z zakresu réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu z punktami osobliwymi jest row-
nanie Bessela:

22" (t) + ta' (t) + (2 — mP)a(t) = 0

okreslone dla dowolnych liczb zespolonych m, zwanych rzedem rownania Bessela.
Pojawia si¢ ono miedzy innymi podczas rozwiazywania, jakze istotnych réwnan
Laplace’a i Helmholtza metoda rozdzielania zmiennych we wspdlrzednych sferycz-
nych i cylindrycznych. Rownanie Bessela posiada regularny punkt osobliwy ¢t = 0
oraz nieregularny punkt osobliwy ¢ = oo, a jego rozwigzaniami sa funkcje Bes-
sela Jp, (). Ze wzgledu na obszerne informacje na temat metod rozwiazywania
réwnania Bessela wystepujace w literaturze polskiej, m.in. Lenda (2004), Palczew-
ski (2004), w naszej pracy ograniczamy si¢ wylacznie do rozwiazania szczegdlnego
przypadku dla m? = i (co uczynimy w przykladzie 2).

W niniejszej czesci, korzystajac przede wszystkim z twierdzenia Frobeniusa,
przedstawimy réznorodne mozliwe sposoby rozwigzywania réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu z regularnymi punktami osobliwymi. Jak bylo to udowodnione
wczesniej, co najmniej jedno z rozwigzan rownan z regularnymi punktami osobli-
wymi jest w postaci szeregu Frobeniusa, dlatego przede wszystkim interesujace sa
sposoby wyznaczania rozwigzania .

Pierwsze dwa przyktady pokazuja jak mozna postepowaé w przypadku otrzy-
mania réwnania wyznaczajacego, ktorego réznica pierwiastkow jest liczba catko-
wita. W przykladzie 1. w celu otrzymania drugiego rozwiazania postuzymy sie me-
toda redukcji rzedu, natomiast przyklad 2. ilustruje mozliwos$¢ otrzymania dwoch
rozwigzan w oparciu o mniejszy z pierwiastkéw rownania wyznaczajacego. Przy-
ktad trzeci i czwarty pokazuja rézne mozliwosci powstate w przypadku, gdy pier-
wiastek jest dwukrotny. W przykladzie 3. posta¢ drugiego rozwiazania dostanie-
my podstawiajac odpowiedni wzér z twierdzenia 3 do rozpatrywanego rownania,
podczas gdy w przykladzie 4. nieznane w xo wspolczynniki wyznaczymy przez
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rézniczkowanie a,(\). Nie rozwiazujemy tutaj przykladéw najlatwiejszego przy-
padku, gdy pierwiastki réwnania wyznaczajacego sa rézne. W wypadku tym, jak
réwniez w celu zapoznania sie z wieksza iloScia ciekawych przyktadéw, zacheca-
my Czytelnika do lektury Lenda, Spisak (2006, rozdzial 2). Na koricu rozdzialu
zainteresowany Czytelnik znajdzie przyklady do samodzielnego rozwiazania wraz
z podanymi odpowiedziami.

W przykladach 1-3 punkt ¢y = 0 jest regularnym punktem osobliwym (co
pozostawiamy do sprawdzenia Czytelnikowi), natomiast w przykladzie 4 regular-
nym punktem osobliwym jest t = co. Naszym zadaniem jest znalezienie rozwiazan
w poblizu tych punktéw.

PRZYKEAD 1
Znajdziemy rozwigzania rownania

te" —tz' —x = 0. (31)

Zgodnie z metoda Frobeniusa wstawiajac funkcje z, x’, " w postaci szeregéw
(9)-(10) do réwnania (31) otrzymujemy:

Z(n +A)(n+ A= 1Dapt" 1 — Z(n + A+ Da,t" =0 (32)
n=0 n=0

oraz réwnanie wyznaczajace A(A — 1) = 0. Jego pierwiastkami sa Ay = 1 oraz
A2 = 0. Réznica A1 — Ay jest liczba caltkowita, wigec dostajemy przypadek (%)
twierdzenia Frobeniusa. Z zaleznoéci (32) poréwnujac wspélczynniki przy ¢"+A
otrzymujemy wzér rekurencyjny na wspétczynniki a,, :

(n+X—1)a, —apn—1 =0, dlan>0. (33)
Stad
1
Ay = man_17 dla n Z 1, (34)

oilen+A—-1#0.

Rozwazmy najpierw wiekszy z pierwiastkéw réownania wyznaczajacego, dla
ktoérego na mocy twierdzenia 3 rozwiazanie bedzie w postaci szeregu Frobeniu-
sa. Wstawiajac w (34) A = A\; = 1 otrzymujemy wzér rekurencyjny a, = ~a,_1.
Stad za$ a,, = %ao, wigc rozwiazanie x1 réwnania (31) ma forme:

=apt [ 1 1t 1t2 1t3 lt" = agtet
1 =Qo +F +§ +§ ++E + ... = apte”.

W przypadku mniejszego z pierwiastkdéw jezeli postapilibysmy tak jak dla A;
otrzymalibySmy sprzeczno$é. Rzeczywiscie, podstawiajac w (33) A = Ay = 0 mie-
liby$my (n — 1)a,, = a,—1. Podstawiajac w tym wzorze n = 1 otrzymaliby$my, ze
ag = 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze ag # 0.
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Posta¢ rozwiazania 1 sugeruje uzycie metody redukcji rzedu opisanej w 4.1
W tym celu postugujac sie wzorem (27) dostaniemy

1, 1, [t
X9 = %te /t%Qtexp </(1)dt> dt = a—ote /tTdt'

Nastepnie, poniewaz zachodzi formuta (Bronsztejn, Musiol, Siemiendiajew, Miih-
lig, 2004, catki 451-452 str. 1147)

e " e’ 1 (—z) (-2 | (-x)°
C ar=-%__2-[1
/x2 T Ty 2(][1‘(’“°+1-1!+2.2!JF3-3!Jr ’

mamy

L[ et 1 (=) (=) (=)

SN NCI |

EST +

2.2 33l

1 1
=— —te'lnt — — |1
2&06 " 2a0|: +

Ponadto mozemy zauwazy¢, ze rozwiazanie xo jest postaci takiej jak w (15).

PRZYKEAD 2
Tym razem sprobujemy znaleZé rozwigzania réwnania

1
22" +ta’ + <t2 — 4) x =0.

Dokonujac odpowiednich podstawien oraz elementarnych przeksztatcen, dostanie-
my

o0 1 o0
3 [m R 4} 0t 13 @, =, (35)
n=0 n=0

W tym przypadku réwnanie wyznaczajace jest postaci A% — % = 0, zatem jego
pierwiastkami sg liczby A\; = %, Ao = —%. Ich réznica jest liczba catkowita, wiec
mamy do czynienia z przypadkiem (i) twierdzenia 3. Sprébujemy skorzystaé tu-
taj z Uwagi 1, zgodnie z ktéra moze si¢ okazaé, ze rozwigzanie odpowiadajace
mniejszemu z pierwiastkéw réwnania wyznaczajacego (czyli A = —%) zawiera dwie
dowolne state. Wtedy to rozwigzanie bedzie jednocze$nie rozwiazaniem ogdlnym
rozwazanego przez nas réwnania.

Poréwnujac wspétezynniki przy t"+2 w réwnaniu (35), otrzymamy zaleznosé
[(n +2+ )2 — %] Gn+2 + a, = 0. Kladac teraz A = Ao = f%, dostaniemy

-1
nte = ———————ay, dlan >0. 36
2= ) = (36)
7 drugiej strony, poréwnujac wspélczynniki przy t' dla A = —%, mamy

0-a; =0, zatem a; jest dowolng liczba rzeczywista rézna od zera. Mozemy teraz
wyznaczy¢ kilka kolejnych wyrazéw ciagu (36):
-1 -1 1 1 -1 -1

a2 = Gap, asz = ai, a4 = —~0ag, Ay = 01, Ag = ag, a7 =

21 30 A1 5! 6! At
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wiec rozwiazanie xo jest postaci

w (4 t2+t4 t6+ Ly t3+t5 t7+
To = -t === +... — — =t == +...
2T/ 2l "4l 6l NG 35l 7!
oo

=2 (D) o0, 01 5~ (D" p2ntl _ sin
\/ﬂnz:% (Qn)!t +\/mnz:%(2n+l)~ \/>cost+\/> ‘.

Jest to jednocze$nie rozwiazanie ogdlne rozpatrywanego réwnania. Proponujemy
Czytelnikowi sprawdzenie tego faktu poprzez wyznaczenie rozwiazania dla A =
A= 1

PRZYKEAD 3
Znajdziemy rozwigzania rownania

t22” —tx' + (2 + 1)z = 0. (37)

Poszukujemy rozwigzania w postaci szeregu Frobeniusa. Kladac funkcje z,
2, &” w postaci szeregdéw (9)-(10) do réwnania (37) otrzymujemy:

Z [(n+A)(n+X—2)+ 1]ant”+>‘ + Z ant" 2 =0, (38)
n=0 n=0

Poréwnujac wspétezynniki przy potedze t* dostajemy réwnanie wyznaczajace (A —

1)2 = 0, co oznacza, ze mamy przypadek (i) twierdzenia 3: \; = Ay = 1. W zwiaz-

ku z tym tylko jedno z rozwigzan bedzie w postaci szeregu Frobeniusa.
Wstawiajac w (38) A = 1 dostajemy:

o) o)
§ n2antn+)\ 4 § an,QtTL—i_)\ =0
n=0 n=2

Stad, wyznaczajac zaleznosci pomiedzy wspoétczynnikami a, dla n > 1, mamy

ag # 0;

o = — 75 = D oy, dlak>1;
2k = TRz @2k—2 = 22F (k)2 ao, a Rk =z 13

a2k+1 = O, dla k Z 0

Zatem rozwiazanie x; z doktadnosci do stalej ma forme:

(=1 (-1)? (=" on
7R (1!)2t2+ 5 (2!>2t4+...+mt2 +>

T = aot (1 —+
= aot . Jo(t),

gdzie Jy(t) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 0.
Niech ap = 1. Wyznaczymy teraz drugie rozwiazanie o réwnania (37). Szuka-
my go w postaci wlasciwej do przypadku (i) twierdzenia 3:

oo
To = I Int + Z bntn+1. (39)

n=1
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Roézniczkujac dwukrotnie (39), a nastepnie wstawiajac xz2, x5, 24 do (37), mamy
=0
oo
(t2x1 —tzh + (2 + 1)y ) Int+ 2tz — 21 + Y _ byt

n=1

i n+1)b t”+1+z (n+1)b, t”+1+2b t"t =0, (40)

n=1 n=1

Nastepnie, poniewaz z1 = t - Jo(t), gdzie Jo(t) = Z 22,1(71,)2 2" wynika, ze

o0

4n
/ _ n 2n+1
2tz — 2wy = g (-1) 72%(”!)215 .

n=1

Stad z (40) dostajemy

Z 22n t2"+1+z (n = 1)2by 1 + b_s] £ + byt? + dbyt® = 0.,
n=1 n=4

Ostatecznie wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw ciagu (by,) :

1 3 3
=g B=0 b=

otrzymujemy drugie rozwigzanie réwnania (37):

1 3 3
—¢lnt- -3 2 YT )
vz =thnt-Jo(t) <4t 128t 512t )

by =0, b=

PRZYKEAD 4
Znajdziemy teraz rozwigzania réwnania
, 1456, 1

—0 A1
et e (41)

dla duzych t.

Dokonujac w powyzszym réwnaniu zamiany ¢t = % i stosujac przeksztalcenia
opisane w czesci 4.2. dostajemy

EQ+67" - €3 -6T +4T5 =0, (42)

gdzie T(§) = x(g) Jak latwo sprawdzié¢ punkt £ = 0 jest regularnym punktem
osobliwym réwnania (42). Zatem, na mocy definicji, punkt ¢ = oo jest regularnym
punktem osobliwym réwnania (41).

Przystapimy teraz do rozwiazania réwnania (42). Kladac w nim funkcje T,
7', " w postaci szeregéw (9)-(10) zmiennej & dostajemy:

oo (oo}

DI +Nm+ A =4 +4an™ P+ (n+ M) 2a, "M =0 (43)
n=0 n=0
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Tutaj réwnanie wyznaczajace jest postaci (A — 2)? = 0, co oznacza, ze kolejny raz
mamy przypadek (i) twierdzenia 3: A\; = Ay = 2.

W zaleznosci (43) poréwnujac wspétezynniki przy €A otrzymujemy wzér
rekurencyjny na a, () :

—(n+X—1)32 —(n+X—1)2
= = > 1.
an () (n+)\)(n+)\—4)+4an_1 (n+X—2)2 an-1, dlan=1
Stad,
n(n+)\—1)2
= (-1 > 1.
an(A) = (=1) O-1)? ag, dla n>1 (44)

Wstawiajac A = 2 do (44) mamy a,(2) = (—=1)"(n + 1)%ag. Zatem rozwiazanie T
réwnania (42) ma postaé

T = OZ "(n +1)%m (45)
n=0

W tym przyktadzie rozwiazanie T5 otrzymamy, stosujac nastepujacy wzor
z twierdzenia 3

@:flln\aﬂﬂhgcnf“, gdzie ¢, = 1 (\). (46)

W celu wyznaczenia wspélczynnikéw c,, korzystamy z zaleznosci (44). Rézniczku-
jac, mamy
2n(n +A—1)

- 1P

Zatem, kladac w powyzszym wzorze A = 2 oraz (45)-(46), otrzymujemy drugie
rozwigzanie réwnania (42) postaci

a'(3) = (~1)"ag

To = ap In[¢] Z (n+1)%€" + ap&? Z D" on(n 4+ 1)¢".  (47)

n=1

Ostatecznie na mocy podstawienl ¢ = E’ (&) ==z ( ) (45) i (47) otrzymu-

jemy dwa rozwiazania réwnania (41) w poblizu regularnego punktu osobliwego
t = oo W postaci

) —aoz "(n+1)? <1)n
: ivl)”(m vt (1) v (1) Senzmeen (1)

To =apln ;
n=0
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ZADANIE 1
Znajdz dwa liniowo niezalezne rozwigzania w poblizu reqularnego punktu osobliwe-
go tg = 0:

a) 2t22" + 5tz + (t+ 1)x = 0, b) 922" — (2 - 2)x =0,

c) 2z — (t+t3)2' +2 =0, d) t?z" +3ta’ + (1 —t)z =0,

e) tt—1)a" + (Bt —1)z’ + 2 =0, f) te" + 22" +tx =0,

g) t2a" —2tx' + (2 -3z =0, h) t?z" —tz' + (t — 3)x =0,

Odpowiedzi:

) 1=l (1= b e = gt ) ma =t (L=t 3= )
b) a1 =3 (14 261% + sgapggtt +.-) s 22 =13 (1+ got® + gzt +-.);
¢) w1 =te', my=a1Inft|+ e (—t* + 75t — g5ttt +..);

(oo}
d) 21 =t"" Y Gipt™ w2 =anft] = (24 3+ {5517 + 5310 + )

n=0
In [t

e) xl:i7 Ty = il_lt" ) .
f) oy =1— 524 Lot — =t gy — g Ly 13— sty
g) xlzt(1+%t2+it4+...)7 $2:t2(1+%t2+ﬁlot4+«~);

.3 1 142 1 43
h) @ =13 (1= 3t + 55t° — et +--)
@y = g [t + 7 (14 5t + 517 + 56t° + .. ).
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Piotr Btaszczyk

Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen Georga
Cantora*

Cantor rozpoczynal kariere matematyczna na Uniwersytecie Berlinskim, bedac
pod wplywem Kroneckera, Kummera i Weierstrassa. W roku 1869 objal stanowisko
Privatdozenta na Uniwersytecie w Halle i tam przedlozyl rozprawe habilitacyjna.
W tym okresie zajmowal si¢ teoria liczb.

W Halle, za namowa Heinego, zainteresowal si¢ analiza matematyczna i sze-
regami trygonometrycznymi. Juz w roku 1870 osiagnal istotny wynik, udowodnit
mianowicie twierdzenie: Jezeli funkcje rzeczywistq f(x) mozna przedstawié w posta-
ci szerequ trygonometrycznego zbieinego dla kazdej wartosci x, to przedstawienie
to jest jednoznaczne. W kolejnych pracach rozwazal funkcje, dla ktoérych przedsta-
wienie w postaci szeregu trygonometrycznego zachodzi poza pewnymi zbiorami,
najpierw skonczonymi, pozniej nieskonczonymi. To doprowadzilo go do pojecia
punktu granicznego (punktu skupienia — we wspélczesnej nomenklaturze) oraz po-

chodnej zbioru®.

1. Praca Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen zostata opublikowana w roku 18722. Cantor dowodzi w niej nastepujacego
twierdzenia:

,Jesli dane jest rownanie postaci:
(I) 0=Co+C1+...4Cr+ ...,

gdzie Cy = %do; Cy, = cp sinnx +d, cos nx, dla wszystkich wartosci x z wyjatkiem
tych, ktére odpowiadaja punktom danego w przedziale (0. .. (27)) zbioru punktéw
P v-tego rodzaju, przy czym v oznacza dowolnie duza liczbe catkowita, to

do=0, ¢,=d,=0".

*Note on Georg Cantor’s Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonome-
trischen Reihen

1Zob. J. Dauben, Georg Cantor. His mathematics and philosophy of the infinite, Princeton
Univeristy Press, Princeton 1990, ss. 30-37.

2G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
Mathematische Annalen 5, 1872, 123-132, dalej cytowana za G. Cantor, O rozszerzeniu pewne-
go twierdzenia z teorii szeregéow trygonometrycznych, ttumaczenie J. Pogonowski, w niniejszym
tomie.
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Pojecie zbioru v-tego rodzaju oparte jest na pojeciu punktu granicznego. Od-
powiednie definicje podane sa w nienumerowanej czesci artykutu — interludium
miedzy drugiem a trzecim paragrafem. Czytamy tam:

,Przez punkt graniczny zbioru punktow P rozumiem punkt prostej tak potozo-
ny, ze w kazdym jego otoczeniu znajduje si¢ nieskonczenie wiele punktow z P,
przy czym moze si¢ zdarzyé¢, ze ponadto on sam nalezy do tego zbioru. Przez
otoczenie punktu niech bedzie tu rozumiany kazdy przedzial, ktéry zawiera ten
punkt w swoim wnetrzu. [...] Dla kazdego punktu prostej jest w pelni okreslone,
czy wzgledem danego zbioru punktéow P jest on jego punktem granicznym czy tez
takim nie jest, a stad wraz ze zbiorem punktéw P podany jest pojeciowo zbiér
jego punktéw granicznych, ktéry bede oznaczal przez P’ oraz nazywal pierwszym
pochodnym zbiorem punktéw dla P. Jedli zbiér punktéw P’ nie sktada si¢ z jedynie
skoriczonej liczby punktéw, to ma on réwniez pochodny zbiér punktéw P”, na-
zywam go drugim pochodnym zbiorem dla P. Poprzez v takich przejs¢ tworzy sie
pojecie v-tego pochodnego zbioru punktéw P®*) dla P”.

Definicje te traktuja — jak widzimy — o podzbiorach prostej, ale w rozpra-
wie i ogdlniej XIX-wiecznej analizie matematycznej w ogdle, linia prosta nie by-
la jasno zdefiniowanym obiektem. Zapoczatkowany przez Weierstrassa program
arytmetyzacji analizy postulowal wyeliminowanie z dowodéw odwotan do intuicji
geometrycznych, co sprowadzalo sie do tego, ze nalezalo przyjmowaé tylko wprost
sformulowane wlasnosci liczb rzeczywistych, a liczby te winny by¢ definiowane na
gruncie arytmetyki liczb wymiernych®. W omawianej rozprawie my$l ta jest reali-
zowana w zawilty sposéb. Ot6z w § 1 Cantor konstruuje liczby rzeczywiste, za§ w § 2
ustanawia bijekcje miedzy linia prosta i osig liczb rzeczywistych. Skoro jednak pro-
sta — powtérzmy — nie jest zdefiniowana, wywdd ten z koniecznoéci jest niejasny
(zob. nizej punkt 4). Wiecej, nie jest on nawet potrzebny. Opowie$é o podzbiorach
prostej jest tylko parafraza powodowana wymogiem poglgdowosci i Cantor pisze
o tym wprost:

,Na mocy tego, co poprzednio powiedziano mozna mysle¢ o wielkosciach liczbo-
wych [tj. liczbach rzeczywistych — P.B.] jako przyporzadkowanych punktom pro-
stej. Dla pogladowosci (cho¢ nie nalezy to do istoty rzeczy) poslugujemy sie tym
przedstawieniem w dalszym ciggu i gdy méwimy o punktach mamy zawsze przed
oczyma wartosci, przez ktére sg one podane”.

W istocie wiec punkt graniczny, otoczenie punktu, przedzial, zbior P i jego
kolejne pochodne sa definiowane na osi liczb rzeczywistych, tak jak we wspolcze-
snych wykladach topologii*. Z matematycznego punktu widzenia wywéd Cantora
z §2 jest wiec zbedny. Oceniajac go natomiast z perspektywy historycznej, sta-
nowi on ciekawe swiadectwo rachunku rézniczkowego z okresu ksztaltowania sig
programu arytmetyzacji. Cantor, podobnie jak Dedekind w Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen®, postuguje sie linia prosta niczym drabing, ktéra pozwala mu wspiaé

3Zwiezly charakterystyke tego programu przedstawit F. Klein w artykule The arithmetizing
of mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 2(8), 1896, 241-246. Zob. takze nizej pkt. 3.3.

4Zob. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa 1973, s. 136 oraz
R. Engelking, Topologia ogdlna, t. I, PWN, Warszawa 1989, s. 40; zob. takze nizej pkt. 3.

5R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.
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si¢ na wyzsze pietra abstrakcji. Ale droga abstrakcji prowadzi tylko w jedng strone
i z chwila osiagniecia poziomu liczb rzeczywistych linia prosta zostaje odrzucona
jako dalej bezuzyteczna. Z czasem, gdy Pasch i Hilbert zaczna budowaé¢ nowocze-
sng geometrie, cigglodé liczb rzeczywistych stanie sie aksjomatem geometrii i linia
prosta zostanie scharakteryzowana jako ciaglta w sensie ustalonym przez Dedekinda
i Cantora®.

W niniejszej nocie zostang omowione dwa pierwsze paragrafy rozprawy. Trak-
tuja one o konstrukcji liczb rzeczywistych oraz zwiazku miedzy liczbami rzeczywi-
stymi a linig prosta. Zaczniemy od konstrukcji, nastepnie szerzej oméwimy zagad-
nienie zupelnosci liczb rzeczywistych, a w ostatnim punkcie zostana skomentowane
Cantora préby ustalenia zwiazku miedzy linig prosta a osig liczb rzeczywistych.

2. Wspolczesnie konstrukcje Cantora przedstawia sie jak nastepuje. W punkcie
wyjécia przyjmowane jest cialo liczb wymiernych (Q, +,-,0, 1, <). Nastepnie roz-
wazany jest zbior ciagéw spelniajacych warunek Cauchy’ego, C, w ktérym zadana
jest relacja réownowaznosci: (a,) = (b,), gdy lim, o (an — b,) = 07. Dzialania na
klasach abstrakeji definiowane sa po wspdlrzednych, np. [(an)]+[(bn)] = [(an +0b4)],
za$ porzadek [(a,)] < [(bn)] zachodzi wtedy, gdy dla pewnego ¢ nalezacego do
Q4 istnieje taki indeks k, ze dla n > k jest a, + ¢ < b,. Klasy ciagéw stalych
[(a,a,a,..)], dla a € Q, reprezentuja w nowej strukturze liczby wymierne. Liczby
rzeczywiste R sa definiowane jako zbiér ilorazowy C/=. Pokazuje sig, ze struktura
(R,+,-,0,1,<) jest cialem uporzadkowanym w sposéb ciagly.

Oryginalna konstrukcja Cantora tylko w ogélnym zarysie przypomina jej wspot-
czesna wersje. W rozprawie, po pierwsze, liczby wymierne nie sa wprost scharak-
teryzowane, nie mozna tez wskaza¢ niejawnie przyjmowanych zalozen, bo z uwagi
na deklarowana szkicowo$¢é —  jestem jednak zmuszony przedstawi¢ rozwazania,
cho¢ w wigkszej czesci tylko w postaci wskazéwek” — wszystkie obliczenia zosta-
ly pominiete. Wiemy natomiast, ze rozwijajac teorie ciggdéw Cauchy’ego Cantor
musial zalozy¢é — wprost lub implicite — ze liczby wymierne stanowia cialo upo-
rzadkowane. Po drugie, Cantor nie zna jeszcze techniki zbioréw ilorazowych i nie
postuguje sie relacja réwnowaznosci to zas prowadzi do pewnych trudnoéci mate-
matycznych oraz powaznych watpliwosci filozoficznych. Po trzecie, charakteryzujac
liczby rzeczywiste Cantor wskazuje zupelnosé w sensie Cauchy’ego, a wiec tylko
pot aksjomatu cigglosci: pelny aksjomat ciaglosci jest, jak wiemy, koniunkcja zu-
petnosci i aksjomatu Archimedesa®.

Przyjrzymy sie szczegélom.

2.1. Konstrukcje otwiera definicja ciagu Cauchy’ego®.

,Gdy moéwie o wielkoéci liczbowej w sensie szerszym, to jest tak najpierw w przy-

6Zob. M. Pasch, Vorlesungen diber neuere Geometrie, Leipzig 1882, D. Hilbert, Grundlagen
der Geometrie, Leipzig 1899.

"Dla zachowania czystosci metody, aby pozostaé w obrebie arytmetyki liczb wymiernych,
w znanej definicji granicy w miejsce warunku Ve > 0 nalezy przyjaé Ve € Q.

8Zob. P. Blaszczyk, O ciatach uporzadkowanych, Annales Universitatis Paedagogicae Craco-
viensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia IV, 2012, s. 23.

9W literaturze niemieckiej, dawnej i wspétczesnej, ciggi Cauchy’ego sa nazywane ciggami
podstawowymi, Fundamentalereihe.
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padku, gdy dany jest przez jakies prawo nieskonczony ciag liczb wymiernych:
1,02, .. Onye . (1)

ktéry ma te wlasnosé, ze réznica apnm — @y przy zmiennej n staje sie nieskonczenie
mala, jakakolwiek jest dodatnia liczba calkowita m, lub, innymi stowy, ze dla
dowolnej (dodatniej, wymiernej) e istnieje liczba calkowita ny taka, ze |apym —
an| < e, gdy n > ny, za$ m jest dowolng dodatnia liczba calkowita”.

Znajdujemy tu najpierw pojecie nieskornczenie malej, ktére wedlug planu aryt-
metyzacji mialo byé catkowicie wyeliminowane z podstaw analizy'®. Szczedliwie
warunek nastepujacy po zwrocie ,innymi stowy” jest juz poprawna definicja, kt6-
ra tak zapiszemy z uzyciem symboli:

(Ve € Q) (Any)(Yn,m)(n1 < n = |antm — an| < €). (C1)

Jeden niuans techniczny rézni definicje Cantora od wspélczesnej. Obecnie
przez ciag Cauchy’ego liczb wymiernych rozumiemy funkcje a : N — Q spel-
niajaca warunek Cl. Funkcja za$ to dowolny podzbiér iloczynu kartezjanskiego,
a C N x Q, spelniajacy warunek jednoznacznosci: jezeli a,, = ¢, a, = p, to ¢ = p.
Podczas gdy u Cantora ciag jest zadany ,przez jakie§ prawo”, to wspolczesdnie
jest to ,,dowolny podzbiér” iloczynu kartezjanskiego. To jedna ze zmian, jakim
ulegla matematyka pod wplywem teorii mnogosci — teorii, ktérej poczatki siegaja
omawianej rozprawy.

Istotnie rézna w poréwnaniu z dzisiejsza matematyka jest natomiast przyjeta
nomenklatura: o ciggu spelniajacym warunek C1 Cantor pisze, ze ,,posiada granice
b”. W nastepnym zdaniu wyjasnia, ze znaczy to jedynie tyle, iz ciagowi przypisano
znak (Zeichen) b, przy czym ,réznym ciagom” przypisane sa rézne znaki:

sSlowa te [tj. ze ciag posiada granice b — P.B.] nie maja wiec na razie zadnego
innego sensu jak ten, ktéry jest wyrazeniem owej wlasnosci ciagu, a z warunku,
ze taczymy z ciagiem (1) szczegblny znak b wynika, ze dla réznych tego rodzaju
ciggéw tworzyé tez nalezy rézne znaki b, b, b

Po wprowadzeniu dzialan Cantor napisze, ze ,okreslenie «granica ciagu (1)»
na liczbe b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”. Wrécimy do tego watku nizej
w punkcie 2.4.

2.2. W zbiorze ciagéw Cauchy’ego definiuje Cantor réwnosé oraz ,,r6znosé”. I tak
relacje (a,) = (a),), (an) > (al,), (an) < (al,) zachodza, gdy

»1. an, — a), staje sie nieskoniczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub 2. a,, — a; po-
zostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od dodatniej (wymiernej) wielkosci
g, lub 3. a,, — a;L pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e”.

Warunki te zapiszemy symbolicznie jak nastepuje:

(Ve € Q1) (3Bn1)(Vn)(ny < n — |an — a,| < €)', (C2)

10W pézniejszym okresie Cantor nawet prébowal udowodnié, ze nieskoniczenie male nie istnieja.
Jednakze do konica swojej kariery nie rozpoznal on aksjomatu Archimedesa, a nieskoniczenie mate
rozumiane jako obiekty w ciele uporzadkowanym nalezy definiowaé przez odniesienie do tego
aksjomatu.

HCantor co prawda nie znat relacji réwnowaznosci i klas abstrakeji, ale doktadnie rozumiat
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(3e € Qu)(3n1)(Vn)(n1 < n — ay —a,, > €), (C3)
(3= € Q4 )(Ing) (V) (ny < n — ap —a,, < —£). (C4)

Istotnie, przyjmujac, ze liczby wymierne sa cialem uporzadkowanym mozna
pokazaé, ze zachodzi jeden z warunkéw C2, C3, C4, a ponadto, warunki te — jak
pisze Cantor — ,nawzajem sie wykluczaja”.

Odtwarzajac w strukturze ciggéow liczby wymierne Cantor przyjmuje, ze ciag
(an, — a), gdzie a jest liczba wymierna, spetnia dokladnie jeden z warunkéw C2,
C3, C4:

»,Podobnie okazuje sie, ze ciag (1), ktéry ma granice b, pozostaje z liczba wymierna
a tylko w jednej z nastepujacych 3 zaleznosci. 1. a,, — a jest nieskonczenie male
wraz ze wzrastajaca n, lub 2. pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od
dodatniej (wymiernej) wielkosci €, lub 3. a,, — a pozostaje, poczawszy od pewnej
n, stale mniejsza od ujemnej (wymiernej) wielkodci —¢e”.

Mozna by wiec przyjaé, ze liczba a jest utozsamiana z ciagiem stalym (a,a, ...).
Cantor nie wykonal jednak tego prostego, wydawaloby sie, kroku (zob. nizej pkt.
2.4.).

2.3. Definiujac ciagi Cauchy’ego Cantor zastrzegal, ze zwrot ,ciag (1) ma okre-
Slong granice b” jest jedynie konwencja jezykowa. Po ustaleniach na temat liczb
wymiernych dochodzi do tezy, ze b jest granica ciagu (a,) w $cistym sensie:

,Z tych oraz zaraz nastepujacych definicji otrzymuje si¢ jako wniosek, ze gdy b jest
granica ciagu (1), a nastepnie b — a,, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskoniczenie
mala, to okreslenie «granica ciagu (1)» na b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”.

Warunek .z [...] zaraz nastepujacych definicji” odnosi sie do dzialai na cia-
gach. Odpowiednio definiowane jest wiec dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz
dzielenie. I tak suma ciagéw (ay), (al,) jest ciag (all), gdy

lim(a, + a, —all) =0,

CO zZnaczy
(Ve € Qu)(ng)(Vn)(n1 < n — ay, +a, —al| <e). (C5)

Podsumowaniem tego watku jest zdanie:

,0gdl wielkosci liczbowych (Zahlengrossen) b bede oznaczal przez B”.
Wezeéniej, az do tego miejsca rozprawy, b, b’,b” byly jedynie znakami, w tym
zdaniu po raz pierwszy nazwane sa liczbami.

2.4. Zestawmy teraz oryginalne rozstrzygniecia Cantora z ich wspélczesna wersja.
W strukturze ilorazowej jest tak, ze (a,) = (a),), gdy ciag (a, — al,) jest zbiezny
do zera, za$ réwno$é¢ zachodzi miedzy klasami abstrakeji, [(a,)] = [(a),)]. Dalej,
z ciagiem (a,) ,laczymy” nie ,znak”, ale zbiér [(a,)]. Tym sposobem aspekt onto-
logiczny konstrukeji jest jasny: liczby rzeczywiste sa zbiorami (klasami abstrakeji)
nie znakami.

zwigzki zachodzace miedzy ciagi (arn) i (a}). Dalej w rozprawie napisze: ,przyréwnanie dwéch
wielkosci liczbowych b, b’ z B nie pociaga za soba ich identyczno$ci, lecz wyraza tylko pewng
okreslong relacje, zachodzaca pomiedzy ciagami, do ktérych one si¢ odnosza [czyli ciagami (an)
i (a},) — P.B.]. Wspélczesnie relacje t¢ zapisujemy jako (an) = (al,).

n
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Fakt, ze Cantor nie odrézmnia ciagu stalego (a,a,...) od liczby wymiernej
a utrudnia interpretacje tezy ,b jest granica ciagu (1)”. W uzasadnieniu czyta-
my co prawda, ze ,b — a, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie malta”,
ale w my$l wezesniejszych definicji oznacza to, ze ciag b — a, spelnia warunek
C2. Niestety, b — a,, nie jest w ogdle ciagiem liczb wymiernych: wyrazenie b — a,,
oznacza literalnie (a,) — an.

Wyrazenie b — a,, mozna owszem zinterpretowa¢ w przestrzeni ciagow. Gdy
liczby wymierne utozsamimy z ciagami stalymi, wtedy b — a,, bedzie oznaczac
ciag, ktérego kolejnymi wyrazami sa ciagi:

b—(al,al,al,...), b*(ag,ag,ag,...),.... (2)

W rozprawie przestrzen ciagdw stanowi strukture (B, +, —, -, :, <). Zdanie ,,b—
a, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie mala” zinterpretowane w tej
strukturze oznacza, ze ciag b — a,, spelnia warunek C2, z tg réznica, ze w miejsce
Ve € Q4 przyjmiemy Ve € By. Po tej modyfikacji warunek C2 zastosowany do
clagu (2) przyjmie postac:

(Ve € By)(3n1)(Vn)(ny <n — |b— (an, an, ayn...)| <€),

to za$ oznacza, ze b jest granica ciagu liczb wymiernych zinterpretowanych w prze-
strzeni B — granicg w dostownym, wspélczesnym rozumieniu tego pojecia.

Jest to — jak widaé¢ — troche skomplikowane i dopiero konstrukcja ilorazowa
rozjaénia zawitoéci spowodowane dwojakim przedstawieniem liczb wymiernych.

Wspélezesnie, gdy chcemy wyrazié zalezno$é miedzy ciagiem (a,) a liczbami
wymiernymi, ktore go tworza, czyli a1, as, ... itd., liczby te przedstawiamy w po-
staci ciagéw stalych, odpowiednio (a1, as,as,...), (az,as,as,...) itd. Przechodzac
do klas abstrakeji otrzymamy zaleznos$é miedzy liczba rzeczywista [(a,,)] 1 liczba-
mi wymiernymi a} = [(a1,a1,a1,...)], a5 = [(ag,az,as,...)] itd. Pokazuje sie, ze
w przestrzeni C/= liczba [(a,)] jest granica ciagu (aj,as, ....), to jest!?

Jim_ag, = [(an)]-

Cantor — jak juz zauwazyliémy — nie znal techniki zbioréw ilorazowych, mogh
jednak przedstawiaé liczby wymierne w postaci ciagéow statych. Dlaczego nie przy-
jal takiego rozwiazania? Ot6z chcial, aby liczby rzeczywiste reprezentowaly punkty
linii prostej i najwyrazniej nie umial pogodzi¢ tego z podwdjnym przedstawieniem
liczb wymiernych. W rezultacie poprzestal na tym, ze w sensie ontologicznym licz-
by rzeczywiste sa reprezentowane przez ciagi liczb wymiernych, a dalej, w sensie
topologicznym, sa granicami ciagéw liczb wymiernych. Uzasadnienie tej zbieznosci
jest — jak pisze Cantor — gewisse, czyli pewne, $ciste. Trudno jednak sie z tym zgo-
dzié¢, gdyz Cantor nie wskazal przestrzeni, w ktérej zachodzi owa zbieznosé. Gwoli
sprawiedliwoéci trzeba jednak przyznaé, ze i wspolczesni autorzy maja problemy

z klarownym przedstawieniem wszystkich szczegétéw konstrukeji Cantora'®.

1270b. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakéw 2007, s. 115.
13Zob. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna..., op. cit., s. 113-121.
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3. Zbiér R z funkcja d(r, s) = |r — s| jest oczywidcie przestrzenia metryczna. Punkt
skupienia podzbioru A przestrzeni metrycznej jest definiowany jako granica ciggu:
p = limy, 00 P, gdzie p, # p, p, € A. Zbior punktdéw skupienia, oznaczany zwykle
jako A%, nazywany jest pochodnag zbioru. Domkniecie zbioru dane jest wéwczas
réwnoscig A = A U A?. Konstrukcje Cantora mozna opisa¢ w tym jezyku jako
Q =R, a zupelno$é liczb rzeczywistych oznacza, ze R = R,

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej jest definiowana w ciele uporzadko-
wanym, dlatego topologia generowana przez metryke d jest tym samym, co to-
pologia porzadkowa i wyzej przedstawione fakty odpowiadaja temu, co Cantor
pisze o zbiorze B. Nizej pokazemy, jak w rozprawie jest opisana zupetnosé liczb
rzeczywistych.

3.1. Procedure rozszerzenia Q za pomoca ciagéw Cauchy’ego opisana wyzej
w punkcie 2. Cantor powtarza w odniesieniu do R: w zbiorze ciagéw liczb rzeczy-
wistych spelniajacych warunek C1 — z tg réznica, ze w miejsce warunku Ve € Q4
nalezy przyjaé¢ Ve € R — definiowana jest rownoé¢, porzadek oraz dzialania. Czy-
sto formalnie, konstruowana jest wiec kolejna struktura oznaczana w rozprawie
jako C. Nim zacytujemy odpowiedni fragment, przypomnijmy, Ze liczby wymierne
oznacza Cantor litera A, liczby rzeczywiste — litera B.

,Dziedzina B wyprowadzona byla z dziedziny A; teraz w analogiczny sposéb wy-
twarza ona, wspélnie z dziedzina A, nowa dziedzine C. Jedli dany jest mianowicie
nieskonczony ciag:

b1,b2,...,bn,. ..

wielkosci liczbowych z dziedzin A oraz B, ktére nie naleza wszystkie do dziedziny
A oraz jezeli ciag ten ma te wlasnosc¢, ze by, — b, wraz ze wzrastajaca n staje
sie nieskoniczenie mala, jakakolwiek jest m [...], to méwie o takim ciagu, iz ma on
okreslona granice c. WielkoSci liczbowe ¢ konstytuuja dziedzing C. Definicje réw-
nosci, wiekszoéci oraz mniejszosci, jak tez operacje elementarne zaréwno miedzy
wielkosciami ¢, jak réwniez miedzy nimi oraz wielko$ciami z B oraz A podaje sie
w analogiczny sposob jak poprzednio”.

3.2. Wlasno$¢ opisana w kolejnym zdaniu jest kluczowa dla catej konstrukcji liczb
rzeczywistych:

,Podczas gdy dziedziny B oraz A maja si¢ tak do siebie, ze choé kazde a przypo-
rzadkowane jest pewnemu b, ale nie kazde b przyporzadkowane moze by¢ jakiemus
a, to okazuje sig, ze zaréwno kazde b moze zostaé¢ przyporzadkowane pewnemu c,
jak i kazde ¢ moze zosta¢ przyporzadkowane pewnemu b”.

Zdanie ,kazde a przyporzadkowane jest pewnemu b” oznacza, ze kazda licz-
be wymierng mozna przedstawié¢ jako pewien ciag liczb wymiernych spetniajacych
warunek C1l. Zdanie ,nie kazde b przyporzadkowane moze by¢ jakiemu$ a” ozna-
cza, ze przestrzen liczb wymiernych nie jest zupelna w sensie Cauchy’ego. Zdanie
,kazde ¢ moze zosta¢ przyporzadkowane pewnemu b” oznacza, ze przestrzen liczb
rzeczywistych jest zupelna w sensie Cauchy’ego.

Cantor nie dowodzi zadnej z tych wtasnosci i — o ile nam wiadomo — nigdy
pdzniej nie wracatl do tej kwestii. Wspoélczesne dowody zupelnosci R wykorzystuja

147Z0b. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, op. cit., rozdz. XI.
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metode przekatniowa, zaprezentowana przez Cantora przy okazji innego twierdze-

nial®.

3.3. Chociaz stosowanie ciagéw Cauchy’ego do zbioru B nie stwarza juz nowych
punktéw, to Cantor skrupulatnie odréznia zbiory B i C oraz kolejne zbiory two-
rzone ta metoda. Bierze sie to stad, ze mozna wskazaé takie podzbiory, ktérych
kolejne pochodne sg rézne. Dla konstrukeji liczb rzeczywistych kolejne pochodne
zbioru liczb wymiernych nie sa istotne, ale naczelnym zadaniem pierwszych pa-
ragrafow rozprawy jest przedstawienie idei pochodnej dowolnego podzbioru liczb
rzeczywistych.

»Chociaz [...] dziedziny B oraz C poniekad nawzajem sie pokrywaja, jest istotne
w przedstawionej tu teorii [...], aby trzymadé sie pojeciowego rozréznienia pomiedzy
obydwiema dziedzinami B oraz C, przy czym nawet przyrownanie dwdch wielkosci
liczbowych b, b’ z B nie pocigga za sobg ich identycznosci, lecz wyraza tylko pew-
na okreslona relacje, zachodzaca pomiedzy ciaggami, do ktérych one sie odnosza.
7 dziedziny C' wyprowadza sie, analogicznie jak poprzednio, dziedzine D, z tej
dziedzing F, itd.; poprzez A takich przej$é (gdzie przejscie od A do B uwazam za
pierwsze) dochodzi si¢ do dziedziny wielkosci liczbowych L”.

Dalej Cantor pokazuje, jak elementy zbioru L sa wyrazane przez liczby wy-
mierne. Przyjmujac dla uproszczenia w miejsce L zbior C', otrzymamy nastepujaca
parafraze obrazujaca ideal arytmetyzacji, czyli reprezentowania nowych obiektéw
przez liczby wymierne:

Réwnanie F(e, ;.. .,c(p)) = 0 dane poprzez skonczona liczbe operacji elemen-
tarnych na liczbach ¢, ¢, ..., cP) jawi sie w nakre§lonej tu teorii dokladnie, jako
wyrazenie dla okre$lonej zalezno$ci pomiedzy p + 1 dwukrotnie nieskonczonych
ciagow liczb wymiernych; sa to ciagi, ktore wychodza od ciagéw prosto nieskon-
czonych, z ktérymi najpierw wiaza sie wielkosci ¢, ¢, ...,cP), a gdy zastapi sie
w nich ich elementy poprzez stosowne ciagi, to powstate, w ogélnoséci dwukrotnie
nieskonczone ciagi sg traktowane podobnie, az widzi si¢ przed soba tylko liczby
wymierne.

Innymi stowy, liczba ¢ jest reprezentowana przez ciag (b,)52,, gdzie kaz-
da z liczb b, jest reprezentowana przez ciag liczb wymiernych (a;-‘)(j?il, tak, ze
w rezultacie ¢ jest reprezentowana przez dwuwymiarowa, nieskonczona tablice liczb
wymiernych (a})5°;_;.

4. W § 2 ustalany jest zwiazek miedzy linig prostg a liczbami rzeczywistymi. O ile
jednak wiemy, co Cantor rozumie przez liczby rzeczywiste, to definicji linii prostej
mozemy sie co najwyzej domyslaé. Czytamy:

»Punkty linii prostej sa pojeciowo okreslone przez to, ze podaje sie, w lezacej
u podstaw jednostce miary, ich odciete, ich odleglosci od ustalonego punktu o linii
prostej, ze znakiem + lub —, w zaleznosci od tego, czy rozwazany punkt lezy we
(wczesniej ustalonej) dodatniej lub ujemnej czesci prostej.

Jesli ta odleglo$é jest w stosunku wymiernym do jednostki miary, to bedzie wy-
razona przez wielko$¢ liczbowsg z dziedziny A; w innych przypadkach, gdy punkt
jest na przyklad znany na mocy jakiejs konstrukcji, zawsze mozliwe jest

15Zob. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna ...., op. cit. s. 114-117.
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podanie ciggu:

(1) 1,02,y Oy ey

ktéry ma wlasnoéé wyrazona w § 1 oraz pozostaje w takim zwigzku do rozwaza-
nej odleglodci, ze punkty linii prostej, ktore otrzymuja odlegtosci aq, ag, ..., an, ...
wraz ze wzrastajaca n zblizaja sie nieskonczenie do owego okreslonego punktu.
Wyrazamy to w ten sposéb, ze méwimy: Odleglo$¢ rozwazanego punktu od punk-
tu o réwna jest b, gdzie b jest wielkoscia liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1)”
(podkreslenie — P.B.).

W tym fragmencie znajdujemy najpierw wyréznienie na prostej punktéw, kto-
re odpowiadaja liczbom wymiernym (punktéw wymiernych). Ten zabieg jest znany
co najmniej od czasu Geometrii Kartezjusza i jest przeprowadzany na podstawie
konstrukcji z twierdzenia VI.9 Elementéw. Nastepnie Cantor przyjmuje — i to juz
jest zagadkowe zalozenie — ze gdy punkt prostej jest dany ,na mocy jakiej$ kon-
strukeji”, to moze by¢ aproksymowany ciggiem punktéw wymiernych. Stad zas ma
wynikaé, ze odpowiada mu liczba rzeczywista.

Podsumowujac ten watek wywodu Cantora otrzymujemy: dowolnemu punkto-
wi na prostej odpowiada liczba rzeczywista (wymierna lub niewymierna).

Dalej czytamy:

»Aby jednak uczyni¢ pelnym przedstawiony w tym § zwiazek dziedzin wielkosci
liczbowych zdefiniowanych w § 1 z geometria linii prostej, nalezy tylko dodaé
aksjomat, ktéry polega po prostu na tym, ze takze na odwrét, kazdej wielkosci
liczbowej odpowiada ustalony punkt prostej, ktorego wspolrzedna jest réwna owej
wielkosci liczbowej, i to rowna w tym sensie, jaki zostal objasniony w niniejszym
§. Nazywam to twierdzenie aksjomatem, poniewaz w jego naturze lezy, iz nie jest
ono w ogdlnosci dowodliwe”.

4.1. W zwiazku z pierwsza teza (kazdemu punktowi odpowiada liczb rzeczywista),
zauwazmy, ze dowolny punkt prostej mozna aproksymowaé punktami wymiernymi,
gdy prosta jest archimedesowa. Wiadomo jednak, ze takze prosta niearchimedeso-
wa moze byé modelem geometrii rozwijanej w ksiegach I-IV Elementéw!®. Trudno
zatem uznaé, ze Cantor ma jasno sprecyzowane pojecie linii proste;j.

Druga teze (kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada punkt na prostej) Cantor
przyjmuje jako aksjomat, co w szczegdlnodci znaczy, ze pierwsza uznaje za twier-
dzenie.

Joseph Dauben, autor najpopularniejszej biografii naukowej Cantora, tak ko-
mentuje obie tezy:

,Cantor next turned to the task of identifying numbers with points of geometric
continuum. For the rational numbers this was not a difficult problem. He knew that
given a point on the line, if it had a rational relation from the origin o to the unit
abscissa, then it could be expressed by an element from the domain A. Otherwise,
it could be approached be a sequence of rational points a1, as, as, ..., Gy, ..., each
of which corresponded to an element in A. Furthermore, Cantor could take a,, as
a fundamental sequence which approached the given point arbitrarily closely. [...]
Cantor was unable to show, of course, the converse, that for every element of the

16Zob. D. Hilbert. Grundalgen der Geometrie, op. cit., §12.
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domain B there correspond a unique point of the real line. Thus he had to invoke
the well-known axiom [...]"7.

Dauben, podobnie jak Cantor, jest przekonany, ze bez zadnych dodatkowych
zalozen o linii prostej mozna pokazaé, ze kazdy punkt jest albo wymierny, al-
bo moze by¢ aproksymowany ciagiem liczb wymiernych. W zwiazku z druga teza
Dauben pisze: ,,Cantor was unable to show, of course, the converse”. Nie wiadomo
dlaczego dla Daubena jest oczywiste, ze Cantor nie mogl udowodnié tezy, ktora
nazwal aksjomatem. We wspolczesnej geometrii jest owszem dowodzone twierdze-
nie o bijekcji miedzy linia prosta a liczbami rzeczywistymi'®. Zasadnicza réznica
miedzy tym twierdzeniem a tezami Cantora polega na tym, ze wspélczesna geo-
metria dysponuje aksjomatyka z ktorej wynika precyzyjna charakterystyka linii
prostej.

X ok ok

Przedkladane ttumaczenie Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen zostalo przygotowane przez Profesora Jerzego Po-
gonowskiego w ramach grantu ,,Ciaglosé¢ i liczby rzeczywiste. Eudoxos-Dedekind-
Conway”, NN 101 287639. Jest to pierwsze ttumaczenie tego artykutu na jezyk
polski. Chociaz tekst Cantora ma kapitalne znaczenie filozoficzne, to nie znalazl
sie w najwazniejszym i najobszerniejszym wyborze tekstow z zakresu filozofii ma-
tematyki wydanym pod redakcja Williama Ewalda From Kant to Hilbert. A Source
Book in the Foundations of Mathematics'®.
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17J. Dauben, Georg Cantor. His mathematics and philosophy of the infinite, op. cit. s. 40.

18Zob. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen, op. cit. rozdz. O cigglosci linii prostej.

1970b. W. Ewald, From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics,
tomy I-II, Clarendon Press, Oxford 1996.



FOLIA 203

Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis
Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia VIII (2016)

ISSN 2080-9751

Georg Cantor
O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii
szeregbw trygonometrycznych®

Podam nizej pewne rozszerzenie twierdzenia gloszacego, ze przedstawienia sze-
regdéw trygonometrycznych sa jednoznaczne.
Dowéd tego, ze dwa szeregi geometryczne:

1 1
§b0 + Z(an sinnx + by, cosnz) oraz 51)6 + Z(aﬁl sinnz + b/, cosnzx),

ktore dla kazdej wartoéci x sa zbiezne i majg te sama sume, maja tez identy-
czne wspoélezynniki, przedstawitem w Journal f. d. r. u. angew. Math. 72, s. 139;
w innym miejscu, w notatce, odwotujacej sie do tej pracy, pokazalem dalej, ze
twierdzenie to pozostaje stuszne, gdy dla skonczonej liczby wartosci x zrezygnuje
sie ze zbieznosci lub réwnosci sum szeregow.

Rozwazane tutaj rozszerzenie zasadza sie w tym, ze mozna zrezygnowaé ze
zbieznosci lub réwnosci sum szeregdéw dla nieskoriczonej liczby wartosci x w prze-
dziale (0...(2m)), bez utraty shusznosci twierdzenia.

W tym celu jestem jednak zmuszony przedstawi¢ rozwazania, cho¢ w wiek-
szej czedci tylko w postaci wskazowek, ktére moga stuzyé do tego, aby objasni¢
zwiazki, ktore pojawiaja sie stale, gdy tylko wielkosci liczbowe podane sa w skon-
czonej lub nieskonczonej iloéci; doprowadzi to przy tym do pewnych definicji, ktére
zostana tu ustanowione jedynie dla zapewnienia mozliwie zwieztego przedstawienia
rozwazanego twierdzenia, ktérego dowod bedzie podany w §3.

§1.

Liczby wymierne stanowia podstawe dla ustalenia szerszego pojecia wielkosci
liczbowej; bede je oznaczal jako dziedzine A (z wlaczeniem zera).

Gdy méwie o wielkosci liczbowej w sensie szerszym, to jest tak najpierw w przy-
padku, gdy dany jest przez jakies prawo nieskonczony ciag liczb wymiernych:

Q1,09 Oy e s (1)

*The generalization of a theorem in the theory of trigonometric series
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ktéry ma te wlasnosé, ze réznica apym — @y przy zmiennej n staje sie nieskonczenie
mala, jakakolwiek jest dodatnia liczba catkowita m, lub innymi stowy, ze dla dowol-
nej (dodatniej, wymiernej) ¢ istnieje taka liczba catkowita ni, ze |apm — an| < €,
gdy n > nq, zas m jest dowolng dodatnia liczba catkowita.

Te wlasnosé ciagu (1) wyrazam stowami: ,,Cigg (1) ma okreslong granice b”.

Stowa te nie maja wiec na razie zadnego innego sensu jak ten, ktory jest
wyrazeniem owe]j wlasnosci ciagu, a z warunku, ze taczymy z ciagiem (1) szczeg6lny
znak b, wynika, iz dla réznych tego rodzaju ciagéw tworzy¢ tez nalezy rézne znaki
b, v, b".

Jesli dany jest drugi ciag:

ay,ab,...,al, ..., (1)

ktéry ma okreslona granice b', to okazuje sie, ze oba ciagi (1) i (1’) pozostaja do
siebie w jednej z 3 zaleznodci, ktére nawzajem sie wykluczaja:

1. a, — al, staje sie nieskoniczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub

2. a, — a, pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wigksza od dodatniej
(wymiernej) wielkosci €, lub

3. a, — al, pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e.

Gdy ma miejsce pierwsza zaleznosé, to przyjmuje
b=10,

przy drugiej przyjmuje b > b’ a przy trzeciej b < b'.
Podobnie okazuje sie, ze ciag (1), ktéry ma granice b, pozostaje z liczba
wymierna a tylko w jednej z nastepujacych 3 zalezno$ci.

1. a, — a staje si¢ nieskonczenie mala wraz ze wzrastajaca n, lub

2. an — a pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wicksza od dodatniej
(wymiernej) wielkosci e, lub

3. a, — a pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej
(wymiernej) wielkosci —e.

Aby wyrazi¢ zachodzenie tych zalezno$ci, piszemy odpowiednio:
b=a, b>a, b<a.

Z tych oraz kolejnych definicji otrzymuje sie jako wniosek, ze gdy b jest granica
ciagu (1), a nastepnie b — a,, wraz ze wzrastajaca n staje sie nieskonczenie mala,
to okreslenie ,granica ciagu (1)” na b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie.

Ogél wielkosci liczbowych b bede oznaczal przez B.

Za pomoca powyzszych ustalen elementarne operacje, ktére byly przyjete dla
liczb wymiernych daja sie rozszerzy¢ na obie dziedziny A oraz B razem wziete.
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Jedli mianowicie b, b/, b sg trzema wielkoSciami liczbowymi z B, to wzory:

b:t b/ — b/l7 bbl — b//7 g — bl/

wyrazaja to, ze pomiedzy ciggami odpowiadajacymi liczbom b, o', b”:

al,ag, ...
!/ !/
al,az,...
1 1
a1,Q9,...

zachodza, odpowiednio zaleznosci:

lim(a, £a), —al) =0,

lim(anal, —all) =0

lim(Z—Z —al’) =0,
gdzie, na mocy poprzednich wyjaénien nie musze wchodzi¢ blizej w znaczenie znaku
lim. Podobne definicje podaje sie dla przypadku, gdy jedna lub dwie z tych trzech
liczb nalezy do dziedziny A.

W ogélnoéci kazde réwnanie
FO,V,...bP)=0

utworzone poprzez zastosowanie skonczonej liczby operacji elementarnych bedzie
dawalo wyraz okreslonej zaleznosci, zachodzacej miedzy ciagami, ktére sa wyzna-
czone przez liczby b, b, ... b,

Dziedzina B wyprowadzona byla z dziedziny A; teraz w analogiczny sposob
wytwarza ona, wspoélnie z dziedzing A, nowa dziedzing C.

Jesli dany jest nieskonczony ciag:

bi,bo, .. by, (2)

wielkosci liczbowych z dziedzin A oraz B, ktére nie naleza wszystkie do dziedziny
A oraz jezeli ciag ten ma te wlasnosé, ze by, — b, Wraz ze wzrastajaca n staje sie
nieskonczenie mala, jakakolwiek jest m, a wiec wlasnoéé, ktéra na mocy poprzed-
nich definicji jest czyms$ caltkowicie okre$lonym, to mowie o takim ciagu, iz ma on
okreslong granice c.

Wielkosci liczbowe ¢ konstytuuja dziedzine C.

Definicje réwnosci, wiekszosci oraz mniejszoéci, jak tez operacje elementarne
zaréwno miedzy wielkoSciami ¢, jak réwniez miedzy nimi oraz wielko$ciami z B
oraz A podaje sie w analogiczny sposéb jak poprzednio.

LGdy np. réwnanie pu-tego stopnia f(x) = 0 ze wspélczynnikami catkowitoliczbowymi posiada
pierwiastek rzeczywisty w, to znaczy to w ogdlnosci nic innego niz to, ze dany jest ciag

a1,a2,...,0n;...
o wilasnosci ciggu (1), dla ktérego granica wybrany jest znak w i ktéry ma poza tym wlasnosé

lim f(an) = 0.
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Podczas gdy dziedziny B oraz A maja sie tak do siebie, ze choé¢ kazde a
przyporzadkowane jest pewnemu b, ale nie kazde b przyporzadkowane moze by¢
jakiemu$ a, to okazuje si¢, ze zaréwno kazde b moze zostaé przyporzadkowane
pewnemu c, jak i kazde ¢ moze zostaé¢ przyporzadkowane pewnemu b.

Chociaz dziedziny B oraz C' poniekad nawzajem sie pokrywaja, jest istotne
w przedstawionej tu teorii (w ktérej wielkosé liczbowa wystepuje najpierw w ogdl-
noéci bezprzedmiotowo, jedynie jako czes¢ skladowa twierdzen, ktérym przydaje
sie przedmiotowosci, np. twierdzeniu, ze stosowny ciag ma te wielkos¢ liczbowa jako
granice), aby trzymac sie pojeciowego rozréznienia pomiedzy obydwiema dziedz-
inami B oraz C, przy czym nawet przyréwnanie dwoch wielkosci liczbowych b,
b z B nie pociaga za sobg ich identycznosci, lecz wyraza tylko pewna okreslong
relacje, zachodzaca pomiedzy ciggami, do ktérych one si¢ odnosza.

7 dziedziny C wyprowadza si¢, analogicznie jak poprzednio, dziedzine D, z tej
dziedzing E, itd.; poprzez A takich przej$é (gdzie przejscie od A do B uwazam
za pierwsze) dochodzi sie do dziedziny wielkosci liczbowych L. Rzecz przedstawia
sie tak samo, gdy mysli sie o tancuchu definicji dla réwnosci, wiekszosci 1 mniej-
szo$ci oraz operacji elementarnych jako o przenoszonych na dziedzine z dziedziny
poprzedniej, z wyjatkiem A, w ten sposéb, ze wielko$¢ liczbowa | zawsze moze
zostaé¢ przyréwnana do jednej z wielkosSci k,1, ..., c, b oraz na odwrot.

Wyniki analizy (pomijajac nieliczne znane przypadki) daja sie sprowadzié¢ do
postaci takich przyréwnan, chociaz (co tutaj moze opiera¢ sie tylko na owych
wyjatkach) pojecie liczby, tak jak daleko jest tu rozwinigte niesie w sobie zalazek
koniecznego samego w sobie i absolutnie nieskoniczonego rozszerzania.

Wydaje sie wlasciwe, gdy dana jest wielko$¢ liczbowa w dziedzinie L, postugi-
waé sie wyrazeniem: jest ona dana jako wielko$é liczbowa, wartos$¢é lub granica
A-tego rodzaju, z czego jest widoczne, ze w ogdlnosci w tym samym znaczeniu
postuguje sie stowami wielko$¢ liczbowa, wartosé oraz granica.

Réwnanie F(1,1',...,1%) = 0 dane poprzez skoticzong liczbe operacji elemen-
tarnych na liczbach 1,1',...,1() jawi sie w nakreslonej tu teorii dokladnie, jako
wyrazenie dla okreslonej zaleznosci pomiedzy p+ 1, w ogolnosci A-krotnie nieskon-
czonych, ciggow liczb wymiernych; sa to ciagi, ktore wychodza od ciagdéw prosto
nieskoriczonych, z ktérymi najpierw wiazg sie wielkoéci 1,1’ ... .1 a gdy zastapi
sie w nich elementy poprzez stosowne ciagi, to powstale, w ogdlnosci dwukrotnie
nieskoniczone ciagi sa traktowane podobnie i proces ten jest prowadzony tak diugo,
az widzi sie przed soba tylko liczby wymierne.

Zastrzegam sobie, by do wszystkich tych zwiazkéw powrocié bardziej szcze-
gélowo w innym miejscu. Nie ma tu réwniez miejsca na to, aby zaglebiaé sie w to,
jak wprowadzone w tym § ustalenia oraz operacje moga stuzy¢ potrzebom analizy
infinitezymalnej. Takze w tym co nastepuje, gdzie przedstawiony zostanie zwiazek
wielkoéci liczbowych z geometrig linii prostej, ograniczam sie nieomal wytacznie
do koniecznych twierdzen, z ktorych, o ile sie nie myle, cala reszta moze zostaé
wyprowadzona za pomocg czysto logicznych érodkéw dowodowych. Dla poréwna-
nia z § 1 oraz § 2 niech zostanie przywolana ksiega 10 ,Elementéw Euklidesa”,
ktéra pozostaje miarodajna dla przedstawionego tam przedmiotu.
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§2.

Punkty linii prostej sa pojeciowo okreslone przez to, ze podaje si¢, w lezacej
u podstaw jednostce miary, ich odciete, ich odleglosci od ustalonego punktu o linii
prostej, ze znakiem + lub —, w zaleznosci od tego, czy rozwazany punkt lezy
w (wezesniej ustalonej) dodatniej lub ujemnej czesci prostej.

Jesli ta odleglos¢ jest w stosunku wymiernym do jednostki miary, to bedzie
ona wyrazona przez wielko$¢ liczbowa z dziedziny A; w innych przypadkach, gdy
punkt jest na przyklad znany na mocy jakiejs konstrukcji, zawsze mozliwe jest
podanie ciagu:

a1,02;...,0n,. .., (1)

ktéry ma wlasnoéé wyrazona w §1 oraz pozostaje w takim zwiazku do rozwazanej
odlegtosci, ze punkty linii prostej, ktoére otrzymuja odleglosci aq,as,...,an,...
wraz ze wzrastajaca n, zblizaja sie nieskonczenie do owego okreslonego punktu.

Wyrazamy to w ten sposéb, ze méwimy: Odleglosé rozwazanego punktu od
punktu o réwna jest b, gdzie b jest wielkoScia liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1).

Nastepnie dowodzi sie, ze wiekszosé, mniejszosé¢ oraz réwnosé znanych odlegto-
$ci pozostaje w zgodzie ze zdefiniowanymi w § 1: wigkszoscia, mniejszoscia oraz
rownoscia odpowiednich wielko$ci liczbowych, ktére podaja odleglosci.

To, ze réwniez wielkoéci liczbowe z dziedzin C, D, . .. sa w stanie okrela¢ znane
odlegloéci, otrzymuje si¢ bez trudnosci. Aby jednak uczynié¢ pelnym przedstawiony
w tym § zwiazek dziedzin wielkoéci liczbowych zdefiniowanych w § 1 z geometria
linii prostej, nalezy tylko dodaé¢ aksjomat, ktéry polega po prostu na tym, ze takze
na odwrét, kazdej wielkosci liczbowej odpowiada ustalony punkt prostej, ktorego
wspoélrzedna jest réwna owej wielkosci liczbowej, i to réwna w tym sensie, jaki
zostal objasniony w niniejszym §2.

Nazywam to twierdzenie aksjomatem, poniewaz w jego naturze lezy to, iz nie
jest ono w ogdlnosci dowodliwe.

Poprzez 6w aksjomat uzyskuje sie pewna przedmiotowos¢ wielkosci liczbowych,
od ktorej jest on jednak catkiem niezalezny.

Zgodnie z powyiszym traktuje punkt prostej jako okreslony, gdy jego odlegtosé
od o, zaopatrzona w przynaleiny znak, jest dana jako wielkosé liczbowa, warto$é
lub granica A-tego rodzaju.

Chcemy teraz, zblizajac si¢ do naszego wlasciwego przedmiotu rozwazan, oméd-
wié zaleznodci, ktore wystepuja, gdy tylko wielkosci liczbowe dane sa w skonczonej
lub nieskonczonej liczbie.

Na mocy poprzednio powiedzianego mozna mysle¢ o wielkosciach liczbowych
jako przyporzadkowanych punktom prostej. Dla pogladowosci (choé nie nalezy to

2Do kazdej wielkoéci liczbowej przynalezy zatem okre$lony punkt, jednemu punktowi jest
jednak przyporzadkowanych niezliczenie wiele réwnych wielkosci liczbowych jako wspéirzednych
w powyzszym sensie; gdyz z czysto logicznych powodéw wynika, jak juz to wyzej zaznaczano, ze
réwnym wielko$ciom liczbowym nie moga odpowiadaé¢ rézne punkty oraz ze nieréwnym wielko-
$ciom liczbowym jako wspélrzednym nie moze by¢é przyporzadkowany jeden i ten sam punkt.



[174] Georg Cantor

do istoty rzeczy) postugujemy sie tym przedstawieniem w dalszym ciggu i gdy
moéwimy o punktach mamy zawsze przed oczyma wartosci, przez ktére sa one
podane.

Dang skoriczona lub nieskonczong liczbe wielkosci liczbowych nazywam dla
zwiezlosci zbiorem wartosci, a odpowiednio, dana skonczong lub nieskonczong
liczbe punktéw prostej nazywam zbiorem punktéw. To, co w dalszym ciagu zostanie
powiedziane o zbiorach punktéow, mozna, zgodnie z powiedzianym, przettumaczy¢
bezpoérednio na zbiory wartosci.

Gdy w skoniczonym przedziale dany jest zbior punktéw, to w ogdlnoséci dany
jest wraz z nim drugi zbiér punktéw, a w ogélnosci wraz z nim trzeci zbiér punktow,
itd., ktére sa istotne dla pojmowania natury pierwszego zbioru punktow.

Aby zdefiniowaé¢ te pochodne zbiory punktow, trzeba najpierw wprowadzié
pojecie punktu granicznego zbioru punktow.

Przez punkt graniczny zbioru punktéw P rozumiem punkt prostej, w takim
polozeniu, ze w kazdym jego otoczeniu znajduje sie nieskornczenie wiele punktow
z P, przy czym moze sie zdarzy¢, ze ponadto on sam nalezy do tego zbioru. Przez
otoczenie punktu niech bedzie tu rozumiany kazdy przedzial, ktéry zawiera ten
punkt w swoim wnetrzu. Nastepnie tatwo udowodnié, ze zlozony z nieskonczonej
liczby punktéw zbior punktéw zawsze ma co najmniej jeden punkt graniczny.

Dla kazdego punktu prostej jest w pelni okreslone, czy wzgledem danego zbioru
punktéw P jest on jego punktem granicznym czy tez takim nie jest, a stad wraz ze
zbiorem punktéw P podany jest pojeciowo zbior jego punktéw granicznych, ktory
bede oznaczal przez P’ oraz nazywal pierwszym pochodnym zbiorem punktéw dla P.

Jesli zbiér punktéw P’ nie sklada si¢ z jedynie skonczonej liczby punktéw,
to ma on réwniez pochodny zbiér punktéw P, nazywam go drugim pochodnym
zbiorem dla P. Poprzez v takich przejs¢ tworzy sie pojecie v-tego pochodnego
zbioru punktéw P®) dla P.

Jedli, dla przykladu, zbiér P sklada sie ze wszystkich punktéw prostej, ktorym
odpowiadaja odciete wymierne pomiedzy 01 1, z wlaczeniem lub nie granic, to zbior
pochodny P’ sklada sie ze wszystkich punktéw przedziatu (0...1), z wlaczeniem
granic 0 oraz 1. Nastepne zbiory P”, P"',... pokrywaja si¢ z P’. Albo, jesli zbiér
P sklada si¢ z punktéw, ktorym odpowiadaja odciete 1, %, %, ceey %, ..., to zbidr
P’ sklada sie z jednego punktu 0 i sam nie ma zadnego zbioru pochodnego.

Moze si¢ zdarzy¢, a jest to przypadek, ktéry wylacznie nas tu interesuje, ze
po v przejéciach zbiér P(*) sklada sie ze skoniczonej liczby punktéw, a stad sam
nie ma pochodnej; w tym przypadku chcemy nazywaé wyjsciowy zbiér P zbiorem
v-tego rodzaju, z czego wynika, ze P', P"”, ... sa wtedy, odpowiednio, v — 1-ego,
v — 2-ego,. .., rodzaju.

Przy tym sposobie pojmowania dziedzina wszystkich zbiorow punktéw okreslo-
nego rodzaju bedzie zatem traktowana, jako szczegdlny typ wewnatrz dziedziny
wszystkich do pomyslenia zbioréw punktéw, w ktérym to typie tak zwane zbiory
punktéw v-tego rodzaju tworza rodzaj szczegdlny.

Przyktadu zbioru punktéow v-tego rodzaju dostarcza juz jeden jedyny punkt,
gdy jego odcieta jest dana jako wielko$¢ liczbowa v-tego rodzaju, ktora czyni zado$é
pewnym, latwym do ustalenia warunkom. Jesli mianowicie roztozy sie te wielkosé
liczbowg na czlony (v — 1)-ego rodzaju w odpowiadajacym jej ciagu, te czlony
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znowu na konstytuujace je czlony (v — 2)-ego rodzaju, itd., to otrzyma si¢ w konicu
nieskoniczona liczbe liczb wymiernych; jesli pomyéli si¢ o odpowiadajacym tym
liczbom zbiorze punktéw, to jest on sam v-tego rodzajus.

Po tych przygotowaniach jesteSmy teraz w stanie w nastepnym § krétko podaé
oraz udowodnié¢ rozwazane twierdzenie.

§3.

TWIERDZENIE. Jesli dane jest rownanie o postaci:
0=Co+C1+...+Cp +..., T

gdzie Cy = %do; C,, = cpsinnx +d, cosnz, dla wszystkich wartosci x z wyjgtkiem
tych, ktore odpowiadajg punktom danego w przedziale (0. .. (27)) zbioru punktéw
P v-tego rodzaju, przy czym v oznacza dowolnie duiq liczbe calkowitq, to

do =0, cn=d,=0.

Dowéd: Jak bedzie widoczne w toku dowodu, gdy mowa o P, to nie mamy przed
oczyma jedynie podanego zbioru v-tego rodzaju punktéw wyjatkowych w przedzia-
le (0...(2m)), lecz ten zbidr, ktéry powstaje z owego podanego przez periodyczne
powtorzenie na calej nieskonczonej linii proste;j.
Rozwazmy teraz funkcje
xx Co Cn
Flo)=Cp— —-Cy — ——...— — — ...
(z) 079 ! 4 nn
Z natury zbioru punktéw v-tego rodzaju wynika latwo, ze musi istnie¢ przedziat
(a...B), wktérym nie lezy zaden punkt zbioru P; dla wszystkich wartosci  w tym
przedziale, wobec zbieznosci naszego szeregu (I) bedzie zatem

lim (e, sin na + d,, cosnx) = 0,
a stad zgodnie ze znanym twierdzeniem (patrz: Math. Ann. Bd. IV, s. 139):
lime, =0, limd, =0.

Funkcja F(r) ma zatem (patrz: Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion
durch eine trigonometrische Reihe, §8) nastepujace wlasnosci:

1. jest ona ciagta w poblizu kazdej wartosci x,

2. lim Hete)tFle—a)=2F(@) _ o ody lima = 0, dla wszystkich wartosci z

(6707
z wyjatkiem wartosci, odpowiadajacych punktom ze zbioru P,

3. lim F(z+oa)+F(z—a)—2F(

2) — 0, gdy lim o« = 0, dla kazdej bez wyjatku wartosci
x.

3To, ze nie zawsze jest to ten przypadek, zastuguje moze jeszcze na wyrazne podkredlenie.
W ogélnosci, zbiér punktéw wyprowadzony na 6w sposéb z wielkosci liczbowej v-tego rodzaju
moze by¢ réwnie dobrze mniejszego lub wickszego rodzaju od v-tego, a moze i catkiem nie byé
okreslonego rodzaju.
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Pokaze teraz, ze F(x) = cx + ¢. W tym celu rozwazam najpierw dowolny
przedzial (p...q), w ktérym lezy tylko skoriczona liczba punktéw ze zbioru P;
niech tymi punktami beda xg,x1,...,x,, wypisane wedle ich nastepowania po
sobie.

Twierdze, ze F(x) jest liniowa w przedziale (p...q); na mocy wlasnosci 1 oraz
2 F(x) jest bowiem funkcja liniowa w kazdym przedziale, na ktére podzielony
zostanie (p. .. q) poprzez punkty zo, 1, . . ., Z,; poniewaz w zadnym z tych przedzia-
6w nie leza punkty wyjatkowe, wiec zachodza tu wnioski otrzymane w mojej
rozprawie (patrz: Journal f. d. r. u. angew. Math. Bd. 71, s. 139); pozostaje za-
tem wykazaé¢ identycznosé tych funkcji liniowych.

Uczynie to dla kazdych dwoch sasiednich przedziatow i wybieram w tym celu
te funkcje w obu przedzialach (xq...x1) oraz (xj ...x2).

W (z¢...21) niech F(z) = kz + 1.

W (21 ...22) niech F(z) =k'z+1'.

Ze wzgledu na 1 jest F(xz1) = ka1 + I; dalej, dla wystarczajaco malej wartosci

Flx1+a)=K(r1+a)+1; Flxy —a)=k(z; —a)+1.
Ze wzgledu na 3 mamy zatem:

! _ ! _ ! _
m(k e+l =1+ ok —k)
a

li =0, dlalima =0,

co nie moze by¢ niczym innym, jak przypadkiem gdy:
k=K, 1=1.

Dla przejrzystosci chcemy szczegoélnie podkresli¢ ten wynik:

(A) ,Jesli (p...q) jest jakimkolwiek przedzialem, w ktérym lezy tylko skori-
czona liczba punktéw zbioru P, to F(x) jest w tym przedziale liniowa”.

Dalej rozwazam jakikolwiek przedzial (p’...¢'), ktéry zawiera tylko skon-
czona liczbe punktéw xf, 2, . .., x, pierwszej pochodnej P’ i twierdze najpierw, ze
w kazdym z przedzialéw czeéciowych, na ktére (p'...q") jest podzielony poprzez
punkty x(,z}, ... funkcja F(z) jest liniowa, np. w (z(...2}).

| | | |
[ [ [ [

o p Zo Ty q

Poniewaz kazdy z tych przedzialéw czeSciowych zawiera wprawdzie w ogélnosci
nieskoniczenie wiele punktéw z P, wiec wynik (A) nie znajduje w nim bezposrednio
zastosowania; natomiast kazdy przedzial (s...t), ktéry calkowicie wpada wewnatrz
(xf, ... 2}) zawiera tylko skonczenie wiele punktéw z P’ (gdyz w przeciwnym razie
miedzy z(, a x] wpadalyby jeszcze inne punkty zbioru P) i funkcja F(x) jest, na
mocy (A), liniowa w (s...t). Jako ze mozna punkty konicowe s oraz ¢ przesunaé
nieskoriczenie blisko do punktéw z( oraz z}, zostaje rozstrzygniete, ze funkcja
ciagla F(z) tez jest liniowa w (z(...x}).

Gdy jest to udowodnione dla kazdego z przedzialéw czeSciowych (p'...¢")
otrzymuje sie, poprzez te same wnioski, ktére dawaly wynik (A), co nastepuje:
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(A ,Jesli (p'...q") jest jakimkolwiek przedzialem, w ktorym lezy tylko skori-
czona liczba punktéw z P’, to F(x) jest w tym przedziale liniowa.

Dowéd postepuje dalej w taki oto sposéb. Jesli ustalono, zZe F(x) jest funkcja
lintowg w jakimkolwiek przedziale (p(k)...q(k)), ktory zawiera tylko skonczong
liczbe punktéw z k-tego zbioru pochodnego P%) dla zbioru P, to uzasadnia sie
dalej tak samo jak przy przejsciu od (A) do (A'), ze F(x) jest funkcjg liniowq takze
w jakimkolwiek przedziale (p(k“) . q(’““)), ktory zawiera w sobie tylko skoniczong
liczbe punktéw z k + 1-ego zbioru pochodnego P*+Y) dla zbioru P.

Whioskujemy tak poprzez skoniczong liczbe przej$é, ze F'(x) jest liniowa w kaz-
dym przedziale, ktéry zawiera tylko skoriczona liczbe punktéw ze zbioru P*).
Zbiér P jest teraz jednak v-tego rodzaju, jak zalozono, a stad catkiem dowolnie
waziety z prostej przedzial (a...b) zawiera tylko skoficzenie wiele punktéw z P*).
A zatem F'(z) jest liniowa w dowolnie wzigtym przedziale (a...b), a z tego wynika,
jak latwo widaé, ze F'(x) jest postaci: F(z) = cx + ¢ dla wszystkich wartosci x.
Gdy to juz uczyniono, dowod przebiega dalej od tego momentu mianowicie w ten
sposob, jak w cytowanej juz dwukrotnie rozprawie, gdzie rowniez dowodzi sie, ze
F(z) ma postaé liniowa.

Udowodnionemu tu twierdzeniu mozna tez nadac¢ nastepujace sformulowanie:

»Funkcja nieciggla f(z), ktéra dla wszystkich wartosci x, ktore odpowiadajg
punktom zbioru punktéw P v-tego rodzaju danego w przedziale (0...(27)), jest
rézna od zera lub nieokreslona, lecz jest rowna zero dla wszystkich pozostalych
warto$ci x, nie moze zostac przedstawiona poprzez szereg trygonometryczny.

Halle, 8 listopada 1871.
* ok %
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AKTyaJIbHBIE MIPO0JIEeMBbI 00yYEeHHUSI MaTEMATHKe
B IIIKOJIE U By3e B cBeTe ujaeii JI. C. Beirorckoro®

Abstract. The article gives a brief overview of the scientific results of the III In-
ternational Conference held in Moscow State Pedagogical University in Novem-
ber 2016. The main directions of the development of ideas of L. S. Vygotsky, pre-
sented in the reports of leading Russian and foreign scientists — participants of the
conference.

MoCKOBCKUH Negarorniyeckuil rocygapcTBeHHbIl yHuBepcuter (MIII'Y), cos-
IaHHBIA B 1872 romy, — y4eOHOe M HaAy4yHOe y4upeskaeHue, 0O6pa3oBaTesIbHBIN
U KYJIBTYPHBIHA LeHTp (efepaibHOrO U MesKIyHApOJHOT0 3Ha4YeHUs, OTHO U3 CTa-
pelimx yueOHBIX 3aBeieHn Poccuu.

Matemarnueckuii ¢akynsrer MIITY, obpasoBanHblii B 1900 roxy, ciaemys
MHOTOJIETHUM TpagulisAM, HaIpasJ/isieT CBOI [eATeJbHOCTh Ha PacKpbITHE
U IPUYMHOKeHHe OorareiInero moreHIiasa IepBoro eJarorn4eckoro yHuBep-
cuteTa Poccuy, Ha peanu3aliiio COBpeMeHHBIX ITIepeJJOBBIX ujieil B chepe o6paso-
BaHHUSA.

B HOs10pe 2016 roga mox arumoil MuHUCTEpCTBA 00pa3oBaHusi v Hayku Poccuii-
croii Penepanuu U MeRIyHApOZHOU aKaJeMHH HayK Ilefarorm4eckoro 006-
pasoBanusa (MAHIIO) Ha ¢axynasreTe coctosinach III MesxayHapogHass Hay4yHas
KOH(epeHIUA «AKTyasIbHbIe IPo6JeMbl 00yueHUsl MaTeMaTuke U UH(GOpMaTHKe
B IIIKOJIe U By3e B cBeTe ujeit JI. C. BRIrOTCKOT0», IOCBAIEHHAs 120-1eTHeMY 1001-
JIeI0 CO JHS POSKIEHUsI BbIJAIOIerocsi y4€Horo.

OcHoBHas ujes KoH(pepeHINN — aKTyalu3alus TBopuyeckoro Hacjenus JI. C.
BrIroTcKOro u paccMoTpeHue myTell TpaHc(opMaliy 3TOTro HAac/lAeAusA B METOTUKY
obOy4yeHus MaTeMaTyuKe U HHPOpMaTHKe Ha COBPeMEHHOM 3Talle pa3BUTHUA IIKOJIb-
HOT'0 U By30BCKOI'O MareMaTH4ecKoro odpasoBaHus. B pabore koHpepeHnuy npu-
HSJIM y9acThe OKoJI0 150 4eJoBeK, B TOM 4YHCJI€e YYEHbIE M3 IIECTU 3apyOeKHBIX
cTpaH. Benymne yuéHble efaroruyeckrx By30B: aKaJeMUKHY, YJIeHbI-KOPPECIIOH-

*Actual problems of teaching mathematics at school and university in the light of the ideas of L. S. Vy-
gotsky
Key words and phrases: Moscow State Pedagogical University, international scientific conference, edu-
cation, ideas of L. S. Vygotsky, mathematics.
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nentbl PAH, PAO, MAHIIO, nokTopa v KaHIUaThI TeIaroTHYeCcKUX U (PU3UKO-Ma-
TEMaTUYECKUX HayK (Bcero 32 moKTopa U 65 KaHAWAATOB HAyK), MPenCcTaBJIAIN
TpUALATH ABa pernoHa Poccun.

OTKpBLT KOH(EPEHITUIO TPOPEKTOP 10 yueOHOH pabore MIIT'Y, mokTop nexna-
TOTMYeCKHX HayK, mpodeccop C. /I. Kapako3oB. B mprBeTCTBUY K y4aCTHUKAM KOH-
(hepennuy, oH akmeHTHpPOBaAJ BHMMAaHNE HA BA)KHOCTHM OPTaHU3AINU HAYIHOTO
B3anMOeNCcTBYSA, UH(POPMAITMOHHOTO 0OMeHa OIBITOM 00y4YeHUs MpeaMeTaM Ma-
TEeMaTU4YECKOI0 U METOJUYECKOTI0 [IUKJIOB, KOTOPbIE CTAHOBATCA BO3MOYKHBIMU Ha
TaKHUX BCTpeuax. Takske OH OAYEPKHYJI, 4YTO aKTyaJabHOCTh uaei JI. C. BeIrorckoro
B HacTosIlee BpeMs IOATBep>KIaeTcs NCI0JIb30BaHNEM ero KyJIETYPHO-UCTOpUYe-
CKOU TEOPUY PAa3BUTHS IICUXMKY B ICCIEA0BAHUSAX B 00JIaCTH TEOPUU M1 METOIUKH
00y4yeHUs1 MaTeMaTHUKe U HH(QOpPMaTUKe.

C nyieHapHBIMU JOKJIaJaMU BBICTYNWIM Benyuire yuyénele Poccun, [losbiy,
Besopyccuu u Ykpaunsl. [lepBoiii nokian «Maeu JI. C. Beirorckoro u npodeccuo-
HaJIbHO-IIeJarOTUY€eCKasi MOr0TOBKA OYAYIIEero yUYUTe s MaTeEMATUKN» IIPEICTaB-
jgeH lemnaguem MBanoBuueM CapaHIEBBbIM, 4YIE€HOM-KOppecrnoHgeHToM PAO,
JIOKTOPOM IIeJaroruyecKux HayK, TpogeccopoM MoOpIOBCKOro rocyJapCTBEHHOIO
negarorudyeckoro nHcturyra (CapaHck, Poccus). B moksiase oTMe4eHO 3HAYUTEIb-
Hoe BiusAHUe uneil JI. C. BeIroTCKOro Ha pasBUTHE METOIUKU 0OyuyeHUs MaTeMa-
tuke (MOM), Ha e€ mepexof OT IPUJIOYKEHUH K CAaMOCTOSITeJIbHON Hay4YHOU 00J1a-
cTy. Bo-11epBbIX, 9TO — KYJIBTYPHO-MUCTOPUYECKAsI TEOPUS Pa3BUTH S IICUXUKH, 000C-
HOBaHUe Beyllleid posiy 00ydeHus ¥ BOCIUTAHUSA B pa3BUTHHN pebeHKa, 4To B IIPU-
MeHEeHUU K MaTeMaTHKe, I03BOJIMJIO PACKPBITH COllepsKaHUe MEeTOIUKU (hopMUpo-
BaHUs MOHATUH, paboTHI ¢ TeOpeMoii, 00y4eHUsI MeTOlaM pellleHus 3a/1ay, BKIIIO-
YUTh B METOJUKY 00yYeHUs] MaTeMaTHUKe HCII0JIb30BaHUEe 9BPUCTUK. Bo-BTOPBIX,
aktyanbHa unes JI. C. BBIrOTCKOro o BasKHOCTU MoTuBanuu. [Io yrBep:KaeHUIo
Y4E€HOTO, CamMa MBICJIb POYKJAETCsI He U3 IPYToil MBICJ/IH, @ U3 MOTUBUPYIOIIEH cde-
pBI Halllero CO3HAHUsA, KOTOpasl OXBaThIBAET BjedeHNe U IOTPeOHOCTH, HHTEPEeCHI
u no0ykaenus, apdekTsl U aMoruu. [103TOMY JJisi pe3yJIETaTUBHOTO O0y4YeHUst
HeobOXoArMa He TOJIbKO MOTHUBAIIMS YYAIINUXCS, JO/PKHA OBITH MOTUBHPOBAHA Cpe-
I1a, B KOTOPOH OHU HAXomsATcsA. B-TpeThbux, mox BausHueM uaelt JI. C. BLITOTCKOTO
B MOM paspabarbiBaeTcs IpodIeMa B3anMOCBSI3U Pa3JINYHbIX (hOPM KOJIJIEKTHB-
HOY J1esITeJIbHOCTH Y4YaIINXCsI B IIpoIecce N3ydeHus yueO6Horo Mmarepuana. Hampu-
Mep, 000CHOBBIBAETCS, YTO IIOTPEOHOCTD B JOKA3aTeIbCTBAX M YMEHHE 000CHOBBI-
BaThb CBOIO MBICJIb POSKAAIOTCSA TOJBKO B IIpOIlecce CTOJIKHOBEHUS CYsKIeHUHN yJa-
LIUXCSA C CYKIEHUSIMU JPYTUX YYaCTHUKOB 00pa3oBaTesIbHOTO IIpolecca. 3aKJIio-
YeHWEeM JIOKJIAJa sSIBUJICS [TepeveHb psifga npobsiem B MOM, rofisieskariux NCCIen0-
BAHUIO: METOAMYECKOE MBIIIJIEHNE 1 sI3bIK 00yYeHNsI MaTeMaTHKe; COBpeMeHHbIe
3HAKU-CTUMYJIBI, B YaCTHOCTH, CTUMYJIbI 9CTETUYECKOT0 XapaKTepa, B METOAUKe
o0yueHNs MaTeMaTHKe; KyJIBTypa METOAMCTA U AP.

YkasaHHble HanpasJeHus pasputus uae JI. C. BBIrOTCKOTo MOJy4YUId OTpa-
sKeHMe U B TokJage AHTOHHM [lapgasa, ToKTopa IlefarornyecKux HayK, KaHouaara
MareMaTUYeCKHX HayK, By3oBcKoro nmpodeccopa (Kemrys, [Tonpmia). BeicTymienmne
y4€HOTrOo OBLIO IMOCBAIIEHO MaTeMaTHKe M COBEPIIIeHCTBOBAHUIO IIpoliecca obyde-
HUSI 9TOU HayKe, YTO SIBJISETCS] HeOOXOIUMBIM YCIOBHEM OYAyIIero MpoIBeTaHUs
Jioboro obmiectsa. A. ITapgana ormerudt, 9to JI. C. BeIroTckuii ciesas BBIBOZ O Ha-
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3HAYEeHUU NCTUHHOTO 00pa30BaHMsA: OHO He OIIMPAETCsI TOJbKO Ha YCBOEHHE CIle-
nnpUIEeCKUXx 3HAHUU MJIM HABBIKOB OOYYaIOIIMXCS, a JOJLKHO pPa3BHUBATh HX
CIIOCOOHOCTH K JIOTHYECKOMY MBIIIJIEHUIO ¥ KPeaTUBHOCTH, IIJIAHUPOBAHUIO ¥ OCY-
IIIECTBJIEHHIO CBOUX IENCTBUH U Ip. TaKMX pE3YJIBTaTOB MOKHO IOCTUTHYTH, IIPEJIO-
CTaBJISISI YYaAIIUMCS «AHCTPYMEHTBD» JJISI MBIILJIEHUST U TBopuecTBa. Takke
JIOKJIATINK OCBETHJI IPOo0JeMy T'yMaHUTApHU3alliy MaTeMaTH4yecKoro obpasoBa-
HUS IIKOJIBHUKOB U CTYAEHTOB, KOTOpasi aKTUBHO U ILJIONOTBOPHO HCCJIENyeTCs
y4éHbIMU KpaKoBCKOU Hay4HOH IIIKOJIBI TUIAKTUKU MaTeMaTHUKU, OCHOBAaHHOU
¢eccopom A. 3. KpbIroBckoii.

A. Tlapmana packpbli HEKOTOpPbIE COBPEMEHHBIE Pe3YJIBTaThl WCCJIeIOBAaHUN
MIOJIbCKUX YYEHBIX, Kacatoluecs 3 HeKTUBHOCTU 00y4eHUA MaTeMaTuKe yJaIiux-
cs1 IV — VI k1accoB OCHOBHOM IITKOJIBI M OIyOJIUKOBaHHBIE MTHCTUTYTOM HCCJIENO0-
BaHUl1 oOpa3oBaHus B BapmaBe. OCHOBHbBIE BBIBOIBI 3THUX HCCJIEIOBAHUN KPATKO
(opmynupyroTcsa B cieaytomieM. [y IOBBIIIEHNU I MOTUBAIUY U NHTepeca yJalux-
Cs1 K MI3YYEHUIO MaTEMATUKY, Y KaK CJIeJICTBUE, IOBLIIIIEHNSI KAYeCTBA X 00yUYeHU s
HeobOxoquMa OoJiee IIMpOKas, HO IPOAyMaHHasA MoJepsKKa 9TOro obpa3oBaHusd,
B YaCTHOCTH, K Hell OTHOCHUTCSI ITOBBIIIEHNE KBAJTN(UKAIIUY YIUTEIeH C IOMOIIBIO
cpencTB MH(MOPMAIIMOHHBIX TeXHOJIOTUH. Heo6XoquMo TOMEeHSATh CYIIECTBYIONIYIO
Mo[eJIb MaTeMaThu4ecKoro 06pa3oBaHus Tak, YTOOBI OHJIANHH-00pa3oBaHue CIIOCO0-
CTBOBAJIO YIYYIIEHUIO (a He YXyJIIeHNI0, KaK 4acTo IPOUCXOJUT) KayecTBa IIpero-
JaBaHUsA MaTeMaTUKU B IIKOJIax 00Iero oopasoBaHus U B By3ax. ljist aToro Tpe-
OyeTcsi: 1) MOCTOSHHO BBIABJIATH U PellaTh pasHOOOpa3HbIE TEKYIIKE ITPOOIEMBbI
NpeniofjaBaHus U NpeaynpeskIaTh UX M0osIBJIeHNe B OyayIeM; 2) oguYepKUBaTh all-
IVIMKAIIMOHHBIH U I10JIe3HBIN XapaKTep MaTeMaTHUKU Ha COOTBETCTBYIOILIUX IPUMe-
pax; 3) WIIOCTPUPOBATh HEOOXOAMMOCTH MareMaTH4eCKOr0 MOJeJUpPOBAHUA
¥ BO3pacTalolee 3HaYeHe MaTeMaTHIeCKIX METO/IOB B PeIlIeHNH Tpo6JIeM CoBpe-
MEHHOTO MUPa; 4) 3a00TUTHCS 00 yBEJIMYEHNH [ITKOJIbHBIX MAaTEMAaTHYEeCKUX TOCTHU-
SKEHUH YYaIUXCH.

JlokTop Inemarormdeckux Hayk, mpodeccop Poccuiickoro rocygapcTBeHHOIO
nenarornieckoro yauuBepcutera uM. A. U. Tepuena (Cankr-Iletep6ypr, Poccusi) Ha-
tasbsi CeméHoBHa [TogxomoBa B CBOEM JOKJIA/Ie OCBETUJIA OCHOBHBIE HAIIPABJIEHUS
ucnosb30BaHus yueHus JI. C. BeIroTckoro B 00y4eHUU MaTeMaTrKe B COBpeMEeHHOU
mkoJie. B nokaage ormeuyeHo, uro yueHwne JI. C. BBITOTCKOTO 0 30HAX O/IMKaANUIIIETO
¥ aKTyaIbHOTO Pa3BUTHUS SIBJIsIeTCsI 6230 JIs1 pa3BUTHUSA CAMOCTOSITEJIBHOCTH 00y-
YaloIerocss — HeoOXOOUMOH COCTaBJIAONIEH N3YYeHN s, B YaCTHOCTH, MaTeMaTH-
KU, 9YTO OTMeueHO B deJiepabHbIX 00pa3oBaTesIbHbBIX CTaHAApTax 0011Iero oopaso-
Banus (®T'OC OO0). [lepBast 30HA OIpe/eJIsIETCSI MEPO TOMOIITY, HAIIPUMED, YIU-
TeJIsI, KoTopas HeobxonuMa pedeHKy I pellleHns 3a1a4, HaXoAsAImuxcs B cpepe
€ro NHTeJIJIeKTyaJ bHbIX BO3MOKHOCTEH. Y POBEHb aKTya/IbHOTO Pa3BUTHUS OIIpeie-
JISIETCSI TeMHU 3a/la4aMU, KOTOpble peOeHOK CII0CO0EeH PEeIIUTb CaMOCTOSATEIHHO Oe3
noctoponHe# nomoinu. Janee H. C. IlogxonoBa ocTaHOBHJIACh Ha OCOOEHHOCTAX
npoijecca o0pa3oBaHus MOHATHUH, B KOTOpoM JI. C. BEITOTCKUI BBIAEJIAN KaK CaMo-
CTOSITeJIbHOE 3BE€HO “IpennoHsTHe”. Biasenne npeanoHsaTHeEM reOMeTPUYECKOT0
o6bekTa o3HaYaeT CHOPMUPOBAHHOCTD Y YU€HUKA YMEHUSI BBIJEJIATH CYII[eCTBEH-
HbIe CBOMCTBA 3TOTO 00'BEKTA, YHCJIO KOTOPHIX IIPEBBINIaeT HAOOp CyIeCTBEHHBIX
CBOMCTB, IOCTATOYHBIX JJIs ONpe/ieseHUs] COOTBETCTBYIOIIEr0 MOHATUS. YUEHUK
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Ha 9TOM YPOBHE CIOCOOEH yCTAaHOBUTH 3aBUCUMOCTH MEKIY MHOKECTBAMHU T€O0-
MeTpUUYecKUX (UTYyp, OepupoBaTh UMU IIPU pelIeHnN 3amad. BeIToTHEHNE 3TUX
omnepanuii TpebyeT aKTUBU3AIUU PAOOThI IMIIMPUYECKOTO MBIIIJIEHUSI. ABTOPOM
MIpUBE/IeHbI TPUMEPbI OPTaHU3AINY TAKOH y4eOHO! IesiTeIbHOCTH ITPY N3YUYEeHUN
pas3JIMYHBIX pasfiesioB Kypca MareMaTUKU. VITOroM BBICTYILJIEHUS SIBUJICS BBIBOJ,
o TtoMm, 4To uzaen JI. C. BEITOTCKOro He TOJIBKO He YTPaTU/IA CETOAHS CBOEH aKTy-
QJIILHOCTH, HO U TIpro6pesir 0cobyio 3HAYMMOCTD [IJISI peaTu3aIiui 00y4eHns1, Opu-
€HTHUPOBAaHHOTO Ha pa3BUTHE U CAMOPEATNIAMIO YUAIITIXCS.

JloKTOp Ilearorunyeckux Hayk, nmpodeccop besopycckoro rocynapcTBeHHOTO
yHuBepcurera OJser McugopoBud MeJbHUKOB BBICTYIIHII C JOKJIQJOM O peanusa-
iy uneit JI. C. BBITOTCKOTO TTpU TTOATOTOBKE IMMOCOOWI IO MaTeMaTuKe. YUEHBIN
BBIJEJINJT TPUHITUTBI IOCTPOEHUsI YIeOHNKA, OCHOBAaHHBIE HA CJIETYIOIIUX UIesIX
JI. C. BBITOTCKOT0: aKTUBHOCTB ITpOIiecca BOCIIUTAHMS; JesITeTbHOCTb B COTPYIHU-
YeCTBe; UCII0JIb30BaHUE 3JIEMEHTOB UT'PbI AJ151 AKTUBU3AIMU BOCIPUSTHS TEKCTOB;
BO3MO>KHOCTB BBITIOJTHEHUS NTPe00pa30BaHUi C M3y4YaeMbIM y4eOHBIM MaTepua-
JIOM, TIOCTPOEeHME 3HAKOBBIX MOJIeJIell B pe3y/brare M3y4eHHs 9TOTO MaTepHuasia;
BKJIIOUEHUE B TEKCTHI TAKOTO COAEPsKAHMsI, KOTOPOE BHI3BIBAET MOJIOKATEHHBIE
9MOLINH; KOHIIEHTPUYECKoe U3yUeHe MaTeMaTUYeCKUX NOHATUHN. B 3ak/mioueHnn
aBTOp IpefJjaraeT UCIoJib30BaTh uaeu JI. C. BRIrOTCKOro 171 co3/1aHus pa3BuUBa-
IOIIVX ITOCOOM JJTs1 BHEKJIACCHOH pPabOThI 10 MaTeMaTUKe CO IITKOJIbHUKaMu beJto-
pyccum.

Ha ceKIMOHHBIX 3acelaHIsAX MPOHOJLKUIOCH O0CY KIeHIEe BOIIPOCOB OTPasKke-
Hus ugeit JI. C. BBITOTCKOTO B HAayYHBIX MCCJIEIOBAHUSAX II0 METOANKE 00yUeHuUsI
MareMmaTuke U nHopmaTuke. B xoze paboTs! epBoii cexnuu «[IpodiemMbr moep-
HHU3aIUH IIIKOJIBHOTO MaTEMaTUYeCKOT0 00pa30BaHUsI U KYJIBTYPHO-UCTOPUYECKast
Teopusi pa3BuUTHUA NCUXUKU 1Mo JI. C. BeIrOTCKOMY» OBLI MOTHAT PN KPYITHBIX
npo06JieM, CBSI3aHHBIX C COBEPIIEHCTBOBAHMEM OOy4YeHUsI MaTeMaTHKe B IIIKOJIE
u posu ugeit JI. C. BEITOTCKOro B 3TOM IIpoliecce. B 4acTHOCTH, pacCMOTPEHBI cjie-
nymotye Borpock peanusaiuu PTOC OO: popMupoBaHUe YHUBEPCATbHBIX y4e0-
HBIX IeficTBUi pa3iauuHbIiMu cpefctsaMu (JI. V. Boskenkosa, E. M. Tacauiikas, B. A.
Tectos, P A. YTeeBa— Poccusi); mpoektupoBanue o0yuenust matematuke (E. H. Pora-
HOBCKasA — beJjiopyccus); ICUX0JIOTUYEeCKUe aCIeKThI esATeJIbHOCTU YUUTe s Ma-
temaruku (M. E. Masiosa, 1. M. CMupHOBa, B. A. CmupHoB, C. E. Ilapésa — Poccus,
E. A. JlogaTko — YKpawnHa); KOHCTPYHPOBaHNE Pa3BUBAIOIIUX YIEOHBIX TEKCTOB 10
maremaruke (9. I. Tenbdman — Poccus, A. Y. AbbuikackiMoBa — KasaxcraHn); pas-
BUTHE YKUTENCKUX U HAYYHBIX NOHATUN B 00YYEHUH IKOJIbHOU MaTeMaTuke (M. B.
ErynoBa — Poccus); mprueMbl MOTHUBAIIMY YYEHUs YIAITUXCA B 00yYeHNN MaTeMa-
ke (E. ®. Pedunoa — Poccus, I. Coemepbakka — HopBerus).

IIpo6JieMbl COBEPIIIEHCTBOBAHUS PO ECCUOHAIBHO-IIeIarOTUYEeCKOH TOIT0-
TOBKHU OY/IyIIero yuYuTeJisi MaTEMaTHUKU U IyTU WX pelieHus B acnekre unei JI. C.
BBITOTCKOT0 06CYKJAJINCh HAa BTOPOU CEKIIMU. BBIIY MTOIHATHI BOIIPOCHI (P OPMUPO-
BaHUsI MaTEMaTUYECKON U 0OIIEKYIBTYPHON KOMIIETEHIINI CTY€HTOB Ha OCHOBE
KOMIIETEHTHOCTHOTO, noJsimnapagurmManbHoro noaxonos (T. H. I'pans, E. U. Jlesa,
. JI. Tumoeena, JI. B. [lIkepuna — Poccus, [I. M. Hypb6aeBa — Kasaxcran). Ha
TpeThell cekiun «MHpopMaruka B oOpasoBanuu B cBete ujueii JI. C. BBIroTCKOTO»
06Cy>KIaI1Ch BOIIPOCHI, CBSI3aHHBIE C UCIIOJIb30BaHUEM MaTeMaTH4eCKUX U HHPOP-
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MaIlMOHHBIX MofeJsiell B o0yuenuu (1. V. BaspuH — Poccust, B. M. MapuaoBa — Boui-
rapus) u ap.

3aBepmuiiack pabora KoH(epeHINN NPUHATHEM Pe30JII0IUY, B KOTOPOH OT-
MedeHO ciefylolee. 1) BbICOKMI opraHu3alMOHHBIN 1 HAyYHBIN YPOBEHb KOH(pe-
peHIuU ABJIAeTCA 3aciyrodl Kadenpsl ajleMeHTapHOI MaTeMaTUKU U MEeTOAUKU
obyueHMs MaTeMaTnKe MareMaTnieckoro paxymnsrera MIIT'Y. 2) Ha ¢popyme BCKpbI-
THI aKTyaJIbHbIE PO0JIEMbI 00yUeHNsI MaTeMaTHKe U HH(OPMaTUKeE B IIIKOJIE U BY-
3e, B cBeTe uaeil JI. C. BBITOTCKOro 1 HaMeueHb! IyTH UX pellleHus. 3) 3HaUUMbIM
SIBUJICSA (PpaKT HOCTAaTOYHO BECOMOM IpeCTaBICHHOCTH Ha KOH(pEPEeHIIUU MOJIO-
JIOTO IOKOJIEHUSI HAaYMHAOIUX YYEHBIX (B TOM 4YMC/e — K.II.H.), KOTOPbIM OblLiIa
IpeJocTaBjieHa BO3MOKHOCTD He TOJIBKO YCJIBIIIATh JOKJ/IaAbl H3BECTHEeHUIINX Me-
TOAMCTOB CTPaHbI U 3apy0eskbsi, HO U O03HAKOMHUTH YYaCTHHUKOB KOH(pepeHINU
C COOCTBEHHBIMU pe3yJIBTaTaMU HayYHbIX UCCJIe0BaHUH.

K navasny paboTs! (popyma ObLI BBIIyIIeH COOPHUK HAy4YHBIX TPYLOB KOH(pe-
peranuu (ErynoBoii, boskenkoBo#, 2016). BceM mprCyTCTBOBABIINM, TPUHSBIIUM
y4acTue B pabore KoH(pepeHIIY, ObIIN Bpy4eHbI cepTuduKarsl. OpraHn3oBaHHAasA
BBICTaBKa-IpoJaska yIeOHON 1 HayYHO-METOAMIECKON JTUTEPATYPhI BEAYIIINX 13-
aTeJabCTB cTpaHbl («buHOM», «[Ipodar, «IHTeNTeKT-IeHTP», «/Iaboparopus 3Ha-
HUI», «JK3aMeH»), I03BOJINJIA YIaCTHUKAM O3HAKOMUTBCS C IOCJIEeJHUMU KHIDK-
HBIMU HOBHHKaMU B 00J1acTu 00yueHUs1 MaTeMaruke U uHpopmaruke. B pamkrax
KYJIBTYPHOU IIpOrpaMMbl Oblja IIpeJoCTaB/ieHa BO3MOKHOCTb IOCEIleHUs
NIPEMBEPHOTO CIIEKTAKJIs OMHOIO M3 BEAYIIUX TeaTpOB CTPAHBI, a TAK)KE OpPraHu-
30BaHa 9KCKYpPCUS B CTapeHIIni MpUPOIHBIN MapK «ANTeKApCKUH Oropo», Haxo-
IAIIANCA B IleHTpaIbHON YyacTu ropojga Mocksa. OTBeTCTBeHHbIe 3a IPOBefeHue
KOH(pepeHIIY — 4YJIeHbI OT/IeJIEHUsI MareMaTudeckoro oopasosanusi MAHIIO -
- y4éHble MaTeMaTu4deckoro daxysiasrera MIII'Y — DpusoskuiIu Bce yCUIUA AJ1A
obecrnieueHs1 BLICOKOTO YPOBHSI OPraHU3aIy PadOoThI KOH(pEPEHINH, TOCTOHHOM
IJIAaBHOTI'O IIeJarOru4ecKoro yuusepcurera Poccun — MIITY.

JIuteparypa

Beirorckntii, JI. C.: 1996, ITedazoeuueckas ncuxonozus / I1od ped. B. B. /lasvidosa, Ile-
nmaroruka-IIpecc, Mocksa.

ErynoBa, M. B., boskenkosa JI. U.: 2016, AkmyanvHble npodaemvl 00yueHus mame-
Mamuke u uHgopmamure 6 wkoe u ey3e 6 ceeme udeii JI. C. Boizomckozo,
®I'BOY BO «MOCKOBCKUU IEAAaroruyecKuil TOCyIapCTBEHHBIN YHUBEPCU-
TeT» (MIIT'Y), MockBa.

Mocxrosckuti nedazozuyueckud
20¢cY0apCcmeenHbl YHUBEDCUMEM,
ya. Kpacwonpyonas, 0. 14
RUS-107140, Mocxsa

e-mail math@mpgu.edu






FOLIA 203

Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis
Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia VIII (2016)

ISSN 2080-9751

Jerzy Pogonowski

Recenzja z Charles Parsons,

Philosophy of Mathematics in the Twentieth
Century: Selected Essays*

Charles Parsons jest wybitnym znawca filozofii matematyki, ktéry znaczaco
przyczynil sie nie tylko do glebszego zrozumienia mysli innych filozoféw, ale takze
zaproponowal wlasne oryginalne idee w tej dziedzinie. Znane sa jego subtelne
analizy dokonan wielu myslicieli w refleksji filozoficznej nad matematyka. Pisal
rowniez sporo o intuicji matematycznej oraz o platonizmie matematycznym. Byt
tez jednym z redaktoréw naukowych wydania monumentalnych Collected Works
Kurta Goédla.

Recenzowana ksiazka to, wedle stéw samego autora, ciag dalszy jego rozwazan
zawartych w wydanym weczesniej tomie From Kant to Husserl: Selected Fssays
(Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts 2012). Eseje zamieszczone
w recenzowanym tomie sa reprintami artykuléw juz wczesniej opublikowanych.
Wyjatkiem jest esej otwierajacy caly tom, a mianowicie The Kantian Legacy in
Twentieth-Century Foundations of Mathematics. Ponadto, cztery z zamieszczonych
w tomie esejow opatrzone sa dodatkowymi komentarzami, nie publikowanymi
wezesniej.

Autor podzielil tom na dwie czesci, przy czym kolejnosé esejéw odzwierciedla
mniej wiecej chronologie omawianych zagadnien:

1. Some Mathematicians as Philosophers. Pierwszym esejem tej czesci jest
wspomniany juz wyzej tekst dotyczacy spuscizny mysli Kanta w filozofii
matematyki XX wieku. Drugi esej posSwiecony jest realizmowi oraz deba-
cie na temat niepredykatywnosci prowadzonej w latach 1917-1944. Kole-
jny esej omawia pozne poglady Paula Bernaysa na filozofie matematyki.
Gléwnym bohaterem czterech pozostalych tej czesci jest Kurt Godel: Parsons
omawia jego stynny tekst Russell’s Mathematical Logic, porownuje poglady
Godla i Quine’a na temat analitycznosci oraz przedstawia stanowisko Godla
w kwestii platonizmu oraz statusu intuicji matematycznej.

2. Contemporaries. Dwa eseje tej czesci dotycza dorobku Willarda Van Or-
mana Quine’a: gloszonego przezen nominalizmu oraz wyjasnien genetycznych

*Review of Charles Parsons’s Philosophy of Mathematics in the Twentieth Century: Selected
Essays
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w jego The Roots of Inference. Pozostale eseje tej czeSci poswiecone sa pra-
com: Hao Wanga (zaréwno jako filozofa, jak tez interpretatora mysli Kurta
Godla), Hilarego Putnama (Parsons omawia jego poglady na temat istnienia
oraz ontologii), Williama Taita (Parsons analizuje jego stanowisko w filozofii
matematyki).

We wstepie autor uzasadnia wybor tematow, ktéry postronnemu czytelnikowi
moze wydac si¢ arbitralny. Parsons przyznaje, ze kierowal si¢ wlasnymi upodoba-
niami filozoficznymi. Nie nalezy czyni¢ mu z tego powodu zarzutu: w sprawach,
o ktorych pisze, wykazuje sie znakomitymi kompetencjami, wnikliwoscia oraz bar-
dzo dobrg wiedza faktograficzng. Zwréémy uwage, ze autor odnosi sie do sto-
sunkowo nowych (patrzac z perspektywy historii nauki) faktéw, prezentowanych
stanowisk i pogladéw. Omawiane refleksje sa wciaz na tyle zywe, ze ich dysku-
towanie, interpretowanie oraz krytyka nadal pozostaja aktualne, zastuguja na
wiecej niz tylko wzmianke historyczna.

W analizach Parsonsa widoczna jest dominacja mysli Quine’a oraz Godla, nie
znajdujemy natomiast w przedstawionych esejach znaczacych odwolan do logi-
cyzmu oraz intuicjonizmu. Jedynie w eseju The Kantian Legacy in Twentieth-
Century Foundations of Mathematics (publikowanym po raz pierwszy) Parsons
wskazuje na wplyw niektorych idei Kanta na twérczosé Paula Natorpa, Ernsta Cas-
sirera, Luitzena Brouwera. W eseju tym znajdujemy tez dyskusje wplywu Kanta
na Davida Hilberta oraz Paula Bernaysa.

Niewatpliwa zaletg recenzowanego zbioru esejéw jest dokonana przez Parsonsa
skrupulatna analiza zmian w pogladach bohateréw poszczegdlnych tekstow. Jest
doé¢ oczywiste, ze jezeli dany mys$liciel przez kilka dekad uprawia refleksje filo-
zoficzng nad matematyka, to jego poglady ulegaja wysubtelnieniu. Sadzimy, ze
ten wlasnie aspekt analiz Parsonsa okaze sie najbardziej interesujacy dla ewen-
tualnych czytelnikow. Sam autor esejéw zebranych w tomie rowniez modyfikowal
i poglebial swoje poglady, co wida¢ chociazby w dodatkach zataczonych do czterech
esejow.

Jak widaé ze spisu tematéw esejéow, Parsons prezentuje dwudziestowieczng
filozofie matematyki jako konglomerat przemyslenn wybranych matematykéw i filo-
zoféw. Mozna oczywiscie przyjaé taka perspektywe, uznajac, ze refleksja w filo-
zofii matematyki danego okresu to suma pogladéw i stanowisk zaswiadczonych
w tym okresie. Alternatywa dla takiego ujecia bylaby prezentacja odwolujaca sie
do wybranych problemoéw filozofii matematyki. Realizacja takiego przedsiewzigcia
bytaby jednak o wiele trudniejsza.

Nie przedstawiamy tutaj uwag krytycznych wobec materiatu, zawartego w to-
mie. Jak juz wspominaliSmy, Parsons kompetentnie i z dbaloscia o faktograficzna
doktadnos¢ analizuje poglady wybranych luminarzy filozofii matematyki XX wieku.
Lektura caloéci lub jedynie wybranych esejéw moze zaciekawié¢ logikéw, filozofow
(zwlaszcza filozoféw analitycznych), matematykéw, a moze nawet historykéw nauki.

Pozwolimy sobie jednak, przy okazji tej recenzji, na pewna osobista reflek-
sje. Rozprawy z filozofii matematyki dotycza w wiekszosci podstaw matematyks:
uwaga skupiona jest na teorii mnogoéci, arytmetyce, wynikach metalogicznych
dotyczacych podstaw matematyki. Takze podstawy geometrii ciesza sie zaintere-
sowaniem badaczy w dziedzinie filozofii matematyki, zainteresowanie to dotyczy
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tez w pewnym stopniu teorii kategorii. Stale inspiruja tez filozoféw problemy doty-
czace struktury kontinuum oraz wielkosci nieskonczenie maltych. Od niedawna re-
fleksja w filozofii matematyki skierowana jest takze na zagadnienia informatyki.
By¢ moze jest to odczucie subiektywne, wynikajace z brakéw w oczytaniu recen-
zenta, ale odnosze wrazenie, ze filozofia matematyki zbyt malo uwagi poswieca
wynikom uzyskanym w bardziej zaawansowanych dzialach matematyki. Jest nie-
watpliwie rzecza niezmiernie trudna (a nawet dos$é ryzykowna) odnoszenie sig,
z perspektywy filozoficznej, do wspdlczesnych osiggnie¢ w réznych dyscyplinach al-
gebraicznych, topologicznych czy tez tych, ktére wyodrebnily sie z szeroko rozumi-
anej analizy matematycznej. By¢ moze jest tez jeszcze za wezesnie, aby z nalezytego
dystansu dokonywaé analiz filozoficznych najwazniejszych wynikow wspolczesdnie
osiaganych w tych dziedzinach. Innym wreszcie utrudnieniem jest to, ze profesjon-
alni matematycy sa niezwykle oszczedni w filozoficznych komentarzach do swoich
prac. Wreszcie, aby poddac refleksji filozoficznej wyniki zaawansowanych dziatéw
matematyki nie wystarczy by¢ filozofem, ktory zna te wyniki jedynie z popularnych
omowien — trzeba samemu rowniez przezy¢ akty tworzenia matematyki.

Xk ok

Recenzja: CHARLES PARSONS Philosophy of Mathematics in the Twentieth Cen-
tury: Selected Essays. Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts, Lon-
don, England, 2014, xii+350 pages.
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Dwudziesty jubileusz istnienia European Society
for Research in Mathematics Education

i dziesigty miedzynarodowy kongres CERME”

1. Stéw kilka o jubileuszach

Stowarzyszenie ERME, czyli European Society for Research in Mathematics
Education, obchodzi w tym roku jubileusz dwudziestolecia istnienia. Stowarzysze-
nie to organizuje co dwa lata kongresy CERME, ktorych skrot pochodzi od nazwy:
Congress of European Research in Mathematics Education, co mozna przettu-
maczy¢ jako Kongres Europejskich Badan z Dydaktyki Matematyki.

W dniach 1-5 lutego 2017 roku, tradycyjnie w pierwszym tygodniu lutego, zor-
ganizowany zostal w Dublinie jubileuszowy, dziesiaty kongres CERME. Kongres
CERME nie jest niestety licznie odwiedzany przez Polakéw, dlatego celem tego
artykutu jest przyblizenie zasad dziatania i tematyki kongresu CERME oraz jego
popularyzacja na tamach rocznika dedykowanego nauczaniu matematyki.

W maju 1997 roku, grupa 16-tu naukowcéw zajmujacych sie badaniami z za-
kresu dydaktyki matematyki, z réznych krajéw Europy, spotkala sie w Osnabriick
w Niemczech, aby przedyskutowac i zapoczatkowaé istnienie stowarzyszenia. Uz-
nali oni, ze takie stowarzyszenie powinno jednoczy¢ wszystkich naukowcow Europy
zajmujacych sie nauczaniem matematyki, a w szczegdlnoéci wlaczaé do wspolpracy
naukowcéw z krajéw Europy Wschodniej, oferowaé¢ wymiane mysli i badan nauko-
wych z tego zakresu. Celem wiec bylo powotanie do istnienia takiej konferencji,
ktéra dostarczy mozliwosci intensywnej wspotpracy.

Jednak pomimo tego celu oraz podkreslonego w nazwie kongresu jego europe-
jskiego zasiggu obecnie kongresy CERME zrzeszaja naukowcéw dostownie z catego
Swiata.

*European Society for Research in Mathematics Education 20th Anniversary. The interna-
tional congress CERME 10
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2. Gospodarze kolejnych edycji kongreséw

Pierwszy kongres CERME zaplanowano na luty 1999 w Osnabriick, a kolejne
odbywaly sie juz regularnie co dwa lata w réznych krajach Europy, co przedsta-
wiam w Tab. 1:

Tab. 1. Miejsca kolejnych konferencji CERME

Kongres |Rok| Miejscowosé Kraj
CERME 1 | 1999 Osnabriick Niemcy
CERME 2 | 2001 | Marianske Lazne| Republika Czeska
CERME 3 | 2003 Bellaria Wtochy
CERME 4 | 2005 Saint Feliu Hiszpania
CERME 5 | 2007 Larnaca Republika Cypryjska
CERME 6 |2009 Lyon Francja
CERME 7 | 2011 Rzeszéw Polska
CERME 8 |2013 Antalya Turcja
CERME 9 | 2015 Praga Republika Czeska
CERME 102017 Dublin Irlandia

Podkreslmy przy tej okazji, ze Polska byla gospodarzem tego wielkiego kon-
gresu. W 2011 roku CERME 7 zostal zorganizowany w Rzeszowie przez Insty-
tut Matematyki, a gléwnie przez éwcezesny Zaklad Dydaktyki Matematyki w In-
stytucie Matematyki Uniwersytetu Rzeszowskiego. Inicjatorka tego ogrommnego
przedsiewziecia i gtowna organizatorka byla prof. UR dr hab. Ewa Swoboda,
przewodniczacym komitetu organizacyjnego byl prof. dr hab. Aleksander Bobko,
obecny sekretarz stanu w Ministerstwie Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, a cigzar
organizacyjny z ramienia Zakladu Dydaktyki Matematyki dzwigaly miedzy in-
nymi dr Bozena Maj i dr Marta Pytlak.

3. Formuta organizacyjna kongresow CERME

Komitet Programowy CERME 1 bardzo powaznie wzial pod uwage cele uzgod-
nione na spotkaniu zalozycielskim ERME. Zaplanowano woéwczas siedem grup
tematycznych i 12 godzin pracy w kazdej grupie. Aby unikna¢ tego, co zwykle
ma miejsce podczas réznych konferencji — czyli po$wiecenia wiekszosci czasu na
wyshuchiwanie prezentacji i wystapien — zdecydowano, ze nie bedzie w ogéle ust-
nych prezentacji podczas kongresu. Zamiast tego beda zaprezentowane artykuly
w formie pisemnej, z takim wyprzedzeniem czasowym, aby uczestnicy grup zdazyli
sie z nimi zapoznaé¢ przed konferencja. Na dyskusje tych artykuléw i prace nad
problematyka w nich poruszang po$wiecono 12 godzin obrad w grupach.

Kongresy CERME zachowaly do dzisiaj podobna i jednoczes$nie nietypowa for-
mutle organizacyjna. Oprécz wspdélnych aktywnosci charakterystycznych dla wigk-
szosci kongreséw i konferencji, z ktérych catkowicie nie zrezygnowano — takich,
jak wyklady plenarne, panele dyskusyjne i sesje plakatowe, gtéwny nacisk tych
kongreséw nadal polozony jest na intensywng prace w ramach grup tematycznych
— tak zwanych Thematic Working Group (TWGQG), z ktérych kazda zajmuje sie
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wybranym zagadnieniem z dydaktyki matematyki i zrzesza naukowcéw zaintere-
sowanych wybrang zawezona problematyka.

Taka formula konferencji sprzyja filozofii kongresu i realizacji jego celow —
tak zwanego potréjnego C: Communication, Cooperation & Collaboration, czyli
komunikacji i wspolpracy. Dwa okreslenia wspélpracy ktada akcent na rozne jej
aspekty. Po pierwsze, na wspdlna prace nad jednym wybranym zagadnieniem co-
labor tak, jak rézne instrumenty tworza brzmienie calej orkiestry, drugie okresle-
nie natomiast kladzie nacisk na wspieranie indywidualnych dziatan, w ramach
funkcjonowania we wspélpracy i z pomoca innych co-operate, co z kolei mozna
przyrownaé¢ do doskonalenia gry poszczegdlnych muzykéw w sekcjach instrumen-
talnych orkiestry (perkusyjnej, smyczkowej itd.). Kontynuujac metafore orkiestry,
kongresy CERME realizuja ducha wspolpracy w sensie collaboration poprzez prace
wszystkich naukowcow w réznych TWG 1 tym samym tworzenie brzmienia calego
utworu symfonicznego, ktérym jest cala gama aktualnych probleméw i badan z za-
kresu dydaktyki matematyki, ujeta w finalna postaé¢ publikacji pokonferencyjnej
Proceedings on-line, a duch cooperation realizowany jest w obrebie poszczegdlnych
grup tematycznych TWG.

Przygotowanie do aktywnego udzialu w kongresie CERME trwa miesiacami,
a dla lideréw grup — dtugo ponad rok. Przyjrzyjmy sie blizej tym wyzwaniom,
ktore poznalam osobiscie jako jeden z tzw. co-leader grupy tematycznej TWG 11
Comparative Studies in Mathematics Education.

Pierwszy etap polega na przygotowaniu grup roboczych, ktérych tematyka
i osoby zgloszonych lideréw musza zyskaé akceptacje tzw. ERME Board, czyli rady
stowarzyszenia (w styczniu roku poprzedzajacego kongres). Nastepnie oglaszane
sa grupy tematyczne przez ERME, a liderzy grup przygotowuja i publikuja tzw.
Call for papers, zapraszajacy wszystkich do dyskusji naukowej na okreslony temat
(czerwiec roku poprzedzajacego kongres). Potem trwa etap zglaszania artykuléw
i plakatow.

Wytyczne dotyczace przygotowania artykuléw i plakatéw sa bardzo precyzyjne
i rygorystycznie przestrzegane, zaréwno pod wzgledem merytorycznym, jak i tech-
nicznym. Mozliwe jest zglaszanie dwoch typéw doniesien naukowych: opracowan
teoretycznych albo artykutow badawczych przedstawiajacych badania empiryczne.
Oba rodzaje naukowych doniesien sg oceniane wedlug wytycznych zawie-rajacych
szes¢ kategorii. W przypadku artykuléw z badan empirycznych sg nimi: 1. Wybér
i aktualno$¢ problematyki badawczej i uzasadnienie celu badan, 2. Tto teoretyczne
(lub filozoficzne w przypadku artykuléw teoretycznych) oraz przeglad dotychcza-
sowej literatury na ten temat, 3. Metodologia badan, 4. Analiza, dyskusja wynikow
badan oraz wnioski, 5. Jasno$¢ i przejrzystosé prezentowanych tresci, 6. Odpowied-
niod¢ i zgodnoé¢ z problematyka wybranej grupy TWG. W przypadku artykutéw
teoretycznych inaczej ocenianymi zagadnieniami sa: 7. Stosunek Autora do prezen-
towanego zagadnienia oraz 8. Implikacje dla dalszych badan z tego zakresu.

Wszyscy uczestnicy, ktorzy sa pierwszymi autorami zgloszonych artykutéw
zobligowani sa do wzajemnego recenzowania artykuléw i do pracy nad ich ulep-
szaniem — tu realizowany jest duch co-operation i tak zwane podejécie peer-to-peer.
Ten etap rusza zaraz po zamknieciu przyjmowania zgloszen, w polowie wrzesnia
roku poprzedzajacego kongres. Kazdy autor pierwszego artykutu musi w przeciagu
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miesigca napisa¢ recenzje dla dwoch artykutéw przydzielonych mu przez lideréw
grupy, co oznacza réwniez otrzymanie dwoch recenzji wlasnego artykutu. Recenzje
musza szczegdtowo odnieéé¢ sie do wymienionych powyzej punktéw wytycznych,
wnioskowaé poprawki i maja by¢ zakonczone rekomendacja czy artykul nadaje sie
do publikacji i z jakimi poprawkami, czy nadaje si¢ jako plakat, czy nie nadaje si¢
do publikacji.

Nad calym tym etapem czuwaja liderzy, ktorzy nie tylko monitoruja prace
uczestnikéw, dbaja o pozyskanie recenzji, komunikuja sie z autorami, ale przede
wszystkim formuluja wytyczne dla autoréw na podstawie recenzji i rekomenduja
dokonanie poszczegdlnych zmian i poprawek w artykutach. Jako lider grupy TWG
11 koordynowalam réwniez ten proces. Nie jest to zadanie tatwe, gdyz czesto zdarza
sie, ze wymaga to od lidera napisania trzeciej recenzji, by wychwyci¢ wszystko, co
wazne, i pogodzi¢ sprzeczne wizje recenzentéow, dajac odpowiednie rekomendacje
autorom. Najbardziej powszechna bolaczka lideréw jest rekomendowanie autorom,
z jakich tresci mozna zrezygnowac, by zmiesci¢ tekst na 8 stronach rygorystycznie
przestrzeganego szablonu, a jednoczesnie uwzgledni¢ rekomendacje recenzentow.
Jesli artykul powinien by¢ odrzucony, to te decyzje rowniez dyskutuja miedzy
soba i nastepnie podejmuja liderzy.

Ten etap konczy sie wstepnymi decyzjami o tym, ktére artykuty zostaja przyjete
(poczatek listopada). Wéwezas autorzy pracuja nadal nad ulepszaniem artykuléw,
zgodnie z uzyskanymi rekomendacjami, majac na to czas do polowy grudnia.
W potowie stycznia zestaw poprawionych artykuléw po recenzjach jest juz dostepny
dla wszystkich cztonkéw danej grupy na stronie wewnetrznej dla uczestnikéw kon-
gresu.

Nastepnym zadaniem — wyzwaniem dla wszystkich uczestnikéw kongresu —
jest wnikliwa lektura kazdego artykultu z grupy, w ktorej uczestniczy, gdyz podczas
kongresu na poszczegdlnych spotkaniach grup tematycznych te wtasnie artykuty sa
przedmiotem dyskusji i analizy, moderowanej przez lideréw. Uczestnicy kongresu
spotykaja sie przez caly czas trwania kongresu w tym samym gronie wybranej
grupy tematycznej i intensywnie dyskutuja jej problematyke, tradycyjnie przez
okolo 12 godzin. W ten sposéb nastepuje kolejny etap wymiany pogladow i mysli
oraz doskonalenia artykutow.

Po konferencji natomiast autorzy maja kolejne dwa miesiace na dokonanie
zmian w artykultach i przestanie ostatecznej wersji artykuléw, zwykle do konca
marca. Ten etap rowniez jest monitorowany przez liderow.

Tak intensywna praca w grupach trwa wérod setek osob, dla uczestnikéw kon-
gresu jest wiec niezwykle interesujace, by zapoznac sie na biezaco i jak najwczesniej
z wynikami pracy innych grup. Organizacja kongreséw CERME przewidziata taka
mozliwo$¢, z koniecznosci w ograniczonym zakresie. W ostatnim dniu zaplanowane
sa zwykle spotkania dla wszystkich zainteresowanych podsumowaniem pracy w da-
nych grupach. Liderzy poszczegdlnych grup przygotowuja podsumowanie wynikdw
ich pracy i nastepnie réwnolegle w réznych salach w tym samym czasie prezentuja
je dwukrotnie dla zainteresowanych. Kazdy uczestnik moze zatem wybra¢ takie
dwa spotkania podsumowujace prace innych grup i z nich dowiedzie¢ si¢ o dzialal-
nosci wybranych grup.
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4. Rozwoj liczbowy i tematyczny kongresu

Formuta aktywnego uczestniczenia w grupach tematycznych jest niezwykle
wymagajaca, ale sprzyja prawdziwemu rozwojowi i duchowi wspotpracy. Dlatego
pomimo wysokich wymagan liczba uczestnikéw kongreséow CERME i jednoczesnie
liczba grup tematycznych rosnie z kongresu na kongres.

Osobiécie uczestnicze w kongresach CERME od 2011 roku i w ponizszej tabeli
przedstawiam dane liczbowe ilustrujace ten wzrost zainteresowania kongresem
w latach, w ktorych to Sledzitam.

Tab. 2. Liczba grup tematycznych TWG, uczestnikéw, artykutéw i plakatow w os-
tatnich czterech kongresach

Kongres |Rok |Liczba Liczba Liczba Liczba
TWG |uczestnikéw | przyjetych | przyjetych
artykuléw | plakatéow

CERME 7 | 2011 17 Okoto 470 293 69
CERME 8 (2013| 17 Okoto 520 310 o7
CERME 9 |2015| 20 Okoto 700 440 114
CERME 10|2017| 24(23) | Okotlo 800 985 99

We wspomnianym kongresie CERME 7 w Rzeszowie oraz kolejnym CERME 8
w Turcji obradowalo 17 grup tematycznych, natomiast podczas CERME 9 w cze-
skiej Pradze w 2015 roku pracowalo juz 20 grup tematycznych. Zaobserwowano
wéwezas wyrazny wzrost zainteresowan badawczych zwiazanych z osoba i rola
nauczyciela matematyki. Podczas gdy w CERME 7 i CERME 8 tylko jedna grupa
byta poswiecona tej problematyce: TWG 17 — Od badan z zakresu praktyki naucza-
nia do zagadnien na temat ksztalcenia nauczycieli From a study of teaching prac-
tices to issues in teacher education, to wszystkie trzy nowe grupy zgloszone w ra-
mach CERME 9 dotyczyly problematyki ksztalcenia nauczycieli: TWG 18 — Ksz-
talcenie i rozwdj zawodowy nauczycieli matematyki Mathematics teacher educa-
tion and professional development, TWG 19 — Nauczyciel matematyki a praktyka
nauczania Mathematics teacher and classroom practices oraz TWG 20 — Wiedza,
przekonania i tozsamos¢ nauczyciela matematyki Mathematics teacher knowledge,
beliefs and identity.

5. Grupy tematyczne CERME10

W jubileuszowym kongresie CERME 10 zaplanowano 24 grupy robocze, wéréd
ktorych jedna zostalta zlikwidowana z powodu zbyt malej liczby zgloszen. Wyco-
fana grupa TWG 7 miala poruszaé¢ zagadnienia zwiazane z potencjalem matem-
atycznym, kreatywnoscia i talentem Mathematical Potential, Creativity and Talent
— czyzby te zagadnienia nie byly juz interesujace badawczo?

Grupy tematyczne obradujace w ostatnim kongresie:

e TWG 1 Argumentacja i dowéd Argumentation and Proof

e TWG 2 Arytmetyka i systemy liczbowe Arithmetic and Number Systems

e TWG 3 Myélenie algebraiczne Algebraic Thinking

o TWG 4 Geometria Geometry
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e TWG 5 Nauczanie rachunku prawdopodobienstwa i statystyki Probability and
Statistics Education

e TWG 6 Zastosowania i modelowanie Applications and Modelling

e TWG 8 Afekt i myslenie matematyczne Affect and Mathematical Thinking

e TWG 9 Matematyka i jezyk Mathematics and Language

e TWG 10 Zréznicowanie i nauczanie matematyki: wyzwania spoteczne, kulturowe

i polityczne Diversity and Mathematics Education: Social, Cultural and Political
Challenges

« TWG 11 Badania poréwnawcze w dydaktyce matematyki Comparative Studies in
Mathematics Education

o TWG 12 Historia w dydaktyce matematyki History in Mathematics Education
e TWG 13 Matematyka wczesnoszkolna FEarly Years Mathematics

e TWG 14A oraz 14B Nauczanie matematyki na poziomie uniwersyteckim Ungversity
Mathematics Education

« TWG 15 Nauczanie matematyki z technologia i innymi zrédtami Teaching Math-
ematics with Technology and Other Resources

e TWG 16 Uczenie si¢ matematyki z technologia i innymi Zrédtami Learning Math-
ematics with Technology and Other Resources

e TWG 17 Perspektywy i podejscia teoretyczne w badaniach z dydaktyki matematyki
Theoretical Perspectives and Approaches in Mathematics Education Research

« TWG 18 Edukacja nauczycieli matematyki i ich rozwdj zawodowy(Mathematics
Teacher Education and Professional Development

e TWG 19 Nauczyciel matematyki i praktyka szkolna Mathematics Teacher and
Classroom Practices

o TWG 20 Wiedza, przekonania i tozsamo$¢ nauczyciela matematyki Mathematics
Teacher Knowledge, Beliefs and Identity

e TWG 21 Ocenianie w edukacji matematycznej Assessment in Mathematics Edu-
cation

o TWG 22 Materiaty dydaktyczne i tworzenie zadan Curricular Resources and Task
Design in Mathematics Education

e TWG 23 Zastosowanie doniesien z badan w nauczaniu matematyki Implementation
of Research Findings in Mathematics Education

e TWG 24 Reprezentacje w nauczaniu i uczeniu si¢ matematyki Representations in
Mathematics Teaching and Learning

Cztery ostatnie TWG bytly grupami nowymi dla CERME, a z nich trzy pod-
kreslaja praktyczne aspekty nauczania matematyki.

Podczas CERME 10 mozna bylo zaobserwowaé rozkwit i olbrzymie zaintere-
sowanie problemami badawczymi zwiazanymi z edukacja matematyczng na po-
ziomie uniwersyteckim. Grupa TWG 14 ze wzgledu na liczbe zainteresowanych
0s6b i zgloszonych artykuléw musiata sie podzieli¢ na dwie podgrupy 14A i 14B
i obradowaé¢ oddzielnie.

Jest to szczegdlnie interesujaca obserwacja z punktu widzenia tematyki ba-
dawczej prezentowanej w niniejszym roczniku, podkreslajaca range i aktualnosé
podnoszonej tutaj problematyki.
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6. Woyktady plenarne

W ramach CERME 10 zaproponowano uczestnikom dwa wyktady plenarne:

o Elena Nardi (Wielka Brytania), From Advanced Mathematical Thinking to Univer-
sity Mathematics Education: A Story of Emancipation and Enrichment

o Lieven Verschaffel (Belgia), Towards a More Comprehensive Model of Children’s
Number Sense

Prezentacje z tych wykladéw sa dostepne na stronie http://cermel0.org w za-
ktadce Scientific Activities pod linkiem Plenary Sessions.

7. Panel

Bardzo interesujacy, w moim odczuciu, byl panel plenarny o tytule: Solid Find-
ings in Mathematics Education: What Are They and What Are They Good For?
Panelistami byli Marianna Bosch (Ramon Llull University, Hiszpania), Tommy
Dreyfus (Tel Aviv University, Izrael), Caterina Primi (University of Florence,
Wtlochy), Gerry Shiel (Educational Research Centre, Irlandia).

Panel dotyczyt analizy pojecia solid findings — czyli istotnych odkryé¢ w dy-
daktyce matematyki. Dyskutowano ich definicje i mozliwe zastosowania oraz stabe
strony, a nawet niebezpieczenistwa, biorac pod uwage dwa rézne punkty widzenia:
jak solid findings sa identyfikowane i na jakim wspdélnym gruncie sa one oparte.
Panelisci przyjmowali r6zne punkty widzenia na ten temat, skupiajac sie na kon-
kretnych metodach i modelach psychometrycznych; formutowali wnioski dla dal-
szych dziatan i oceny programéw nauczania oraz podali pewien zestaw solid find-
ings zaproponowany przez Komisje Edukacji Europejskiego Towarzystwa Matem-
atycznego Education of the European Mathematical Society.

8. Wktad Polakéw w CERME 10

Pomimo wzrostu liczebnosci kongresu, ERME Board szuka sposobdéw, aby
przyciagnaé¢ wieksza liczbe uczestnikéw i zastanawia sie nad przyczynami stabej
aktywnosci w tym zakresie niektérych panstw europejskich.

Niestety wérdéd tych panstw znajduje sie Polska. Tylko dwa polskie uniwer-
sytety byly reprezentowane w ramach CERME 10, zaledwie przez trzy osoby —
z Uniwersytetu Rzeszowskiego Bozena Maj-Tatsis (pelniaca funkcje co-leader dla
grupy TWG 13) oraz z Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie Mirostawa Sajka
(co-leader TWG 11) i Daniel Wéjcik, ktéry uczestniczyl w grupie TWG 19.

Zaszczytna funkcje czlonka ERME Board w obecnej kadencji pelni Edyta
Nowinska, reprezentujac Uniwersytet w Osnabriick w Niemczech. Nastepujace
artykuly autorstwa lub wspélautorstwa Polakéw zostaly przyjete w ramach CE-
RME 10:

o Jeta Kingji Kastrati (University of Ljubljana, Slowenia), Miroslawa Sajka
(Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie), Eda Vula (University of Pristina,
Kosowo) Comparison of Kosovan and Polish preservice teachers’ knowledge
of fractions (TWG 11)



[196] Mirostawa Sajka

o Edyta Nowinska (Uniwersytet w Osnabriick, Niemcy), Anna-Katharina Prae-
torius (German Institute for International Educational Research, Niemcy)
Evaluation of a rating system for the assessment of metacognitive-discursive
instructional quality (TWG 19)

o Bozena Maj-Tatsis, Ewa Swoboda (Uniwersytet Rzeszowski) Discovering reg-
ularities in a geometrical objects environment (TWG 13)

o Miroslawa Sajka (Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie) Visual attention
while reading a multiple choice task by academics and students: A compara-
tive eye-tracking approach (TWG 11)

o Konstantinos Tatsis (University of Ioannina, Grecja), Bozena Maj-Tatsis
(Uniwersytet Rzeszowski) Authority structures in preservice teachers’ talk

(TWG 9)

9. Podsumowanie

Niemal wszystkie merytoryczne doniesienia CERME 10 sa dostepne na stronie
http://cermel0.org, dlatego nie przedstawiam w tym sprawozdaniu zadnych stresz-
czen i zachecam do lektury artykutow.

Jubileusz dwudziestolecia ERME zostanie uczczony w jeszcze innej naukowej
formie. Stowarzyszenie to pracuje nad przygotowaniem jubileuszowej ksigzki. Pod-
czas kongresu poswiecono uwage przygotowywaniu poszczegdlnych rozdzialow tej
ksiazki i odbyly sie specjalnie zaplanowane dyskusje w sesjach poszczegdlnych grup
TWG. Ksiazka o dzialalnosci ERME ma si¢ ukazaé¢ w roku 2018.
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