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Czy uczniowie klasy | szko+y podstawowej
MYSLA REICURENCYJNIE?

Wyniki badan dzieci osmioletnich

Stowa Kluczowe

myslenie, wnioskowanie (dedukcyjne i redukcyjne), rekurencja,
myslenie rekurencyjne, ciagi liczbowe, stosowanie analogii, bledy
uczniowskie

W prowadzenie

Myslenie zawsze bylo w centrum zainteresowan badaczy, a zdolnos¢
myslenia uznawana za wyraz inteligencji cztowieka. Duzo wiemy o my-
Sleniu, zwhaszcza o mysleniu ludzi dorostych, sg oni bowiem w stanie
opowiedziec, jak mysleli. Dzieci tego nie potrafig, dlatego ich sposob my-
$lenia odkrywamy, np. na podstawie analizy rozwigzywanych przez nie
problemow.

Ze wzgledu na wspotczesne potrzeby informatyczne istotne jest sto-
sowanie rekurencji - waznego zagadnienia w programowaniu kompute-
row, stad pomyst podjecia badan nad mysleniem rekurencyjnym dzieci
w mitodszym wieku szkolnym.

W artykule prezentuje wyniki badan dotyczacych myslenia rekuren-
cyjnego dzieci oSmioletnich na podstawie ich umiejetnosci rozwigzywa-
nia zadan wymagajacych kontynuowania - uzupetniania ciggéw liczbo-
wych typu rekurencyjnego.



0 MYSLENIU, WNIOSKOWANIU | REICURENCII

Terminem ‘myslenie’ postugujemy sie doS¢ czesto - nawet wiele razy
dziennie. Ale czy uSwiadamiamy sobie, czym ono jest? Siegnijmy do lek-
sykonu: myslenie to ,,czynnos¢ umystu polegajaca na przetwarzaniu, za
pomoca operacji umystowych, informacji zawartych w spostrzezeniach,
wyobrazeniach i pojeciach” (Nowy leksykon PWN 1998: 1127). Koziele-
cki (1995: 91) dodaje, ze myslenie jest czynnoscig umystowg obejmujaca:
planowanie, przewidywanie, projektowanie, odkrywanie, ocenianie, ro-
zumienie i wnioskowanie. Zatem dzieki mysleniu mozemy rozwigzywac
roznorodne problemy, w tym logiczne i matematyczne.

W strukturze myslenia uwzglednia sie trzy komponenty: materiat,
operacje i reguly. Materiat to rodzaj informacji przetwarzanych w pro-
cesie myslenia. Operacje umystowe to przeksztatcenia dokonywane na
reprezentacjach umystowych, reguty zas to sposoby porzadkowania tan-
cucha operacji umystowych. Reguty odpowiadajg za sposéb kompono-
wania operacji umystowych w pewng cato$¢ podporzadkowang zazwy-
czaj realizacji celu, ktoremu stuzy myslenie (por. Necka, Orzechowski,
Szymura 2006: 436).

Materiatem myslenia sg informacje zakodowane w spostrzezeniach
(wzrokowych, stuchowych, przestrzennych, dotykowych, kinestetycz-
nych itp.), wyobrazeniach, czyli tzw. obrazach umystowych, oraz w poje-
ciach (konkretnych i abstrakcyjnych). Pochodzg ze Srodowiska zewnetrz-
nego lub z pamieci dtugotrwatej. Obrazy umystowe mozna podzieli¢
ze wzgledu na rézne kryteria. Jesli kryterium podziatu bedg uprzednie
doswiadczenia, to wyrdznia sie obrazy reprodukcyjne i antycypacyjne.
Wedhug kryterium operacyjnego wyrdznia sie obrazy statyczne, kine-
tyczne i transformacyjne (por. Kielar-Turska 2003: 95).

Zewzgledu na rodzaj przetwarzanych informacji wyroznia sie mysle-
nie: sensoryczno-motoryczne (konkretne), bazujace na aktualnych spo-
strzezeniach oraz abstrakcyjno-pojeciowe, bazujace na pojeciach (wtym
abstrakcyjnych) i wyobrazeniach (por. Kozielecki 1995: 104). Uwzgled-
niajac inne kryteria podziatu, mozna méwi¢ o mysleniu produktywnym
1 reproduktywnym, tworczym i odtworczym (por. tamze: 118-119), deduk-
cyjnymi redukcyjnym itp. Jesli wiec materiatem myslenia sg wyobrazenia
(obrazy) antycypacyjne, mozemy moéwic o mysleniu antycypacyjnym. Je-
$li w mysleniu wykorzystujemy rekurencje - o mysleniu rekurencyjnym.



Do podstawowych operacji myslowych psychologowie zaliczaja: ana-
lize i synteze, natomiast wsrod pochodnych operacji wyrdzniajg porow-
nywanie, abstrahowanie, uogdlnianie. Niektdrzy wymieniajg jeszcze ta-
kie operacje, jak: zastepowanie, sprawdzanie, poszukiwanie, odrzucanie,
kombinowanie, wybieranie, redukowanie, integrowanie itp. (por. tamze:
107). Niektorzy psychologowie wspominajg o nieskonczenie wielu opera-
cjach umystowych (por. Necka, Orzechowski, Szymura 2006: 437).

W procesie myslenia, korzystajac z operacji myslowych, prowadzimy
roznorodne wnioskowania - rozumowania. WWnioskowanie to ,,yozumo-
wanie polegajace na wyprowadzaniu, zgodnie z prawami logiki (regutami
wnioskowania) ze zdan uznanych za prawdziwe (przestanek) - nowych
twierdzen (wnioskow)” (Nowy leksykon PWN 1998:1931). Innymi stowy,
jest to formutowanie wnioskdw na podstawie przestanek. Wszelkie wnio-
skowania dzielg sie na zawodne (wnioskowania redukcyjne, indukcyjne
i przez analogig) oraz niezawodne, do ktérych zaliczamy wnioskowania
dedukcyjne. We wnioskowaniu dedukcyjnym (wprost) uznaje sie za
prawdziwe tylko zdania wyprowadzone ze zdan prawdziwych na pod-
stawie ich logicznych nastepstw (por. tamze: 352). Wnioskowanie re-
dukcyjne (wstecz) polega na dobieraniu do zdania prawdziwego takie-
go zdania, z ktdrego to pierwsze wynika. Jest to wnioskowanie zawodne
(uprawdopodaobniajgce), gdyz z prawdziwego nastepstwa wyprowadza
sie racje niekoniecznie prawdziwe (por. tamze: 1459).

Jednym z wazniejszych wspdtczes$nie wnioskowan jest myslenie re-
kurencyjne, czyli wnioskowanie, ktore jest wykorzystywane w matema-
tyce oraz w informatyce.

Rekurencja zwana takze rekursjg (ang. recursion, z lac. recurre-
re, Pprzybiec z powrotem’) to ,,sposob definiowania procedur i funkcji
w algorytmach i programach [...] polegajacy na umieszczaniu w tresci
procedury (funkcji) odwotan do tej samej procedury (funkcji)* (Wielka
encyklopedia PWN; 2004: 237). Rekurencja jest jedng z najwazniejszych
metod konstruowania rozwigzan i algorytmow oraz podstawowg tech-
nikg wykorzystywang w funkcyjnych jezykach programowania. Zgodnie
ze znaczeniem informatycznym algorytm rekurencyjny to taki, ktory ko-
rzysta z samego siebie, a program rekurencyjny to taki, ktory wywotuje
sam siebie.

Typowym przyktadem zastosowania rekurencji jest liczenie silni (n!),
zdefiniowanej jako: n! =n-(n-i)! gdy n>0 i n! =1gdy n=o.



Innym przyktadem zastosowania rekurencji jest definicja ciggu
Fibonacciego:

fib(o) = o, fib(i) =1, fib(/c) =fib(k-i) + fib(k-2) dla k >1 Definiuje ona
ogolny (k -ty) wyraz ciggu przez wyrazy go poprzedzajace. Innymi stowy,
definiuje funkcje, odwotujgc sie w definicji do niej samej.

Kazda definicja rekurencyjna potrzebuje przynajmniej jednego przy-
padku bazowego (nierekurencyjnego). W przypadku ciggu Fibonacciego
sg to wartosci dla o i 1 W przeciwnym wypadku nigdy sie nie zakorczy.
Dla przykfadu, obliczenie fibCg) wyglada nastepujgco:

fib(g) =fib(3) + fib(2) = [fib(2) + fib(i)] + [fib(i) + fib(o)] = [fib(i) +
fib(o) +fib(i)] + [fib(i) +fib(0)] = [L+0 +1 + [L+0] =3.

Myslenie dzieci w wieku wczesnoszkolnym

Wraz z rozpoczeciem nauki w szkole nastepuje u dzieci rozwoj pro-
cesdw poznawczych, takich jak myslenie, spostrzeganie, uwaga oraz pa-
mieC. Myslenie rozwija sie w toku nauki szkolnej i jest SciSle zwigzane
Z rozwojem mowy i innych procesow psychicznych.

Rozwoj poznawczy ma charakter indywidualny i moze by¢ uzalez-
niony od wielu czynnikdw. Zmiany rozwojowe jednostki zalezg od czyn-
nikdw biologicznych (np. stanu neurofizjologicznego) i wyposazenia
genetycznego jednostki (np. pamie¢ krotkotrwata, pojemnos¢ uwagi,
szybkos¢ przetwarzania informacji). Zalezg one rowniez od indywidual-
nego doSwiadczenia i aktywnosci jednostki (por. Trempata 2002: 40).
Stad tez biorg sie duze roznice w indywidualnym rozwoju myslenia
u dzieci.

Wedtug J. Piageta w okresie od 7 do 12 roku zycia dziecka nastepuje
przejscie od stadium przedoperacyjnego do stadium operacji konkret-
nych. Dziecko osigga w tym okresie wiele zdolnosci zwigzanych ze zdo-
bywaniem i przetwarzaniem informacji o otaczajacej je rzeczywistosci
i 0 sobie na poziomie konkretu. Dzieki temu mozliwe sg operacje na po-
jeciach matematycznych. W okresie tym tworzg sie operacje logiczne,
zwane ugrupowaniami, takie jak szeregowanie, dodawanie, odejmowa-
nie, klasyfikowanie. Dziecko przeprowadza je na konkretnych obiektach,
nie umie jednak formutowac reguty lub prawa w postaci uogdlnionej.



Pojawia sie tez u dzieci myslenie logiczne (por Stefanska-Klar 2003:135),
ktdre jest podstawg wnioskowania przyczynowo-skutkowego. Dzieki
temu dziecko potrafi skutecznie wyjasni¢ wiele zjawisk i potrafi przewi-
dywac nastepstwa zdarzen, co jest podstawa rozwigzywania probleméw
umystowych. Rozwija sig takze zdolnos¢ do decentracji poznawczej, czy-
li umiejetnos¢ uwzgledniania réznych punktow widzenia oraz integro-
wania ich w wielostronny i obiektywny obraz rzeczywistosci. Ksztattuje
sie umiejetnos¢ tworzenia sekwencji (stownych, ruchowych, myslowych)
oraz serii bedacych wynikiem porzadkowania obiektow, np. ze wzgledu
na dhugosé, mase czy liczebno$¢ (por. tamze:i30).

Dziecko w mtodszym wieku szkolnym zdolne jest do abstrahowania
i uogdlniania. W procesie abstrahowania oddziela wybrane cechy przed-
miotow lub zjawisk od nich samych. Dokonuje abstrakcji pozytywnej,
gdy wyodrebnia cechy istotne, i abstrakcji negatywnej, gdy pomija cechy
nieistotne W procesie ksztattowania poje¢ stosuje uogolnienia, czyli a-
czenie cechwspolnych dla catej klasy obiektdw. Uogolnianie petni istotng
role wwykrywaniu praw, jakie rzadza zjawiskami i ujmowaniu zwigzkow
istniejgcych miedzy nimi. W okresie szkolnym intensywnie rozwijaja sie
procesy analizy, czyli myslowego podziatu catosci na czesci lub wyodreb-
niania cech przedmiotdw lub zjawisk. Takze procesy syntezy polegajacej
na tgczeniu w mysli roznych czesci w nowe catosci. Wraz z rozwojem
analizy i syntezy rozwija sie takze umiejetnos¢ porownywania, czyli wy-
szukiwania podobienstw i roznic miedzy pojeciami lub przedmiotami.
Dziecku w tym wieku fatwiej jest wyszukiwac réznice niz ujmowac cechy
wspolne. Potrafi ono dokonywac porownan analitycznych, lecz ma jesz-
cze trudnosci w odrdznianiu cech istotnych od przypadkowych.

Rozwija sie wyobraznia dziecka. Jest ono zdolne do przedstawiania
sobie zjawisk, przedmiotdw, ktdrych nie widziato. Jego zdolnos$¢ anty-
cypowania kolejnosci ruchow rozwija sie okoto 8. roku zycia, natomiast
przewidywanie kolejnosci wraz z okresleniem relacji miedzy rucha-
mi pojawia sie okoto 11 roku zycia. Antycypowanie przeksztatcen (ok.
8.r.2.) odnosi sie najpierw do stanu poczatkowego i koricowego, bez moz-
liwosci wyobrazania sobie przej$¢ symbolizujacych ciggtos¢ (por. Kielar-
Turska 2003: 95). Umie porzadkowa¢ zdobyta wiedze w pewien system.
PamieC dziecka z pamieci mechanicznej i mimowolnej przeksztatca sie
w pamiec logiczng (abstrakcyjna) i dowolna, a skuteczno$¢ zapamietywa-
nia w okresie od 7. do 11 roku zycia wzrasta dwukrotnie. Ulega zmianie



charakter uczenia sie. Uczen ,,stopniowo opanowuje logiczne sposoby za-
pamietywania i reprodukowania materiatu, przy czymumiejetnosc takie-
go uczenia sie i zapamietywania stale wzrasta” (Woloszynowa 1986:107).
W zwigzku z dojrzewaniem centralnego uktadu nerwowego rozwija sie
u dzieci zdolnos¢ skupiania uwagi, ktéra ma poczatkowo charakter mi-
mowolny, z czasem za$ przybiera charakter dowolny.

Wymagania programowe dla ksztakcenia

ZINTEGROWANEGO

Zgodnie z Podstawa programowg z 23 grudnia 2008 r. (Dz. U. z dnia
15 stycznia 2009 r. Nr 4, poz. 17) do najwazniejszych umiejetnosci zdo-
bywanych przez ucznia w ksztatceniu ogolnym w szkole podstawowej
naleza: ,,myslenie matematyczne - umiejetnos¢ korzystania z podstawo-
wych narzedzi matematyki w zyciu codziennym oraz prowadzenia ele-
mentarnych rozumowan matematycznych; myslenie naukowe - umiejet-
nos¢ formutowania wnioskow opartych na obserwacjach empirycznych”
(Podstawa programowa 2009, s. 33). Ponadto waznym ,,zadaniem szkoty
podstawowej jest przygotowanie uczniow do zycia w spoteczenstwie in-
formacyjnym. Nauczyciele powinni stwarza¢ uczniom warunki do na-
bywania umiejetnosci wyszukiwania, porzadkowania i wykorzystywania
informacji” (tamze: 36).

W zakresie opanowania treSci matematycznych uczen konczacy Kkla-
se. I: ,.kontynuuje regularny wzor [...]; w zakresie liczenia i sprawnosci
rachunkowych: a) sprawnie liczy obiekty (dostrzega regularnosci dzie-
sigtkowego systemu liczenia), wymienia kolejne liczebniki od wybranej
liczby, takze wspak (zakres do 20); zapisuje liczby cyframi (zakres do 10),
b) wyznacza sumy (dodaje) i roznice (odejmuje), manipulujac obiektami
lub rachujac na zbiorach zastepczych, np. na palcach; sprawnie dodaje
i odejmuje w zakresie do 10, poprawnie zapisuje te dziatania” (tamze: 44).

Badania dzieci oémioletnich

Wymagania programowe, szczegdlnie te dotyczace myslenia mate-
matycznego i myslenia naukowego oraz kontynuowania regularnego



wzoru, zainspirowaty mnie do przeprowadzenia badan diagnostycznych
nad mysleniem matematyczno-rekurencyjnym dzieci koriczacych klase |
szkoty podstawowej. Uwzglednitam mozliwosci dzieci oSmioletnich do-
tyczace pisania, czytania, liczenia, zapisywania liczb i znajomosci dzia-
fan arytmetycznych, dlatego badatam ucznidw konczacych klase |, a nie
na poczatku edukacji szkolne;j.

Postawitam sobie nastepujgce pytanie badawcze: Czy i w jakim
stopniu dzieci oSmioletnie zdolne sg do wnioskowania rekuren-
cyjnego?

By odpowiedzie¢ na to pytanie, sformutowatam nastepujace proble-
my szczegdtowe:

Pi. Czy i wjaki sposob skuteczno$¢ wnioskowania rekurencyjnego za-
lezy od materiatu, na ktorym sie ono odbywa?

Pi.i. Czy i w jaki sposob skuteczno$¢ wnioskowania rekurencyjnego
zalezy od dziatan arytmetycznych (dodawania i odejmowania)?

PL2 Czy iw jaki sposob skuteczno$¢ wnioskowania rekurencyjnego
zalezy od wielkosci liczb we wzorze?

PL3. Czy i w jaki sposob skuteczno$¢ wnioskowania zalezy od dtugo-
Sci i od stopnia skomplikowania wzoru?

Ponadto staratam sie odpowiedzie¢ na pytania:

P2. Jakie operacje myslowe i utatwienia stosujg dzieci w zadaniach
wymagajacych myslenia rekurencyjnego?

P3. Jakie biedy popetniajg dzieci podczas rozwigzywania zadan wy-
magajacych myslenia rekurencyjnego?

W celu uzyskania odpowiedzi przeprowadzitam pod koniec roku
szkolnego (a wiec pod koniec pierwszego roku nauki) badania diagno-
styczne 132 uczniow z pieciu Kklas | krakowskich szkét podstawowych.
Narzedziem badawczym byt zestaw siedmiu zadan, ktdre uczniowie roz-
wigzywali samodzielnie, pisemnie. W kazdym zadaniu podanych byto
kilka kolejnych wyrazdw ciggow liczbowych wraz z poleceniem Przyjrzyj
sig, jak dobrane sg liczby. Dopisz kolejne. Zadanie ucznia polegato na od-
kryciu zasady konstruowania kolejnych wyrazow ciggu i dopisaniu jego
czterech brakujacych wyrazéw. Przyktady w zadaniach sg niezaleznymi
od siebie ciggami liczbowymi. Kazdy jest inny, zbudowany wedtug innej
reguty. W tabeli 1 podaje zadania wraz z ogélnymi wzorami rekurencyj-
nymi i rozwigzaniem.



Tab. 1 Zadania uzyte w badaniach wraz ze wzorami i rozwigzaniami

I
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W zad. a) dany jest rosnacy ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie
rownym 3i réznicy 3. Kazdy nastepny wyraz ciagu jest liczbg o 3wiekszg
od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego. Wystarczyto ten ciag uzu-
petni¢ liczbami: 18 21, 24, 27.

W zad. b) dany jest rowniez rosnacy cigg arytmetyczny o pierwszym
wyrazie rownym 5i roznicy 5. Kazdy nastepny wyraz ciggu jest o 5wiek-
szy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego. Nalezato ten cigg uzu-
petni¢ liczbami: 30, 35, 40, 45.

W zad. c) dany jest nietatwy ciag: 1 2,4,7, n, 16,....,........... Wymagat
on zauwazenia, ze do wyznaczenia kolejnych liczb nalezy do pierwszej,
awiec 1 dodac 1, do nastepnej 2 i dalej dodawac kolejne liczby naturalne:
3, potem 4 itd. Aby wyznaczy¢ k +1wyraz ciggu, trzeba bylo do wyrazu
k dodac liczbe k [cktl=ck +K], a wiec ciag uzupetnic liczbami: 22, 29, 37,
46. W ciggu tym jest zmienna roznica zalezna od numeru wyrazu ciggu.

W zad. d) podano cigg o doS¢ skomplikowanym wzorze. Tu kazdy
wyraz 0 numerze parzystym jest o 1wiekszy od wyrazu poprzedzajgcego,
a kazdy wyraz o numerze nieparzystym o 2 wiekszy od poprzedzajace-
go. Ciag ten, z dwiema réznymi réznicami, nalezato uzupetnic liczbami:
11,1314,16.
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W zad. e) dany jest malejgcy cigg arytmetyczny o pierwszym wyra-
zie rownym 40 i roznicy (-2). Kazdy nastepny wyraz ciagu jest liczbg
0 2mniejsza od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego. Uzupetnienie
tego ciagu liczbami: 30, 28, 26, 24 wydawato sie tatwe.

W zad. f) dany jest malejacy cigg arytmetyczny o pierwszym wyrazie
rownym 75 i roznicy (-5), awiec liczby, ktore nalezy uzupetnic, to 50, 45,
40, 35-

W zad. g) podany zostat najtrudniejszy, malejacy cigg o skompliko-
wanym wzorze. Tu kazdy wyraz 0 numerze parzystym jest o 4 mniej-
szy od wyrazu poprzedzajacego, a kazdy wyraz 0 numerze nieparzystym
0 1wiekszy od poprzedzajgcego. Rdznice miedzy wyrazami wynosza: -4,
4, -4, +L Miatam nadzieje, ze chociaz niektdrzy uczniowie to zauwazg
1dopisza liczby 37, 38, 34, 3.

Zmienng gtdwnag w prowadzonych badaniach jest umiejetnos¢ rozu-
mowania rekurencyjnego (poziom tego rozumowania) uczniow koncza-
cych Klase 1. UszczegGtowieniem tej zmiennej jest: poziom rozumowania
rekurencyjnego - zalezny od materiatu: dodawanie lub odejmowanie,
wielkosci danych liczb (ich zakres) - oraz dhugoS¢ i stopien skompliko-
wania rekurencyjnego wzoru (por. tab. 1) danego ciagu.

W celu ustalenia poziomu rozumowania rekurencyjnego dzieci
o$mioletnich poddatam analizie - zaréwno pod wzgledem umiejetnosci
wnioskowania rekurencyjnego (reguty doboru liczb), jak i poprawnosci
rachunkowej - uczniowskie rozwigzania zadan. Za kazde bezbtednie
rozwigzane zadanie przyznawatam 4 punkty, jezeli uczerr odkryt wzér
rekurencyjny, ale popetnit pomytke w obliczeniach lub/i w zapisie licz-
by, przyznawatam 3 lub 2 punkty. Jesli w ztozonym ciggu o skompliko-
wanym wzorze uczen odkryt tylko jedng prawidtowos¢, przyznawatam
za rozwigzanie zadania 2 punkty. Jesli przy tym popetnit jakas pomytke
w obliczeniach lub zapisie, przyznawatam 1punkt. Za catkowicie btedne
rozwigzania bylto zero punktéw. Przy analizowaniu wielu zadan oblicza-
fam $rednig arytmetyczng przypadajaca na jedno zadanie.

Uwzgledniajac Srednie arytmetyczne, przyjetam nastepujace pozio-
my rozumowania rekurencyjnego dzieci:

od 0,00 do 2,00 punktoéw - poziom niski (N),

od 2,01 do 3,00 punktéw - poziom $redni (S),

od 3,01 do 4,00 punktéw - poziom wysoki (W).

Zmienne szczegotowe przedstawiam w tabeli 2



Tab. 2. Wykaz zmiennych szczegétowych

Zmienne . Poziom zalezny
szczegGtowe Zadanie od $redniej liczby punktow
N 0 - 2pkt.
jednardznica a b S 201- 3pkt
W 301- 4 pkt.
N O-2pkt. N O-2pkt.
dodawanie dwie réznice d $ 201-3pkt. S 201- 3pkt.
W301- 4pkt. W 30L- 4pkt.
£ wiele zmie- N 0 - 2pkt
3 niajacych ¢ $ 201 - 3pkt.
a sie roznic W 301 - 4 pkt.
N 0- 2pkt.
jednaroznica e, f S 201- 3pkt.
. . W30L- 4pkt. N 0- 2pkt.
odejmowanie N 0- 2pkt, $ 201- 3pkt.
dwie roznice g $ 201- 3pkt. W30L- 4pkt.
W 301 - 4 pkt.
N 0 - 2 pkt.
o N zakres do 25 ab,cd $ 201-3pkt
8= W 301 - 4 pkt.
X
23 N 0- 2pkt.
= 8 zakres wigkszy niz 25 efg S 201-3pkt.
W 301 - 4 pkt.
2 krotki nieskomplikowany N 0- 2pkt.
c § wzOr abef S 20L-3pkt
S W 301 - 4 pkt.
> G
o =
2 2 N 0 - 2 pkt.
2= dhugi skomplikowanywzér ¢, d,g S 201- 3pkt.
B E W 301 - 4 pkt.
4

Wyniki badan

Zgodnie z przyjetymi kryteriami zanalizowatam 132 prace uczniéw
klasy 1. W tabeli 3 przedstawiam zbiorcze zestawienie wynikow uzyska-
nych za kazde zadanie osobno i ich obliczenia procentowe.
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Dane przedstawione w tabeli 3wraz z analizg zadan (materiatu i re-
gut z nimi zwigzanych) pozwalajg na sformutowanie wniosku, ze naj-
lepiej poradzili sobie uczniowie z rozwigzaniem zadan a) i b) (po 77%
rozwigzan bezbtednych lub czesciowo poprawnych). W obu zadaniach
wzory sg nieskomplikowane, ciagi sg rosnace (fatwiej sie , liczy” wprost
niz wstecz), a dobdr liczb wymaga od dzieci dodawania, a wiec dzia-
tania tatwiejszego w poréwnaniu z odejmowaniem. Poréwnujac sposéb
rozwigzania tych dwu zadan (a i b), zauwazamy, iz fatwiejsze dla dzieci
okazato sie zadanie b (74% bezbtednych rozwigzan) niz zadanie a (62%
bezbtednych rozwigzan). Dodawanie po 5 (liczenie po 5) okazato sie dla
dzieci fatwiejsze niz dodawanie po 3 (liczenie po 3).

Biorac pod uwage zadania e€) i f), ktore sg analogiczne do zadan
a) i b), ale ze wzgledu na konieczno$¢ liczenia wstecz (ciggi malejace)
i zZwigzang z tym konieczno$¢ odejmowania sg trudniejsze od wczesniej-
szych. Zauwazamy, ze procent ich rozwigzan bezbtednych lub czesciowo
poprawnych wynosi odpowiednio 56%i 50%, a wiec zdecydowanie mniej
niz za zadania a) i b). Ponadto fatwiejsze dla dzieci byto zadanie e (44%
bezbtednych rozwigzan) niz zadanie f (33% bezbtednych rozwigzan).
Odejmowanie po 2 okazato sie tatwiejsze niz odejmowanie po 5.

Analize wynikow, zgodnie z kryteriami ujetymi w tabeli 2, rozpocze-
tam od odpowiedzi na pierwsze pytanie problemowe (dotyczace skutecz-
nosci wnioskowania rekurencyjnego, zaleznego od materiatu, na ktorym
prowadzone jest rozumowanie) oraz na pierwsze pytanie szczegotowe
(dotyczace dziatan arytmetycznych - dodawania i odejmowania - jakie
nalezy stosowa¢ w celu rozwigzania zadania). taczne zestawienie wyni-
kéw z uwzglednieniem materiatu w postaci dziatan prezentuje w tabeli 4.

Tab. 4. Wyniki badan zalezno$ci rozumowania od dziatania arytmetycznego

Suma Srednia Po Suma Srednia Po

Dziatanie Zad. Dkt art. ziom bkt arvt.  ziom
& Jednardznica ab 784 2,96 §
= o dwie roznice d 228 174 N )
8 < wiele zmieniajg- 19 160 N 24 231 S
©  cych sie réznic '
& jedna
% o FOznica ef 506 19 N
ES 582 146 N
@ dwieréznice g 76 057 N
o



Analiza danych zebranych w tabeli 4 pozwala sformutowac nastepu-
jace wnioski:

Jezeli materialem rozumowania rekurencyjnego sg zadania wymaga-
jace stosowania dodawania (zad. a, b, ¢, d), to wyniki tego rozumowania
s3 na poziomie wyzszym niz wyniki rozumowania w zadaniach wyma-
gajacych stosowania odejmowania (zad. e, f, g). W zakresie dodawania
jest to poziom $redni (2,31), natomiast w zakresie odejmowania poziom
niski (1,46). Ponadto w zakresie samego dodawania, gdy materialem sg
zadania z jedng statg réznicg (zad. a, b), wynik rozumowania 2,96 jest
na poziomie wyzszym niz w zadaniu z dwiema roznicami (zad. d) -1,74,
ten zas jest wyzszy niz w zadaniu z wieloma zmieniajacymi sie roznicami
(zad. ¢) - 1,60. Podobnie jest w zakresie samego odejmowania. \WWpraw-
dzie wobu przyktadach (jedna roznica oraz dwie roznice) ogolny poziom
rozumowania jest niski, to jednak przy jednej roznicy (zad. e, f) wynosi
on 191i jest wyzszy niz przy dwach réznicach (zad. g) - o, 57.

Whiosek

Skutecznos¢ wnioskowania rekurencyjnego zalezy od dziatania i jest
wieksza, gdy materiatem myslowym jest dodawanie, mniejsza zas, gdy
materiatem jest odejmowanie.

Drugi z wyrdznionych problemow szczegdtowych dotyczyt skutecz-
nosci wnioskowania rekurencyjnego w zaleznosci od zakresu liczb, na
ktorych prowadzone jest rozumowanie. tgczne zestawienie wynikow
z uwzglednieniem wielkosci liczb - ich zakresu prezentuje w tabeli 5.

Tab. 5. Wyniki badan zaleznosci rozumowania od wielkosci liczb

Wielko$¢ danych liczb  Zadanie  Suma punktéw  Srednia aryt. Poziom
zakres do 25 ab,cd 1224 231 $
zakreswigkszy niz25 ¢ f g 582 146 N

Analiza danych zebranych w tabeli 5 pozwala sformutowaé nastepu-
jace uogdlnienia:

Jezeli rozumowanie rekurencyjne jest realizowane na liczbach w nie-
wielkim zakresie do 25 (zad. a, b, c, d), to wyniki tego rozumowania s3
na poziomie wyzszym niz wyniki rozumowania w zadaniach wymagaja-
cych postugiwania sie wiekszymi liczbami niz 25 (zad. e, f, g). W zakre-



sie do 25 jest to poziom $redni (2,31), natomiast w zakresie powyzej 25
poziom niski (1,46).

Whiosek

Skuteczno$¢ wnioskowania rekurencyjnego zalezy od wielkosci liczb
i jest wieksza, gdy zakres liczb jest mniejszy, mniejsza zas przy wiekszym
zakresie liczbowym.

Trzeci z wyrdznionych problemdw szczegétowych dotyczyt skutecz-
nosci wnioskowania rekurencyjnego w zaleznosci od dtugosci i stopnia
skomplikowania ciggdw liczbowych, na ktorych prowadzone jest rozu-
mowanie. £.3czne zestawienie wynikow z uwzglednieniem stopnia kom-
plikacji prezentuje w tabeli 6.

Tab. 6. Wyniki badan zaleznosci rozumowania od skomplikowania wzoru

Dlugosc i stopien
skomplikowania wzoru
krotki, nieskomplikowany wzor ab,ef 1290 2.44 S

Zadanie Sumapkt. Sr.aryt. Poziom

dtugi, skomplikowany wzér ¢, dg 516 10 N

Analiza danych zebranych w tabeli 6 pozwala dostrzec, ze jezeli rozu-
mowanie rekurencyjne jest realizowane na ciggach liczbowych, ktdrych
wzor jest krotki i nieskomplikowany (zad. &, b, e, f), to wyniki tego rozu-
mowania sg na poziomie wyzszym niz wyniki rozumowania w zadaniach
wymagajacych postugiwania ciggami o wzorach dtugich i skomplikowa-
nych (zad. c, d, g). W fatwiejszych przyktadach jest to poziom $redni
(2,44), w bardziej skomplikowanych zas poziom niski (1,30).

Whiosek

Skutecznos¢ wnioskowania rekurencyjnego zalezy od dtugosci i od
stopnia skomplikowania wzoru i jest wieksza przy wzorach nieskompli-
kowanych, mniejsza za$ w przeciwnym ukladzie.

By odpowiedzie¢ na pierwsza czes¢ drugiego pytania badawczego
(Jakie operacje mysSlowe i utatwienia stosujg dzieci w zadaniach wyma-
gajacych myslenia rekurencyjnego?), nalezato przesledzi¢ zadania i pro-
ces ich rozwigzywania, wyodrebniajac w tym procesie operacje myslowe
niezbedne do ich rozwigzania.

Aby mozliwe byto rozwigzanie zadan, uczniowie musieli postugiwac
sie analizg i synteza, porownywaniem, abstrahowaniem i uog6lnianiem.



Na poczatku mieli sie zapozna¢ z danym ciggiem jako catoscig - synteza
pierwotna. Nastepnie dokonac¢ analizy i zapoznac sie z kazdymwyrazem
ciggu, poréwnac wszystkie pary wyrazow sasiednich, poszukac zalez-
nosci miedzy nimi, abstrahowac od wielkosci liczb i koncentrowaé sie
na ich wasnosciach i wzajemnych stosunkach. Pozniej nalezato uogol-
ni¢ dostrzezone stosunki i zastosowac to uogdlnienie w uzupetnieniu
ciggu. Kolejnym krokiem byto ponowne dokonanie syntezy (synteza
wtdrna) catosci i sprawdzenie, czy zastosowane uzupetnienie pasuje do
catosci ciggu. Tu po weryfikacji mogto nastapic przyjecie zastosowanej
reguty lub jej odrzucenie. Przy odrzuceniu catg procedure nalezato po-
wtorzyc, a przy jej powtarzaniu nalezato w analizie i pordwnywaniu wy-
bierac inne podobienstwa i inne réznice niz w pierwszym przyktadzie.
Te operacje nalezato powtarzac tak dtugo, az uzyskato sie poprawne roz-
wigzanie. Uczniowie, ktorzy nie byli zdolni do realizacji wymienionych
operacji myslowych, nie podejmowali proby rozwigzania zadania. Ci zas,
ktorzy wykonywali opisane operacje, lecz nie wszystkie, uzyskiwali albo
niepoprawne rozwigzania, albo tylko czesciowo poprawne.

By odpowiedzieC na drugg czes¢ pytania drugiego, dokonatam ana-
lizy jakoSciowej prac. Uczniowie, rozwigzujac zadania, probowali stoso-
wacé dwa rodzaje utatwien. Jednym z nich byto stosowanie analogii. Np.
uczennica po odkryciu sposobu uzupetnienia cigguw zad. a) do wszystkich
pozostatych zadan zastosowala te sama zasade i wszedzie niepoprawnie
wpisywata kolejne liczby o 3wieksze od liczb je poprzedzajgcych. Musiata
kierowac sie analogiami (wszedzie byty ciagi liczbowe). Podobnie jak ona,
wielu postugiwato sie analogiami. Przy ustaleniu trafnych analogii uzyski-
wali poprawne rozwigzania. Jednakze nie wszystkie byty prawidtowe. Np.
jeden uczen zauwazyt, ze trzy poczatkowe wyrazy ciggu d) sg identyczne
Z trzema poczatkowymi wyrazami ciggu c), zastosowat wiec do zad. d)
przepis poprzednio odkryty. Zeby wyznaczy¢ 8. wyraz, do liczby 10 dodat
7 (Wynik = 17). Dalej, by wyznaczy¢ 9. wyraz, do 17 dodat 8 (wynik = 25).
Potem jeszcze dodat 9 i na koncu 10. Tak wiec uzupetnit cigg d) liczbami
17,25,34,44. Jego metoda nie jest pozbawiona sensu, poniewaz porownu-
jac poczatkowe wyrazy dwaoch ciggow, uczen doszukat sie prawidtowosci,
ktorej nie byto. Zabrakto tu etapu weryfikacji.

Drugim stosowanym przez uczniow utatwieniem byt zapis rozni-
cy miedzy wyrazami ciggu. To bardzo skuteczne utatwienie, stosowane



Czy uczniowie klasy | szkoty podstawowej...

przez wielu uczniéw, pomagato im zauwazyC prawidtowosci, pamietac
0 nich i dzieki temu poprawnie uzupetnic ciggi. Np.

Whiosek

W rozwigzywaniu zadan wymagajacych myslenia rekurencyjnego
uczniowie stosujg wszystkie mozliwe dostepne operacje myslowe, staraja
sie tez stosowac utatwienia, korzystajac z analogii (nie zawsze trafnych)
i zapisujac dostrzezone prawidtowosci.

By odpowiedzie¢ na trzecie pytanie, dotyczace btedow popetnianych
przez dzieci podczas rozwigzywania zadan wymagajacych myslenia re-
kurencyjnego, nalezato je wnikliwie przeSledzi¢. Bledne odpowiedzi
ucznidéw wynikaty czesto z pomyiki w obliczeniach lub pomyiki w za-
pisie liczby, anie z niedostrzezenia prawidtowosci. Np. w zad. a) dziecko
wpisato liczby: 18,31,34,37. Zauwazmy, ze rdznice wynoszg odpowiednio
[+3+13+3+3] i jest to najwyrazniej pomytka w zapisie liczby (zamiast 21
zapisana zostata liczba 31). Przykiad podobnej pomytki znalez¢ mozna
w rozwigzaniu zad. b), w ktorym dziecko zamiast 45 napisato 49. Inny
btad w zad. b): uczen wpisat liczby 30,35, 45,55. Rdznice wynoszg tu od-
powiednio [+5,+5,+10,+10]. Mozna sadzi¢, ze uczen zauwazyt prawidto-
wosC (roznice 5), zaczat poprawnie uzupetniac cigg, lecz ,,rozpedzit sie”
i dwie ostatnie liczby wyznaczyt o 10wigksze od poprzednich. Potrzebne
»pigtki” widziat w zapisie liczb 35, 45, 5.

Jeden uczen zapewne pomylit linie, gdyz w zad. €) wpisat liczby ta-
kie, jakie powinny by¢ w zad. f).

Byli uczniowie, ktorzy - jakby bezmysinie - wwielu zadaniach wpi-
sywali kolejne liczby naturalne, poczynajac od ostatniej dane;.

Byli tez tacy, ktdrzy zle uzupetniali cigg, ale nie robili tego bezmysl-
nie. Ich bledywynikaty czesto z zastosowania nietrafnych analogii (por.
wczesniejsze rozwazania) lub z analizy tylko wybranych fragmentow
ciggu danego. Np. w zad. c) wpisali kolejne liczby: 17,18,19, 20, zapewne
po przeanalizowaniu tylko dwu pierwszych wyrazow ciggu, ktorymi byty
kolejne liczby 1i 2 Inni uzupetniali ten cigg liczbami 21, 26, 31, 36. Roz-
nice [+5,+5,+5,+5]. Najwyrazniej byt to efekt sprawdzenia tylko réznicy
miedzy ostatnimi danymi wyrazami, a poniewaz wynosita ona wtasnie



5 (16 - 11=5), tak uzupetnili kolejne liczby. Podobnie w zad. d) kilkoro
dodawato stale liczbe 2, wpisujac kolejno: 12 14, 16, 18 Takie postepo-
wanie byto prawdopodobnie wynikiem analizy réznicy dwaoch ostatnich
podanych wyrazow. Bleddw tych mozna byto uniknaé, gdyby pojawito
sie sprawdzenie rozwigzania. Najwidoczniej uczniowie ci nie dokonali
weryfikacji swoich pomystow, co nalezy uznac za kolejny typ biedu.

Byli uczniowie, ktorzy - po odkryciu dobrej zasady - popetniali btad
przy taczeniu ciggow liczb juz danych z ciggiem liczb dopisanych.
Bledy taczenia mialy trojaki charakter. Np. w zad. d) byty dwie roznice:
1i 2. Uczniowie, uzupelniajac ciag, wpisywali liczby: 12,13,15,16. Doda-
wali zatem 2,1, 2,1, zamiast 1, 2,1, 2 Zmienili wiec kolejno$¢ roznic.
Inny typ btedu przy ,,sklejeniu” ciggow polegat na ,,gubieniu” jednego
wyrazu tgczacego. Np. w zad. e) wpisano 28, 26, 24, 22, zamiast 30, 28,
26, 24. Zgubiono wiec jeden wyraz ciggu rowny 30. Inny biad polegat na
tworzeniu catkowicie odrebnego ciggu wedtug odkrytej zasady. Np.
w zad. ).

chiopiec utworzyt wihasny cigg o zaleznosci analogicznej, jak w ciggu da-
nym, lecz niepowigzany z istniejgcym (brak sklejenia). Po 7. wyrazie cig-
gu, a wiec po liczbie 41, powinna by¢ liczba o0 4 mniejsza, czyli 37 i dalej
0 1wieksza, czyli 38. Tu uczen rozpoczat tworzenie wiasnego ciagu od
liczby 40, lecz - co bardzo wazne - zachowat zasade jego tworzenia.
Whiosek
Do najczesciej popetnianych bltedow podczas rozwigzywania zadan
wymagajacych myslenia rekurencyjnego naleza;
 zZwykle pomytki w obliczeniach lub zapisie liczb albo zapisie roz-
wigzania w niewdasciwym miejscu,
* stosowanie nietrafnych analogii,
* brak petnej analizy catego ciggu i uwzglednianie tylko niektorych
prawidtowosci dostrzezonych w jego fragmentach,
* brak ,,sklejenia” ciagu,
* brak weryfikacji pomystow rozwigzania.



By odpowiedzie¢ na gtowne pytanie, czy i w jakim stopniu dzieci
osmioletnie zdolne sg do wnioskowania rekurencyjnego, dokonatam
jeszcze jednej analizy. Wyniki przedstawiam w tabeli 7.

Tab. 7. Wynik poziomu rozumowania rekurencyjnego badanych dzieci

Poziom Suma punktéw za zadania Liczba uczni()_w_ Procent uczni_c')\_/v
(max) yzad-g pkt.=28 pkt. z danym wynikiem  z danym wynikiem
N 0-14 60 45%
$ 1521 42 32%
w 22-28 30 np %

Z danych w tabeli 7 wynika, ze 23% osmiolatkow, czyli uczniow kla-
sy | szkoty podstawowej, rozumuje rekurencyjnie na poziomie wysokim.
Ponad potowa (55%) prezentuje poziom co najmniej Sredni. Mnigj niz
potowa (45%) prezentuje niski poziom rozumowania rekurencyjnego.

Whiosek

Nie wszystkie dzieci oSmioletnie zdolne sg do wnioskowania reku-
rencyjnego. Jest ono dostepne ponad potowie badanych dzieci, a prawie
jedna czwarta prezentuje w tym zakresie poziom wysoki.

Podsumowanie

Ponad potowa o$miolatkow potrafi nie tylko obliczaC prawidtowo
sumy i rdznice liczb, lecz takze - ito jest najcenniejsze - wnikliwie ana-
lizowaé przedstawione przyktady. Dzieci sg spostrzegawcze: zauwazajg
roznorodne prawidtowosci, odkrywajg reguty budowy nawet skompliko-
wanych ciggow liczbowych, trafnie wskazuja kolejne wyrazy ciggow. Ba-
zuja gtownie na analogii, stosujg rozumowanie rekurencyjne, umiejetnie
formutujg hipotezy, lecz nie zawsze potrafig je zweryfikowac.

Uczniowie w rozwigzywaniu zadan typu rekurencyjnego popetniali
roznorodne biedy, ktorych przyczyny byty czesto ,,nierekurencyjne”. Wy-
nikaty one ze zwyktych pomyiek, ze stosowania nietrafnych analogii, ze
Zkego ,,sklejania” ciggdw i z nieuwzgledniania wszystkich prawidtowosci.
Tych bledéw mozna by unikng¢, gdyby uczniowie byli przyzwyczajeni



do autokontroli, gdyby mieli nawyk weryfikowania swoich dziatan. Tego
mozna i warto uczyC. W tym aspekcie mozna fatwo i szybko osiagna¢
poprawe.

Zadania, takie jak zastosowane w badaniach regularne sekwencje
ciggow liczb, sprzyjaja stosowaniu rekurencji, pozwalajg dzieciom do-
strzegaC i wykorzystywaé prawidtowosci w matematyce, wskazujg na
uporzadkowanie tego dziatu nauki, na jego harmonie oraz wskazujg
kierunek dalszych poszukiwan matematycznych wzoréw, przygotowuja
takze grunt do ¢wiczen w programowaniu komputerow. Dziatania takie
sg bardzo wazne w edukacji dzieci, a ponadto, poniewaz sg przewidy-
walne i harmonijne, dajg dzieciom poczucie bezpieczenstwa i stajg sie
dla nich przyjazne. Niestety, omawiana problematyka zadan jest prawie
nieobecna w ksztatceniu matematycznym dzieci w szkole polskiej. Nasi
uczniowie nie majg wiec zbyt wielu okazji do takich odkryc, jakie towa-
rzyszyty rozwigzujacym zadania z omawianego zestawu.

Skuteczno$¢ rozumowania rekurencyjnego dzieci oSmioletnich zale-
zy od materiatu, na ktorym jest ono realizowane. Im materiat jest bar-
dziej znany, ,,dobrze oswojony”, tym efekty takiego rozumowania sg
lepsze. Wyniki w zakresie rozumowania rekurencyjnego dzieci mozna
by polepszy¢ w stopniu znacznym, prowadzac zajecia rozwijajace takie
umiejetnosci. Zajecia taicie bytyby w petni zgodne z zaleceniami ujetymi
W najnowszej Podstawie programowej.
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