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Przedmowa

W wyniku o b se rw a c ji  efektów pierwszych reform nauczania matematyki 
w la t a c h  s z e ś ć d z ie s ię t y c h ,  zwanych ob ecn ie  reformami p ierw sze j f a l i * , s t a -  
ło  s i ę  j a s n e ,  że zakorzenione głęboko zaeady t r a d y c y jn e j  metodyki naucza­
nia  tego przedmiotu mogę spowodować wypaczenie k o n c e p c j i  i  ce lu  reformy, 
a nawet p r z e k s z t a łc e n ie  nauczania matematyki w p aro d ię .  Wśród różnych 
eposobów zapobiegania  takim zjawiskom, przede wszystkim d o k s z ta łc a n ia  
n a u c z y c ie l i  w z a k r e s ie  dydaktyki matematyki, próbuje s i ę  te ż  z n a le ź ć  dro­
gę do m yśli ucznia  w Jak  najmniejszym stopniu  k o r z y s t a ję c ę  z pośrednictwa 
n a u c z y c ie la .  W l i t e r a t u r z e  a n g lo e a e k ie j  p o ja w ił  s i ę  nawet term in ‘ te a c h e r -  
proof m a te r ia l*|  słówo “ te e c h e r p r o o f * J e s t  tu żartobliwym odpowiednikiem 
słowa ‘ w eath er-p ro o f*  -  odporny na wpływy atm osferyczne.

Przypomnijmy, że drogę takę otworzył na użytek mas Już parę s t u l e c i  
temu Gutenberg. Oednak w tr a d y c y jn e j  p rak ty ce  nauczania matematyki w szko­
l e  podstawowej podręcznik Jako ‘ in t e l e k t u a ln a  strawa* d la  u cznia  odgrywał 
znikomę r o l ę .  Dla w ię k szo śc i  uczniów je g o  t e k s t  by ł n ie zro zu m ia ły ,  t j . n i e  
przekazywał w sposób pełnowartościowy p o jęć  i  rozumowań. Zamiast próby na­
uczania rozumienia te k stu  pod ręczn ik a , n a u c z y c ie le  w ogromnej w ię k szo śc i  
rezygnowali z posługiwania s i ę  tym środkiem przekazu. Koncepcja dydaktycz­
na autora podręcznika by ła  natom iast źródłem i n s p i r a c j i  n a u c z y c ie la  i  za 
jeg o  pośrednictwem t r a f i a ł a  do u c z n ia .  Dopóki głównym celem nauczania było 
opanowanie przez uczniów o k r e ś lo n e j  p o r c j i  gotowej wiedzy -  poprawna trans­
m is ja  t r e ś c i  podręcznika była  możliwa nawet przy J e j  rozumieniu u naucza­
ją ce g o  ty lko  na poziomie u cz n ia .  S t a j e  s i ę  to niemożliwe, gdy za główny 
c e l  procesu dydaktycznego uznamy matematyczną a k ty w iz a c ję  u c z n ia .  Tu trans­
m is ja  podręcznika przez n a u c z y c ie la  t r a c i  w ogóle s e n s ,  a nauczanie wyma- 
ge s z e r o k ie j  1 p o g łęb io n e j  wiedzy w z a k r e s ie  matematyki, p s y c h o lo g i i  i  pe­
d ag o g ik i .  Wysoka kompetencja n a u c z y c ie la  ma tu s z c z e g ó ln ie  d o n io s łe  zna­
cze n ie  na najniższym szczeblu  s z k o ły ,  k iedy k s z t a ł t u j ę  s i ę  fundamentalne 
p o ję c ia  1 nawyki myślowe.

P or .  / K r y g o w s k a  1 9 7 7 c / .T e k s ty  w nawiasach ukośnych s ta n o ­
wię od syłacze  do B i b l i o g r a f i i  z n a jd u ję c e j  s i ę  na końcu pracy / s .  153-154/.



S y tu a c ja  ta  spowodowała p o jaw ien ie  s i ę  na przełom ie l a t  siedemdzie­
s ią ty c h  nowego typu podręczników, będęcych Jakby mariażem tekstów progra­
mowanych i  tradycy jnych podręczników, przeznaczonych do sam odzielnej le k ­
tury u czn ia  i  majęcych w za ło żen iu  sterować Jego aktyw nościę .  Autorzy za­
l e c a l i  nauczycie low i minimum i n g e r e n c j i  w pracę u c z n ia .  P od ręczn ik i te ,s to p -  
niowo doskonalone,stanow ię dotndnajlepezę r e a l i z a c j ę  i d e i  podręcznika "tea-  

c h e r p r o o f ,  a Jednak ic h  a n a l iz a  ujawnia w ie le  i s to tn y c h  wad, zaó stosowa­
nie ' ich  w nauczaniu d a je  wyniki c z ę s to  d a le k ie  od oczekiwanych. Jednocześ­
n ie  n ie  maję one -  Jak na przykład te k s t y  programowane -  o g ó ln e j  koncepcji 
t e o r e t y c z n e j .

Praca n i n i e j s z a  ma na ce lu  wyodrębnienie środków typu podręcznikowe­
go, a więc d a jęcych  s i ę  przedstaw ić w druku, k tó re  poprzez le k tu r ę  d z ia ła ­
łyby motywujęco i  ektyw izu jęco  /w s e n s ie  aktywności m atem atycznej/ na czy­
t e ln ik a  w wieku 10-12  l a t ,  prowadzęc do poprawnego k sz ta łto w ania  s i ę  w J e ­
go umyśle p o jęć  matematycznych i  u m ie ję tn o ś c i  rozumowań typu matematycz­
nego. Problem ten podyktowany z o s t a ł  praktycznę p o tr z e b ę :  p lszęcy  te  s ł o ­
wa s t a n ę ł  wobec zadania pokierowania zespołem autorskim podręcznika mate­
matyki d la  k lasy  IV szk oły  1 0 - l e t n i e j .  Doświadczenie nabyte w cięgu wielu 
la t  nauczania na poziomie przeduniwersyteckim , doświadczenie w z a k re s ie  
k s z t a ł c e n i a  dydaktycznogo przy sz ły ch  a także czynnych n a u c z y c ie l i  matema­
t y k i ,  w reszc ie  l i c z n e  obserw ac je  l e k c j i  matematyki na różnych poziomach 
w P o ls c e  i  w innych k r a ja c h ,  wśród n ich  wielu l e k c j i  eksperymentalnych, 
świadomie zorientowanych przez uczęcego na a k ty w iz a c ję  uczniów, stanowię 
dla au tora  źródło  o g ó ln e j  o r i e n t a c j i  w ch a ra k te rz e  czynników u tr u d n ie ję -  
cych upowszechnienie nauczania aktywnego: zarówno ty c h ,  k tó re  n ie  s p rz y ja ­
j ą  p od jęciu  odpowiednich d z ia ła ń  przez n a u c z y c ie la .  Jak i  ty ch ,  k tó re  ogra- 
n i c z a ję  efektywność ta k ic h  d z ia ł a ń .  Nie zamierzamy ukrywać, ża wypadkowa 
tych doświadczeń ma aspekt negatywny, to J e s t  pozwala przede wszystkim od­
powiedzieć na p y ta n ie ,  co n i  a s p rz y ja  nauczaniu aktywnemu, a więc też  
j a k i  n i e  s p rz y ja  mu p odręczn ik . Sformułowane w zakończeniu zasady kon­
s t r u k c j i  podręcznika , a także przygotowany t e k s t  podręcznika , stanowię re ­
a k c ję  na te  ujemne dośw iadczenia.  Te z a b ie g i  konstruktywne wymagały Jednak 
w cześn ie jszeg o  przeprowadzenia dokładnej a n a l iz y  wspomnianych czynników 
negatywnych dla  ic h  sprecyzowania i  o p is u .  Posłużyliśm y e i ę  w tym ce lu  pod­
ręcznikam i szkolnymi różnych kra jów , k tó re  przebadaliśmy pod kętem najważ­
n ie js z y c h  aktywności matematycznych. Choć s ta r a l i ś m y  s i ę  wydobyć z nich 
to w szystko, co s p rz y ja  a u te n ty c z n e j  aktywności c z y t e l n i k a ,  n ie  c z y n i l i ś ­
my tego Jednak w n a d z ie i ,  że synteza  zawartych w nich i d e i  lub kom pilacja  
pomysłów szczegółowych rozwięzań może doprowadzić do k o n s t r u k c j i  modelu 
podręcznika ak ty w izu jęceg o .  Ich  zasadnicza  r o la  sprowadza s i ę  natomiast 
do dwu f u n k c j i :



1° pozwoliły  na wyodrębnienia i  sprecyzowanie szeregu cech podręczni­
ka, nadanych przez au tora  ze świadomym zamiarem a k ty w iz a c j i  c z y t e ln i k a ,  
n iekiedy  nawet z pozoru a k ty w iz u jęc y c h , k tó re  w rz e c z y w is to ś c i  na aktyw­
ność n ie  maję wpływu, lub k i e r u ję  J ę  na to ry  w ybiega jęce  poza zak res  n a j ­
s z e r z e j  rozumianej matematyki, a lb o  w re sz c ie  hamuję wszelkę aktywność in -  

2
te le k tu a ln ę  u cznia j pozw oliły  więc na daleko id ę ce  u szczeg ó łow ien ie  i  o- 
b ie k ty w iz a c ję  i n t u i c j i  opartych na doświadczeniu dydaktycznym;

2° u ła tw ia ję  Jasn e  p rzed staw ien ie  w szystkich  omawianych tu i d e i  i  za­
sad, d o s ta r c z a ję c  przy tym ic h  n a tu r a ln e j  i  a u te n ty c z n e j  e g z e m p l i f i k a c j i .

Tekst podręcznika analizować można w tr z e c h  h ie r a r c h ic z n i e  usytuowa­
nych p łaszczy znach :

1)  w p ła sz cz y ź n ie  matematycznej k o n c e p c j i  s ta n o w ię ce j  podstawę dla 
opracowania dydaktycznego,

2) w p ła sz cz y ź n ie  a u t o r s k ie j  w i z j i  dydaktycznej r e a l i z a c j i  p r z y ję t e j  
k on cep c ji  m atematycznej,

3) w p ła sz cz y ź n ie  sposobu k o n k r e t y z a c j i  t e j  w i z j i  w t e k ś c i e  podręcz­
n ik a .

Z punktu widzenia naszych celów na jw łaściw sza byłaby n a s tę p u ję c a  po­
z y c ja  m etodologiczna: p r z y ję c ie  za m a te r ia ł  badawczy ty lk o  tych podręczni­
ków, k tó r e ,  n ie z a le ż n ie  od prezentowanej k o n c e p c j i  m atem atycznej,  n ap isa ­
ne sę ze świadomym nastawieniem na maksymalnę a k ty w iz a c ję  u c z n ia ,  i  ich  e- 
n a l lz a  Już wyłęcznie w t r z e c i e j  p ła s z c z y ź n ie ,  pod kętem doboru środków dla 
podręcznikowej k o n k r e ty z a c j i  t e j  k o n c e p c j i  d yd ak ty czn e j.  P r z y ję c i e  t e j  po­
z y c j i  n ie  było Jednak możliwe. Głównę przeszkodę s tano w ił  f a k t ,  że wobec 
p r z y ję c ia  podręcznika za jedyny m a te r ia ł  d la  badań, zarówno k oncepc ję  ma- 
tematycznę. Jak i  w iz ję  dydaktycznę au tora  mogliśmy Jed y n ie  z n iego odtwo­
rzyć z większę lub m nle jszę  d o k ład n o śc ię3 . Tak więc a n a l iz a  podręcznika 
w d r u g i e j ,  a także p ierw sze j p ła sz cz y ź n ie  z k on iec z n ośc i  poprzedza badanie 
Jego formalnych aspektów, a c z ę s to  nawet dominuje nad nim.

W yjaśnienia  wymaga te ż  dobór podręczników użytych jak o  m a t e r ia ł  do 
a n a l iz  i  porównań. Ze zrozumiełych względów z b ió r  k i lk u d z i e s i ę c iu  podręcz­
ników, J a k i e  udało s i ę  zgromadzić, etanowi zaledwie małę c z ę s tk ę  te g o ,  co 
ukazało s i ę  na rynku księgarsk im  Europy w cięgu  o s t a t n ic h  l a t .  Za jeg o  re -  
p rezentaty w nośc ię ,  n ie  s t a t y s t y c z n ę , a l e  w łaśn ie  wyznaczonę przez c e l  i

Ł Nie podejmowaliśmy jednak w yczerp u jęce j  d y s k u s ji  nad u jęciem  mate­
matycznym i  dydaktycznym omawianych podręczników, gdyż wykraczałoby to po­
za c e l e  t e j  pracy .

3 Dla ś c i s ł o ś c i  trzeb a  dodać, że w n ie k tó ry ch  przypadkach dysponowa­
liśmy także równoległym do podręcznika ‘ przewodnikiem n a u c z y c ie la * .  ‘ Prze­
wodniki* t e  jed nak , poza w yjaśnieniam i matematycznymi, rozwlęzanlami zadań 
i  praktycznymi wskazówkami metodycznymi, n ie  z a w ie ra ję  głębszego komenta­
rza dydaktycznego. Niewielkę pomoc s tanow iły  te ż  przedmowy do k s ię ż e k ,  mó- 
wlęce r a c z e j  o ogólnych in t e n c ja c h  n iż  o zasadach k o n s t r u k c j i  podręcznika.



c h a r a k te r  badań,przemawia f a k t ,  że zebrano j e  n ie  przypadkowo,ale w więk­
s z o ś c i  otrzymano Jako renomowane, czy to ze względu na osobę a u to ra ,  czy 
te ż  ośrodek, w którym powstały. Pozwala to u fa ć ,  że choć z b ió r  ten  o b ję ­
tościowo stanowi n ik ły  ułamek p ro d u k c ji  podręcznikowej, treśc iow o obejmu­
je  znacznę cz ę ść  dorobku dydaktyki matematyki o s t a t n ic h  l a t .

Analizowane podręczn ik i przeznaczone eę w w ię k sz o śc i  d la  p ierw szej 
k lasy  ponadpoczętkowej, w s e n s ie  omówionym d a le j  w punkcie 1 . 1 .  Niekiedy 
Jednak, z różnych względów, posłużyliśm y s i ę  podręcznikami dla k la s  n iż ­
szych , a więc należęcych  do s z c z e b la  poczętkowego, nie n iż e j  od t r z e c i e ­
go roku nauczania. Przyjęwszy bowiem z a ło ż e n ie ,  że pierwsza k lasa  ponad- 
poczętkowa powinna być k la s ę  p r z e jś c io w ą ,  w k t ó r e j  naiwne u ję c i a  1 język 
z k la s  poprzednich maję s i ę  stopniowo i  powoli p r z e k s z ta łc a ć  w b a rd z ie j  
form alne, ś c i s ł e  i  ogólna, uważaliśmy za celowe w zię c ie  pod uwagę wszyst­
k ich  wartościowych rozwiązań, także tych naiwnych, nadających s i ę  -  po 
stosownej t r a n s f o r m a c j i  -  do w ykorzystania  na in tere su ję cy m  nas poziomie. 
Przy tym w n ie k tó ry ch  s e r ia c h  podręczników, pomiędzy książkami dla t r z e ­
c ie g o ,  czwertego a nawet p ią te g o  roku nauczania / J u ż  ponadpoczętkowego/ 
nie ma i s t o t n e j  różn icy  w s t ru k tu rz e  czy Języku} d la  n iektórych  celów wy­
bór je d n e j  z tych k s iąże k  J e s t  więc n i e i s t o t n y ,  gdy z innych względów do­
godnie j j e s t  użyć podręcznika d la  n iż s z e j  k la sy .

B ad a jąc  sposób u ję c i a  określonego  tematu w podręczniku, zastosowanie 
określonego środka g ra ficz n e g o  czy Językowego i t p . ,  należy  rozpatrywać Je  
w k o n te k śc ie  w cze śn ie jsze g o  okresu nauczania,  k tóry  z pewnym przybliżeniem 
odtworzyć można na podstawie podręczników dla niższych k l a s .  Ze względu 
na niedostęp ność źró d eł w w ielu  przypadkach n ie  udało nam s i ę  tego uczy­
n ić ,  co etanowi niewątpliwą wadę metodologiczną pracy .

Z k r ó t k i e j  c h a r a k t e r y s ty k i  przeprowadzonych badań widać, że le ż ą  one 
z natury na pograniczu dydaktyki matematyki, pedagogiki 1 p s y c h o lo g i i .  Le­
ktura t e j  k s ią ż k i  mogłaby też na nie wprowadzonym czyteln iku  uczynić wrażenie 
dociekań o ch a ra k te rz e  w znaczne j c z ę ś c i  pedagogicznym. Oednak metodolo­
g ic z n ie  b i o r ą c ,  wymienione dyscyp liny  n ie  są  tu traktowane równorzędnie, 
w io le  poruszonych z jaw isk  i  użytych p o ję ć  opisano o g ó ln ie  i  zbadano w ra­
mach pedagogiki lub p s y c h o lo g i i .  Poprzedzenie dokonanych przez nas specy­
f icz n y ch  a n a l i z  krótką pedagoglczno-psychologlcznę ch a ra k tery sty k ą  tych 
z jaw isk  1 p o ję ć  było n ie je d n o k ro tn ie  konieczne d la  należytego  przedstawia­
nia problemu. C h a ra k te ry s ty k i  t e  odgrywają Jednak zawsze ro lę  z a ł o ­
ż e ń  b a d a w c z y c h ,  n ie  zaś  r e z u l t a t u  przeprowadzonych badań.
Ze względów konstrukcy jnych  n ie  było możliwe z e b ra n ie  tych założeń  na po­
czątku pracy} eą one wplecione w op isy  badań. Sądzimy jed n ak ,  że c z y t e l ­
nik wyodrębni j e  z ła t w o ś c ią .

A o to  w z a r y s ie  t r e ś ć  keiążk l.W e w s t ę p i e  ( l )  dokonujemy do­
k ła d n ie js z e g o  o k r e ś la n ia  poziomu nauczania ,  którym s i ę  zajmujemy, i  uka-



żujemy Jego sp e c y f ik ę .  Wyjaśniamy t a k i e ,  dlaczego potoczne k r y t e r ia  war­
t o ś c i  podręcznika matematyki nie mogę być użyte dla Jago naukowej a n a l i ­
zy. R o z d z i a ł  2 poświęcony j e e t  próbie opisu typowych aktywności 
matematycznych wyatępujęcych w toku procesu nauczania u ucznia 1 0 - 1 2 - l e t -  
niego. O p ie ra jęc  a lę  na danych p sy ch o lo g ii  rozwojowej, precyzujemy w nim 
p o ję c ie  aktywności poznawczej w o d nies ien iu  do uczenia s i ę  matematyki, a 
także omawiamy charaktery sty cznę dla tego przedmiotu aktywność badawczę 
ucznia na tym poziomie. Jak  poprzez podręcznik d ostarczyć uczniowi wzor­
ców aktywności rozw ija jęcy ch  otwartę postawę wobec problemów, wprowadza- 
Jęcych w proces matematyzacjl i t p .  -  o to  problem, na który staramy a ię  
odpowiedzieć tu 1 w dalszych ro z d z ia ła ch .  R o z d z i a ł  3 odpowiada na 
pytania ,  na czym polega 1 Jak przebiega k szta łtow ania  p o jęć  matematycz­
nych w niższych k la sa c h ,  ja k  można wprowadzić J e  w podręczniku. D e f in i c ję  
ogólnę uczeń 1 tak n ie  będzie umiał s i ę  posługiwać) Jak w ięc ,  operu jęc 
ty lko przykładami, prawidłowo ukształtow ać poJęcle?W r o z d z i a l e  
4 wyjaśniamy i s t o t ę  rozumowania prematematycznego, będęcego namiastkę do­
wodu Jedynie doetępnę dla ucznia na rozważanym poziomie, a następnie uka­
zujemy, ja k  w różnych podręcznikach uzasadnia s i ę  tw ierd zenia .  Rozumowa­
niu prematematycznemu dziecka towarzyszy zawsze konkretna m anipulacja.
Czy więc podręcznik j e s t  właściwym środkiem przekazu wzorców ta k ic h  rozu­
mowań? R o z d z i a ł  5 dotyczy k w e s t i i ,  kiedy 1 ja k  uczyć d z ie c i  rozu­
mienia Języka matematycznego dorosły ch , oraz ja k ę  ro lę  może tu odegreć 
podręcznik. Pewne j e s t  ty lk o  Jedno: język  ten j e e t  dla w iększości d z ie c i  
niezrozumiały 1 wymaga podobnego potraktowania Jak Ję z y k i  obca. W r o z ­
d z i a l e  6 ,  o t r e ś c i  n a jd a le j  w k racza jęce j  na te re n  pedagogiki, rozwa­
żamy doniosłę  dla efektywności w szelk ich  innych środków zastosowanych w 
podręczniku sprawę środków motywacji p sych icznej do Jego studiowania. Czy 
zamiast wprowadzać do podręcznika matematyki z wętpliwym skutkiem k s z t a ł -  
cęcym i  wychowawczym tematykę gospodarczę, nie l e p i e j  wykorzystać w nim 
autentyczne zainteresow ania d z ie c i  d la motywacji uczenia s i ę  matematyki? 
R o z d z i a ł  7 omawia zasadniczę w ś w ie t le  współczesnej wiedzy o nau­
czaniu matematyki kwestię s tru k tu ry  dydaktycznej podręcznika i  Języka, J a ­
kim op eru je .  Omówiono tu między innymi szeroko fu n k cje  zupełnie  nowej fo r ­
my tego Języka -  d ia logu . Komiks etanowi ulublonę przez młodzież formę l i ­
te ra tu ry  s e n s a c y jn e j ,  przygodowej, romaneowej, f a n t a s t y c z n e j ,  a nawet po­
pularnonaukowej. W jakim etopnlu celowa byłoby z a e tę p le n le  partiam i ko­
miksowymi o d strę cz ą jęc eg o  naukowę napuazonościę tek stu  tradycyjnych pod­
ręczników? W z a k o ń c z e n i u  (8 )  zebrano 1 sformułowano wnioski 
z przeprowadzonych badań, jako  zasady k o n s t ru k c j i  podręcznika matematyki 
dla pierw szej k laey ponadpoczętkowej.  Aneksy zaw lere ję  wybrane fragmenty 
analizowanych podręczników.



Dopełnieniem zawartych w k eiężce  teoretycznych rozważeń, próbę syn­
tezy i  k o n k re ty z a c ji  płynęcych z nich wniosków. J e s t  podręcznik dla IV 
k lasy  szkoły  1 0 - l e t n l e j  w P olsce  /Turnau 1978/ jako wynik pracy zespoło­
w ej.  Nie należy Jednak podręcznika tego traktować Jako dosłownej i  ‘ dos­
k o n a łe j*  i l u s t r a c j i  tych wniosków. Jak wspomnieliśmy, w iz ja  dydaktyczna 
nie o k r e ś la  Jednoznacznie j e j  podręcznikowej r e a l i z a c j i .  Mimo żo autorzy 
s t a r a l i  e ię  kierować nakreślonę w t e j  pracy w iz ję  dydaktycznę, świadomi 
eę ’nie zawsze dobrych rozwięzań, zwłaszcza po o k r e s ie  pierwszych prób wy­
k orzystania  tego podręcznika w samodzielnej pracy uczniów. Nie ma podręcz­
nika u n iw ersa ln ie  dobrego. Ale nawet podręcznik ' l o k a l n i e *  zadowalaJęcy 
może powstać ty lk o  w drodze prób 1 stopniowych ulepszeń.



1. WSTĘP

1.1. Nauczanie początkowe i ponadpoczątkowe

We w szystkich  k r a ja c h  Europy, a prawdopodobnie w w ię k sz o śc i  krajów 
św ia ta ,  system szk o ln y ,  o berdzo ekędlnęd zróżnicowanej s t r u k t u r z e ,  d z ie ­
l i  s i ę  na okres  zwany elementarnym lub początkowym, gdzie w szystkich  
przedmiotów uczy jeden  nauczyciel-wychowawca, i  okres  następny ( tu  zróż­
nicowanie s t ru k tu ry  J e s t  n a j s i l n i e j s z e ) ,  gdzie poszczególnych przedmiotów 
uczę, w zasadzie,-  n a u c z y c i e l e - s p e c j a l l ś c l .  Pierwszy rok tego drugiego okre­
su nazwiemy umownie pierwszą k la s ę  ponadpoczętkowę. Okres początkowy waha 
e ię  w poszczególnych k r a ja c h ,  1 wynosi;

3 l a t a  (wiek 7 - 1 0  l a t )  np. w sy stem ie  szk o ły  1 0 - l e t n i e J  w P o ls c e ,  
także w ZSRR,

4 l a t a  (wiek 7 - 1 1  l a t )  np. w C zech o słow ac ji  1 na Węgrzech,
5 l a t  (wiek 6 -1 1  l a t )  (z  podziałem na dwa podokresy) np. we F r a n c j i ,
6 l a t  (wiek 5-11  l a t )  ( ta k ż e  z podziałem na dwa podokresy) np. w 

W ie lk ie j  B r y t a n i i .
Pierwsze k la sa  ponadpoczątkowa J e s t  w ięc czwartym, piątym, szóstym 

lub siódmym rokiem nauki d z ie ck a ,  co s taw ia  pod znakiem zapy tan ia  m ożli­
wość traktow ania j e j  jak o  określonego  poziomu nauczania ,  n iezależnego  od 
systemu sz k o ły .  Z d ru g ie j  Jednak s tro n y  wiek d z i e c i  w t e j  k l a s i e  ró żn i się 
ty lk o  o rok: j e s t  to  bowiem wiek 10 -11  lu b  1 1 - 1 2  l a t .  Przy tym. Jak  sądzi­
my (co n iż e j  z o s ta n ie  u zasadn ion e) ,  c h a r a k te r  nauczania spowodowany typem 
w yk szta łcen ia  n a u c z y c ie la  odgrywa tu ro lę  daleko i s t o t n i e j s z ą  n iż  długość 
okresu nauczania poprzedzającego tę  k l a s ę .  O latego w dalszym ciągu pierw­
szą k la sę  ponadpoczętkowę traktować będziemy jak o  poziom nauczania porów­
nywalny w różnych k r a ja c h .

Oak dotąd, na ogół uważa s i ę ,  że pierwsze k la sa  ponadpoczątkowa przy­
pada mniej w ię ce j  w ustalonym przez P la g e ta  o k r e s ie  przełomu w sposobie 
m yślen ia ,  kiedy to  ‘ zachodzi w myśleniu dzieck a  zasad n icza  zmiana, k tóra 
j e s t  uwieńczeniem o p e r a c j i  konstruowanych w o k r e s ie  drugiego d zleo ińetw a: 
p r z e j ś c i e  od m yślenia konkretnego do myślenia 'form alnego^ c z y l i  h ip o te -  
tyczno-dedukcyjnego' / 1 9 6 6 ,  s . 6 7 / * .  Zarówno program nauczania Jak  1 orga­
n iz a c ja  tego nauczania w p ierw sze j  k l a s i e  ponadpoczętkowęj etawla dziecko 
przed k o n iscz n o śc lę  p rze k ro czen ia  tego punktu krytycznego w t e j  w łaśn ie



k l a s i e .  D ziecko , któremu z tych  czy innych względów e i ę  to  n ie  uda, pad­
n ie  nieuchronnie o f i a r ę  tzw. niepowodzenia azkolnego . Przyczyna może l e ­
żeć w bardzo wielu czynnikach , wśród których n a tu ra lna  nierównomierność rozwo­
ju  poezczególnych d z ie c i  oraz  z b y tn i  przaekok w metodach nauczania i  wy­
maganiach etawianych dzieciom maję chyba najwiękezy u d z ia ł .  0 i l e  n ie  zo- 
e tanę podważone wyniki badać, prowadzonych o e t a t n i o  w W ie lk ie j  B ry ta ­
n i i ,  według k tórych  opleany przez P le g e ta  przełom w myśleniu wyetępuje 
daleko póZniej n iz  aędzono dotęd, e y tu a c ję  u czn ia  p ierw azej k laey  ponad- 
poczętkowej t rzeb a  będzie uznać za dramatycznę.

Według m ędrej,  głęboko demokratycznej i  humanietyczneJ k o n c e p c j i  ery 
powojennej,  c a ł e  nauczanie matematyki -  od przedezkola po uniw eraytet -  
powinno być ayatematycznym rozwijaniem matematycznych p o ję ć ,  rozumować i  
metod w epoaób doetoaowany do aktualnego etapu rozwoju je d n o e t k l .  Prawo 
do nauki oznacza prawo do t  a k 1 a j  nauki.  W ezelkie przeakoki w u ję ­
c i a c h ,  środkach 1 metodach nauczania aę z tę  koncepcję  ep rzeczne. Sprzecz­
ny z n ię  byłby więc takZe przeekok na progu pomiędzy nauczaniem poczętko- 
wym i  plerwazę k laeę  myZezego cy k lu .

W iele uczyniono wyeiłku w kierunku 'zrozumienia przez n a u c z y c ie l i  
k lae  poczętkowych o r i e n t a c j i  1 celów nauczania matematyki, a takZe e to so ­
wa nych tu nowych środków. Pomimo te g o ,  że prezentowanych w t e j  k s lę ż ce  
badać n ie  możne uznać za zakoćczone, 1 d a leze  doskonalenie  n a u c z y c ie l i  
tego poziomu j e s t  niezbędne, mimo że konieczne j e e t  wypracowanie w ła ś c i ­
wego eyetemu matematycznego k e z t a ł c e n la  n a u c z y c ie l i  tych k la s  w ramach 
studiów i n i c j a l n y c h ,  t r z e b a  uwzględnić, że w epoeoble pojmowania matematy­
k i ,  a więc i  J e j  nauczania,  przez nauczycie la-pedagoga 1 neuczyclela-m a- 
tematyka będzie występować zawsze głęboka r ó ż n ic a .  Nauczyclel-pedagog bę­
dzie  rozumiał l i c z n e  p o ję c ia  matematyczne n ieco  naiwnie, w silnym zwięz- 
ka z konkretem, nie d o s t r z e g a ję c  rozmaitych tru d n o śc i  1 pułapek, j e k l e  
p rzynosi posługiwanie s i ę  nim i. Być może, ten  b l iż s z y  dziecięcemu charak­
t e r  rozumienia matematyki o d b i ja  e i ę  k o r z y s tn ie  na j e j  nauczaniu w k ia  -  
sach poczętkowych, a płynęce etęd  k o r z y ś c i  przeważaję nad skutkami ewentu­
alnych popełnianych przez n a u c z y c ie la  błędów. Sprawa ta  należy do obszer­
nej i  trudnej problem atyki k s z t a ł c e n i a  matematycznego n a u c z y c ie l i  k las  
najmłodszych.

Z uwagi t e j  wyclęgnęć można od razu ważny dla  nas wniosek. J e ś l i  róż­
n ica  w sposobie p o d e jś c ia  do matematyki n a u c z y c ie la  w k lasach  poczętko­
wych i  w p ierw sze j k l a s i e  ponadpoczętkowej J e e t  n a tu ra ln ę  k o n le c z n o śc ię .  
J e ś l i  przeekok w dydaktycznym ujęciu matematyki j e s t  nlepożędany, j e ś l i  
w reszc ie  n a u c z y c ie l  k la e  poczętkowych n ie  może, ze względu na sp e cy f ik ę  
swego w y k sz ta łce n ia ,  zm ienić ch arakteru  ujmowania matematyki pod koniec 
nauczania poczętkowego, to  niezbędne s t a j e  e i ę  z b l i ż e n i e  nauczania w pierw-



szyn o k r e s ie  za tym progiem do nauczania początkowego 1 stopniowe póZ -  
n ie je z e  jeg o  p r z e k s z ta łc a n ia  w kierunku d a l e j  idących uogólnień 1 abetrak­
c j i .  Stawia to  przed nauczycielem matematyki trudne zadanie dydaktyczno- 
pedegoglczne, w wypełnianiu którego podręcznik uczniowski może być w du- 
Zej mierze pomocny. Konieczne e t a j e  e i ę  więc wypracowanie podręcznika nie 
ty lk o  poprawnego pod względem matematycznym i  dydaktycznym w tradycyjnym 
rozumieniu t e j  poprawności, a l e  uwzględniającego c a ł ę  tę  s p e c y f ik ę  1 z ło ­
żoność problematyki k e z ta ł c e n la  matematycznego na tym poziomie.

1 1.2. Podręcznik „trudny” — określeniem relatywnym

Badania zm ie rz a ję c e  do naukowo uzasadnionej k o n s t r u k c j i  podręcznika 
Matematyki d la  określonego  poziomu n ie  mogę być prowadzona w kierunku u - 
ś d ś l e n i a  1 o b ie k t y w iz a c j i  potocznych o k r e ś le ń  ‘ trudny* -  " ła tw y * ,  "d o b ry !
-  -Z ły *  l t p .  Sę -to bowiem p o ję c i a  zaleZne od w ielu  parametrów, k tórych  
u e ta le n le  nawet w k onk retne j e y t u a c j l  i  w określonym momencie n ie  wydaje 
e ię  możliwe. Pokażemy to  na jp ierw  w o d n ie s ie n iu  do o k r e ś le n ia  ’ trudny*.

Podręcznikiem uczniowskim posłu g u je  e i ę  n ie  ty lk o  uczeń, a l e  w do­
tychczasowej praktyce moZe nawet c z ę ś c i e j  -  n a u c z y c ie l ,  z n a jd u ję c  w nim 
wzorcowe sformułowania, przykłady, dowody, zadania ,  środ ki motywacji i t p .  
a także częściowo i n s p i r a c ję  d la  o r g a n i z a c j i  nauczania:  k o le jn o ś ć  p o ję ć ,  
p rop orc je  różnych typów ćwiczeń i t p .  Z tego względu na trudność podręcz­
nika p a trz e ć  trz e b a  n ie  ty lk o  z punktu widzenia uZytkownika-ucznia, a le  
z punktu widzenia u Zytkow nlka-nauczyclela .

Z punktu widzenia u cznia podręcznik j e s t  trudny, J e Z e l l  jeg o  le k tu r a  
(czy r a c z e j  s tudiow anie)  wymaga dużego sk u p ie n ia ,w ie lo k ro tn e g o  powraca­
nia do tych samych ustępów, wykonywania wielu ćwiczeń zmuszajęcych do 
dłuZezego namysłu lub n ie łatw ych rachunków i t p . ;  krótko -  intensywnej pra­
cy umysłowej. Podręcznik j e s t  ła tw y, j e Z e l l  "wszystko J e s t  od razu jasn o  
wytłumaczone", a więc po k r ó t k i e j  le k tu r z e  i' zapam iętaniu t r e ś c i  lub s f o r ­
mułowań można tę  wiedzę etosować lub na Zędanle reprodukować.

Tak rozumiana trudność podręcznika j e e t ,  o c z y w iśc ie ,  relatywna ze 
względu na indywidualne u zdoln ien ia  i  wiedzę u c z n ia :  podręcznik trudny 
dla jednego ucznia może e ię  okazać mniej trudny lub łatwy dla  Innego. 3ed— 
nak w pewnym stopniu  trudność podręcznika może być przez au tora  zamierzo­
na 1 zdeterminowana Jego budowę: tak będzie z natury rzeczy  w przypadku 
u ję ć  problemowych. U ję c ie  problemowe, w którym problemy rozwięzywane przez 
ucznia 1 prowadzęce go do tw orzenia p o ję ć  czy odkrywania twierdzeń domi­
nuję nad warstwę ln fo rm acy jn ę ,  aa za zadania u ła tw ić  k s z t a ł c e n i e  u uczniów 
eam odzielnoścl 1 twórczego etoeunku do wiedzy. R e a l i z a c ja  tego ce lu  by ła ­
by utrudniona przez nauczanie p o d a jęce ,  op arta  na podręczniku łatwym.



w którym w s z e lk i*  ewentualne tru d n o śc i  z o s ta ły  u su n ię ta  lub znacznis  u- 
ła tw io n e ,  gdzis  s ta r a n n ie  p o m in ię to 's y tu a c je  aogęce zro d z ić  wętpllwość 
lub b łęd .

Odkryliśmy więc ja s z c z e  jed en  czynnik ra la ty w iz u ję c y  trudność pod­
rę c z n ik a .  Podręcznik trudny d la  s z y b k ie j  p e r c e p c j i  wiedzy może być ł a ­
tw ie js z y  d la  r e a l i z a c j i  nowoczesnych celów k s z t a ł c e n i a  i  na odwrót.

Z d ru g ie j  jednak s tro n y  tru d n o śc i  w p e r c e p c j i  te k s tu  będę d z ia ł a ły  
z n f e c h ę c a ję c o ,  czy nawet o d e tr ę c z a ję c o  na u cznia n ie  umotywowanego we 
właściwym kierunku, n ie  um iejęcego p r z y ję ć  pozytywnej postawy wobec trud­
n o ś c i ,  a tym b a r d z ie j  na u czn ia  nie majęcego doświadczenia an i wprawy w 
le k tu r z e  te k s tu  matematycznego, czy w reszc ie  te g o ,  k tórego sprawności ii- 
my ełowe lub wiedza s p r a w la ję ,  że próg tru d n o śc i  podręcznika j e s t  zbyt wy­
s o k i  do pokonania. Czy sp rz e cz n o ść ,  ja k ę  stanowi pozytywny i  negatywny 
walor problemowego ch a r a k te ru ,  a więc i  tru d n o śc i  p e rc e p c y jn e j  podręczni­
ka, mole być u su n ię ta  lub złagodzona w takim s to p n iu ,  aby podręcznik 
problemowy mógł słuZyć za podstawę sam odzielne j pracy każdego ucznia od­
powiedniej k lasy  lub podstawę nauczania? S e a t  to  jedno z pytań, na które 
będziemy c h c i e l i  z n a le źć  pozytywnę odpowiedź.

Przejdźmy do a n a l iz y  tru d n o śc i  podręcznika z punktu widzenia użyt- 
kow nlka-nau czycie la ,  p o s ia d a ję ceg o  pełne przygotowanie w z a k r e s ie  swoje­
go przedmiotu. Ola niego tru d n o śc i  p ercep cy jne podręcznika eę n ie i s t o t n e ,  

(ćo wcale n ie  znaczy, że będzie  on mógł natychm iast odpowiedzieć na każde 
postawione w podręczniku p y ta n ie ,  rozwięzać bez wahania każdy problem; 
podręcznik prawdziwie problemowy p ozostan ie  takim nawet d la  zawodowego 
matematyka). Ola n au czy c ie la  podręcznikiem trudnym j e e t  te n ,  który stwa­
rza tru d n o śc i  przy organizowaniu nauczania na Jego podstaw ie. Tego rodza­
ju  trudność stwarza wielu nauczycielom podręcznik z a w le ra ję cy  np.mat er ia ł  
zbyt obszerny, by d a ł  s i ę  zm ie śc ić  w przew idzianej l i c z b i e  godzin. Jednak 
i  w tym znaczeniu trudność podręcznika J e s t  na ogół relatyw na.

Trudności zwlęzane z o r g a n iz a c ję  nauczania w oparciu  o dany podręcz­
nik z a le ż ę  od zam ierzonej metody i  formy tego nauczania, w sz c z e g ó ln o śc i  
od te g o ,  czy te  o s t a t n i e  sę  zgodne, czy n ie ,  z domlnujęcym charakterem 
podręczn ika . J e ż e l i  n a u c z y c ie l  zamierza organizować nauczanie w sposób 
problemowy, to  podręcznik problemowy może w dużej mierze u ła tw ić  r e a l i z a ­
c j ę  tego zad an ia .  Problemowy układ podręcznika w sposób b a r d z ie j  lub 
mniej jawny od zw ierc ie d la  d ia lo g  au to ra  z uczniam i, c z ę s to  będęcy rekon­
s t r u k c ję  autentycznych e y t u a c j l  w k l a e i e ,  z uwzględnieniem tr u d n o śc i .  J a ­
k ie  tam w y e tę p lły ,  oraz  z wykorzystaniem błędów popełnionych przez ucz­
niów. Rzecz J a s n e ,  próba wyreżyaerowania l e k c j i  w kierunku możliwie do -  
słownego odtworzenia zaryaowanego w podręczniku d ia logu  mogłaby dać re­
z u l t a t  będęcy zaprzeczeniem nauczania problaaowego. Jednak problemowy



te k s t  podręcznika da je  co najmniej propozycje s y t u a c j i  problemowych, któ­
re mogę być przez nauczycie la  odtworzone w k la s i e  1 d a le j  Już rozwijane 
w naturalnym Jego dialogu z uczniami lub w samodzielnej pracy uczniów. 
Doświadczenie autora wskazuje, że samodzielne z n a le z ie n ie  stosownych sy­
t u a c j i  problemowych przekracza możliwości bardzo wielu n a u c z y c ie l i ,  epra- 
w ia jęc  tym samym, że problemowe organizowanie nauczania matematyki w o- 
perciu  o podręcznik trady cy jn y ,  inform ujący, a więc " ła tw y * ,  okazuje a lę  
dla nich bardzo trudne.

I na odwrót. J e ż e l i  nauczycie l naucza z przewagę metod podających, 
to o p ieran ie  a lę  na podręczniku problemowym, zmuszającym do re k o n s tr u k c j i  
zawartych w nim t r e ś c i  matematycznych i  budowania z nich Innego układu 
dydaktycznego, a także doboru i  odpowiedniego u łożen ia  zadań 1 ćwiczeń, 
będzie stanowiło dodatkową trudność. Podręcznik problemowy będzie wówczas 
dla nauczycie la  trudny, łatwym zaś okaże a lę  trad y cy jn y .

U . Podręcznik „dobry” — określeniem relatywnym

Usiłowania ekonstruowanla taoretycznago choćby modelu podręcznika 
"doskonałego" dla. danego poziomu byłoby f i k c j ę ,  s tw arza jącą  Jedynie pozór 
z b l iż e n ia  a lę  do n ie i s t n ie ją c e g o  Id e a łu .  Oto bowiem ty lko  c z te ry  spośród 
wielu czynników, od których za leży  przydatność podręcznika Jako środka 
nauczania.

i )  0 t r e ś c i  1 s tru k tu rze  podręcznika decydować musi przede wszystkim 
s tru k tu ra  szkolnictwa 1 c a le  k s z ta łc e n ia .  Współcześnie w różnych k ra jach  
są one bardzo różne, a w każdym k r a ju ,  także w P o ls c e ,u le g a ją  zmianom ewo­
lucyjnym, niekiedy nawet rewolucyjnym. Na przykład w sz k o ln ic tw ie  a n g ie l ­
skim -  mimo dużych zmian w o s t a t n ia  dwudziestoleciu -  d z ie c i  w 11 roku ży­
c ia  przechodzą nadal przez egzamin se le k c y jn y ,  po którym eą kwalifikowane 
bądź do "modern school"  -  ś re d n ie j  szkoły  dla mas, bądź do je d n e j  ze szkół 
o wyższym poziomie nauczania, do których przyjmowane są ty lk o  d z ie c i  uzna­
ne za zdolne. Cele k s z ta łc e n ia  w "modern school"  n ia przewidują przygoto­
wania ucznia do studiów wyższych, co daje  ogromną swobodę w doborze t r e ś ­
c i  nauczania 1 ich  u ję c i a  w podręczniku. Można więc c a ły  nacisk położyć 
tu na aktyw izację  każdego ucznia według Jego ch ę c i  1 możliwości, bez po­
trzeby uwzględnienia wymogów wyższego szczeb la  k s z ta łc e n ia .  Z d ru gie j  stro­
ny programy i  podręczniki die uczniów uzdolnionych mogą być nastawione na 
w miarę szybki rozwój myślenia ś c i s ł e g o ,  abstrak cy jn eg o ,  mogą od początku 
wprowadzać konwencjonalny język metematyki l t d . ,  nie l i c z ą c  s i ę  z trudnoś­
ciam i, które napotkałby przy takim u ję c iu  uczeń e ła b sz y .  Rzecz Ja sn a ,  "do­
bry" podręcznik dla szkół a n g ie ls k ic h  nie będzie dobry dla szkoły p o lskie j , .

Rodzaj i  h ie ra rc h ia  bezpośrednich celów nauczania matematyki mają 
również poważny wpływ na s tru k tu rę  1 t r e ś ć  podręcznika. Dla przykładu roz­



patrzmy zagadnienia k a z ta łc e n ia  sprawności w rachunku numerycznym. Kiedyś 
był to główny c e l  nauczania matematyki, w każdym ra z ie  w ciągu pierwszych 
sz e ś c iu  l a t  nauczania. W ostatnim  d z ie s i ę c i o l e c i u  po jaw iła  s i ę  s i l n a  ten­
dencja do znacznej re d u k c ji  ćwiczeń w rachunku pisemnym, tłumaczęca s i ę  
m .in . wejściem na rynek tan ich  e lek tron iczn y ch  kalkulatorów kieszonkowych. 
Obecnie tendencja  ta  o s ł a b ł a ,  a nawet można zauważyć pewien nawrót do ra­
chunku, głównie pamięciowego. J e s t  Ja sn e ,  że stanowisko wobec t e j  sprawy 
w bardzo i s to tn y  sposób musi wpływać na zaw artość, a może także stru k tu rę  
podręcznika. Cytowane w t e j  pracy podręczniki a n g ie l s k ie  / P a  l i n g  1972/ 
nie wprowadzają wcale pisemnych algorytmów rachunkowych, których m iejsce 
z a ję ł y  ta b e le  1 nomogremy. Uczeń rozwiązuje tu ćwiczenia rachunkowe z po­
mocą tych środków, bądź pamięciowo. W je s z c z e  s i ln ie js z y m  stopniu na bu­
dowę podręcznika wpływać musi stosunek autora do dedukcyjnego organizowa­
nia m a te r ia łu ,  źródła toczących s i ę  wciąż o s try ch  polemik. Podobne przy­
kłady można z ła tw o śc ią  mnożyć.

2)  W wielu k r a ja c h ,  w tym również w P o ls c e ,  au tor  podręcznika j e s t  
krępowany narzuconym z góry szczegółowym programem nauczania. Program zaś 
decyduje nie ty lko  o t r e ś c i  podręcznikat wpływa on, a przynajmniej powi­
nien wpływać na Jego a tr u k tu rę .  Inaczej bowiem będzie u ję ty  w podręczniku 
program obszerny, wymagający od ucznia szybkiego zapamiętania wielu rze -  
czy, in a c z e j  zaś  program skromny, da jący  nauczycielowi dużo czasu na opra­
cowanie poszczególnych tematów i  dużą swobodę manewru. Różnice w s tru k tu ­
rze podręcznika będą zapewne Jakościow e, a nie określone ty lko p roporc ja­
mi liczbowymi.

S tru k tu ra  podręcznika wiąże s i ę  te ż  ze s t ru k tu rą  programu, w szcze­
g ó ln o śc i  sposobem uwzględnienia w programie Indywidualnych różnic  uzdol -  
nleń i  zainteresowań uczniów. Niekiedy aystem nauczania przewiduje tak zna­
n e  z a j ę c i a  fakultatyw ne, odbywające s i ę  poza godzinami przeznaczonymi dla 
wszystkich uczniów, i  program o k re ś la  t r e ś ć  tych z a ję ć ,  będącą poszerze­
niem lub przedłużeniem m ateria łu  wspólnego. Wówczas au tor  podręcznika s t a ­
j e  przed trudnym zadaniem tak iego  zorganizowania m ater ia łu ,  by praca na 
le k c ja c h  wspólnych mogła odbywać s i ę  w rytmie dla wszystkich uczniów do­
stępnym, a przede wszystkim, by maksymalnie uaktywniała 1 rozw ija ła  tych 
uczniów, którzy  w matematycznych z a ję c ia c h  fakultatywnych nie będą u czest­
n iczy ć .  Jednocześn ie  m a te r ia ł  wspólny powinien podsuwać lub niekiedy fo r ­
mułować problemy o tw arte ,  dalsze k ierunki rozw ijan ia  t e o r i i  l t p . ,  które b̂  
łyby przedmiotem z a ję ć  fakultatywnych. Konstrukcja  dobrego, a więc aktywi­
zu jąceg o ,  a przynajmniej dającego m a te r ia ł  do a k ty w iz a c j i  uczniów podręcz­
nika w tym układzie wydaje s i ę  szczeg ó ln ie  trudna.

3)  T r e ś ć ,  s t ru k tu ra  1 Język podręcznika w ogromnym stopniu powinny 
z a le ż e ć  od k s z te ł tu  podręczników dla w cześnie jszych  1 późnie jszych  pozlo-



nów nauczania.  Nieuwzględnianie tego (przykłady łatwo wekazać) powoduje, 
że k sz ta łto w anie  p o ję ć  odbywa s i ę  a n i  n ie  l in io w o ,  a n i  n ie  s p i r a l n i e ,  a le  
ca łk o w ic ie  ch a o ty c z n ie .  Łatwo doprowadzić tu do s y t u a c j i ,  w k t ó r e j  uczeć 
poznaje po raz drugi to  eamo p o j ę c i e ,  będęc przekonany, że uczy s i ę  rze­
czy ca łk o w ic ie  nowej, o k t ó r e j  nigdy n ie  e ł y a z a ł .  Łatwo te ż  o s y tu a c ję  od- 
wrotnę -  pomieszanie w umyśle u czn ia  p o ję ć  zu p ełn ie  różnych.

Mówięc o wzajemnej k o r e l a c j i  podręczników dla  różnych k la s  nla możra 
Jednak o g ran iczać  s i ę  do uwzględnienia ic h  t r e ś c i  m e ry tory czn e j .  Podręcz­
nik może bowiem te ż  być podstswę d la  poznania sp e cy ficz n e g o  Języka mate­
matyki, w tym Języka symbolicznego 1 różnych fo r a  p rzed staw ien ia  g r a f i c z ­
nego s t r u k t u r .  Podręcznik może uczyć schematów rozumowania, sp e c ja ln y ch  
algorytmów l t p .  Podręcznik w r e s z c ie ,  z natury rz e cz y ,  n ie z a le ż n ie  od ewen­
tualnych wskazać programu, k ła d z ie  n acisk  na Jedna sprawy, l ż e j  t r a k t u je  
inne .  Właściwe r e a l i z a c j a  tych f u n k c j i  podręcznika wymaga Jego g łę b o k ie j  
s t r u k t u r a ln e j  k o r e l a c j i  z podręcznikami zarówno d la  wyższej Jak  i  d la  n iż ­
s z e j  k la s y .

Najlepszym bodaj rozwlęzaniem, zabezplecza jęcym  niemal ca łk o w ic ie  
przed i z o l a c j ę  podręcznika w Jakimkolwiek Jego a s p e k c ie .  J e s t  tworzenie 
przez zesp oły  autorów ca ły c h  s e r i i  podręczników dla  określonego  s z c z e b la  
nauczania. ( I  tu Jednak w artość  s e r i i  z a le ż y  od k s z t a ł t u  podręczników s t o ­
sowanych na niższym i  wyższym s z c z e b lu ) .  Rozwlęzanie to  J e s t  Już  zasadę 
stosowanę przez wydawnictwa wielu kra jów . Nie w n ik a jęc  w przyczyny, d la  
których n ie  p r z y ję ło  s i ę  ono dotychczas w P o l s c e ,  zauważmy t y lk o ,  że z t e ­
go punktu widzenia można by mówić Jed yn ie  o w a r to ś c i  dydaktycznej s e r i i ,  
a nie -  wchodzęcych w j e j  sk ład  poszczególnych podręczników.

4 )  Na koniec -  sprawa cech indywidualnych, ’ p ię tn a  au to rsk ie g o *  w pod­
ręczn ik u . Poględ na t o .  Jak d a le ce  odrębność podręczn ika , w ynika jęca  z o- 
s o b is ty c h  p r e d y l e k c j i ,  s t y lu  Jęz y k a ,  zapatrywać l t p .  au tora  będż k ierow ni­
ka zespołu a u to rs k ie g o .  J e s t  pożędana z punktu widzenie efek ty w ności k s z t a ł ­
c e n ia ,  n ie  J e s t  J e d n o l i t y .  N lew ętp liw le , J a k i e ś  m ie js c e  d la  swobodnej pre­
z e n t a c j i  własnych k o n c e p c j i  J e s t  k on ieczn e ,  choćby dla  zapewnienia prawid­
łowego rozwoju dydaktyki matematyki. Czy Jednak p od ręczn ik i  s e r y jn e ,  two­
rzone Jako ro z w in ięc ie  programu 1 podporzędkowane określonemu systemowi 
nauczania, powinny być', Jak s i ę  n iek ied y  obserw u je ,  pozbawione w szy stk ie ­
go, po czym rozpoznać można a u to ra ?  O czy w iście ,  o tego rodzaju p o s tu la c ie  
n ie  ma mowy tam, gdzie o p ro d u k c ji  podręczników decyduję przede wszystkim 
względy komercyjnej podręcznik o ry g ina ln y  ma wlększę szansę na pod bic ie  
rynku, n iż  podręcznik ‘ s z a r y * ,  choćby dydaktycznie bardzo dobry. Tam Jed­
nak, gdzie c e n tr a ln e  planowanie 1 paćetwowa produkcja umożliwia wydanie 
w yłęcznle n a jle p szy ch  p o z y c j i ,  z a j ę c i e  w t e j  sprawia stanowiska J e s t  n ie ­
zbędne.



2. AKTYWNOŚĆ MATEMATYCZNA UCZNIA

2.1. Aktywność ucznia w teorii i praktyce nauczania

Nauczanie matematyki ( l  n ie  ty lk o  matematyki) rozumie s i ę  współcześ­
n ie  niemal powszechnie Jako organizowanie uczenia  s i ę ,  t j .o rg a n iz o w a n ie  
t a k i e j  aktywności i n t e l e k t u a l n e j  1 f iz y c z n e j  u cz n ia ,  w toku k t ó r e j  n as tę ­
puje k ezta łtow an le  p o ję ć ,  d o s tr z e g a n ie ,  rozumienie 1 przysw ajanie  ich  włeB- 
n o ś c i ,  w reszc ie  opanowywanie określonych  u m ie ję tn o ś c i .  Dobre nauczenie 
oznacza m .ln .  właściwe dostosowanie organizowanych aktywności uczniów do 
założonych z góry celów nauczania .t

W cięgu  o s t a t n ic h  k ilk u n as tu  l a t  zrobiono w ie lk i  w ysiłek  dla sprecy­
zowania celów 1 bezpośrednich wyników nauczania matematyki. Jednakże nadal 
występuję odnośnie nich znaczne ro z b ie ż n o ś c i  poględów, spowodowane z r e s z tę  
różnorodnymi czynnikami. R ozb ieżn ośc i  t e  eę dodatkowo bardzo znacznie spo­
tęgowane przez przepaść d z ie lę c ę  c e l e  postulowane 1 c e l e  realizowane w pod­
ręczn ik ach  i  w p raktyce  nauczania .  S y tu a c ję  tę  c h a r a k te ry z u je  D.A. Quadling 
w Sprawozdaniu d la  111 Międzynarodowego Kongresu Nauczania Matematyki w 
Karlsruhe w roku 1976 na temat k s z t a ł c e n i a  matematycznego na poziomie l i ­
ceum 1 k la s  pomaturalnych:

I ta k ,  podczas gdy o k r e ś le n ie  celów J e s t  ważne d la  reformatorów, osób 
zajm ujących s i ę  k sz ta łcen iem  n a u c z y c ie l i ,  twórców programów nauczania 1 
autorów podręczników, stw ierdza s i ę ,  że wielu uczniów i  ic h  n a u c z y c ie l i  
ukierunkowuje swę pracę na c e le  znaczn ie  b a r d z ie j  og ran iczo n e :  mianowicie 
na przysw ojenie  wiadomości i  spr.iwności wymienionych w programie i  podręcz­
niku oraz nabycie u m ie ję tn o ś c i  stosow ania ic h  w pewnych sp ecy ficzn y ch  sy­
tu a c ja c h .  Te aspekty  k s z t a ł c e n i a  matematycznego, k tórych n ie  dało s i ę  włą­
czyć do podręcznika i  zb ioru  ćwiczeń i  k tórych n ie  bada s i ę  w c z a s ie  egza­
minów, nie mają szans na z a j ę c i e  I s to tn e g o  m ie jsc a  w nauczaniu matematyki 
na tym poziomie.

Opis ten  wydaje s i ę  odpowiadać w większym nawet stopniu praktyce nau­
czan ia  matematyki na n iższych  s z c z e b la c h .  L ek c ja  matematyki J e s t  tu ukie­
runkowana wyłącznie na Jak n a jsz y b sz e ,  n a jt rw a ls z e  1 n a jb a r d z ie j  niezawod­
ne opanowanie przez uczniów łatwo da jący ch  s i ę  o k r e ś l i ć  sprawności 1 wia­
domości wraz z ich  stosowaniem w stereotypowych s y tu a c ja c h ,  a u m ie ję tn o śc i  
n au czy c ie la  i  ja k o ś ć  Jego pracy mierzy s i ę  stopniem o s ią g n ię c i a  tego c e lu ,  
wyrażającym s i ę  zarówno poprawnością odpowiedzi uczniów, ja k  i  l i c z b ą  ucz­
niów, k tórzy  o s i ą g n ę l i  wymagany s to p ie ń  opanowania m a te r ia łu .  Przy tym 
s tw ie rd z ić  t r z e b a ,  że wzorcem dla  tak zorientowanego nauczania J e s t  na ogół 
podręcznik , nastawiony ca łk o w ic ie  na ’ przystępne* wprowadzenie określonych 
programem p o ję ć ,  ic h  w ła s n o ś c i ,  o p e r a c j i ,  reg u ł postępowania l t p .  oraz do­
s t a r c z e n i e  m a te r ia łu  ćwiczeniowego u ła tw ia ją c e g o  ic h  opanowanie.



Ten etan  rzeczy  p o z o s ta je  w o cz y w is te j  S p rz ecz n o śc i  z zyekujęcyml co­
raz s z e r s z ę  a k c e p ta c ję  p o s tu la ta m i,  J a k i e  wysuwa e i ę  w stosunku do pow­
szechnego k s z t a ł c e n i a  matematycznego młodzieży do l a t  1 6 ,  a więc k s z t a ł ­
cen ia  majęcego s łu ży ć  n ie  ty lk o  przygotowaniu do s z k ó ł  wyższych s z c z e b l i .
Tu k e z ta łc e n le  węaklch sprawności 1 u m ie ję tn o ś c i  powinno być Jedynie  środ­
kiem dla  o s ię g n l ę c ia  celów znacznie  o g ó ln ie js z y c h  i  w ażn ie jszy ch ,  k tóre  
ogó ln ie  scharakteryzować można Jako ro z w ija n ie  aktywności umysłowych 1 
i n t e l e k t u a l l z a c j a  postaw. Mówi o tym Z. Krygowska:

Sformułowania w rodzaju  ' r o z w i ja n i e  o tw a r te j  postawy wobec p rob le­
mów*, 'wprowadzanie w proces m atem aty zac ji ’ i t d .  stanow ię ty lk o  punkty o-  
r i e n ta c y jn e  d la  procesu nauczania i  punkty z b ie ż n o ś c i  różnych dróg tego 
procesu , nigdy nie oeięgane d e f in i ty w n ie .  Sę to  c e l e  sp e c y f ic z n e  k s z t a ł ­
ce n ia  matematycznego, do których  dężymy w każdym o k r e s ie  nauczania,  j e ż e ­
l i  mu chcemy nadać c h a r a k te r  r o z w i ja ję c y .  Cała ta je m n ic a  nauczania matema­
ty k i  tkwi więc w u m ie ję tn o ś c i  c i ę g ł e j  o r i e n t a c j i  na te  c e le  r e a l i z a c j i  ce­
lów b a rd z ie j  bezpośrednich / K r y g o w s k a  1 9 7 6 / .

Każdy, kto zna s z k o łę ,  w ie ,  że na radykalnę zmianę o r i e n t a c j i  nau­
czan ia  i  Jego oceny n ie  może wpłynęć a n i  formułowanie ogólnych celów 
k s z ta łc e n ia  matematycznego, a n i  instru ow anie n a u c z y c ie l i .  Jak j e  r e a l i z o ­
wać, j e ż e l i  t a k i e j  nowoczesnej o r i e n t a c j i  n ie  będzie  reprezentow ał podręcz­
nik, używany w k l a s i e  przez uczniów 1 n a u c z y c ie la .  O e ż e l i  więc za główny 
c e l  neuczania stawiamy s o b ie  k s z t a ł c e n i e  u uęzniów p o ję ć  i  rozumowań typu 
matematycznego, to  podręcznik musi przede wszystkim wprowadzać w p o ję c ia  
i  rozumowania typu matematycznego, n ie  zaś  ty lk o  wprowadzać 1 w yjaśniać 
nowę te rm in ologię  oraz  instruować o sposobach o s ię g a n ia  określonych wyni­
ków w określonych s y t u a c ja c h .  Podręcznik musi d o s ta rc z a ć  wzorców dla  t a ­
k ich  aktywności uczniów, przez k tó re  będzie  e i ę  ' r o z w i ja ć  otw arta  postawa 
wobec problemów*, k tó re  będę 'wprowadzać w proces  m atsm aty zac ji*  l t p .  T y l­
ko wówczas i s t n i e j e  s z a n sa ,  że z n ik n ie  przepaść między postulowanymi i  
realizowanymi ce lam i nauczania matematyki.

P o s tu la t  aktywności u czn ia  w p r o c e s ie  nauczania (a więc i  uczenia 
s i ę )  j e s t  od dawna z a l ic z a n y  przez pedagogikę do podstawowych zasad naucza­
n ia .  Pedagogika ujmuje Jednak tę  aktywność o g ó ln ie .  Jako poznawczę, w któ­
r e j  'podstawowę r o lę  odgrywaję porównywanie, a n a l iz a  1 s y n te z a ,  abstraho­
wanie 1 u o g ó ln ia n ie ,  rozumowanie indukcyjne i  dedukcyjne* /U r b a ń c z y k  
1960 , 8 . 1 0 5 / .  Odkryciem dydaktyki matematyki J e s t  t o ,  że organizowana przez 
n au czycie la  aktywność u czn ia  może być podyktowana przez o p e r a c j i  tkwięce 
w eamej matematyce. Może więc ona sk ład ać  s i ę  z 'c z y n n o ś c i  konkretnych, 
wyobrażonych, czy pomyślanych, k tó re  mogłyby s i ę  s t a ć  będż pierwszym ogni­
wem p rzy sp ieszo n e j  w p ro c e s ie  nauczania i n t e r i o r y z a c j i ,  prowadzęcej do ab­
s tra k c y jn y c h  o p e r a c j i  w ystępu jęcych w danej s y t u a c j i  matematycznej, będż 
mogłyby s łu ży ć  j e j  upoględowieniu czy etapowej k o n k r e ty z a c j i  myśli ucznia 
-  łatwo g u b lę ce j  e i ę  w rozumowaniu baz t a k i e j  chwilowej s t a b i l i z a c j i  -



czy wprawieniu w ruch tego rozumowania, do czego właśnie  Jakaś  konkretna 
czy wyobrażona czynność w ystarcza ,  i t p . "  / K r y g o w s k a  1977,  s . 9 3 / .
Oo prawidłowego doboru ta k ic h  aktywności  prowadzi więc "dydaktyczna a n a l i ­
za danej  s y t u a c j i  matematycznej  / . . . / 4 mająca na ce lu  u jawnienie tych czyn­
ności  / . . . / "  ( tamże).  Wprowadzone przez Z.Krygowską dydaktyczne p o j ę c i e  
czynnościowego nauczania matematyki j e e t  więc pojęc iem i s t o t n i e  nowym,nie 
mieszczącym s i ę  w ogólnym p o j ę c iu  nauczania opartego na aktywności  uczniów. 
"Czynnościowe nauczanie matematyki J e s t  postępowaniom dydaktycznym uwzględ­
niającym s t a l e  1 konsekwentnie operatywny ch a r a k t er  matematyki równolegle 
z psychologicznym procesem i n t e r i o r y z a c j i  prowadzącym od czynności  konkret­
nych i  wyobrażeniowych do o p e r a c j i  ab s t ra kc y j n yc h "  ( tamże, s . 1 2 7 ) .

Przez aktywność matematyczną ucznia rozumieć tu będziemy aktywność 
skierowaną na ks zta ł t ow ani e  po jęć  i  rozumowań typu matematycznego, stymu­
lowaną przez problemy a b s t r a k c y j n e  lub problemy te o re t y c z n e  dotyczące sy­
t u a c j i  konkretnych.

2.2. Aktywność matematyczna dorosłego i dziecka

Aktywność matematyczna dziecka  1 0 - 1 2 - l e t n i e g o  J e s t  różna zarówno od 
aktywności matematycznej  ucznia k la s  początkowych, j a k  i  od t e j ,  do któ­
re j  zdolny j e s t  uczeń k la sy  VI i  wyższych.  Wynika to z bardzo i s t o t n e j  
zmiany. Jaka zachodzi  w tym o k r e s i e  w myśleniu d z ie ck a :  z myślenia "kon­
kretnego" s t a j e  s i ę  ono myśleniem "formalnym" c z y l i  "hipote tyczno-deduk-  
cyjnym".  Oznacza to ,  że " l o g i c z n e  o p e r a c j e  za czyna ją  być transportowane 
z płaszczyzny konkretnej  m a n ip u l ac j i  na płaszczyznę  samych i d e i ,  wyrażo­
nych w jakimkolwiek Języku / . . . / ,  a l e  pozbawionych o pa rc ia  w p e r c e p c j i  do­
świadczeniu czy nawet przeświadczeniu"  / P  i  a g e t 19 66 ,  s . 6 ^ / .  Odręb­
ność aktywności  matematycznej  dz iecka  w tym o k r e s i e  będzie s i ę  więc z a ­
znaczać dwiema i s to tnymi  cechami:  po pierwsze -  s t a l e  rosnącą dostępnością 
rozumowań ab st ra k c y jn y c h ,  i  po drugie -  brakiem doświadczenia i  nawyków 
niezbędnych do operowania tak imi  rozumowaniami na sposób do ros łego .  Nie­
które aktywnośc i,  s tanowiące u doros łego  Jeden akt my śl i ,  u dz iecka w tym 
okres ie  będą s i ę  s k ła d a ły  z oddzielnych etapów, z k tórych każdy wymaga po­
konania innych t r u d n o ś c i .  Tak na przykład d o s tr z e ż e n i e  wspólnej  s t r uk tu ry  
k i lku s y t u a c j i  (d la  wykorzystania  t e j  o b s e r w a c j i  i  nabytego doświadczenia 
w rozwiązaniu nowego problemu) i  j e j  ogólny opis  (rysunkowy, werbalny czy 
symboliczny) stanowi u doros łego  prak ty czn ie  j eden a k t :  uważamy uogólnie ­
nie za cokonane, gdy z o s t a n i e  opis ane ,  zaś  posługiwanie s i ę  uogólnieniem 
utożsamiamy z posługiwaniem s i ę  Jego zewnętrzną formą. Tymczasem doświad­
czenie  u;zy,  że u dziecka  w omawianym o k r e s i e  d o s tr z e ż e n i e  wspólnej  s t r u k -

---------z----------------Kropki w nawiasach ukośnych wskazuję opuszczenia w cytowanym te k ś c ie .



tury i  możliwość j eg o  wykorzystania  w nowej s y t u a c j i  występuje przed umie­
j ę t n o ś c i ą  op is an ia  t e j  s t ru k tu ry  w jakimkolwiek jęz y ku ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  w 
konwencjonalnym języku matematyki zawierajęcym zmienna,  a także umieję tno­
ś c i ą  sk or zy st an ia  z tak iego  gotowego opisu .  S twierdza  to wyraźnie D.Bruner'  
/B  r u n e r 1964,  s . 4 1 / :

Gdy dziecko j e s t  J e s z c z e  w e t a p i e  o p e r a c j i  konkretnych,  p o t r a f i  ono 
uchwycić i n t u i c y j n i e  i  konkretn ie  w ie le  podstawowych po j ę ć  z zakresu ma­
tematyki ,  nauk przyrodniczych ,  humanistycznych i  społe czny ch,  l e c z  Jedy­
nie w kateg or iac h  o p e r a c j i  konkretnych.  Można wykazać,  że d z i e c i  w p i ę t e j  
k l a s i e  p o t r a f i ę  opanować gry matematyczne,  k tórych  reguły  opar te  sę  na me-- 
tematyce wyższe j :  i s t o t n i e ,  umleję one d o j ś ć ,  w drodze i n d u k c j i ,  do tych 
reguł 1 nauczyć s i ę  stosować j e  w pra kt yc e .  Oednakże byłyby bezradne,  gdy-- 
by ktoś próbował narzuc ić  im formalny,  matematyczny op is  te go ,  co r o b i ł y ,  
choc iaż  w swoim zachowaniu doskonale p o t r a f i ę  kierować s i ę  tymi regułami 
/ . . . / .  P ó ź n i e j ,  gdy d z i e c i  os ięgnę  odpowiedni e tap  rozwoju 1 nabędę wpra­
wy w oper ac j ach  konkretnych,  będzie czas  zapoznać j e  z niezbędnym apara­
tem formalnym / . . . / .  Najważniejszym elementem nauczania po ję ć  podstawowych! 
j e s t  pomaganie dziecku w stopniowym przechodzeniu od myślenia konkretnego 
do używania b a r d z i e j  odpowiednich sposobów my ślenia .  Oednak próżne sę s t a - -  
r a n l a ,  by dopięć tego przez podawanie wyjaśnień  formalnych,  opartych na 
l o g i c e :  j e 6 t  ona obce umysłowi dziec ięcemu,  a j e j  i m p l i k a c je  sę dla niego 
Jałowe.  Nauczanie matematyki odbywa s i ę  przeważnie w ten właśni e  sposób.  
Dziecko,  zamiast  uczyć s i ę  rozumieć I s t o t ę  stosunków matematycznych,  uczy 
s i ę  stosować pewne t e c h n i k i  czy re ce p ty ,  bez zrozumienia i c h  sensu 1 wza­
jemnego zwięzku. Nie sę one przetłumaczone na Jego sposób my ślenia .  Otrzy--  
mawszy niewłaściwe p o c z ę t k i ,  dziecko łatwo uwierzy,  że na jw a ż n ie j s z e  dla 
n iego ,  to "być dokładnym” , choc iaż  dokładność ma w ię ce j  wspólnego z ra -  
chunkami n iż  matematykę.

2.3. Aktywności umysłowe dziecka rozwiązującego zadanie matematyczne

Powierzchowno obserwac ja  l e k c j i  matematyki w szkole  podstawowej pro­
wadzi do wyróżnienia rozwiązywania zadań Jako n a j c z ę ś c i e j  w ys tę pu ją ce j  a k ­
tywności uczniów. Dopiero g ł ębsza  a n a l i z a  tego procesu pokazuje ,  j a k  bar­
dzo j e s t  on nie jednorodny,  z j a k  wielu różnych aktywności  umysłowych s i ę  
sk ład a ,  j a k  bardzo z a l e ż y  zarówno od charakteru zadania j a k  1 od indywidu­
alnego poziomu rozwoju umysłowego u cz n ia .

Rozróżnimy tu nas t ęp ują ce  rodza je  aktywności  umysłowej ucznia 11 -  
1 2 - l e t n i e g o  występujące przy rozwiązywaniu zadań matematycznych:

1 )  schematyzację i  a )  przedstawienie  rysunkowe, b)  op is  werbalny 
skierowany na matematyzację , c )  o pi s  symboliczny -  s y t u a c j i  r e a l n e j  lub 
f i k c y j n e j .

2 )  rozwiązanie izolowanego za dania ,
3 )  d z i a ł a n i e  prowadzące do d o st rz e ż e n i a  i  wykorzystania  a n a l o g i i  

s y t u a c j i  lub zadania z poznaną w cze śni e j  s y t u a c j ę  lub rozwiązanym wcześ­
n i e j  zadaniem,

4 )  d z i a ł a n i e  prowadzące do d o st rz e ż e n i a  i  wykorzystania wspólnej  
s t r uk tu ry  k i lku  s y t u a c j i  lub zadań, bądź wspólnej  metody postępowania.



5) ogólny o p is  d ostrzeżone]  w cześnie]  wspólnej s t ru k tu ry  k ilk u  sy tu ­
a c j i  lub zadań, będź wspólnej metody postępowanie,

6 )  s tosow anie ogólnego opisu metody postępowania do rozwlęzanla zada­
nia p o s la d a ję ceg o  s t r u k tu r ę  pozw ala jęcę na zastosow anie t e ]  metody,

7 )  odczytywanie te k s t u t  a )  opisu s y t u a c j i ,  b )  zad an ia ,  c )  rozwlęza­
n la ,  d) opisu ogólnego rodzaju  s y t u a c j i ,  zadania lub metody postępowania.

Wyróżnione aktywności stanowię etapy  przygotowania ucznia do matema­
tycznego podchodzenia do problemów, zarówno rzeczyw istych  Jak 1 te o r e t y c z ­
nych. Nie sę to  etapy w s e n s i e  chronologicznym, gdyż jakakolw iek  zamierzo­
ne i z o l a c j a  tych  aktywności byłaby p ry n cy p ia ln ie  b łęd na .  Sę one jednak 
częściowo uszeregowane według p rz y ję t e g o ,  na podstawie l i c z n y c h  obserwa­
c j i ,  w z ra s ta ję ce g o  s to p n ia  tru d n o śc i  dla u cznia  1 1 - 1 2 - l e t n l e g o .  Tak np. 
k o n s tru k c ja  czy te ż  o d czy tan ie  ( 1 w ykorzystanie)  ogólnego opisu wspólnej 
s t ru k tu ry  j e s t  -  ja k  to  Już wspomnieliśmy -  t r u d n ie js z e  od J e j  d o strze że­
n ia ,  a nawet w ykorzystanie t e j  o b s e r w a c j i .  Świadom tych  tr u d n o ś c i ,  a je d ­
nocześnie  k o n iec z n o śc i  stopniowego ic h  pokonywania d la  w yk szta łcen ia  u 
uczniów o tw a r te j  postawy wobec problemów i  wyposażenia ic h  w niezbędne 
u m ie ję tn o ś c i  heu ry sty czn e ,  n a u c z y c ie l  może do pewnego s to p n ia  manipulować 
tymi aktywnośclami przez odpowiedni dobór zadań 1 sposobu ic h  sformułowa­
n ie .  Pokażemy to  na przykładach .

2.4. Różne poziomy aktywności na jednej lekcji matematyki (przykład)

Przykładem organizowania przez n a u c z y c ie la  aktywności różnych pozio­
mów przez formułowanie s e r i i  zadań dotyczęcych t e j  samej s y t u a c j i  j e s t  na- 
s t ę p u ję c a  propozycja  dydaktyczna, wypróbowana z r e s z t ę  w k l a s i e  / T u  r n a u 
1 9 7 4 / .

D z ie c i  maję do d y sp o z y c ji  wzór Jak  na r y e . l ,  szab lon  ja k  na r y s . 2 ,  
p ap ier  1 ołówek.

P r o b l e m  I .  Wyobraź s o b i e ,  że J e s t e ś  malarzem pokojowym .D osta­
ł e ś  zamówienie pokrycia  ś c ia n y  tym oto  wzorem za pomocę otrzymanego szab­
lonu.

Rozwięzanie tego problemu przez dziecko będzie s i ę  sk ład ać  z n as tę ­
pujących po s o b ie  przewidywań, prób ic h  r e a l i z a c j i ,  korekty  p rz y ję ty c h  h i­
p otez ,  aż do u s t a l e n i a  a lgorytm icznego programu postępowania. Niektórzy 
uczniowie będę -  być może -  próbowali u p r o ś c ić ,  z ra c jo n a l iz o w a ć  z n a le z io ­
ny ju ż  program. Po zakończeniu t e j  pracy dziecko  będzie umiało na żędanle 
zademonstrować ewoję metodę, n ie  będzie Jednak przygotowane do j e j  op isa ­
nia . Będzie to  więc aktywność typu 4 .

Sformułowanie opisu w ykryte j metody postępowania, t j .  aktywność ty ­
pu 5 ,  wymaga pokonania innego typu t r u d n o ś c i ,  do czego konieczna j e s t  
motywacja w p o s t a c i  nowego l n t e r s s u ję c s g o  problemu. Opis powinien być two-





rzony z perspektywę wykorzystania go w 6posób Jedynie  właśc lwy:dla  utrwa­
l e n i a  dokonanego odkryc ia lub przekazania go inne j  o s o b ie .  Drugi problem 
będzie więc problemem komunikacj i .

P r o b l e m  I I .  Duż w iesz .  Jak rysować ten wzór.  Lecz masz też  po­
mocnika,  k tóry będzie s i ę  posługiwał  tym 6amym szablonem. Musisz mu wytłu­
maczyć 6woJę metodę. Spróbuj  sformułować dla niego i n s t r u k c j ę ,  możliwie 
krótkę 1 łatwę do zrozumienia.

.  Problem Jednoznacznego opisu o p e r a c j i  wykryte j  w wyniku poszukiwań 
czy eksperymentu,  będź poznanej  w drodze o bs er w a c j i  w dotychczasowym nau­
czaniu stawiano u nas wyraźnie dopiero na poziomie k la s  l i c e a l n y c h .  W t e j  
formie może on być postawiony Już  znacznie w c z e ś n i e j .

Dyskusja nad zaproponowanymi przez uczniów o p is a n i  może dytyczyć za­
równo opisywanego algorytmu ( je g o  poprawności i  p r o s t o t y )  Jek i  samego o- 
plsu ( j e g o  Jednoznacznośc i ,  J a s n o ś c i ,  z w i ę z ł o ś c i ,  u ż yt e j  t e r m i n o l o g i i ,  
symboliki  l t p . ) .  Będzie to więc aktywność skierowana na świadome tworze­
nie przez uczniów ogólnego sformułowania.  Użyte l i t e r y  1 symbole będę na­
turalnym wynikiem potrzeby  i  Jako t a k i e  powinny być przez uczniów bez t r u ­
du zaakceptowane i  rozumiane.

Po rozwlęzaniu podobnego P r o b l e m u  I I I ,  dotyczęcego innego or­
namentu ( r y s . 3 ) ,  uczniowie otrzymuję problem IV.

P r o b l e m  IV.  Oska J e s t  I s t o t n a  ró żnica  między pierwszę a dru- 
gę i n s t r u k c j ę ?

Odpowiedź na to py tanie  (o różnicy decyduję obroty  czwartego rzędu 1 
t r z e c i e g o  rzędu w grupach pierwszego i  drugiego ornamentu) wymaga odczy­
ta n i a  tekstów obu i n s t r u k c j i  d la  dokonania i c h  a n a l i z y  1 porównania.  Oest 
to więc aktywność 7 z nasz e j  l i s t y .  Trzeba p o d k r e ś l i ć ,  że le k t u r a  nie ma 
tu na ce lu  przyswojenia o k r e ś lo n e j  wiedzy,  a l e  j e s t  etapem pracy badaw­
c z e j .  Zrozumienia te k s t u  przez ucznia nie musi sprawdzać n a u c z y c ie l ;  z ro­
b i  to sam uczeń,  porównujęc swój wynik z wynikami kolegów. Rozwięzujęc ten 
problem uczniowie raz Je s z c z e  przekona ję  s i ę  o ce lowośc i  precyzyjnego opi­
su i  dogodności opisu symbolicznego.

Wreszcie problem wymagajęcy ko r z ys ta ni a  z gotowego opisu ogólnego 
( t u :  i n s t r u k c j i  k r e ś l a r s k i e j ) ,  a więc aktywności  6 :

P r o b l e m _ V .  Narysuj  dwa pr o st e  wzory zbudowane z odcinków, któ­
re można by rysować za pomocę szablonu według tych samych i n s t r u k c j i ,  któ­
re przygotowałeś dla otrzymanych wzorów.

Rozwlęzanle może polegać na wycięc iu  w sz a b l o n i e  dowolnej f ig ury  o 
brzegu złożonym z odcinków i  narysowaniu fragmentu ornamentu tym szablonem 
według j e d n e j  z i n s t r u k c j i .  Wprawdzie uczeń będzie tu odczytywał nie tekst 
nowy, a l e  dobrze znany, bo własny.  Jednak rozwlęzanle zadania będzie wyma­
gało  pos łużenia  s i ę  tym tekstem,  1 to w sposób autentyczny:  nie będzie tu



ani potrzebne,  ani  możliwe odwoływanie s i ę  do innych źródeł  i n f o r m a c j i ,  
(np. przykładów wzorcowych),  co d z i e j e  s i ę  c z ę s t o ,  gdy uczeń ma wykonać 
zadanie według danego ogólnego pr ze pi su ,  d e f i n i c j i  czy twier dz en ia ,  któ­
rych nie może zrozumieć.

2.S. Trudności dziecka w rozumieniu pisanego tekstu matematycznego

Czytanie i  p i s a n ie  J e s t  -  j a k  o k r e ś l i ł  W y g o ts k i - " a b s t r a k c j ę  drugiego 
s t o p n i a ” . Słowo mówione " z a s t ę p u je ” ( t j . desygnuje)  okreś lony przedmiot,  
s tan  lub p o j ę c i e  ( t j .  my śl ) .  Słowo pisane z a s t ę p u je  zaś  (tym razem w dos­
łownym s e n s i e )  słowo mówione. Fakt ten j e s t  zapewne głównym powodem, choć 
nie jedynym, dla którego cz y ta n i e  i  p i s a n ie  J e s t  u m ie ję tn o śc ię  daleko 
t r u d n ie j s z ę  od s ł uch an ia  1 mówienia.

Przy wypowiedzi u s t n e j  J e s t  obecny s ł u ch a c z  -  J e j  a d r e s a t .  Dialog  od­
bywa s i ę  więc zawsze w okreś lonych warunkach społecznych,  k tó re  w dużej  
mierze s t e r u j ę  wypowiedziami. Rozmówca przez swoje natychmiastowe re a kc je  
na wypowiedzi wpływa na t r e ś ć  i  formę następnych,  u ł a t w i a j ę c  konstruowa­
nie wypowiedzi optymalnych dla i ch f u n k c j i  komunikatywnej.  P iszę cy  nie ma 
c z y t e l n i k a ,  który  by mu na goręco pomagał w k o n s t r u k c j i  t e k s t u .  Może go 
sobie j ed yn ie  wyobrazić ,  a kont ro lę  nad komunikatywnościę teks t u  musi prze­
j ę ć  sam. Cz yte ln ik  z k o l e i  nie może te ks tu  przystosować do swoich potrzeb,  
musi go odczytać i  zrozumieć w p o s t a c i  zamyślonej  przez a u to ra ,  nie zaw­
sze dla niego optymalne j .

Innym ważkim czynnikiem wpływajęcym na większe t rudn oś c i  odbioru prze­
kazu pisanego j e s t  brak występuJęcych przy mówieniu ubocznych środków wy­
razu, ta k ic h  jak  mimika i  g e s t .

Wreszcie ,  w przypadku uczniów 1 0 - 1 1 - l e t n i c h ,  czynnikiem cz ęs to  decy- 
dujęcym o możliwości  lub niemożności  zrozumienia teks t u  J e s t  s t op ie ń  opa­
nowania te c h n i k i  c z y t a n i a .  Oeże l i  wzięć pod uwagę, że dziecko t a k ie  ma za 
sobę 10 l a t  nauki ł a t w i e j s z e j  s z t u k i  mówienia i  s ł uc h a n ia  i  ty lko  3 l a t a  
nauki t r ud n ie j s z eg o  c z y t a n i a ,  to j a sn a  s i ę  s t a n i e  do n io s ło ść  tego czynni­
ka. Wiadomo z pr a k ty k i ,  że wie le  d z i e c i  k la sy  IV nie czyta b i e g l e .  Te zaś 
nawet, k tóre technikę  głośnego cz y ta n i a  opanowały za dowal a jęco , zbyt wie­
le  wysiłku muszę poświęc ić  na samo odczytywanie t e k s t u ,  by wystarczyło  go 
na logicznę  a n a l i z ę  te ks tu  w ce lu  zrozumienia t r e ś c i .

W r e z u l t a c i e ,  j ak  wykazały próby,  dla w ię kszośc i  d z i e c i  w tym wieku 
te k s t  matematyczny, a więc t a k i ,  w którym występuję sformułowania ogólne 
(tym b a r d z i e j ,  gdy użyto w nim zmiennych) nie j e s t  w p e łn i  zrozumiały,  t j .  
Jego rozumienie nip wystarcza dla poprawnego wykorzystania zawartych w nim 
i n f o r m a c j i .  Autorzy podręczników, w których zn a j d u j ę  s i ę  tego rodzaju u- 
s t ępy ,  będź ig noru ję  te f a k t y ,  będź też świadomie podręcznik uczniowski



ad res u j ę  w c z ę ś c i  nie do ucznia/ l e c z  do naucz yc ie la  ( c e l  t a k i e j  d ec yz j i  
nie byłby wcale sam przez e i ę  oczywisty i  wymagałby osobnej  a n a l i z y ) .

Ola przykładu zacytujemy fragment podręcznika dla k lasy  I I I  H.Moroza: 
Nasza matematyka / 1 9 7 5 ,  a . 4 8 / :

Niech a oznacza l i c z b ę  elementów zbioru  Z, b l i c z b ę  elementów zbioru
0 .  Zbiory  Z i  0 nie maję elementów wspólnych.  W zb io rz e  Ę V  0  j e s t  a + b 
elementów. W zb i o rz e  D k j Z J e e t  b+a elementów. Wiemy j u ż ,  że tworzęc z ł ę -  
cze pi e  Dv-»Z otrzymaliśmy ten sam z b i ó r ,  więc l i c z b a  a + b j e s t  równa l i c z ­
b ie  b+a.  Tę własność ma każda para l i c z b .

Dobraliśmy tu celowo przykład ekstremalny .  Tekst  zawiera bowiem s f o r ­
mułowane z użyciem zmiennych rozumowanie oparte  na przechodniośc i  równoś­
c i ,  z pewnościę w t e j  formie i w  l e k t u r z e  niedostępne dla wię­
k s z o ś c i  d z i e c i  t r z e c i e j  k la sy .

A oto t e k s t  zadania z tego samego podręcznika:
Elementami zbioru  P sę pary l i c z b .  Elementami zbioru L sę l i c z b y .  Su­

ma l i c z b  zapisanych na poczętku czerwonej  s t r z a ł k i  równa s i ę  l i c z b i e  za­
p i s a n e j  na końcu t e j  s t r z a ł k i .  Wykonaj rysunek w z e s z y c i e .  Narysuj wszyst­
k i e  s t r z a ł k i  i  u zup eł ni j  brak ujęc e  l i c z b y .  Czy I s t n i e j e  n zb i orz e  L l i c z ­
ba,  do k t ó r e j  nie dochodzi żadna s t r z a ł k a ?  Czy w zb io rz e  P i s t n i e j e  para 
l i c z b ,  z k t ó r e j  nie wychodzi żadna s t r z a ł k a ?  W y ja ś n i j ,  dlaczego? ( s . l l  )

Oest to zadanie w p e ł n i  dostępne dla  w ię ksz oś c i  d z i e c i  I I I  k l a s y , j e d ­
nak pod warunkiem, że rysunek będzie z nauczycielem zanalizowany,  a każde 
po le ce nie  formułowane od dz ie ln ie  i  zaraz  real izowane lub badane. Nie wy­

da je  s i ę  Jednak,  by t e k s t  ten mógł stanowić podstawę dla samodzielnej  pra­
cy uc znia :  zawiera zbyt w ie le  i n f o r m a c j i ,  poleceń i  pytań na raz.

Nie ty lko  więc zmienne i  ogólne sformułowania stanowię dla dziecka 
przeszkodę w zrozumieniu t e k s t u ,  a l e  także brak opanowania te c h n i k i  czy ta­
n i a ,  pozwela jęce j  analizować t e k s t  i  korzys tać  w pracy z odpowiednio wybra­
nych Jago fragraentóv.'. Dodajmy, że z tę  t rudnościę ,w odpowiednio zmienionej  
s k a l i ,  nie może s i ę  uporać także wielu uczniów szkoły  ś r e d n i e j .

Z u D  = D U  Z 
a+b ■■ b+a

Dodawanie l i c z b  j e s t  przemienne.
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2.6. Podsumowanie

Wnioski wypływające z rozważań na temat aktywności  matematycznej uczniat
1.  Tradycyjne nauczanie matematyki,  nastawiane na 9zybkie i  trwałe 

wpojenie uczniom wiedzy i  u m i e j ę t n o ś c i  matematycznych,  n ie  r e a l i z u j e  f o r ­
mułowanych obecnie celów k s z t a ł c e n i a  matematycznego, w sz c z e g ó l n o ś c i  nie 
rozwi ja  u uczniów aktywności  i n t e l e k t u a l n y c h ,  typowych dla  matematyki.

2.  Pomiędzy poznaniem matematycznym doros łego  i  d z ie ck a ,  nawet w od­
n i e s ie n iu  do Jednej  i  t e j  samej s y t u a c j i  problemowej,  występuję g łębokie  
r ó żn ic e .  W s z c z e g ó l n o ś c i  przekaz językowy, majęcy d la  dorosłego  zasadni­
cze znacze nie ,  odgrywa w przypadku dziecka  wchodzęcego dopiero w okres  
myślenia abs tr akc y jn eg o  r o l ę  daleko m n ie j s z ą .  Usi łowanie wprowadzenia w 
myślenie ab s t ra k c y j n e  za pośrednictwem formalnych wyjaśnień  kończy s i ę  na. 
ogół opanowaniem nierozumlanych i  izolowanych technik  i  r e c e p t .

3 .  Podstawowę drogę stopniowego przechodzenia od myślenia konkretne­
go do abs tr akc y jn eg o  j e s t  rozwlęzywanie problemów dotyczęcych s y t u a c j i  kon­
kretnych ,  gdzie poszczególne o p e r a c j e  mogę być imitowane z pomocą odpowied­
nio dobranego m a t e r i a łu .  Stworzona s y t u a c j a  problemowa powinna przy tym 
umożliwiać stopniowanie a b s t r a k c y j n o ś c i  pytań a także poszukiwanie rozwię- 
zań z różnym stopniem o gó ln oś c i  i  różnymi środkami.

3. PODRĘCZNIK A KSZTAŁTOWANIE POJĘĆ MATEMATYCZNYCH

3.1. Pojęcia matematyczne i ich kształtowanie u dziecka;

P o j ę c i e  matematyczne więżę s i ę  dla matematyka n iero zer wa ln ie  z j ego  
d e f i n i c j ę .  Zdaje on so bie  wprawdzie sprawę z tego ,  że pewna l i c z b a  po jęć  
t e o r i i ,  k tórę  s i ę  za j muje ,  to p o j ę c i a  n iezdef in iowane ,  rozumiane " i n t u i ­
c y j n i e "  w przypadku t e o r i i  naiwnej ,  i  pr z y ję t y c h  formalnie Jako pierwot­
ne w t o r i i  a k s j o m at y c z n e j , J e s t  i ch  Jednak n iew ie le  i  na ogół nie o n e , a l e  
właśnie  te  zdefiniowane sę przedmiotem badań. Matematyk widzący nauczanie 
ty lko  w perspektywie uprawianej  przez s i e b i e  nauki na ogół  n ie c h ę t n i e  i  
tylko pod naciskiem pedagogicznej  arg ume nta c j i  o n ie d os tęp n oś c i  d e f i n i c j i  
dla ucznia godzi s i ę  na operowanie w nauczaniu l i cznymi  po jęc iam i  bez i ch  
def in iowania ;  zwłaszcza tam, gdzie o k r e ś l e n i e  jednych za pomocę Innych da­
j e  s i ę  sformułować w sposób pozornie ł a t v y .  Kiedy i n d z i e j  z a ś ,  gdy d e f i n i ­
c j a  okazuje s i ę  dostępna (uczeń,  po zapoznaniu s i ę  z n lę ,  umie w łatwym 
przypadku ro zs tr zy g n ąć ,  czy badany ob ie kt  pod nię podpada) matematyk ten 
j e s t  skłonny uważać t a k i e  zrozumienie i  zapamiętanie d e f i n i c j i  za równo­
znaczne z poznaniem przez ucznia p o j ę c i a .  S t o s u j e  przy tym ana log ię  z wła­
sną aktywnością badawczą lub samokształceniową.



W i s t o c i e ,  d e f i n i c j a  z d a je  e i ę  być podstawę w szelk ich  rozumowań ma­
tematycznych, zw łaszcza w początkowym stadium rozwoju t e o r i i .  N iew ątp li­
wie t a i  na pewnym e t a p ie  .rozwoju m yślenia w ogóle i  d o j r z a ł o ś c i  matema -  
ty cz n e j  d e f i n i c j a  może być głównym apoeobem poznawania nowych p o ję ć ,  n ie ­
kiedy nawet ic h  tw orzen ia .  Zanim jednak e tap  ten  n a d e jd z ie ,  elementarne 
p o ję c ia  matematyczna muszę s i ę  k sz ta ł to w a ć  na drodze n ie fo r m a ln e j ,  z b l iż o ­
nej do t e j ,  na k t ó r e j  pow sta ję  i  inne p o ję c ia  ogó ln e .  Droga ta  może, a le  
n i e  musi, być zorientowana na o k reś lo n ą  d e f i n i c j ę  matematyczną; może, a le  
nie muei, być taką  d e f i n i c j ę  zam knięta .  Ouż d z iś  wiadomo, że w o k r e s ie  re ­
form "p ierw sz e j  f a l i " ,  k tórych Jednym z na jw ażn ie jszy ch  h a s e ł  było maksy­
malne z b l i ż e n i e  nauczania szkolnego do m atem atyki-neu ki,  popełniono w ie le  
błędów przez niewłaściwą i n t e r p r e t a c j ę  tego h a s ła ,  a m. i n .  przez prze­
sadną i  jed n ostron n ą  o r i e n t a c ję  formowania p o ję ć  na ic h  "współczesne" u ję ­
c i e  w matematyce. Obecnie zarysowuje e i ę  w n ie k tó ry ch  ośrodkach dydaktyki 
matematyki (np. IOWO w U t r e c h c i e ) ,  a także w nauczaniu w n iektórych  kra­
ja c h  (np. w A n g l i i  i  H o la n d i i ) ,  wyraźna ten d en c ja  do tworzenia d la  p o jęć  
matematycznych bardzo s z e r o k i e j  bazy i n t u i c y j n e j ,  n ie  usystematyzowanej 
w zamierzony sposób zgodnie z o k reś lo n ą  t e o r i ą  matematyczną, i  to  n ie  t y l ­
ko w sz k o le  e le m e n ta rn e j ,  a l e  również na początku nauczania średnieg o .
Być może, e tap  ten  n a le ża ło b y  uznać n ie  za k s z t a ł c e n i e  matematyczne, a le  
za wstęp do n ie g o ,  lub -  ja k  proponuje Z. S e m a d e n i  / 2 8 /  -  utworzo­
ne w te n  sposób p o ję c i a  za prematematyczne ( a u to r  ten  podkreśla  jednocześ­
n ie ,  żę prematematyka J e e t  zarazem fragmentem i  sposobem uprawiania 
m atem atyki) .  W każdym jednak r a z i e  uważa e i ę  d z iś  coraz  pow szechnie j,  że 
etap  te n  j e e t  konieczny p o n iż e j  pewnego s to p n ia  d o j r z a ł o ś c i  uczniów (k tó ­
r e j  moment bywa przyjmowany a r b i t r a l n i e  1 bardzo r ó ż n i e ) ,  a w stosunku do 
n iektórych  p o ję ć  nawet na wyższych s z c z e b la c h  nauczania.

Nie w n ik a jąc  g ł ę b i e j  w i s t o t ę  rozumienia p o ję ć  matematycznych -  przed­
miot jednego z n a j t r u d n ie js z y c h  problemów p s y c h o lo g i i  poznania i  dydakty­
k i  matematyki, zauważmy, że rozumienie to  wymaga dysponowania dostatecznie 
ostrym kryterium  ro z ró ż n ia n ia  obiektów podpadających i  nie podpadających 
pod p o ję c i e .  W " d o j r z a ł e j "  matematyce r o lę  tę  p e łn i  d e f i n i c j a .  Co s ł u ­
ży za kryterium ro z ró ż n ia n ia  na e t a p i e  prematematycznym? Nie wydaje s i ę ,  
by z n a le z ie n ie  p e łn e j  odpowiedzi na to  p y tan ie  było ła tw e .  W l i t e r a t u r z e  
opisano l i c z n e  fa k ty  bezbłędnego operowania przez uczniów abstrakcyjnym 
p o jęc iem , a więc ro z ró ż n ia n ia  obiektów wchodzących i  n ie  wchodzących w J e ­
go za k res ,  mimo i ż  żadne jednoznaczne 1 obiektywne kryterium ro zróżn ian ia  
n ie  z o s t a ł o  do końca sformułowane / P a p y  1968 ,  ro z d z .2 ,  F r e u d e n- 
t  h a l  1973, 8.430/. Można przypuszczać, że kryterium ro z ró ż n ia n ia  ma róż­

ny c h a r a k te r  w przypadku różnych p o ję ć ,  a także d la  różnych uczniów; że 
z a le ż y  ono również od sposobu wprowadzenia p o ję c i a .



Niewątpliwie, prematematyczne poznanie p o ję c ia  o p ie ra  s i ę  na przykła­
dach 1 tak zwanej d e f i n i c j i  oeteneywnej (czy  -  ja k  Ją  nazywa H. Freuden- 
th a l  -  dem onstratyw nej),  to  J e e t  wekazanlu z jednoczesnym nazwaniem. Je d ­
nak zarówno l i c z b a  1 fu n k c ja  przykładów. Jak  1 r o la  innych (a z c z e g ó ln la  
werbalnych) faktorów w tym p r o c e s ie  mogę być bardzo różne: od Jedynego 
przykładu paradygraatycznego -  po bardzo l i c z n e  przykłady 1 kontrprzykłady- 
porównywane pod względem różnorodnych c e ch ,  od a n a l iz y  ca łk o w ic ie  niewer­
b a ln e j  (na przykład w toku gry lub m a n ip u la c j i )  -  po azerokę ełownę ana­
l i z ę  c e ch ,  ze s ta w ia n ie  w mowie lub na plómie cech wspólnych l t p .  Wspomnlećć 
te ż  wypada o bardzo i s t o t n e j  r o l i ,  Je k ę  n iek ied y  odgrywa tu schemat gra­
f i c z n y ,  e y n te ty z u ję c y  zaobserwowane cechy i s t o t n a  lub wspólne, z ja w ia ją c y /  
e ię  n ie ra z  całkiem  s p o n ta n ic z n ie .  Mając na uwadze c a ł ą  tę  różnorodność 
dróg poznania, łatwo zrozum ieć. Jak  różne muezę być w poszczególnych przy/- 
padkach k r y t e r i a  ro z ró ż n ia n ia .  R ozróżnian ie  może więc p o legać  a . I n .  na pos- 
równywanlu przykładu badanego z paradygmatycznys, na c a łk o w ic ie  lub cz ę ś ­
ciowo w erbalnej a n a l i z i e  Jego c e ch ,  na porównywaniu go ze schematem gra­
ficznym i t d .

Przysw ojenie nowego p o ję c ia  matematycznego n ie  dokonuje s i ę  w drodze3 
Jednorazowego, k rótkotrw ałego  aktu poznawczego, a le  w długotrwałym 1 skom­
plikowanym p r o c e s i e ,  w wielu przypadkach trwającym n iep rzerw anie .  Ola wie»- 
lu p o jęć  elementarnych mających l i c z n e  1 różnorodne n a tu ra lne  zsstoeow anlia  
w matematyce, a przede wszystkim poza matematyką ( ja k  p o ję c ie  l i c z b y  n a t u ­
r a l n e j ,  p o ję c ie  p r o p o r c jo n a ln o ś c i ,  p o ję c i a  elementarnych f i g u r  g eo m etry cz ­
nych), proces  ten  może p rzeb ieg ać  niemal sam orzu tnie ,  pod warunkiem dostam- 
czpnia uczniowi w y s t a r c z a ją c e j  l i c z b y  o k a z j i  p osłu żen ia  s i ę  tymi po jęc iam il)  
rzecz  J a s n a ,  prawldłcwe pokierowanie nim przyczyni s i ę  do b a r d z ie j  pogłę­
bionego u kszta łtow an ia  tych p o ję ć .  Natomiast w innych przypadkach, gdy po­
j ę c i e  J e s t  ty lk o  obiektem badań lub e łuży  specjalnym  celom w wąskim z ak re ­
s i e  s y t u a c j i  (co  na jm nie j na rozważanym poziom ie) ,  np. p o ję c ie  d z ie ln ik a  
lub- l i c z b y  u jem nej,  konieczne J e s t  s p e c ja l n e  programowanie procesu Jego 
k sz ta ł to w a n ia .  Wydaje s i ę  przy tym, choć brak na to  dowodów eksperym ental­
nych, że proces ten  n ie  może być ś c i ś n i ę t y  w naprzód założonym o k r e s ie  cza­
su bez poważnego uszczerbku dla  Jego efektów . P rz ec iw n ie ,  s ą d z ić  można -  
zarówno na podstawie o b s e r w a c j i  nauczania Jak  i  wyników badań psychologicz­
nych -  że Jak  n a jw c z e ś n ie js z e  Jego ro zp o czę c ie  1 d ługotrw ałe kontynuowanie, 
uwzględnia jące s t a d ia  rozwojowe m yślenia uczniów, p r z y n ie s ie  n e j l e p s z e  e -  
fe k ty  w p o s ta c i  p o ję ć  głęboko i  trw ale  przyswojonych. '

Mówiąc n a jo g ó l n i e j ,  na proces  k sz ta ł to w a n ia  p o ję c ia  s k ła d a ją  s i ę  róż­
norodne aktywności u czn ia  1 dokonywane przez niego obeerw acje  oraz rozwią­
zywanie przez niego różnorodnych problemów, w których to p o ję c i e  w ystępu je ,  
na jpierw  i m p l i c i t e ,  potem e x p l i c i t e .  Z pewnością ważną r o lę  odgrywa w tym 
p ro c e s ie  ję z y k ,  a więc słowne opisywanie i  nazywanie p o ję ć .  Oednak co do



momentu 1 sposobu u życia  tu języ k a  występuję znaczne ró żn ice  poglądów. 
Według jednych (np. O 1 a n a e )  wstępna faza  procesu k sz ta łto w ania  p o ję ­
c i a  n u s i  p rze b ie g ać  n ie w e rb a ln ie ,  a przedwczesne u ży c ie  słownych opisów 
lub nazw proces  te n  bezpowrotnie z n i e k s z t a ł c a .  Według Innych (psychologo­
wie 1 pedagodzy ra d z ie c c y )  słowo powinno od poczętku towarzyszyć aktyw- 
noócl u c z n ia ,  gdyż J e s t  n le z a etęp io n e  d la  r a c j o n a l i z a c j i  1 radykalnego 
p rz y sp ie sz a n ia  procesu k sz ta ł to w a n ia  s i ę  p o ję ć .  Wielu dydaktyków zajmuje 
p o /y c ję  pośrednią  pomiędzy tymi dwiema s k r a jn o ś c ia m i ,  uważejęc, że zachę­
c e n ie  uczniów od poczętku do opisywania w dowolnej formie swych czynności 
oraz o b s e r w a c j i ,  lub l e p i e j  -  s tw arzanie  e y t u a c j i ,  w których  ta k ie  opisy 
sę w n atu ra lny  sposób umotywowana, s p rz y ja  procesowi tworzenia i  ugrunto­
wywania p o ję ć .

3.2. Rola podręcznika w kształtowania pojęć matematycznych u dziecka

W z a k r e s ie  k s z ta ł to w a n ia  p o ję ć  podręcznikowi (czy  s e r i i  podręczników) 
przypada s z c z e g ó ln ie  ważna r o l a .  Można w rlm bowiem zawrzeć przemyślany 1 
opracowany w sz c z e g ó ła ch  program dydaktyczny (słowo 'program* rozumiemy 
tu sz ero k o ,  a nie Jed y n ie  w s e n s i e  t e o r i i  nauczania programowanego), e ty -  
mulujęcy 1 o rg a n lz u ję cy  aktywności uczniów skierowane na ukszta łtow anie  
odpowiedniego p o ję c i a .  Przy z a ło ż e n iu ,  że podręcznik J e s t  przez ucznia 
studiowany w z a sa d z ie  w k o l e jn o ś c i  s t r o n ,  oraz  przy re z y g n a c j i  z narzu­
cone j lo g lc z n ę  h i e r a r c h i ę  k o l e jn o ś c i  te k s tu  na rzecz  k o l e jn o ś c i  w łaściw ej 
d y d ak ty czn ie ,  można w te n  sposób zaprogramować proces długotrw ały , a więc 
dydaktycznie n a jk o r z y s t n i e j s z y .  Oasne J e s t ,  że tak dokładne zaprogramowa­
nie procesu k s z ta ł to w a n ia  w ielu  p o jęć  n araz , a n astę p n ie  konsekwentne re ­
a lizow anie  tego  programu w k l a s i e  przez n a u c z y c ie la ,  ty lk o  w rzadkich 
przypadkach byłoby wykonalne. N auczyciel na ogół częściowo ty lko  p lon u ją ,  
częściowo zaś  improwizuje swoje d z ia ła n ia  w k l a s i e .  Możliwość bezpośred­
n ie j  r e a k c j i  n a u c z y c ie la  na zachowanie uczniów, a więc występowanie sprzę­
ż e n ia ,  zwrotnego pomiędzy organizatorem  aktywności a j e j  r e a l iz a to r a m i ,  ma 
tu oczy w iste  z a l e t y .  Sęd z ić  Jednak n a le ż y ,  że p roces  o g ó ln ie  kierowany 
przez dydaktycznie prawidłowo ckonstruowany i  zawarty w podręczniku pro­
gram, a w szczeg ó łach  korygowany przez n a u c z y c ie la ,  majęcego c i ą g ł y  kon­
ta k t  z u czniam i, byłby  n a jb a r d z ie j  efektywny.

Stosunek autorów podręczników matematyki d la  p ierw sze j k lasy  ponad- 
poczętkowej do omówionych tu spraw j e s t ,  ja k  łatwo przew id z ieć ,  bardzo 
różny. Gdy chodzi o ro lę  sformułować słownych, spotkać można zarówno pod­
r ę c z n i k i ,  w których  słowna a n iek ied y  także symboliczna d e f i n i c j a  p o ję c ia  
z jaw ia  s i ę  wkrótco po pierwszych p rzy kłrd ach ,  ja k  i  t a k i e ,  gdzie nie na 
żadnych ogólnych sformułowań o k r e ś la ją c y c h  p o ję c i e ,  a t e k s t  słowny zawiera 
je d y n ie  p o le c e n ia  1 p y ta n ia .  Także pod względem stosunku do procesu k s z ta ł -



towania p o j ę c i a  spotykamy rozwięzanla s k r a j n e :  z j e d n e j  s t ro n y  -  zamyka- 
j ę c e  wprowadzenie p o j ę c i a  ( lub zgrupowania p o j ę ć )  na niewielu s t rona ch  pod­
ręcz nik a ,  bez powracania do tego tematu (poza zastosowaniami) ,  z d ru gi e j  
-  ro z k ła d a ję ce  ten proces  na n ie w ie lk ie  dawki, przewidziane do r e a l i z a c j i  
w o k r e s ie  rocznym lub k i l k u l e t n i o .

3.3. Wprowadzenie liczb dodatnich i ujemnych w wybranych podręcznikach

Omówimy k i l k a  przykładów wprowadzenia w podręcznikach dla  poziomu 
zbl iżonego do omawianego po ję ć  l i c z b  dodatnich i  ujemnych oraz  dodawania 
i  odejmowania ta k ic h  l i c z b .  Ten wybór po j ę ć  d la  e g z e m p l i f i k a c j i  ma swe u- 
za sad nlenie  w ch ar ak te rz e  tych po ję ć  oraz w braku t r a d y c j i  i c h  wprowadza- ' 
nia na tym poziomie.

W przeciwieństwie do terminologii d o ty cz ę ce j  wielu Innych p o j ę ć ,  j ak  
l i c z b y  natu ra l ne ,  e lementarne f ig u ry  geometryczne czy prawdopodobieństwo, 
terminy zwlęzane z l i cz bam i  ujemnymi 1 dodatnimi niemal n ie  maję z a s t o s o ­
wań poza matematykę. Dedynę chyba s y t u a c j ę ,  w k t ó r e j  uczeń k la sy  czwarte j  
ma okazję  użyc ia  w sposób natura lny  znaku 1 słowa ‘ minus* (a także ‘ plus*) )  
j e 3 t  odczytywanie s k a l i  termometru.  Model ten  nie ma z r e s z t ę  b e z p o ś re d n ia  
go zastosowania przy wprowadzaniu d z i a ł a ń ,  gdyż dodawanie temperatur nie 
ma f izycznego sensu.  Wszelkie inne ,  tworzone dla celów dydaktycznych za­
stosowania tych terminów noszę wyraźne znamiona s z t u c z n o ś c i ,  p r z e j r z y s t e j  
także (a może tym b a r d z i e j l )  d la  uczniów. Zauważmy, że nawet w mechanice 
e lem en tar ne j ,  gdzie użyc ie  ‘ l i c z b  eklerowanych* ( j a k  nazywa s i ę  J e  w pod­
ręcznikach  a n g i e l s k i c h )  wydaje s i ę  n a j b a r d z i e j  n a tu ra l n e ,  w praktyce  czę­
s to  s i ę  bez nich obchodzimy, p r e f e r u j ę c  o k r e ś l e n i a  " w przód -  w st e cz ” ,
" w górę -  w d ó ł” i t p .

Konwencjonalny c h a r a k t e r  tych po jęć  stwarza szczególna  t r ud n o śc i  ich 
umotywowania, co powinno sprawić ,  że sposób ich  wprowadzenia będzie sz c ze ­
gól n ie  o s t r o  ukazywał koncepc ję  dydaktycznę a u to ra .  Ponieważ p o j ę c i a  te 
z o s t a ł y  do nauczania na tym poziomie wprowadzone niedawno i  t r a k  t r a d y c j i  
w sposobie i ch  ujmowania,  wielu indywidualnych u ję ć  można s i ę  więc spo­
dziewać w różnych podręcznikach .  Przejdźmy do przykładów.

P r z y k ł a d  1.
Dwa podręcznik i  f ra n cu sk ie  (typu “f i c h e s  de t r a v a i l " )  / G a l i o n  

1973/  - G i  / B e r n a r d a  1 971 /  -  B® wprowadzaję l i c z b y  ca ł kowite  w 
sposób podobny. Obydwa u j ę c i a  s t re śc im y  razem, zwraca jęc  uwagę n a ' r ó ż n i c e  
między nimi.

® Dla u n i k n i ęc ia  nieporozumień wyjaśniamy,  że podręcznik i  t e  sę prze -  
zraczone dla k laey  “s i x i e m e ‘ , a więc p ierwsze j  k la sy  szkoły  ś r e d n i e j ,  k tó­
r e j  1 1 - 1 2 - l e t n i  uczniowie maję za sobę 5 l a t  nauki s z k o l n e j .  Klasa ta od­
powiada Jednak podanej we wstępie  c h a r a k t e r y s ty c e  p i erwsze j  k la sy  ponad- 
poczętkowej .



Punktem w y jś c ia  J e e t  zabawa w w yciąganie z woreczka żetonów dwóch 
kolorów. Liczby w yciągniętych  żetonów tworzę pary, d la  których -  w różnej 
k o l e jn o ś c i  -  wprowadza e lę  dodawanie i  p o d zia ł na k laey  równoważności. 
Podręcznik G p oleca  wyciągać żetony ( czy te ż  wyobrazić eo b le  ich  wyciąga­
n ie )  bez ja k ie jk o lw ie k  m otyw acji,  bez motywacji te ż  każe łą c z y ć  dwie kup­
k i w yciągniętych  żetonów, co prowadzi do dodawania par l i c z b  natu ralnych .
W podręczniku B wyciąganie żetonów j e e t  elementem g r y :  żetony wyciąga 
s ię .  losowo, żetony czerwone da ją  punkty wygrywające,  żetony n i e b i e s k i e  -  
przegrywające.  To na pozór drobne uzupełnienie  d os tar cz a  n a tu ra ln e j  moty­
w a c j i  d la  k l a s y f i k a c j i  par ,  a n as tępnie  d la  i c h  dodawania.  K l a s y f i k a c j a  
par J e s t  w obydwu podręcznikach oparta  na przypisaniu  każdej  parze l i c z ­
by z " indeksem” , którym w podręczniku G J e s t  l i t e r a  r (rouge -  czerwony) 
lub n ( n o i r e  -  czarny)  wskazująca nadmiar żetonów (np.  2 r , 3 ° ) ,  zaś  w pod­
ręczniku B -  l i t e r a  G (gagnant -  wygrywający) lub P (perdant -  przegrywa­
j ą c y )  wskazująca wartość (wie lkość  s t r a t y  lub zysku) danej  pary dla g r a j ą -  
cego (np.  2 , 3 ) .  W obydwu u j ę c i a c h  mówi s i ę  o wypisywaniu wszystkich 
par równoważnych na j e d n e j  k a r c i e ,  nazwanej odpowiednim symbolem: w B 
j e s t  to l i c z b a  drukowana kolorem czerwonym lub niebiesk im (zgodnie z do­
minującym kolorem żetonów),  w G -  l i c z b a  z " indeksem”. W każdym z podrę­
czników ten środek poglądowy odgrywa Jednak inną r o l ę .  W B o wypisywaniu 
par na kar tac h  ty lko  s i ę  m ó w i ,  nie z a c h ę c a j ą c  ucznia do r e a l i z a c j i  t e ­
go, a nawet nie prz e d st aw ia ją c  kar ty  z wypisanymi na n i e j  parami (przed­
stawione na rysunkach ka r ty  są p u s t e ) .  Od razu te ż  ka r ta  zamienia s i ę  
w p o j ę c i e  a b s t r a k c y j n e ,  gdyż symbolom ‘ ka r ta  2" ( " 2 "  czerwone) ,  "k a r t a  3" 
( " 3 "  n i e b i e s k i e )  nadaje s i ę  znaczenie  odpowiednich z b i o r ó w  p a r .  
Odpowiednie pytania mają t e ż  zwrócić  uwagę ucznia  na nieskończoność tych 
zbiorów. To p o j ę c i e  i  ten symbol l i c z b y  c a ł k o w i t e j  z o s t a j ą  zachowane do 
końca k s i ą ż k i  (a więc i  nauczania w t e j  k l a s i e ) .  W G natomiast  uczeń kon­
k r e t n ie  wypisuje pary na przygotowanych rysunkach " k a r t " ,  a po niewielu 
ćwiczeniach  informuje s i ę  go, że odtąd kar ty  4 r i  3n będą e i ę  nazywały od­
powiednio 4+ i  3“ , zaś  k i l k a  wierszy d a l e j  -  że 4+ , 3~,  0 ,  2~ i t p .  są no­
wymi l i c z b a m i ,  zwanymi l i cz bam i  całkowitymi .

W obydwu u j ę c i a c h  wprowadzono k i l k a  poglądowych modeli  zbiorów par 
l i c z b  natura lnych .  Oto przykład ćwiczenia  z podręcznika B.

Oto t a b e l a .  W pierwsze j  kolumnie wypisano pierwszoligowe drużyny p i ł ­
k a r s k i e .  W d ru gi e j  kolumnie podano l i c z b ę  zdobytych przez drużynę bramek.
W t r z e c i e j  kolumnie podano l i c z b ę  bramek zdobytych przez przeciwników. Dla 
S t - E t i e n n e  odczytamy parę ( 5 7 , 2 l )  i  zanotujemy wynik 36 , t j .  36 bramek 
w i  ę cMe J (en p l u s ) .  Dla R ed- St ar  odczytamy parę ( 3 0 , 3 2 )  i  zanotujemy 
wynik 2 , t j .  2 bramki m n i e j  (en moins) .

1 .  Uzupełni j  t a b e l ę .
2 .  Które pary są równoważne? Napisz z b i ó r  E otrzymanych wyników.
3 .  Uporządkuj elementy E od wyniku n a j k o r z y s t n i e j s z e g o  do najmniej  

korzystnego .



4 .  Зек w f i e z c e  59 napiez pary na narysowanych przez e i e b l e  kar tach.  
UwagaI Kolory czerwony 1 n i e b i e s k i  możesz wybrać na dwa sposoby.  Określ  
dokładnie każdorazowo swój wybór. W każdym z tych dwu przypadków uporząd­
kuj wyniki od n a j k o r z y s t n i e j s z y c h  do na jmnie j  korzystnych .

(Nie cytujemy t a b e l i ,  o k t ó r e j  mowa w ć w ic z e n iu ) .
Podczee gdy w podręczniku B t e  poglądowe modele występują n l e z a l e ż -  

n le  od e i e b l e ,  a d o st rz e ż en ie  i ch  wspólnej  s t ru k tu ry  pozostawię e l ę  Inwen­
c j i  ucznia  (co najwyżej  s u g e ru ją c  to użyciem podobnej s y m b o l i k i ) ,  to auto­
rzy podręcznika G s t a r a j ą  s i ę  tę  wspólną s t r u k tu r ę  ukazać ,  czy to  przez 
formę g r a f i c z n ą  t e k s t u ,  czy to e x p l i c i t e .  Ola pokazania tego zacytujemy 
dosłownie początkowy fragment wprowadzenia do l i c z b  ca łkowitych z podrę­
cznika G.

1 a )  W worku są żetony 
czerwone i  czar ne .  Wyciągni j  z n ie ­
go garść żetonów, np. t r z y  czerwo­
ne i  p i ęć  czarnych.  Przedstaw wybra­
ne żetony za pomocą pary

(3 } 5)
3 czerwone 5 czarnych '

Gdybyś wyciągnął  5 żetonów czerwo­
nych i  3 czar ne ,  n a pi sa łb y ś  parę

(5 j 3)
5 czerwonych 3 czarne

b) Wyciągni j  dwie gar ­
ś c i e  żetonów) prze dstaw ia ją  j e  pa­
ry np. ( 3 , 5 )  1 ( 7 , i ) .  Z ł ącz  te  dwie 
g a r ś c i e  w Jedną.  I l e  masz żetonów 
czerwonych? I l e  masz żetonów c z a r ­
nych? Napiszesz:

2 a )  Na parkingu l iczymy 
w jeż d ża ją ce  i  w yje żdża jące  samochody. 
Po upływie każdej  godziny zapisujemy 
wynik za pomocą pary l i c z b  n a tu ra l ­
nych.

P r z y k ł a d :
' W ciągu godziny w je ch a ły  t r z y  samocto— 
I dy, p i ęć  w yje ch a ło ;  ten ruch samocho­

dów przedstawimy za pomocą pary ( 3 ; 5 ) _  
i Co przedstawia para ( 5 ; 3 ^ ?

Co przedstawia para ( 0 ; 0 ) ?

b)  Oto dwa k o l e j n e  wyniki :
1 .  godzina ( 3 ; 5 )
2 .  ’ godzina ( 7 j l )
I l e  samochodów wjechało  w ciągu tych 
dv.óch godzin? I l e  samochodów wyjecha­
ło  w ciągu tych dwu godzin? Oaka 
para przedstawia ten wynik? Napiszesz::

( 3 , 5 )  [7] ( 7 ; 1 )  « ( 1 0 , 6 )
Znak 0  J e s t  znakiem dodawania par l i c z b  natura lnych .  
P a r a  ( 1 0 , 6 )  j e s t  s u m ą  p e r  ( 3 ; 5 )  i  ( 7 , i ) .

Gest j a s n e ,  że zarówno przez równoległe rozmieszczenie  opisów tych 
dwu s y t u a c j i  na j e d n e j  s t r o n i e .  Jak i  przez dobór l i c z b ,  autorzy  skierowu­
j ą  uwagę ucznia na I s t o t n e  a n a lo g ie  między tymi s y t u a c j a m i ,  d la  których 
wspólny model matematyczny etanowi z b i ó r  par l i c z b  natura lnych  z dodawa­
niem Q  .  Nieco d a l e j  o tym izomorf izmie mówi s i ę  wyraźnie .  Mianowicie po 
wprowadzeniu k ar t  z parami równoważnymi, k tó re  d la  ’ zabawy żetonami* mają 
nazwy 4 r , 3n i t p . ,  za ś  d la  'zabawy w garaż* -  *4  w i ę c e j * ,  *3  mnie j*  i t p . , 
uczeó otrzymuje p o l e c e n i e :  ’ Sprawdź na k i lk u  przykładach ,  że ka r ta  4 r  za­
bawy żetonami 1 ka r ta  *4  w i ę c e j *  zabawy w garaż z a w ie ra ją  te  same pary.  
Odtąd będziemy oznaczać t e  k ar t y  4 *  " . A n al o g ic z n y  t e k e t  odnosi  e l ę  do dru­
giego rodzaju k a r t .



Zauważmy od razu,  że w polecaniu  "sprawdź na k i lk u  przykładach" wy­
raża s i ę  brak u fn o śc i  w możliwość samodzielnego d o st rz e ż en i a  i  i n t u i c y j ­
nego rozumienia przez ucznia izomorfizmu tych s y t u a c j i  konkretnych:  wów­
czas t a k i e  sprawdzenie J e s t  czynnością n iepotrzebną aż do śmies zn oś c i ,  l e ­
ż e l i  w i s t o c i e  uczeń tego izomorfizmu nie  d o e t r z e g ł ,  j e s t  wętpliwe,  czy 
sprawdzenie ln c y d e n c j i  k i lk u  par do tego s i ę  p r z y cz y n i . '  (W tym podręczni­
ku zaznacza s i ę  wyraźna te n d en c ja  do podeuwania uczniowi uogólnień em­
pi ryc zn ych ) .

Wprowadzenie dodawania l i c z b  ca łkowitych j e e t  w obydwóch podręczni­
kach poprzedzone aprawdzeniem na przykładach ,  bez żadnego wsparc ia  i n t u i ­
c j i ,  zgodności  dodawania par z równoważnością par ,  1 w obydwu dodawanie 
l i c z b  całkowitych o k r e ś l a  s i ę  przez dodawanie dowolnie wybranych par za­
pisanych na odpowiednich " k a r t a c h " .  Zacytujemy fragment te ke tu  G.

W t e j  ta b e lą  możesz zauważyć, że j e ż e l £  tworzysz sumę pary z kar ty  2' 
1 pary z ka r ty  6 * ,  otrzymasz parę z ka r ty  4 * .  Ola a t r e s z c z e n i a  tych wyni­
ków możesz napi sać :

2 ~  ( 7 )  6 * -  4*

ÓJ e s t  s u m ę  l i c z b  ca łkowitych 2~ i  6 + . 
j e s t  znakiem d o d a w a n i a  w Z.

Po s e r i i  ćwiczeń znajdujemy nast ęp ują cy  schsmatyczny prze pis  dodawa­
nia l i c z b  ca ł kowitych .

U z u p e ł n i j :

W dalszym t e k ś c i e  tego podręcznika nie wspomina s i ę  o możliwości  do­
dawania l i c z b  całkowitych bez pośrednictwa par ani  o kanonicznym wyborze 
par .

In a c z e j  w podręczniku B, u f a j ę c  n a j w i d o c z n ie j ,  że uczeń sam szybko 
odkry je  inny algorytm dodawania,  Już w czwartym ćwiczeniu po wprowadzeniu 
dodawania poleca s i ę :

"Tym razem bez posługiwania  e l ę  parami u z u p e ł n i j : . . . "
( tu nas tępuję  przykłady rachunkowe).

W o k r e ś le n iu  dodawania par 1 dodawania l i c z b  całkowitych w żadnym z 
tych podręczników nie użyto zmiennych. Podczas gdy w В nie używa s i ę  i ch  
do końca (poza marginesowo potraktowaną ogólną d e f i n i c j ą  odejmowania),



także dla sformułowania - praw dodawania (przemiennośc i ,  ł ą c z n o ś c i ,  n e u t r a l ­
ności  O),  to w podręczniku G prawa d z ia ł a ń  j u ż  w n a s t ę p n b j " f l s z c e "  formu­
ł u j e  s i ę  z użyciem zmiennych (którymi z r e s z t ą  autorzy  pos ługuję s i ę  od 
początku) .

Odejmowanie w podręczniku G wprowadza a l ę  za pomocą formalnej  d e f i ­
n i c j i :

a -  b -  a + opp(b)
("opp" od oppoee znaczy 'przec iwna do” ) ,  dowodząc n a s t ę p n ie ,  że

(a -  b)  ♦  b ■  a .
Nieco w ię ce j  t r o s k i  o motywację d la  d e f i n i c j i  tego d z i a ł a n i a  ukazu­

j e  podręcznik B, gdzie wprowadza s i ę  odejmowanie wychodząc od równań po­
s t a c i

x + a n b,
pozwalając uczniowi w toku ćwiczeń odkryć,  że rozwiązaniem tego równania 
j e s t  l i c z b a  b + op p( a) .

Opracowanie tego tematu w obydwu podręcznikach kończy a i ę  rozsze rze ­
niem zakresu wprowadzonych po ję ć  na l i c z b y  d z i e s i ę t n e .  U j ę c i e  to ma cha­
r a k te r  formalny.  J e s t  to w i s t o c i e  k lasyczna  ko n st ru k c ja  grupy l i c z b  c a ł ­
kowitych z dodawaniem, uproszczona przez pominięc ie  niezbędnych dowodów 
i  uprzystępniona przez l i c z n e  wprowadzające i  ugruntowujące numeryczne 
ćwiczenia i  przykłady.  Jedyn ie  w podręczniku-B czyni  s i ę  wysi łek  dla do­
s t a r c z e n i a  odpowiedniej  d la  wieku uczniów motywacj i .  Jaką j e s t  gra,w któ­
r e j  wprowadzane p o j ę c i a  mają wyraźny i  natura lny  związek z miarą sukcesu 
lub porażki .  W podręczniku G zabpwa żetonami może mleć ty lko  znaczenie ma­
n ip u l a c y jn e j  k o n k r e t y z a c j i  o p e r a c j i ,  k tó re  prowadzą do nowych p o j ę ć .  Mani­
p u la c je  te  będzie z r e s z t ą  uczeń wykonywał zapewne ty lk o  w wyobraźni .  Po­
dobną ro lę  k o n k r e t y z a c j i  o p e r a c j i  formalnych odgrywają inne poglądowe sy­
t u a c j e ,  prezentowane w przykładach i  ćwiczeniach .  Wprawdzie n ie k t ó re  z 
nich są przedstawione ta k ,  Jakby miały i l us t ro w a ć  praktyczne zastosowanie 
wprowadzonych po jęć  (par  l i c z b  natura lnych i  l i c z b  z “indeksem") ,  Jak na 
przykład wyjeżdżające i  w jeżd ża jące  na parking samochody, wysiadający z 
autobusu 1 ws iada jący  do niego pasażerowie,  a l e  sz t uczność  tych s y t u a c j i  
i  problemów J e s t  p r z e j r z y s t a . S ł u s z n i e  więc autorzy  n ie  chcą s i ę  na n ich  o- 
p i e r a ć .

W obydwu podręcznikach temat ten z o s t a ł  u j ę t y  w sposób niemal zwarty.  
W B j e s t  on zawarty w kole jn yc h  " f i a z k a c h "  8 7 - 96  na końcu podręcznika,  
w G pomiędzy " f i 6 zkaml" na temat odejmowania l i c z b  ca łkowitych  a począt ­
kowymi umieszczono " f i s z k l "  na temat g eo m et r i i  ("długość odc inka” , "przy­
b l i ż a n i e  d ł u g o ś c i " ,  "d ługość ok rę gu ") ]  j e s t  to Jednak n i e i s t o t n e  r o z c i ą ­
g n i ęc ie  w c z a s i e . k s z t a ł t o w a n i a  po j ę ć  dotyczących l i c z b  ca łkowitych .  Wpraw­
dzie " f i s z k l "  mogą być real izowane w k l a s i e  w k o l e j n o ś c i  zaplanowanej  przez



n a u c z y c ie la ,  a więc n ie k o n ie c z n ie  zgodnej z Ich numerację, należy  jednak 
s ę d z ić ,  że numeracja j e s t  odautorakę propozycję  t e j  k o l e jn o ś c i .  Zgodnie 
z n lę ,  wprowadzenie po raz plerwezy p o ję ć  l i c z b y  c a łk o w ite j  oraz 9umy 1 
różnicy  l i c z b  ca łkow itych  n a a tę p l w c lęgu  k ilk u  lub k ilk u nastu  l e k c j i  pod 
koniec roku szk olneg o . A z ch arak teru  zadań można w nosić , że -  według t e j  
k o n c e p c ji  -  uczniowie powinni nabyć Już  pewnej wprawy w operowaniu nowymi 
l i c z b a m i.

Wybór t e j  k o n s t r u k c j i  l i c z b  ca łkowitych  dla  zapoznania po raz pierw­
szy z po jęc iam i  l i c z b y  d o da tn ie j  1 ujemnej  uczniów 1 1 - l e t n l c h  budzi po­
ważna z a s t r z s ż e n l a .  Umotywowanie t e j  k o n s t r u k c j i ,  gdzls  na umowność 1 ob­
cość  te r m i n o l o g i i  nakłada s i ę  J e s z c z e  matematyczne wyrafinowanie t s j  dwu­
etapowej  d e f i n i c j i ,  s twarza szc zególna  t r u d n o ś c i .  W t e j  s y t u a c j i  od opra­
cowania tego tematu w podręczniku oczekiwać można szczególnego pietyzmu 
1 uwzględnienia uznanych zasad dydaktyki .  Nie znajdujemy tego jednak w 
żadnym z cytowanych podręczników.

Konst rukc ja  par oraz równoważność par mogłyby być umotywowane na 
przykład odpowiednio okre ś lon ę  gr ę ,  k t ór a  prowadziłaby do tworzenia par 
l i c z b  natu ra lny ch ,  zaś  z n a l e z i e n i e  s t r a t e g i i  prowadzącej  do wygranej  wy­
magałoby d o st rz e że n i a  równoważności par .  Gra taka powinna być rozgrywana 
konkretn ie  1 d o s t a t e c z n i e  długo.  Innym środkiem motywacj i mogłoby być wie­
lo kr otn e  notowanie przez uczniów stanów początkowych 1 końcowych zmian róż­
nych wielkości tam, gdzie Istotne s ę t y l k o  w ie lk oś ć  i  kierunek zmiany; d o st rz e­
żenie  przez uczniów, że notowanie etanu początkowego 1 końcowego j e s t  zbę­
dne, byłoby odkryciem l i c z b  dodatnich 1 ujemnych.  Także r o z c i ą g n i ę c i e  
ks zta ł t ow ani a  tych po jęć  w dłuższym o k r e s i e  czasu przez rozrzucenie  zwią­
zanych z nimi aktywności  w więks ze j  l i c z b i e  “ f i e z e k "  byłoby psychologicz­
n ie  k o r z y s t n i e j s z e ,  a dodatkowo umożliwiałoby n atura lne  powiązanie tych 
po ję ć  z Innymi (np. rozbudowaną tu nauką o zb i orach  i  r e l a c j a c h ,  wśród 
nich r e l a c j a c h  równoważnościowych, a także  t r a n s l a c j ą ) .

P r z y k ł a d  2
W podręcznikach s e r i i  /SMP/ p o j ę c i a  l i c z b  dodatnich,  ujemnych oraz 

i ch  dodawania 1 odejmowania opracowano w dwóch etapach w tomach B i  C (ko­
l e j n e  tomy t e j  s e r i i  są oznaczone wie lk imi  l i t e r a m i  a l f a b e t u ) .

W k s i ą ż c e  B wprowadza s i ę  " l i c z b y  sk ierowane" ,  zapisywane ze znakiem 
* lub - ,  Jako uniwersalne symbole,  których możne użyć w wielu różnych sy­
t u a c j a c h .  Rozdzia ł  ten rozpoczyna s i ę  od nas tępującego  przykładu 1 ćwicze­
n ia .

Oto poranny fragment rozkładu dnia pewnego uc znia .
7 . 4 5  Przebudzenie
8 . 0 0  Wstawania 
8 . 3 0  Wyjśc ie  z domu 
8 . 3 5  Wstąpienie  po B i l l a



8 . 4 0  Wsiadanie do autobusu 
8 . 5 5  Przybycie  do szkoły
9 . 0 0  Sprawdzenie obecnośc i  
9 . 1 5  Apel
9 . 3 5  Pierwsza l e k c j a

Ponieważ ch ł o p ie c  ten ma t rudn oś c i  z d o s t a t e c z n i e  wczesnym wstawa­
niem i  punktualnym przybyciem do sz k o ł y ,  p r z y pi ą ł  s o b ie  ten rozkład nad 
łóżkiem.  Aby ł a t w i e j  mu było dotrz eć  na czas  do s z k o ł y ,  chce wie dzieć ,  
i l e  czasu mu z o s t a ł o  przed ‘ godziną zerową” , to J e s t  sprawdzeniem obecnoś­
c i .  Dlatego Jego rozkład wygląda t e r a z  takt

75 7 . 4 5  Budzik mnie budzi
Liczby 60 8 . 0 0  M u s z ę  wstać
minut 30 8 . 3 0  Wychodzę do szkoły
przed 25 . 8 . 3 5  Wstępuję po B i l l a
sprawdzeniem 20 8 . 4 0  Wsiadam do autobusu
obecnośc i 5 8 . 5 5  Przychodzę do szkoły

0 9 . 0 0  Sprawdzenie obecnośc i
Liczby minut po 15 9 . 1 5  Apel
sprawdź, obecn. 35 . 9 . 3 5  Pierwsza l e k c j a

l . ( a )  P rze ry su j  ten rysunek w z e s z y c i e ,  z o s t a w i a j ą c  m i e j s c e  na umie­
sz cz eni e  następujących  zdarzeń w właściwych m i e j s c a c h ;

Ii )  8 . 1 5 :  ś n ia d a n i e ,
i i )  8 . 2 5 :  cz y sz c z en ie  butów,

l i i )  8 . 5 0 :  odjazd autobusu,
i v )  9 . 1 0 :  z e j ś c i e  na a p e l ,
v )  9 . 3 0 :  koniec  ape lu .

(b)  Przyjmując czae przybycia  do szk oły  za ‘ godzinę z e r o * ,  podaj  
l i c z b ą  minut.  J a k i e  z o s t a ł y  przed przybyciem, lub l i c z b ę  minut po przyby­
c i u ,  dla każdego zd ar ze n ia .

2.  Wykonaj podobny rozkład pokazujący tw o je  czynnośc i  poranne.  Zde­
cyduj ,  co będzie twoją ‘ godziną z e r o ” i  d la  każdej  czynnośc i  z a p i sz  l i c z ­
bę minut przed lub po godzinie  ze ro .

Dalsze ćwiczenia dotyczą • innych s y t u a c j i :
-  człowiek s t o j ą c y  nad wodą na wysokim brzegu,  w którym J e s t  wej ­

ś c i e  do g ro ty ,  pod powierzchnią wody płynący nurek,
-  o k r e ś l e n i e  wieku kolegów względem własnego,
-  o k r e ś l e n i e  s z e r o k o ś c i  i  d ługo śc i  g e o g r a f i c z n e j ,
-  o k r e ś l e n i e  temperatury c i a ł a  różnych ssaków względem temperatu­

ry c i a ł a  cz łowieka .
Po nich czytamy:

W przykładach z poprzedniego paragrafu wszystkich  pomiarów dokony­
wano począwszy od pewnego punktu o d n i e s i e n i a ,  n iek iedy zwanego ‘ zerem*.  
Każdy punkt można wybrać jako  z e r o ;  j e s t  to sprawa umowna.

Używaliśmy słów Jak "przed" i  " z a " ,  "nad* i  "pod“ , *na wschód",  
i  "na zachód",  "na północ"  i  "na po łu d nie " ,  "młodszy" i  " s t a r s z y " .  Słcwa 
te  o k r e ś l a j ą  nam kierunek odczytywanych l i c z b ,  w tę  lub w tamtą s t ro n ę  od 
zer a .

Ten schemat pojawia s i ę  tak c z ę s t o ,  że wymyślono nowy z b i ó r  l i c z b .  
Ten z b i ó r  może być użyty we wszystkich  tych s y t u a c j a c h  i  nazywa s i ę  zb io ­
rem " l i c z b  sk ierowanych".  Liczby po je d n e j  s t r o n i e  zera będą s i ę  npzywać 
dodatnimi i  będą miały " + " j  l i c z b y  po d ru gi e j  s t r o n i e  będą s i ę  nazywały 
ujemnymi i  będą miały

Na przykład na rysunku 2 ,  ^gdzle zerem J e s t  9 . 0 0 ,  przybycie  do szko­
ły  można pr zy ją ć  za ~ 5 ,  a ape l  za * 1 5 .

Po k i lku ćwiczeniach  w opisywaniu różnych s y t u a c j i  z pomocą l i c z b  do­
datnich i  ujemnych r o z d z ia ł  ko.’.Czy s i ę  rozsz9rzeniem o s i  l i czbo wej  w lewo 
od zer a .



W k si ą ż c e  C p o j ę c i a  te  opracowane sę na nowo, pozornie bez związku 
z wprowadzonymi w k s i ą ż c e  B. Bazę pojęciową dla l i c z b  całkowitych  i  dz ia ­
łań  na n ich stanowi tu Jeden model o cha ra kt er z e  geometrycznym -  ruchy 
pionka wzdłuż l i n io w e j  p lanszy.

Ruchy w prawo i  o p i s u j ą c e  Je  l i c z b y  nazywa s i ę  ’ n i e b i e s k i m i * ,  ruchy i  l i c z ­
by w lewo -  "z i e l o n y m i” . L iczby " n i e b i e s k i e *  i  " z i e l o n e "  to “s h i f t  numbers", 
co można by prze łożyć  na p o ls k i  Jako " l i c z b y - r u c h y " . W związku z grami roz­
grywanymi na t e j  p lanszy ,  gdzie ruchy są wyznaczane rzutem kostkami z wypi­
sanymi na śc ia n ac h  " n i e b ie s k i m i "  i  "z i e lonymi"  l i cz b a m i ,  ujawnia s i ę  po ję ­
c i a  sumy l i c z b  ca łkowitych  oraz l i c z b  przeciwnych.  Dopiero wówczas przywo­
ł u j e  s i ę  wprowadzone wcze śnie j  l i c z b y  skierowane i  pokazuje s i ę  możliwość 
i ch  użycia dla o k r e ś l e n i a  ruchów pionka.  "L ic zby  skierowane" i  " l i c z b y  -  
ruchy" s t a j ą  s i ę  synonimami. Rekonstruuje  s i ę  te ż  oś l iczbową pokazując,  
że ruch zac zyna jący  s i ę  w O kończy s i ę  w punkcie ,  któremu przypisana j e s t  
l i c z b a  tego ruchu. Dodawanie -  Już jawne -  l i c z b  ca łkowitych  opar te j e s t  
do końca na modelu geometrycznym: sk ładaniu  przesunięć  wzdłuż o s i .

Osobliwością j e s t  tu sposób u j ę c i a  odejmowania.  Wychodząc od równoś­
c i  o cz y w is t e j  + 3 -  +3 = O i  wcze śnie j  od kr y te j  +3 + - 3 « 0 autorzy sugeru­
j ą ,  że -  +3 znaczy to samo co + ”3.
Sprawdza s i ę  to na k i l k a  analogicznych przykładach ,  a potem w n ast ęp ują ­
cych c ią ga c h  równości :

( a )  (b)

+ 2 - + 2 X 0 +4 - + 4 = 0 + 4 + "4 = 0

+ 3 - * 2 S + i + 4 - + 3 -  +1 +4 + “ 3 » + 1

+ 4 - * 2 = + 4 - + 2 B +4 + ~ 2 = + 2

+ 5 - * 2 s +4 - + 1 = +4 + ' l = + 3

+ 6 - * 2 0 + 4 +4 - 0 a + 4 + 0 c + 4

* 7 - * 2 s ♦ 4 - “ 1 s *4 + 1 s + 5

*B - + 2 a +4 - ~ 2 = +4 + * 2 8 f 6

+4 ” 3 a + 4 + + 3 — * 7

Narzuca s i ę  przy tym uczniowi n as tępu jące  wnioskowanie przez analogię:  
"Ponieważ l i c z b a ,  od k t ó r e j  odejmujemy * 2 ,  j e s t  za każdym razem o jednost­
kę większa,  wydaje s i ę  rozsądne oczekiwać ,  że wyniki także będą za każ­



dym razem o jednostkę  w ię ks z e " .  Rozumowanie to j e s t  oczywiśc ie  błędne:  
monotonicżność różnicy względem odjemnej j e s t  tu założeniem,  a nie wnio­
skiem. Założenie  to  j e s t  przy tym oparte  na ryzykownej a n a l o g i i ,  d la  k tó­
r e j  nie widać i n t u i c y j n e j  podstawy. Uczeń do końca nie dowlad'i je s i ę  tu ,  
co z n a c z y o d j ę ć ,  zmuszony J e s t  zadowolić 9 i ę  u m ie j ę tn o ś c i ę  numery­
cznego w y k o n y w a n i a  odejmowania.  Takie potraktowanie odejmowa­
nia rażęco odbiega od u j ę c i a  w cz eś nie j sz ych  p o ję ć .

U j ę c i e  to j e s t  przykładem roz wi j an ia  po ję ć  w różnych aspektach  i n t u i ­
cyjnych ,  a nie -  j a k  to p o s t u lu j e  aktualny  program szkoły  d z i e s i ę c i o l e t ­
n ie j  w P ols ce  oraz programy nie których  innych krajów -  w sposób pojęciowo 
i  l o g i c z n i e  j e d n o l i t y .  Wymaga to zapewne większe j  i l o ś c i  czas u ,  a l e  pro­
wadzi do w yk szta łcenia  prawdziwych, głęboko rozumianych p o j ę ć ,  a nie j edy­
nie ich formalnych namiastek.  W pierwszym e t a p i e  wprowadza s i ę  l i c z b y  do­
datnie  i  ujemne jako  a b st ra k c y j n y  schemat wielu różnych s y t u a c j i .  Schemat 
ten poznaje uczeń nie z gotowego op is u ,  a l e  w drodze kierowanej  p o le ce n ia ­
mi i  pytaniami s c h e m a t y z a c j  i .  Ważnę ro lę  w tym p r o c e s i e  odgry 
wa z a bi eg ,  który przy powierzchownym sp o j rz e n i u  może ro bi ć  wrażanie b a n a l ­
nego ćwiczenia rachunkowego. Oest to mianowicie po le ce n ie  skonstruowania 
nowej s k a l i  przy innym wyborze z e r a .  D zię k i  temu uczeń uświadomi sobie  
bardzo dobrze,  że punkt O j e s t  uniwersalnym punktem o d n i e s i e n i a ,  k tóry w 
praktyce może być p r z y j ę t y  roz mai c ie ,  z a l e ż n i e  od potrzeby i  wygody.Uświa­
domi to 9 obie  l e p i e j  n iż  z le kt u r y  końcowego komentarza.  Brak tu natomiast 
aktywności nastawionych na u jawnienie dowolności  wyboru z w r o t u  do­
datniego i  ujemnego, co dla ukszta ł towania  tych po jęć  J e s t  równie ważne.

Ten pierwszy etap prowadzi więc do wytworzenia w umyśle ucznia l i c z b -  
schematów, nie zwięzanych żadnę -  poza narzucającym s i ę  porządkiem -  s t ruk 
turą .  Użyte tu konkretne s y t u a c j e  n ie  da ją  też  i n t u i c y j n e j  podstawy dla 
wprowadzenia dz ia ł ań  na nowych l i c z b a c h .  Nie j e 9 t to więc j e s z c z e  schema- 
t y z a c j a  typu matematycznego, k tórą odłożono do drugiego etapu.

Drugi etap kszta ł tow ani a  tych po jęć  przebiega i n a c z e j  niż pierwszy.  
Zamiast wielu konkretnych modeli i  szukania dla nich wspólnej  s t ru k tu ry  
a l g e b r a i c z n e j ,  mamy tu ty lko  jeden model paradygmatyczny, model geometrycz 
ny, dla którego s t ru k tu ra  grupy addytywnej j e s t  bardzo na tu ra ln a ,  a elemen­
ty ,  t r an sfo rm ac je  i  i ch sk ładanie  łatwe do konkret no -gr af icz ne go prze dsta­
wienia .  Bada jąc ten model,  uczeń najpierw częściowo odkrywa jego  s t r u k t u ­
rę ,  potem s twierdza ,  że da je  s i ę  on o p i s i e  przy pomocy poznanych wcześnie j  
l i c z b  dodatnich i  ujemnych, a w ię c , ż e  wykryte d z i a ł a n i a  można wykonywać w 
zbi orz e  tych l i c z b ,  w reszc ie  uzupełnia badanie s t r u k t u r y ,  te r a z  już  jako  
s t ru kt u ry  zbioru l i c z b  ca łkowitych .

Porównując to u j ę c i e  z ujęciem prezentowanym w Przykładzie  1.  nie mo­
żemy zapominać,  że obrano tu drogę dydaktycznie ł a t w i e j s z ą ,  a l e  matematycz



nie nie tek  " c z y s t ę " .  Łatwo tu p o j ę c i a  arytmetyczne oprzeć  na i n t u i c j i  
geometryczne j ,  zn acznie  t r u d n i e j  J e  na t e j  drodze zd ef in iować  (autorzy  
z r e a z t ę  t a k i e j  próby nie pode jmuję) .  N i e z a l e ż n i e  Jednak od odmiennoócl 
k o n c e p c j i  naukowej,  koncepc ja  dydaktyczna,  w n ie k t ó ry c h  azcze gół ach  węt-  
p l iwa,  w c a ł o ó c i  wydaje e i ę  b l i ż s z a  współczesnym poględom na dydaktyczne 
programowanie procesu k sz ta ł to w a n i a  po j ę ć  matematycznych.

P r z y k ł a d  3
Opracowane ob ecnie  przez zepół  w Państwowym I n s t y t u c i e  Pedagogicznym 

w Budapeszcie / M u n k a l a p o k /  z roku 1976 stanowię zaadaptowanę do 
o s t a t e c z n i e  zatwierdzonego programu w e r s j ę  w c z e śn ie j s z e g o  wydania ekspery­
mentalnego,  wypróbowanego na ezerokę  s k a l ę .  Podręcznik t e n ,  r o z w i j a j ę c y  
zatem przemyślanę i  sprawdzonę koncepc ję dydaktycznę ( k t ó r e j  głównym twór­
cę J e s t  T.  V a r g a ) ,  J e s t  tym b a r d z i e j  l n t e r e s u j ę c y .  Ponieważ przy tym ma­
t e r i a ł y  t e  tworzone były równolegle z programem nauczania i  w tym samym 
z e s p o l e ,  a n a l i z ę  opracowania w nich  l i c z b  dodatnich i  ujemnych poprzedzimy 
rzutem oka na ro z w in i ęc ie  tego tematu w opracowanym w tym I n s t y t u c i e  pro­
gramie nauczania matematyki /Orszagos  P ed rg ogi a i  I n t ś z e t / .

K sz ta ł t o wa n ie  tych po ję ć  rozpoczyna s i ę  w k l a s i e  I I  tematem "Oś l i c z ­
bowa. Rzut oka na l i c z b y  dodatnie  i  l i c z b y  ujemne" 1 trwa aż do k la sy  V I I  
(w k l a s i e  V I I I  -  o s t a t n i e j  k l a s i e  szkoły  podstawowej program nie przewiduje 
e x p l i c i t e  żadnego tematu arytmetycznego) .  W k l a s i e  I I I  program zawiera:  
"Termometr.  Dług i  m a j ę t ek .  Liczby  ujemne. Dodawanie 1 odejmowanie z uży­
ciem narzędzi  rachunkowych, w prostych  przypadkach" ,  zaś  w k l a s i e  IV "Mo­
dele  l i c z b  ujemnych ( temp era tura ,  dług i  m a j ę t ek ,  miniony czas i t p . ) .  M ie j ­
sce  na o s i  l i c zb o w ej  l i c z b  ujemnych, z e r a ,  l i c z b  doda tnic h ;  porównywanie 
l i c z b .  Dodawanie 1 odejmowanie l i c z b  ujemnych 1 dodatnich  w prostych  przy­
padkach*.  Dednakw w y m a g a n i a c h  temat ten pojawia a i ę  po raz 
pierwszy w k l a e l e  IV w następujęcym sformułowaniu:  "Znajdowanie na o s i  
l i c zb o w ej  m i e j s c  l i c z b  ujemnych 1 dodatnich .  Porzędkowanie l i c z b  dodatnich 
i  ujemnych według w i e l k o ś c i .  Rozwięźywanie pros t ych  zadań na dodawanie i  
odejmowanie z l i c zb a m i  ujemnymi*.  W k l a s i e  V dochodzę j e d y n i o :  mnożenie 1 
d z i e l e n i e  w o b rę b i e  l i c z b  ca łkow itych  oraz p o j ę c i e  w a r t o ś c i  bezwzględnej ,  
a w k l a s i e  VI d z i a ł a n i a  na l i c z b a c h  n ie  t y lk o  ca ł kow it yc h .  Ale dopiero pro­
gram k la sy  V I I  w k c n t e k ś c l e  d z ia ł a ń  na l i c z b a c h  rzeczywis tych  mówi o " k s z t a ł ­
towaniu algorytmów*,  co pozwala wnosić ,  że w cze śni e j  uczniowie powinni wyko­
nywać d z i a ł a n i a  o p l e r a j ę e  e i ę  na modelach i  za pomocę przyrzędów / o s i  l i cz bo ­
w ej ,  suwaka/.

3ak więc widać,  program przewiduje bardzo n ie s p i e s z n e  1 n ie formalne 
k szt a ł to w an ie  omawianych p o j ę ć ,  a Jawnę a lg o ry tr a iz a c j ę  d z ia ła ń  dopiero w szós­
tym roku tego  proceeu.  Stęd  Już  widać,  j a k  bardzo, koncepc ja  ta  odbiega od 
wcięż a k t u a l n e j  gdzie  i n d z i e j  t r a d y c j i .



Przyj rzyjmy s i ę  te r a z  opracowaniu tych po jęć  w podręczniku/>>M u n -  
k a l a p o k ^  1976/  dla k lasy  I I I ,  a więc drugiego roku ich  kszta ł towa­
nia .  Znaki + i  -  , słowa "dodatni "  i  "ujemny",  oraz dodawanie i  odejmowa­
nie l i c z b  ca łkowitych  po jaw ia ję  s i ę  tu po raz pierwszy,  co uzasadnia porów­
nanie tego właśnie podręcznika z innymi,  przeznaczonymi dla nieco wyższych 
k l a s ,  a także i n i c j u j ę c y m i  naukę o l i c z b a c h  ca ł kowitych .  Dodajmy te ż ,  że 
budowa i  j ęzyk >>Munkalapok<< dla k la s  I I - I V ,  a także d la  k lasy  V o p r z e j ­
ściowym programie,  nie różnię s i ę  od s i e b i e  w sposób i s t o t n y .

Każda s t ro n a  tego podręcznika ® ("munkalap" -  "k a r t a  robocza" )  prowa­
dzi ucznia przez k i l k a  (na ogół t r z y )  aktywności  nie po z o 9t a ję c e  z sobę w 
żadnym zwięzku tematycznym. Na 14 s t ron ac h  (prawie 10% c a ł o ś c i )  zna jduję  
s i ę  aktywności  dotyczęce in t e r e s u J ę c y c h  nas p o j ę ć .  Nie sę one przy tym roz­
rzucone równomiernie,  a l e  zgrupowane w s z e ś c iu  s e r i a c h ,  w każdej  na sąsied­
nich lub prawie są s i e d n ic h  s t ro n a c h .  P r z e p l a t a j ą  s i ę  w nich c z t e r y  typy 
problemów: 1.  zmiany temperatury ( s e r i e  I i  I I ) ,  2.  dług i  majątek ( s e r i e  
I I ,  I I I  i  IV ) ,  3.  porównywanie l i c z b  całkowitych ( s e r i e  I I I  i  IV) ,  4 .  do­
dawanie i  "ukryte"  odejmowanie (d o bi er an ie  brakującego sk ła d n ik a )  l i c z b  
całkowitych ( s e r i e  I I I ,  IV,  V i  V I ) .  Problemy tego 9amego typu występują ­
ce w różnych s e r i a c h  cz ę s t o  są do s i e b i e  bardzo podobne; uczeń będzie w i ę c  
rozwiązywał podobne problemy, a le  z dość znacznym interwałem czasowym, a 
nie "na jednym oddechu",  j a k  w tradycyjnym nauczaniu.

Każda z tych aktywności  przedstawia s i ę  uczniowi Jako 9 e r i a  prostycln 
zadań na zastosowanie rachunku (nu l i c z b a c h  natura lnych)  w nowej sytuacj i -  
praktyczne j  lub z praktyką b l i s k o  zwią za ne j .  Znak l i c z b y  nie kr eu je  nowegęo 
p o j ę c i a ,  j e s t  ty lko  symbolem użytym dla skrótowego op is a ni a  t e j  s y t u a c j i ,  
dla e l i m i n a c j i  nadmiaru słów. Na tym e t a p i e  nie ma więc nie ty lko Jawnego,, 
a le  nawet ukrytego formalizowania po jęć  związanych z l i czba mi  dodatnimi i  
ujemnymi. Ich ks zta ł towanie  dokonuje s i ę  na drodze naturalnych  rozumowań, 
k tóre dopiero w p r z y s z ł o ś c i  znajdą swoje formalne o d b ic ie  w d e f i n i c j a c h  i 
algorytmach.

Dotychczas pokazane u j ę c i a  były bądź wynikami poszukiwania środków dy<_ 
daktycznych dla poglądowego sparafrazowania  d e f i n i c j i  matematycznych ( l i c z ­
by ca ł k o w i te j  j ako zbioru par l i c z b  natura lnych lub Jako miary wektora 
względem o s i ) ,  bądź koncepcjami opartymi na o p i s i e  i a n a l i z i e  naturalnych 
s y t u a c j i  konkretnych,  nie pretendującymi do zgodności  z j akąkolwiek te o r i r j  
matematyczną. Przykład ,  który prezentujemy jako  o s t a t n i ,  ukazuje podejście 
całkiem odmienne.

Obszerny fragment te ks tu  przytaczamy w Aneksie 1,  s. j .27.



P r z y k ł a d  4
Oest to u j ę c i e  pochodzące r. "Mathématique Moderne" v o l .  1 /Papy'ego/i  

Rozdzia ł  " l i c z b y  ca ł kowite  wymierne" nas tę pu je  tu bezpośrednio po wprowa­
dzeniu numeracj i  dwójkowej,  gdzie prócz zwykłej  symboliki  pozycyjne j  s t o ­
s u je  s i ę  przedstawienie  l i c z b  na "abaku" :

O o o o o o o
I l u s t r u j e  s i ę  w ten sposób manipulacje  żetonami,  k tóre  uczniowie w k la ­
s i e  mogę wykonywać ko n k ret n ie ,  dodając i  odejmując l i c z b y  w tym systemie .  
Oako opis  konkretnych ma n ip ul a c j i  uczniów należy też  rozumieć t e k s t ,  któ­
ry w c a ł o ś c i  przytaczamy w Aneksie 3.

Po takim wprowadzeniu l i c z b a  ca ł kowita  będzie dla ucznia " l i c z b ą  kolo­
rową" lub " l i c z b ą  ( n a tu r a ln ą )  ze znakiem".  Na następnej  s t r o n i e ,  w związ­
ku ze zmianą znaku i  symbolem - a ,  mówi s i ę  nawet wyraźnie:  "Nie zapominaj,  
że a oznacza l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  w y m i e r n ą ,  to j e s t  
l i c z b ę  n a t u r a l n ą  z a o p a t r z o n ą  w z n a k . O -  
znaczamy przez -a  l i c z b ę  a ze zmienionym znakiem ( lub  kolorem) ."

Czy J e s t  to więc ty lk o  u j ę c i e  stosowane przed l a t y ,  krytykowane a na­
wet skompromitowane jako  niepoprawne matematycznie,  i  -  zdawałoby s i ę  -  
zarzucone,  a tu odświeżone Jedynie  nowymi środkami dydaktycznymi? Wydaje 
s i ę ,  że autorowi przyświeca ła  tu inna ide a ,  k t ó r e j  z so bie  wiadomych po­
wodów nie rozwinął :  idea " n e u t r a l i z a c j i  k o n f l i k t u " ,  k tóra  pros tą  drogą pro­
wadzi do p o j ę c i a  grupy. Zauważmy, że wprowadzono tu nie od dz ie ln ie  l i c z b y  
dodatnie i  l i c z b y  ujemne, a l e  od razu pary "an tagonis tycznych"  l i c z b  prze­
ciwnych. Matematycznie można by tę  ko n st ru k c ję  u ję ć  jako  zanurzenie pół-  
grupy l i c z b  naturalnych  w grupie " c a ł k o w i t e j " .  0  i s t n i e n i u  u autora t a k i e j  
i n t e n c j i  świadczy nie ty lko  "bi twa"  jako  model wprowadzający,  oraz uwaga 
na końcu ustępu,  a l e  także f a k t ,  że dodawanie wprowadzono od razu wraz z 
nowymi l i cz b a m i .  Było to z r e s z t ą  k o n i e c z n o śc ią ,  gdyż w o p e r a c j i  dodawania 
k ry je  s i ę  sens "antagonizmu".  Wydaje s i ę ,  że konsekwentne trzymanie s i ę  
t e j  i d e i  mogłoby dać dydaktycznie i n t e r e s u j ą c e  i  matematycznie poprawne 
wprowadzenie tych p o j ę ć .

Wprowadzenia dokonano tu jednorazowo,  w zwartym wykładzie.  Oest to 
rzeczywiści« yyykład, gdyż ten t e k s t ,  w przec iwieństwie  do tekstów z poprzed­
nich t r ze ch  przykładów, nie o rg an i zu je  jawnie żadnej  aktywności  ucznia:  
nie ma w nim pytań ani po leceń ,  a j ed yn ie  i n f o r m a c j e .  Nie znaczy 
t o ,  rzecz j a s n a ,  by autor  nie uważał aktywności  za pożądaną;  nie z a l i c z a  
jednak na jwidocznie j  s t y m u l a c j i  i  organizowania t a k i e j  aktywności do zadań 
podręcznika .

Zob. odnośnik na s . 3 1 .



P o j ę c i a  l i c z b y  c a ł k o w i t e j  i  sumy scharakteryzowane tu z o s t a ł y  wyłę- 
cznie na przykładach,  a w przytoczonym w c a ł o ś c i  t e k ś c i e  tego paragrafu 
-  nawet w sposób n iepeł ny .  Dopiero bowiem w uwadze w y j a ś n i a j ę c e j  do ćwi­
czeń mówi s i ę :  "Zauważ, że -  I IOI  i  -  X I I I  oz n acza ję  l i c z b y  c tym samym 
znaku, reprezentowane przez żetony tego samego koloru.  Dodajemy j e  zwy- 
c z a j n i e l "  Takie u j ę c i e  rażęco odbiega od formułowanych w innych miej scach 
precyzyjnych d e f i n i c j i ;  dla przykładu zacytujemy d e f i n i c j ę  i loczynu liczb 
ca łko wi ty ch :

" I l o cz y n  dwóch l i c z b  ca łkowitych  wymiernych J e s t  iloczynem ich  war­
t o ś c i  bezwzględnych, zaopatrzonym znakiem + ,  j e ż e l i  czynnik i  maję ten 
sam znak,  znakiem - ,  J e ż e l i  czynnik i  nie maję tego samego znaku".

Można zrozumieć powody tak iego  zróżnicowania t e k s t u ,  trudno jednak 
uznać to za metodologicznie  i  dydaktycznie poprawne.

O.iówione przykłady pokazuję ogroonę różnorodność d e c y z j i  autorów 
podręczników, podejmowanych w dężeniu do optymalnego s p ro s t a n ia  trzem 
sprzecznym niera z  postulatom:  zgodności  z t e o r i ę  matematycznę, op arc ia  
pojęć na modelach wziętych z naturalnego  środowiska ucznia i  doboru środ­
ków da jęcych  n a j s i l n i e j s z ę  motywację.  Decyzje te  s t a j ę  s i ę  j e s z c z e  trud­
n i e j s z e ,  gdy t rzeba  dostosować podręcznik do narzuconego z góry sztywne­
go i  szczegółowego programu, wyznaczającego k o l e j n o ś ć  i  zakres  wprowadza­
nych po jęć .

3.4. Podsumowanie

Sposoby wprowadzania w podręcznikach dla omawianego poziomu pojęć 
matematycznych odpowiadaję, co uwidoczniono w dokonanym pr zegląd zie  u jęć  
l i c z b  dodatnich i  ujemnych, występującym obecnie trzem f i l o z o f io m  naucza­
nia matematyki.  Według j ed n e j  z nich ( reprezentowanej  m. in .  przez H.Freu- 
denthala)  nauczanie to powinno s ł uż y ć  zdobywaniu przez uczniów u m ie ję t ­
ności  schematyzowania i  opisywania w ka te g o r ia c h  matematycznych o t a c z a j ą ­
ce j  i ch  r z e c z y w i s t o ś c i .  Jakakolwiek wewnętrzna g lobalna st rui - . turyzacja ma­
tematyki l e ż ą c e j  u podstawy tego opisu j e s t  ze względu na ten c e l  o b o j ę t ­
na, a j e j  narzucanie przeszkadza w o s i ą g n i ę c i u  zamierzonych efektów 
k s z t a ł c e n i a .  (Dopuszcza s i ę  jednak lokalną  o r g a n i z a c j ę  dedukcyjną niewiel­
kich fragmentów t e o r i i  matematycznych,  i  to nie nazbyt wcze śni e ) .  W sz c ze ­
gól no śc i  zgodność wprowadzanych po jęć  matematycznych z i ch  d e f i n i c j a m i  
w ok re ś lo n e j  t e o r i i  matematycznej  j e s t  z punktu widzenia t a k i e j  konc epc j i  
n i e i s t o t n a .  Daleko większą ro lę  odgrywa bogactwo naturalnych modeli tych 
p o ję ć ,  s łużące  i ch  głębokiemu intuicyjnemu rozumieniu i  umożl iwiające ich 
szerok ie  stosowanie w różnorodnych s y t u a c j a c h .  Zwolennicy t e j  f i l o z o f i i  
nie przywiązują też  w swych podręcznikach wagi do tego ,  aby p o j ę c i a  wpro­
wadzać w sposób m a t e m a t y c z n i e  e l e m e n t a r n y ,  t j .



aby środki  propedeutyczne dawały e i ę  łatwo prze łożyć  na formalizm zgodny 
z określony t e o r i ę  matematycznę.  Wysiłek 6wój k i e r u j ę  natomiast  na i  n- 
t u i c y j n i e  e l e m e n t a r n e  wprowadzenie p o j ę ć ,  t j . u z y s k i ­
wanie i c h  w drodze bezpośrednich,  pros tych  a b s t r a k c j i  z okreś lonych natu­
ralnych s y t u a c j i  konkretnych.  Prowadzi to n iekiedy do po ję ć  z matematycz­
nego punktu widzenia da le ki ch  od e l em e n ta rn o śc i ,  co wyklucza i ch  ewentu- 
a lnę  pó źn ie j s z ę  f o r m a l i z a c j ę  na wyższym szcz ebl u  nauczanie ,  f o r m a l i z a c j ę  
zgodnę z wykształconymi i n t u i c j a m i .  Ten brak ograniczeń  formalnych daje 
autorowi podręcznika niemal n leograniczonę  swobodę w doborze środków dy­
daktycznych 1 konkretnych modeli  p o j ę ć ,  s twarza j ednak równocześnie poten­
c j a l n e  n iebezpieczeństwo powiększenia t r udn oś c i  w później szym dostrze ga­
niu różnicy  pomiędzy pojęc iem naiwnym a pojęc iem matematycznym w rozumie­
niu współczesnym, t j .  pojęc iem poprawnie zdefiniowanym w terminach matema­
tycznych.

P oz o st a ł e  dwie f i l o z o f i e  nauczania matematyki s t a w i a j ę  ukazywanie 
uczniowi matematyki w k s z t a ł c i e .  J a k i  nadaję J e j  ogólne s t r u k t u r y , z a  głów­
ny c e l  nauczenia,  real izowany od na jn iż sz eg o  s z c z e b la  sz k o ł y .  Przy tym 
jednak,  według jednego k i erunku' (np.  G. Papy) podstawę dla abstrahowania 
tych s t r u k t u r  s tanowić powinna natura lna  rz e cz y w i s t o ść ,  choc iaż  d la  po­
t r z eb  dydaktycznych odpowiednio ograniczona i  wyideal izowana,  według dru­
giego -  s y t u a c j e  konkretne lub a b s t r a k c y j n e ,  s z t u c z n i e  dla tego ce lu  sp re ­
parowane i  możliwie o d le gł e  od r z e c z y w i s t o ś c i  n a t u r a l n e j ,  przesz kad za ję -  
c e j  -  j a k  twierdzę zwolennicy tego kierunku -  prawidłowemu abstrahowaniu 
s t r u k t u r  przez zawarty w n i e j  ładunek i n t u i c j i .  W podręcznikach tworzonych 
zgodnie z tymi koncepcjami k s z t a ł c e n i a  matematycznego p o j ę c i a  wprowadza­
ne sę w sposób wyraźnie ukierunkowany na okre ś lo ne  i ch  u j ę c i a  w matema­

t y c e ,  a więc użyte w podręczniku środki  dydaktyczne maję s łużyć propedeu- 
t y z e c j i  jtego wybranego u j ę c i a .  Za ło żen ie  t a k i e  narzuca doborowi tych śro­
dków ś c i s ł e  o g r a n i c z e n ia ,  zw ię ks z a ję c  znacznie  t rudn oś c i  w dobrej  dydak­
ty cz n ie  r e a l i z a c j i  zamierzeń a u to ra .  U j ę c i a  do nich dostosowane cechuje 
też  cz ę s t o  n le n et ur a l n o ść  warstwy motywacyjnej .

Każda z wymienionych t r zech  f i l o z o f i i  k s z t e ł c e n i a  matematycznego ma 
swych goręcych zwolenników, k tórzy  w j e j  obronie  pos ługuję  s i ę  przekonu- 
j ęcymi argumentami. Nie podejmujemy tu próby r o z s t r z y g n i ę c i a  tego sporu,  
po p rz e s t a j ę c  na dokonanym prz e gl ęd zi e  n iekt ór yc h  i m p l i k a c j i  tych koncep­
c j i  dla wprowadzania po jęć  w podręcznikach matematyki,  wyjaśnla jęcym -  jak 
sędzlmy -  powody, dla k tórych pierwszę z nich uważamy za najodpowiednioj -  
szę na poziomie p ierwsze j  k lasy  ponadpoczętkowej .



4. ROZUMOWANIA PREMATEMATYCZNE A TEKST PODRĘCZNIKA

4.1. Rozumowanie prcmatcmatyczne jako propedeutyczna forma dowodu

W a n a l i z i e  t rud no śc i  przedstawienia w t e k ś c i e  podręcznika matematy­
ki  dla omawianego poziomu rozumowań stanowięcych odpowiednio prz ystoso­
wane wer s j e  dowodów matematycznych,  posłużę s i ę  wprowadzonym przez Z. 
S e m a d e n i e g o  / 1 9 7 6 /  pojęciem rozumowania prematematycznego, 
k tó re  tu rozumieć będziemy nieco s z e r z e j .

Dężęc do możliwie pełnego z b l i ż e n i a  matematyki nauczanej  na dowol­
nym szczeblu  9zkoły  do matematyki sensu s t r i c t o ,  dydaktycy różnych kra­
jów wypracowali ,  głównie w clęgu o s t a t n i e g o  ćwi erćwiecza ,  w ie le  środków 
konkretrych  ( g ra f ic z n y c h  i  manipulacyjnych) ,  pozwala jęcych na t a k i e  przed­
s t aw ie n ie  rozumowań ogólnych i  a b s t ra k c y j n y c h ,  że s t a j ę  s i ę  one dostęp­
ne czy to dla dziecka czy dla  doros łego  nlematematyka.  Rozumowanie t a k ie  
prowadzi s i ę  zazwyczaj  w szczególnym przypadku (określonym e x p l i c i t e  lub 
przez dobór s y t u a c j i  k o n k r e t n j j ) ,  a l e  tak ,  ze nie korzysta  s i ę  z żadnych 
specyf icznych cech tego szczególnego przypadku. Przy tym poszczególnym 
krokom w takim rozumowaniu towarzyszę na ogół  pewne czynnośc i  rysunkowe 
lub manipulacje wykonywane na m a t e r i a l e  konkretnym, z a s t ę p u ję c e  w pewnym 
se n s i e  k on st ru k c j e  werbalne lub symboliczne,  dokonywane w konwencjonal­
nej  procedurze dowodzenia.

Dla k o n s t r u k c j i  rozumowań prematematycznych s z c z e g ó l n ie  dobrze na­
daje s i ę  kombinatoryka, na co zw róc i ł  uwagę P. Nowicki w swej ( n i e p u b l i ­
kowanej) pracy d o k t o r s k i e j .  Dla przykładu rozważmy problem l i c z e b n o ś c i  
i loczynu k a r t e z ja ń s k i e g o  dwóch zbiorów skończonych (w sformułowaniu zro ­
zumiałym dla d z i e c i  -  l i c z b y  możliwych kombinacj i  par tanecznych,  s t r o ­
jów i t p . ) .  Ustawienie przez d z i e c i  żetonów rep re ze n tu ję cy ch  elementy da-

/
nych zbiorów wzdłuż boków p r o s t o k ę t a ,  a następnie  próbne fworzenie par 
przez przesuwanie tych żetonów równolegle do odpowiednich boków, prowa­
dzi  do odkrycia przez w ie le  d z i e c i ,  że l i c z b a  wszystkich  par j e s t  równa 
i loczynowi l i c z b  elementów danych zbiorów. Matematyk dokona z ła t w o śc i?  
f o r m a l i z a c j i  tego rozumowania w konwencjonalnym języku,  a j edno cze śni e  
odbiorca-niematematyk ma pełne poczucie j ego  o g ó ln oś c i  i  l o g i c z n e j  s p ó j ­
no śc i .

Niektóre z ta k ic h  rozumowań mogę być prowadzone ju ż  przez d z i e c i  
k las  poczętkowych, inne wymagaję pewnej d o j r z a ł o ś c i ,  sę wroszc ie 1  t a k i e ,  
k tóre zachowujęc ewój prematematyczny c h a r a k t e r ,  t j .  wniosku ogólnego o- 
psr tego  na rozumowaniu w szczególnym przypadku z konkretnę r e a l i z a c j ę  po­
szczególnych kroków, przy tym dejęcym s i ę  s formalizować ,  dostępne 9ę do­
piero  dla o9oby w matematyce zaawansowanej.  Liczne przykłady ta k ic h  ro­



zumowań znaleźć można w przeznaczonych dla różnych s z c z e b l i  nauczania 
ks iężkach G.Papy, ego.

Niemal wszystk ie  przykłady rozumowań prezentowanych Jako rozumowania 
prematematyczne,  będż po prostu występujących w podręcznikach szkolnych 
i  odpowiadajęcych powyższej c h a r a k t e r y s ty c e  ta k ic h  rozumowań, to rozumowa­
nia d a ję ce  s i ę  sprowadzić do wprowadzonego przez Z. Krygowskę schematu 
"uzmiennienia s t a ł e j "  lub do n at u ra ln e j  r e k u r e n c j i .  W pierwszym przypadku 
występuję w nich l i c z b y ,  lub skończone z b i o r y ,  będęce podstawę rozumowa - 
n ie .  Akt j ego  uog ólnienia  sprowadza s i ę  do uświadomienia sobie  n l e i s t o t n o ś -
c i  wyboru danych l i c z b . c z y  l i c z e b n o ś c i  zbiorów, do "uzmiennienia"  tych

i
s t a ł y c n .  Pod ten schemat podpada powyższy przykład .  W drugim przypadku, 
po wykonaniu k i lku  kroków po le ga j ęc ych  na zwiększeniu danej  l i c z b y  o 1,  
n as tępu je  uświadomienie r e g u la r n o ś c i  tego p r z e j ś c i a ,  z konkluzję " tak sa ­
mo będzie za następnym razem i  tak d a l e j " .  Być m o ż e , d o  prematematycznych 
z a l i c z y ć  by można także n ie kt ó re  rozumowania geometryczne,  oparte na in tu-  
icyjnym rozumieniu wła sno śc i  s y m e t r i i  i  innych p r z e k s z t a łc e ń .  W podręcz­
nikach dla k la s  poczętkowych 1 niższych  k la s  szkoły  śr e d n i e j  nie spotyka 
s i ę  i ch  j ednak niemal wcale .  Jak  s i ę  wydaje,  sę one po prostu zbyt trud­
ne dla tego poziomu.

4.2. Rozumowania prematematyczne a podręcuik uczniowski

Jak wspomnieliśmy, rozumowania prematematyczne po jawi ły  s i ę  przede 
wszystkim jako  pa rafrazy  dowodów matematycznych dostępne dla d z i e c i  w 
pierwszych l a t a c h  nauczania.  Tworzono j e ,  aby s p r o s t a ć  postulatowi  re fo r ­
my nauczania,  i ż  poznanie matematyczne powinno od pierwszych l a t  być opar­
te  na rozumieniu,  nie zaś  na wierze i  pamięc i .  Niemal powszechnie unikano 
przy tym uproszczonych dowodów werbalnych,  z a s t ę p u ję c  j e  różnymi formami 
opartych na konkrec ie rozumowań prematematycznych.  Na podstawie dotychcza­
sowych doświadczeń można bcwiem s ę d z i ć ,  że w wieku 10,  11,  a może nawet 
12 l a t  rozumowania prowadzone werbalnie^będź przy użyciu symboliki  matema­
tyczne j  sę na ogół n iedostępne i  j e d y n ie  i ch  forma prematematyczne może 
być przez większość d z i e c i  zrozumiana.  Jako wniosek z t e j  h ipotezy  przy­
j ę ć  t r z e b a ,  że ty lk o  prematematyczne rozumowania maję r a c j ę  bytu w ucz­
niowskim podręczniku matematyki dla tego poziomu.

Rozumowania prematematyczne sę jednak i n t e g r a l n i e  zwięzane z kon­
kretnymi manipulacjami,  których na tym poziomie nie można pomlnęć ani  za­
s t ę p i e  opisem czy rysunkiem. (Często wie lokrotne  i  niemal mechaniczne po­
wtarzanie przez ucznia pewnych czynności  prowadzi do odkrycia przez niego 
ważnej r e g u l a r n o ś c i ) .  A podręcznik z natury rzeczy nie zawiera niczego 
poza tekstem i  rysunkami. Zatem podręcznik nie może zawierać pełnych ( w 
s e n s i e  psychologicznym) rozumowań prematematycznych.



Logiczna i  rozsądna byłaby w t e j  s y t u a c j i  decyz ja r e z y g n a c j i  z pod­
ręcznika jako  środka przekazu matematyki (wraz ze stanowiącymi j e j  i n t e ­
gralną część  dowodami). Uczniowie pracowaliby wówczas pod kierunkiem nau­
c z y c i e l a ,  wyposażeni w różnorodne środki  konkretne i  -  ewentualnie -  zbiór 
zadań. W i s t o c i e ,  tendenc ja  do zastępowania w najmłodszych k lasa ch  trady­
cyjnych podręczników matematyki zbiorami zadań występuje w św iac ie  Już 
od szeregu l a t .  Co prawda, motywacją wydaje a l ę  tu być także dążenie do 
maksymalnej in d y w id u a l iz ac j i  pracy z uczniami ,  k t ó r e j  przeszkadza J e d n o l i ­
ty dla wszystkich  przekaz wiadomości za pośrednictwem podręcznika.  Taki 
z b i ór  zadań j e s t  cz ę s t o  przez wydawcę "obudowywany" zestawem różnorodnych 
materiałów demonstracyjnych i  manipulacyjnych,  których użyciem k i e r u j e  w 
k l a s i e  na uczyc ie l  ( np . /B  r e l d e n b a c h  1 9 7 2 / ) .

Takich rozwiązań dla p ierwsze j  k lasy  ponadpoczątkowej nie spotyka się 
na rynku wydawniczym tam, gdzie k lasa  ta należy ju ż  do szkoły  ś r e d n i e j ,  
k t ó r e j  wysoka ranga o b l i g u j e  autorów do tworzenia "uczonych" podręczników. 
Natomiast np. eksperymentalne podręcznik i  węg ie rsk ie  « M u n k a l a p o  k& 
dla k lasy  IV,  V i  VI są w i s t o c i e  zbiorami zadań usystematyzowanych przez 
autorów w sposób dydaktycznie zamierzony,  l e c z  n ie ko n ie cz ni e  w sekwencję 
lo g ic zn ą .

Dla i l u s t r a c j i  omówimy t r z y  k o l e j n e  s t ro n y  podręcznika do k lasy  V, 
k tóre zawiera Aneks 2 ( s . l 3 ( ) .

Wszystkie t r zy  s t ron y z aw ie ra j ą  zadania związane z d z ie len iem,  j e d ­
nak każda ma nieco inny c h a r a k t e r .  S t rona 45 zawiera t r z y  podobne zadania 
na podzia ł pro po rc jonalny .  Nie ma tu żadnego wzoru rozwiązywania ta k i ch  
zadań (można przypuszczać,  że nie są to pierwsze zadania tego ty pu) .  Na 
s t r o n i e  46 są t r zy  zadania ,  z k tórych każde ma inny c e l  dydaktyczny:
1.  ma zwrócić uwagę na monotoniczność i l o ra z u  Jako f u n k c j i  d z ie ln i k a  
względnie d z i e l n e j ,  2.  k o n t r a s t u j e  s t a ł o ś ć  i loczynu (a więc odwrotną pro­
po rc jon al noś ć)  i  s t a ł o ś ć  i l o ra z u  ró żn ic  (a więc proporc jonalny  pr z y ro st )  
ze s t a ł o ś c i ą  sumy, w reszc ie  3.  i l u s t r u j e  ro źd zie lno ść  i l o ra z u  względem 
sumy. St rona  47 j e s t  znowu monograf iczna:  wszystkie  t rzy  zadania są po­
święcone pewnemu schematowi rozumowania opartego na p ro p o rc jo n a l n o ś c i  dwu 
w i e l k o ś c i .  Przy tym zadanie 1.  j e s t  rozwiązane i  stanowi przykład wzorco­
wy.

Brak tu jak i chk olw ie k  uogólnień czy w synte tyczny sposób sformułowa­
nych praw, reguł  i t p .  Nie ma ich n ie  ty lk o  bezpośrednio po wprowadzają­
cych przykładach i  zadaniach ,  a le  także n igdzie  w t e j  k s i ą ż c e .  Autorzy po­
z o s t a w i l i  na jwidocznie j  nauczyc ie lowi  t roskę  o taką syntezę (o i l e  w ogó­
l e  uważa s i ę  Ją za potrzebną czy pożądaną).

W punkcie 3. na s t r o n i e  46 i  w punkcie 1.  na s t r o n i e  47 znajdujemy 
wzorcowe przykłady,  k tóre  stcnowię w i s t o c i e  szczątkową postać rozumowań



prematematycznych.  Tu i  tam o p e r a c j i  d z i e l e n i a  odpowiada wykonywany na 
rysunku podział  f ig ur y  geometrycznej  na odpowiednią l i c z b ę  równych czę ś ­
c i ,  co prowadzi następnie do dalszych konsekwenc j i .  Brak tu jednak samych 
rozumowań, pokazano jed yn ie  na rysunku ich  e f e k t y .  Rozumowanie musi uczeń 
odtworzyć sam, może z pomocą n au c zy c ie la .  I  w tym aspekc ie  podręcznik do­
starcza więc uczniowi zadanie ("Odtwórz rozumowanie:" ) ,  a nie in fo rmac ję .

I s t n i e j e  j ednak w niektórych  przypadkach możliwość nie t y l e  przedsta 
wibnia w podręczniku i l e  stymulowania przez podręcznik rozumowań premate­
matycznych.  Pokażemy to ,  a n a l i z u j ą c  najpierw w aspekc ie  t a k i e j  s t ym ul ac j i  
fragmenty k i lk u  podręczników, a na s tępnie  pr e z en tu ją c  u j ę c i a ,  których sty 
mulujęce e f e k ty  powinny być -  zgodnie z h ipotezę -  większe.

P r z y k ł a d  1 / N e u n z i  g-S o r g e r 1969,  s . 3 3 /  
Zadanie:  330 -  214 Odpowiednie równanie:  214 + £ 3 =  330

Musimy dodać 6 czarnych żetonów

Otrzymujemy: 10 czarnych,  1 n ie b ie s k i  
i  2 czerwone żetony

Zastępujemy i  otrzymujemy:
|2 n i e b i e s k i e ,  2 czerwone żetony.

Musimy dodać 1 n i e b i e s k i  żeton

Otrzymujemy: 3 n i e b i e s k i e ,
12 czerwone żetony

Musimy dodać 1 czerwony żeton

Otrzymujemy: 3 n i e b i e s k i e  
i  3 czerwone żetony

i
;Razem dodaliśmy:  1 czerwony, 
b i e s k i  i  6 czarnych żetonów.



To wprowadzenie algorytmu odejmowania przez uzupełnianie  odjemnika 
(przykładów ta ki ch  j e s t  w podręczniku k i l k a )  na formę opisu r e a l i z a c j i  
zadania za pomocą żetonów. Opis ten j 0 3 t  przy tym tworzony równolegle w 
dwu formach: 1 .  " f i l m u " ,  t j .  s e r i i  rysunków i l u s t r u j ą c y c h  układy żetonów 
po każdej  m an ip u la c j i ,  2 .  w formie w e rb a ln e j .

Można sobie  wyobrazić nas t ęp ują cą  formę pracy z tym tekstem:  uczeń 
z a s ł a n i a  t e k s t ,  ustawia żetony zgodnie z równaniem i  wykonuje k o l e j n e  ma­
n ip u l a c j e  samodzie ln ie :  po każdorazowym ustawieniu żetonów o ds łan ia  k o l e j ­
ny fragment t e k s t u ,  porównuje swój układ z narysowanym, ewentualnie odczy­
tu j e  te k s t  słowny. Taka forma samodzielne j  pracy wymagałaby od ucznia bar­
dzo d o j r z a ł e j  motywacj i ,  j a k i e j  trudno oczekiwać u dziecka n ie sp e łn a  
1 0 - l e t n i e g o .  Będzie to więc możliwo w naj lepszym ra z i e  w ramach pracy "rów­
nym frontem" pod kierunkiem n au c zy c ie la .  Tekst  te n ,  z aw ie ra j ący  pełny wer­
balny opis rozumowania prematematycznego z i l u s t r a c j ą  rysunkową każdego 
kroku, nie wyzwala więc rozumowania prematematycznego u d z i e c i .

Ten podstawowy walor dydaktyczny można by zaś  łatwo uzyskać,  usuwając 
ca łko wic ie  lub częściowo t e k s t  słowny i  poz os taw ia jąc  uczniowi większość 
rysunków do uzup eł ni eni a .  Na przykład,  można by ten fragment u ją ć  następu­
j ą c o :

Pomagając so bie  żetonami,  uzupełni j  rysunki.

Chcemv mieć Mamv Musimy dodać

o o  © ©  
o  © o o ©  ll

Dodaj
czarne

oo  ©  ©  
o  ©

o o  ©mu zamień

©o®ooo

oo
o dodaj

a  n i e b i e s k i e  
W  i t d .

Rysunki mogą być tak dobrane,  że o poprawności swego rysunku lub b ł ęd z ie  
uczeń dowiaduje s i ę  Już w następnym kroku (sprawę samokontrol i  przy samo­
d z i e l n e j  pracy ucznia z podręcznikiem omówimy o d d z i e l n i e ) .
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obrót 
kwadran­
sowy 
w lewo

P r z y k ł a d  2 / N e u n z l  g -S o r g e r 1969,  s . 5 3 /
NaryeuJ kreda kwadrat na podłodze k l a s y .  Obierz punkt na Jego brzegu 

nie będący wierzchołkiem i  obe jdź raz kwadrat.  Idź przec iwnie  do ruchu 
wskazówek zegaraI

Poruszasz s i ę  tak :
Na bokach nie zmieniasz kierunku.  W każdym 
wierzchołku musisz wykoneć obrót  kwadranso­
wy w lewo. Gdy z n a j d u j e s z  s i ę  ponownie w 
punkcie w y j ś c i a ,  masz za eobę c z t e ry  obroty 

. kwadransowe w lewo, razem pełny ob ró t .
» Oj f p Ł i e r u n e l t

1 .  Obejdź kwadrat zgodnie z ruchem wskazówek zegara 1 opisz swoję 
drogę 1

2.  NaryeuJ na podłodze t r ó j k ę t  równoboczny. Obejdź boki tego t r ó j k ę -  
ta  zgodnie (n iez go dn ie )  z ruchem wskazówek z eg er a ,  wychodzęc z dowolnego 
punktu n ie  będęcego wierzchołk iem.  Opisz swóję drogę I

Oak duży J e s t  obrót  w każdym wierzchołku? 
dek duży J e a t  łęczny obrót  po powrocie do 
punktu w y j ś c ia ?
Porównaj łęcz ny  obrót  w przypadku kwadratu 
z obrotem w przypndku t r ó j k ę t a  równoboczne- 
go 1 g

3 .  /Analogiczne  zadanie z dowolnym t r ó j k ę t e m /
4 .  /Analogiczne zadanie dot .  kwadratu,  t r ó j k ę t a  równobocznego i  do­

wolnego na rysunku/
5.  /Zadanie dotyczęce  obiegu wzdłuż okręgu nerysowanego na podłodze/
6 .  /Zadanie  dotyczęce  obiegu wzdłuż dowolnej  krzywej narysowanej na 

podłodze/.
Tekst  ten na lnnę s t r u k t u r ę  n iż  t e k s t  z poprzedniego przykładu.  Zada­

nia d la  uczniów sę poprzedzone przykładem wzorcowym: op is  c a ł e j  r e a l i z a c j i  
wydanego na poczętku p o le ce n ia  poparty schematycznę i l u s t r a c j ę  rysunkowę,Q
a także k r ó t k i e  rozumowanie i  j eg o  konkluz je . Na tym przykładzie uczeń 
będzie wzorował swoje d z i a ł a n i e  ( tak a  wydaje s i ę  być i n t e n c j a  Autorów) i  
zwięzane z nim rozumowanie w następnych zadaniach .

d e ż e l i  wstępny przykład j e s t  dla uczniów w p e łn i  zrozumiały (czego 
tu nie będziemy dyskutować),  to u j ę c i e  t a k i e  zd a je  s i ę  w ys ta rcz a ję co  s t y ­
mulować odpowiednię aktywność i  zwięzane z nię rozumowanie prematematycz- 
ne.  A jednak tak nie j e s t .  Zauważmy bowiem, że przykład wzorcowy nie i l u ­
s t r u j e  rozwiązania żadnego problemu, k tórego tu n ie  sformułowano. Uczeń 
nie może w żadnym punkcie przewidzieć ,  an i  co powinien obeerwować, ani do
j a k i c h  wniosków z poczynionych o b se rw a c j i  będzie z m ie rz a ł .  P oz o st a je  mu 
uważnie odczytać c a ł y  ten t e k s t ,  i  -  przypuszcza ln ie  -  odczytywać go j e s z ­
cze parok ro tnie  przy rozwiązywaniu zadań, aby możliwie wiernie  naśladować 
c a ł e  postępowanie.

Tekst  w nawiasach ukośnych wewnątrz cyt a t u  j e s t  s t reszczeniem odpo­
wiedniego fragmentu o ry gi na łu .

0
Ten fragment budzi z a s t r z e ż e n i a  "a tu ry  dydaktyczne j ,  dak wynika z 

dalszych zadań, Autor zmierza do d alekieg o  uog ólnienia  t e j  pierwszej  ob­
s e r w a c j i .  Powinien więc wniosek (obrót  o kat pe łny)  oprzeć na powrocie wę- 
orowca do poprzednie j  p o z y c j i ,  a rachunek (4 kąty kwadransowe dają  kąt peł 
ny) ,  możliwy ty lko  w n ie l i c z n y c h  przypadkach szczególnych (w dodatku ważny 
ty lko w nie których  geometriach I ) ,  wykorzystać d la  u z u p e łn i a ją c e j  weryf ika­
c j i  tego wniosku.



A tymczasem temat ten można oprzeć na problemie porównywania kątów 
obrotu przy obieganiu różnych krzywych i  łamanych. Można by więc zacząć 
od o k r e ś l a n i a  kętów obrotu dziecka  s t o j ą c e g o  w środku ta r c z y  "zegara*  i  
nosem wskazujęcego godziny,  potem obserwować dwa t a k i e  " z e g a r y " ,  wreszc ie 
s k o j f z y ć  obrót  "wskazówki" z obrotem dziecka  ob ie ga ją ce go  różne krzywe 
nr.rysowane na " t a r c z y  z e g a r a " .  Szczególne w ła sn o śc i  n ie których  przypadków 
1 i ch zgodność z wnioskiem ogólnym, dotyczącym pełnego obiegu,  z jawiłyby  
s i ę  wówczee same w sposób na tu ra l ny .  Tekst  t a k i  mógłby s i ę  sk ładać z sa ­
mych poleceń i  pytań,  bez wzorcowego rozwiązania .  Użyteczność wzorcowego 
rozwiązania nie budzi z a s t r z e ż e ń ,  gdy celem j e s t  nauczenie pewnego po stę ­
powania a lgorytmicznego;  J e s t  ono Jednak zbędne lub nawet szkodliwe,  gdy 
chodzi o s t ymulac ję  pojęciowego rozumowania u uczniów.

4.3. Prematematyczne uzasadnienia rozdzielności mnożenia względem dodawania 
w wybranych podręcznikach

Następne przykłady p re z en t u ją  wprowadzenie w różnych podręcznikach 
ro z d z ie ln o śc i  mnożenia względem dodawania l i c z b  natu ra lny ch .  Łatwy dowód 
tego prawa, oparty na elementarnych w ł a s n o ś c i a c h  o p e r a c j i  monogośclowych), 
da je  s i ę  łatwo p r z e k s z t a ł c i ć  w rozumowanie prematematyczne,  wykorzystują ­
ce s i l n ą  poglądowość k rat y  p r o s t o k ą t n e j ,  ś lad  t e j  i d e i  znajdujemy też we 
wszystkich cytowanych podręcznikach,  j ednak z punktu widzenia a k t y w iz a c j i ,  
c z y te ln i k a  u j ę c i a  są różne.

P r z y k ł a d  3 / 3 .  H a y e n 19 76 ,  s . 1 4 3 /
1.  Kaseta " s u p e r - 8 " zawiera 15 m f i l mu.
a ;  Pani Mueller  n a k r ę c i ł a  w c z a s i e  urlopu 6 filmów i  zamierza j e  sk lce -  

i ć  razem. ' 3akt d ługi  będzie f i lm urlopowy?
b) Urodziny sfilmowano na 3 f i l ma ch.  Oakidługi  J e s t  f i lm urodzinowy?1
c )  Filmy urlopowy i  urodzinowy mają być s k l e j o n e .  Czy zape łn ią  one 

rolkę 1 20 -metrowę?
d) Z i l u  c z ę ś c i  składa s i ę  ten f i lm?  P o l i c z  na t e j  podstawie długość:  

f i lmu.
i o —o — o — 0 o - e o - o - o - o - o - #

2 . o —0 — 0 — 0 o - o o o - o - o

0 — 0 — 0 — o 0 ~ 0 0 0 0 0 - 0 - 0

Przedstaw rak samo: a)
b)

5* 7+4- 7 * 
4* 5+4* 3 ■

( 5 + 4 ) * 7  
4 * ( 5 + 3 )

Mnożenie j e s t  ro zd zie ln e  względem dodawania:
( e + b ) - c  « a * c + b * c  1 c * ( a + b )  ■  c * a+c * b

P rzy k ład : ( 4 + 2 ) * 3  -  4»3+ 2*3  i  3 * ( 4 + 2 )  -  3 *4+3 *2



Wprowadzenie r o z d z i e l n o ś c i  podzielono tu na t rzy  c z ę ś c i :  zagadnie­
nie praktyczne,  przedstawienie  geometryczne,  sformułowanie ogólne w za­
p i s i e  a lgebraicznym.  Oedynie i l u s t r a c j a  geometryczna zawiera i m p l i c i t e  
rozumowanie premetemetyczne prowadzęce do d o s t a t e c z n i e  ogól ne j  k o n k lu z j i .  
Oednak po le ce n ie  ("Przedstaw tak s a m o . . . “ ) nie zmusza ucznia do odtworze­
nia tego rozumowania. Może on rekonstruować rysunki  mechanicznie ,  zmie­
n i a j ą c  ty lko  l i c z b ę  kulek stosownie do danych. Zagadnienie praktyczne 
( n ie  będziemy tu wnikać w Jego aspekt  motywacyjny) prowadzi Jedynie do 
odkr yc i a ,  że długość f ilmu można zn al e ź ć  dwiema drogami.  Gest jednak wąt­
pl iwe,  czy uczeń samodzie lnie  uogólni  to odkryc ie choćby ty lko  w sens ie  
t r a n s f e r u  na inne s y t u a c j e ,  a ta kż e ,  czy dos trz eż e  j ego  związek z punk­
tem 2 i  ogólnym sformułowaniem prawe r o z d z i e l n o ś c i .

P r z y k ł a d  4 / H a y e n  1976/

Gerd,  P et ra  i  S i l k e  poz na l i  w c z a s i e  pobytu za granicą  t r zech  ucz­
niów z A n g l i i i  t r zec h  z F r a n c j i .  Do każdego chcą po powrocie wysłać k a r t ­
kę z pozdrowieniami.  I l e  kar tek  z o s t a n i e  wysłanych?

Udo l i c z y  i n a c z e j :
Będzie 4 . 3  kar tek do A n g l i i  i  4 * 2  kar tek do F r a n c j i :  
( 4 » 3 ) + ( 4 » 2 )

» 1 2  + 9 
-  20

P et ra  1 Udo otrzy mal i  ten sam wynik: 4 * ( 3 + 2 ) * ( 4 » 3 ) + ( 4 * 2 )

4 3 4
12

2

Z O

• • 
• •

• 9 

9 9

Czy sposoby l i c z e n i a  Pet ry  1 Udo zawsze prowadzę do tego samego wyniku? 
Sprawdź to na j e s z c z e  jednym prz y kł ad z ie :

2 5 * ( 4 + 1 1 )  ( 2 5 - 4 ) + ( 2 5 * l l )
« ■  / . . . /

Widzisz ,  że :  2 5 * ( 4 + 1 1 )  » ( 2 5 * 4 ) + ( 2 5 * l l ) .
Ta regularność  wystąpi  także  we wszystkich  innych stosownych przykładach 
także  w przypadku sum o w ię ksz e j  l i c z b i e  składników:

Oe że l i  masz Jakąś  l i c z b ę  pomnożyć pr^ez sumę, możesz / . . . / .  W obu przy­
padkach otrzymasz ten sam r e z u l t a t .  (Prawo r o z d z i e l n o ś c i ) .



Mnożenie j e s t  r o z d z i e l n e  względem dodawania.
Ola wszystkich  l i c z b  natura lnych  w mie j scu  a ,  b,  c zachodzi :

a « ( b + c )  ■  ( a » b ) + ( a » c )

a * ( b + c ) (a* b ) + (a *  c )

c

Oest i s t o t n a  różnica  między przedstawieniem rozwiązania zagadnienia  
praktycznego tu 1 w poprzednim prz y kł ad z ie .  T j , zarówno t e k s t  werbalny 
jak  i  dwa schematy g r a f i c z n e  pozwalaję od razu d o s tr z e c  ogólność rozumo­
wania ( choć o cz yw iśc ie ,  co do j e j  samodzielnego d o s tr z e ż e n i a  przez czy­
t e l n i k a  nie można mieć żadnej  pewnośc i ) ;  tam i n t e n c j i  t a k i e j  s i ę  n ie  do­
s t r z e g a .  Autor psu je  j ednak w dalszym clęgu ewentualny e f e k t  dostrzeżeniaa  
przez ucznia ogólnego prawa, rozmawiając z nim ta k ,  j akby  zobaczył  ty lko 
zgodność wyników w tym szczególnym przypadku. Każe mu w i e r z y ć ,  że 
regularność .na c h a r a k t e r  ogólny,  nie b i o r ą c  jakby pod uwagę tego ,  że u c s i ń  
mógł już  samodzie ln ie  nabrać przekonania o j e j  o g ó l n o ś c i .  Autorowi Jakby 
b ar d zi e j  z a l e ż a ł o  tu na dobrym formalnym zrozumieniu przez ucznia samego 
twierdzenia ,  n iż  na prematematycznym doprowadzeniu go do tego twierdzenlaa.

P r z y k ł a d  5 / G a l i o n  1973,  F i  c h e 33/ 10
a) Oto dwa kwadraty.  Sprawdź, że lewy kwadrat j e s t  magiczny, p i szą c  

w pustych okienkach z na le z io ne  sumy.
Pomnóż przez 3 wszystk ie  l i c z b y  z pierwszego kwadratu: napisz i l co-  

czyny w odpowiednich okienkach drugiego kwadratu.

10 Por odnośnik na s . 3 1 .



b) Uzupełni j  poniższy schemat.  Z lewej  masz po l i cz y ć  i lo cz y n  18 przez 
10+2)  : 1 8 * ( 1 0 + 2 ) .  Z prawej masz p o l i c z y ć  sumę l i c z b  (1 8 *1 0 )  i  ( l 8 " 2 ;  :
18 *1 0) +(1 8»  2 ) .

Te dwa rachunki prowadzę do z n a l e z i e n i a  dwoma sposobami l i c z b y  kwa­
dratów t e j  k r a t k i ,  z a w i e r a j ę c e j  18 rzędów po dwa czarne kwadraty i  18 
rzędów po 10  czerwonych kwadratów.

[ 1 0 + 2 )

c )  / ć w i c z e n i a ,  k tórych  celem J e s t  w e r y f ik a c j a  ro z d z i e l n o ś c i  na d a l ­
szych przykładach czyst o  rachunkowych/.

d )  -Własność z i lus t row an a tymi ćwiczeniami j e s t  r o z d z ie ln o ś c i ę  mnoże­
nia względem dodawania.

Mnożenie j e s t  ro z d z ie ln e  względem dodawania
znaczy

dla  dowolnych l i c z b  a ,  b,  c
e * ( b + c )  ■  (a»b)  + ( a * c )  i  ( b+c )« a  ■  ( b * a )  + ( c * e )

Użyte na poczętku kwadraty magiczne g r a j ę  tu ro lę  wybi tnie motywacyj- 
nę.  W tym ko n te k śc ie  nie więżę s i ę  one bezpośrednio z r o z d z i e l n o ś c i ę .  Do­
pi ero  w punkcie b) znajdujemy premateuatycznę podstawę dla r o z d z i e l n o ś c i ,  
pokazanę Jednak bezproblemowo i  z wysunięciem schematu rachunkowego na 
plan pierw6zy.  (Czy uczeń,  k tóry  zrozumiał  schemat rachunkowy, będzie z g ł ę ­
b i a ł  rysunek i  tuwerzyszęcy mu t e k s t ,  k tóry może wzięć za da lsze  o b j a ś n i e ­
nie tego schematu?) .  W dodatku na jważnie j szy  moment rozumowania (wyniki 
muszę być równe,bo obydwa doję l i c z b ę  tych samych kwadracików) z o s t a ł  tu w 
ogóle pominięty.



A więc i  w tyra renomowanym podręczniku brak a u ten ty cz ne j  e t y m u la c j i  
u ucznia preraatematycznego rozumowania prowadzęcego do odkryc ia prawa roz­
d z i e l n o ś c i ,  a c a ł y  nacisk położono na zrozumienie przezeń zwięzenych z 
ro z d z ie ln o śc i ę  algorytmów.

P r z y k ł a d  6 / F i l l o y  1975 ,  8 . 2 6 /
W pewnym zak ła d z ie  pr a c u j e  3 garncarzy .  Dzień pracy trwa 8 godzin.  

Pierwszy garncarz wytwarza 3 dzbanki na godzinę.  W tym eamym c z a e i e  drugi!  
wytwarza 5 ,  a o s t a t n i  2 dzbanki .

Chcemy s i ę  dowiedzieć ,  i l e  dzbanków wytwarzaję wszyscy t r z e j  w cięglu
dnie .

Produkcja dzienna :
Pierwszy garncarz 3*8 -  24
Drugi garncarz 5*8 • 40
T r z e c i  garncarz 2 *8 ■  16

Ogółem 80

Pierwszy Drugi T r z e c i

tf E? 0 tf tf tf tf tf tf tf
a a tf tf tf tf tf tf tf tf
ć a a tf tf tf tf tf t f t f
ó a a tf tf tf tf tf t f tf

1 tf tf tf tf tf tf tf tf t f t f
1 tf o tf tf tf V s tf t f t f
: tf a tf tf tf tf tf tf t f tf
! tf1 tf tf t f tf t f tf t f t f t f

Możemy również p o l i c z y ć  n e s t ę p u j ę c o :
Całkowita produkcja na godzinę 3 + 5 + 2 ■  10
Liczba  godzin 8
Całkowita produkcja dzienna 10 • 8 ■  80

W dalszym cięgu z n a j d u j e  s i ę  podobne wprowadzenie r o z d z i e l n o ś c i  mnożenlas 
względem odejmowania oraz ćwiczenia  na zas tosowanie  r o z d z i e l n o ś c i  w pos­
t a c i  gotowych schematów do wyp ełnie nia ,  np.

6 • 13 + 2 • 13 = ) • 13 = □  • 13 -
Rozumowanie wypunktowane tu układem te k st u  może być następujęco  

s t r e s z c z o n e :  czy obliczymy o d d z i e l n ie  dziennę produkcję każdego z garnca­
rzy i  dodamy otrzymane l i c z b y ,  czy też  obliczymy na jpierw ich  łęcznę  pro­
dukcję w cięgu godziny,  a potem w c ięgu dnia ,  musimy otrzymać tę sarnę l i ­
czbę,  bo l iczymy ze każdym razem te  same dzbanki .  Rozumowanie to może 
być z interpretowane geometrycznle na znajd' :  jęcym s i ę  obok rysunku, czego 
Jednak autorzy nie z r o b i l i .  Niemniej rozumowanie to J e s t  s i l n i e  przekona— 
j ę c e  i  mogłoby być uznane za w y s t a r c z a j ę c e  prematematyczne uzasadnienie 
prawa r o z d z i e l n o ś c i ,  gdyby z j a w i ł o  s i ę  u uc znia ,  choćby ty lko  w o d n i e s i e ­
niu .do tego konkretnego przypadku. Autorzy nie z o s ta w i a ję  uczniowi j e d ­
nak pola do d z i a ł a n i a ,  nie ty lko  dyk tu jęc  ca ł y  schemat rachunku, a l e  wyko- 
nujęc nawet każde w y l ic z e n i e .  I  tu b i ern e  odczytanie  przez ucznia teks t u  
i  zwrócenie przez niego c a ł e j  uwagi na te chnikę  rachunku wydaje s i ę  n a j ­
b a rd z i e j  prawdopodobne.



P r z y k ł a d  7 / 3 ó ż w i c k i :  Matematyka w k l a s i e  I I I ,  WSiP 
1 9 7 6 , 6 . 3 3 /

Zuchy s t a ł y  na z b i ó r c e  w dwuszeregu. W każdym szeregu było 5 chłop­
ców i  4 dziewczynki.  Jak o b l i c z y ć ,  i l e  było zuchów na t e j  z b i ó rc e ?

(5 +4)
I sposób I I  sposób

2 * ( 5 + 4 )  * 2*9  = 18 2*5  + 2*4  = 13
Przy obu sposobach o b l i c z e ń  otrzymaliśmy ten sam wynik. Na z b i ó rc e  s t a ł o  
18 zuchów. Mamy więc równość:

2 * ( 5 + 4 )  = 2*5  + 2*4
Widz: my, że aby pomnożyć 2 przez sumę l i c z b  5 i  4 ,  możemy pomnożyć 2 przez 5,  
nas tępnie 2 przez 4 i  otrzymane i loczyny dodać.  J e s t  to własność r o z ­
d z i e l n o ś c i  m n o ż e n i a  w z g l ę d e m  d o d a w a ń  i  a. 
Takę własność maję dowolne l i c z b y  a ,  b,  c :

a * ( b + c )  = a* b f a* c

W poprzednich przykładach kr a ta  pros t okętn a  s t anowi ła  dodatkowę i l u ­
s t r a c j ę ,  czy nawet model s y t u a c j i  w ys tę pu jęc e j  w zagadnieniu realnym, na 
którym oparte  było wprowadzenie r o z d z ie ln o ś c i ,  lub też  była użyta n i e z a l e ­
żnie  od tego za ga dni eni a .  Tu autor  p o s t a r a ł  s i ę  o wybór t a k i e j  s y t u a c j i  
r e a l n e j ,  z k tó rę  geometryczny układ elementów l i czo ne go zbioru j e s t  i n t e ­
g r a l n i e  zwięzany,  j e s t  przez to b a r d z i e j  natura lny  n iż  w tamtych przykła­
dach,  Wybór to więc na pozór dydaktycznie korzystny .

Oednak w perspektywie głęboko pojmowanych celów k sz ta ł c e n i a  sprawa 
przedstawia  s i ę  i n a c z e j .  Oednym z n a j i s t o t n i e j s z y c h  momentów myślenia ma­
tematycznego,  k tórego rudymsnty należy wpajać od pierwszych l e k c j i  mate­
matyki ,  j e s t  modelowanie , t j .  konstruowanie właściwego modelu dla s y t u a c j i  
r e a l n e j  lub a b s t r a k c y j n e j .  Gdyby nawet uznać za przedwczesne próoy samo­
dzie lnego konstruowania przez uczniów klasy  I I I  modelu geometrycznego dla 
i loczynu sumy przez l i c z b ę ,  to i  tak przec iwstawienie  badanej  s y t u a c j i  
a b s t r a k c y j n e j  ( t j .  wyrażonej  ty lko  w l i c z b a c h  l  d z i a ł a n i a c h )  czy r e a l n e j  
j e j  modelowi geometrycznemu j e s t  w św i e t l e  tego ce lu  nauczania dydaktycz­
nie k o r z y s t n i e j s z e  n iż  doprowadzenie do z l a n i a  s i ę  i c h  w umyśle dz iecka ,  
Oest to przykład i l u s t r u j ę c y  głoszonę przez dydaktyków matematyki ( a l e  nie 
przez pedagogów!) dewizę,  że nie zawsze lepsze  J e e t  to ,  co dla dziecka w 
danym momencie ł a t w i e j s z e .

Pod względem problemowości i  możliwości  stymulowania prematematycz-



nego rozumowania d z i e c i  u j ę c i e  to J e s t  podobne do wyetępujęcych w Innych 
przykładach,  sprawy t p j  nie będziemy więc tu o d dz ie ln ie  dyskutować.

P r z y k ł a d  8 .  Aneks 7 ( s . l 47) pr eze n tu je  poświęcony rozdz ie lno ś­
c i  paragraf  radzi ec ki eg o  podręcznika d la  k la sy  IV pod redakc ję  A . I .  Mar- 
kuszewicza / 1 9 7 0 / .  Ola należytego  zrozumienia dydaktycznych aspektów t e ­
go u j ę c i a  konieczne J e 9 t  uwzględnienie na s tępujęcych  faktów.

1 .  Podręcznik r e a l i z u j e  l in iowę koncepc ję  nauczania:  co raz opraco­
wane, powinno być przez ucznia zapamiętane (co najwyżej  wymaga powtórze­
n ia )  i  może być na s tępnie  w dowolny sposób wykorzystane.

2 .  Wzór na pole pr o s t ok ęt a  J e s t  tematem programu klasy  I I I  i  nie 
J e s t  w k l a s i e  IV powtórnie opracowywany, a j e d y n ie  stosowany w ki lku  za­
daniach poprzedzających ten pa ra g ra f .

3.  W podręczniku tym w jednym z pierwszych paragrafów wprowadza s i ę  
p o j ę c i e  zmiennej  ( j ak o  l i t e r y ,  za k tó rę  można podstawić nazwy, w szc ze­
gól no śc i  nazwy l i c z b ) ,  a w dalszych  -  ocenę logic zn ą  formy zdaniowej  i  
p o j ę c i e  termu (zwanego tu wyrażeniem liczbowym lub wyrażeniem ze zmienny­
mi) z l i cznymi  ćwiczeniami na znajdowanie w a rt o ś c i  l i czbowej  ternów przy 
różnych podstawieniach .  Nie ma Jednak n ic zeg o ,  co przygotowałoby ucznia 
do rozumienia ogólnego prawa w z a p i s i e  l i terowym (pierwszym zapisanym w 
t e j  formie prawem j e s t  przemienność dodawania).

Tekst  wprowadzający prawo r o z d z i e l n o ś c i  mnożenia względem dodawania 
j e s t  w i s t o c i e  d o w o d e m  tego prawa opartym na przes łankach  geome­
trycznych:  wzorze na pole pr os tok ąta  i  ( i n t u i c y j n i e  o c z y w i s t e j )  addytyw- 
ności  po la ;  f a k t ,  że w dowodzie tym m i e j s c e  zmiennych zajmują s t a ł e ,  nie 
zmienia j ego  l o g i c z n e j  s t r u k t u r y ,  a rozumowanie może być przez ucznia na­
tychmiast  uogólnione przez "uzmiennienie s t a ł y c h " .  W zadaniu 546 propo­
nuje s i ę  następnie  czy te ln i kow i  przeprowadzenie analogicznego rozumowania.,, 
prowadzącego do prawa r o z d z i e l n o ś c i  mnożenia względem odejmowania.

Dowód ten różni  s i ę  i s t o t n i e  od prematematycznych uzasadnień tego 
prawa, j a k i e  znajdujemy w innych podręcznikach.  Rozdzie lność nie wynika 
tu bowiem z p r z e s ł a n k i ,  k t ó r e j  p r a w d z i w o ś ć  j e s t  b e z ­
p o ś r e d n i o  w i d o c z n a ,  a l e  z twierdzenia (wzoru na pole 
pr o s t ok ąta )  należącego do przyswojonej  ju ż  w i e d z y .  Akceptac ja  t a k i e ­
go rozumowanie wymaga od ucznia postawy zaufan ia  do wyuczonego twierdze­
nia ,  pozwalającego n ie  ty lko  stosować j e  w szczególnych przypadkach,  a le  
także "przetwarzać"  na nowe, ogólne wnioski .  Występuje obawa, czy dla wie­
lu uczniów, będących dopiero w o k r e s i e  przejściowym ze stadium myślenia 
konkretnego do stadium myślenia formalnego,  h ipote tyczno-dedukcy jnego , ro­
zumowanie to nie J e s t  n iedostępne i  może być ty lko  werbalnie przyswojone.



4.4. Prawo arytmetyczne jako równoważność programów rachunkowych

Odpowiedź na nasuwające s i ę  py ta n i e ,  czy możliwe j e s t  t a k i e  u j ę c i e  
w podręczniku dla  ucznia r o z d z i e l n o ś c i  mnożenia względem dodawania, które 
nie posiadałoby wad omówionych w zwlęzku z cytowanymi przykładami,  wymaga 
dydaktycznej  an a l i z y  tego tematu.

Term arytmetyczny (również s t a ł y ,  a tym b a rd z i e j  z aw ie ra j ęcy  zmienne) 
posiada poza swym czysto  logicznym sensem nazwy czy f u n k c j i  nazwo-nazwo- 
wej także ważny sens oper acy jny :  j e s t  programem rachunku. To drugie zna­
czenie  j e s t  dominujące dla d z ie ck a ,  k tó re  niemal od pierwszych l e k c j i  ma­
tematyki uczy s i ę  rea l iz owa ć  t a k i e  programy. Dodajmy, na uczyc ie l  czę s to  
wymaga od ucznia słownego odczytania z wyrażenia kole jnych  kroków progra­
mu, zanim ten za cz n ie  rachunek.  Znak równości uczeó cz ę s t o  t r a k t u j e  jako 
znak zakończenia kole jn eg o  etapu r e a l i z a c j i  programu rachunkowego, nie 
myślęc wcale o id e n ty cz n o śc i  l i c z b  okreś lonych napisanymi wyrażeniami.  
(Świadczę o tym m. in .  znane błędy popełniane c z ę s to  przez uczniów).  Czy­
nione niekiedy w y s i łk i  w kierunku zwrócenia uwagi uczniów na ldentycznoś-  
ciowy sens znaku równości odnoszę na ogół  mały sk utek ,  gdyż nie sę zgod­
ne z c a ł ę  f r a z e o l o g i ę  arytmetyki  sz k o l n e j  i  charakterem wię ksz oś c i  ćwi­
czeń rachunkowych.

W t e j  s y t u a c j i  prezentowanie prawa r o z d z i e l n o ś c i  (czy inne j  własnoś­
c i  d z ia ł a ń )  przede wszystkim jako  twierdzenia o równości (czy ra cz e j  rów- 
nowartościowości ) termów byłoby dla  uczniów n ie n a tu r a ln e ,  a j ego  e f ek ty  
byłyby wętpliwe.  Prawo to powinno być przez uczniów pojmowane także jako 
równoważność dwóch programów rachunkowych, pozwalajęca zawsze j eden z tych 
programów zamienić na drugi  (domyślne,  bo oczy wis te :  bez zmiany wyniku).

Poględ,  że t r zeba  najpierw nauczyć "zwyczajn ie"  prawa r o z d z ie ln o ś c i ,  
a potem uczyć,  j a k  i  gdzie s i ę  j e  s t o s u j e ,  n ie  wydaje s i ę  s łuszn y.  Daję-  
cym s i ę  obserwować efektem t a k i e g o •nauczania j e s t  t o ,  że uczniowie uczę 
s i ę  rachunku i  rozwiązywania zadań n i e z a l e ż n i e  od poznanych wcześnie j  praw 
arytmetycznych,  cz ę s to  n ie  z d a j ę c  so bie  wcale sprawy z tego ,  że i ch postę­
powanie j e s t  ś c i ś l e  zwięzane z tymi prawami.

Rozdzielność mnożenia względem dodawania wprowadza s i ę  zwykle w ten 
sposób ( tak  j e s t  we wszystk ich cytowanych przykładach) ,  że zn a j d u j e  s i ę  
dwa wyrażenia o k r e ś l a j ę c e  miarę pewnej w i e l k o ś c i  ( l i c z e b n o ś ć  z b i oru ,  pole 
f ig ury  i t p . ) ;  i ch  równość j e s t  oczywista ze względu na t o ,  że oznaczaję  
te sarnę miarę t e j  samej w i e l k o ś c i .  P o d e j ś c i e  to zyska j edy nie  na n a tu ra l ­
n o śc i ,  gdy j e  ujmiemy Jako równoważność programów rachunkowych prowadzą­
cych do t e j  miary,  pod warunkiem jednak,  że zastosowanie tych programów 
z o s t a n i e  odpowiednio umotywowane. Stanowiące punkt w yj śc ia  s y t u a c j a  prob­
lemowe powinny być tak skonstruowane,  by ten lub tamten program rachunku



okazywał s i ę  n a j b a r d z i e j  n a tu r a l n y , n a j b a r d z i e j  ra c jo n a l n y ,  lub z J es z c z e  
innych względów na jodpowiednie j szy ;  Wówczas uczeó będzie miał  okazję  od-'  
kryc ia  obydwu występujęcych w prawie r o z d z i e l n o ś c i  programów rachunku, 
a nas tępnie  i ch  równoważności.  Będzie wtedy te programy dobrze o d ró ż n ia ł ,  
majęc przy tym świadomość zarówno k oni ec zn ośc i  adekwatnego do s y t u a c j i  
wyboru. Jak i  możliwości  z a s t ę p l e n i a  jednego z tych programów drugim.

Dodajmy, że wypróbowana i  c z ę s to  stosowana s y t u a c j a , J a k ę  j e s t  s z c z e ­
gólny dobór danych w rachunku, n a j l e p i e j  pamięciowym ( n p .1 8 *2 7 + 1 8 *7 3 ) ,  
gdzie zmiana programu rachunku zgodnie z prawem r o z d z i e l n o ś c i  skut ecz ni e  
ułatwia wykonanie rachunku, stanowi j ed yn ie  motywację dla zmiany progra­
mu rachunkowego. Ten typ motywacj i  może więc być wykorzystany dopiero wów­
czas ,  gdy prawo r o z d z i e l n o ś c i  j e s t  Już uczniom znane.

A oto dwa przykłady s y t u a c j i  motywujęcych odkrycie  i  zastosowanie 
odpowiednich programów rachunkowych.

P r z y k ł a d  1

Rozważmy dwa zadania dotyczące produ kc j i  dowolnych wyrobów liczonych 
na s z t u k i .

Z a d a n i a  1 .  Dzienna produkcja robotników A, B j e s t  równa odpo­
wiednio 9 ,  6 .  O bl icz  łęcznę  produkcję tych robotników w c i ę g u :  dnia ,  ty ­
godnia,  m i es i ęc a ,  roku.

Naturalny i  n a j r a c j o n a l n i e j s z y  zarazem j e s t  nas tępujący  program wy­
l i c z e ń .

Produkcja dz ienna :  9 + 6 = 15,  
produkcja tygodniowa około :  6*15 = 90,  
produkcja miesięczna około :  25*15 = 375,  
produkcja roczna ,  około:  12*365 = 4380 .

Konieczność z n a l e z i e n i a  sumy 9 + 6  determinuje  da lsz e  postępowanie:  mno­
żenie t e j  sumy przez l i c z b ę  dni czy m i es i ęc y .  O b l i cz a n ie  za każdym razem 
od dzie ln ie  produkc j i  robotników A, 8 i  dodawanie tych l i c z b  byłoby wysoce 
nieekonomiczne (zwiększa wydatnie l i c z b ę  wykonywanych d z i a ł a ń ) .

Z a d a n i e  2.  Dzienna produkcja robotników A, B j e s t  równa odpo- 
wienio 9 , 6 .  Ob l icz  tygodniową produkcję każdego z nich oraz obu razem.

Tym razem wyl icz eni a  przeprowadzimy na stę pu jąc o :  
tygodniowa produkcja A:6* 9  = 54,

- " -  - ”-  B :6* 6 = 36,
- " -  - " -  o b u : 54+36 = 90.

Tu z k o l e i  żądanie o b l i c z e n i a  o d d z i e l n ie  tygodniowej produkc j i  A i  B wy- 
z<naczyło k o l e j n o ś ć  rachunków.

J e ż e l i  po rozwiązaniu tych zadań uczeń sp o j r zy  na wyniki obydwu, stwier­
dzi ,  że łączną  tygodniową produkcję o b l i c z a ł  dwukrotnie dwoma sposobami,  
k tóre dały -  oczywiśc ie  -  ten sam wynik. Przy tym każdy z tych sposobów 
był odpowiedni w kont ek śc ie  odnośnego zadania ,  a żaden nie ma uniwersalnej  
przewagi nad drugim. Tak więc w tym typie  motywacj i  wybór programu rachun­
kowego j e s t  podyktowany s t r u k t u r ą  pytań postawionych w zadaniu.

P r z y k ł a d  2
Uczeń otrzymuje pro s t opadłośc ienne  pudełko i  zadanie o b l i c z e n i a  pola 

Jego powierzchni b o cz n e j .  (Pudełko może przedstawiać pokój mieszkalny, któ­
rego śc iany mają być pokryte tapetami ;  t r zeba  o b l i c z y ć  i l o ś ć  ta p e t y ) .  
Stwierdza,  że śc ian y  są pros tokątami ,  mierzy więc i ch  bo ki ,  mnoży i  sumuje:

a *c  + b*c  + a *c  + b*c



Następnie polecamy o d c i ę c i e  podstaw i  r o z c i ę c i e  powierzchni bocznej  wzdłuż 
je d n e j  krawędzi.  Uczniowie d o s t r z e g a j ą ,  że otrzymana f ig u ra  J e s t  prostoką­
tem, j e j  pole można więc o b l i c z y ć  j a k  pole p ro s t o k ą ta .  Oeden z boków J e s t  
równy a + b + a + b, drugi -  c ,  pole j e e t  więc równe

(a+b+a+b)»c
I  tu odkrywane przee uczniów programy rachunku są adekwatne do sytua­

c j i ,  w k t ó r e j  uczniowie z o s t a l i  po staw ien i .  Dopóki widoczne są c z t e ry  pros 
tokąty wchodzące w sk ład  powierzchni  boczne j  -  właściwe j e s t  o b l i c z e n i e  
pola każdego z n ich i  dodanie otrzymanych l i c z b .  Gdy zaś  okazało s i ę ,  że 
te c z t e r y  prostokąty  tworzą j eden duży prost oką t  -  natura lne  J e s t  o b l i c z e ­
n ie .od  razu pola tego dużego p r o s t o k ą ta ,  co wymaga ty lk o  n ie wie lk iego  prze 
tworzenia uzyskanych wcześnie j  danych.  Rozwiązując to zadanie uczeń nie 
ty lko  odkryje dwa programy rachunkowe (równoważne w sposób oczywis ty) , a le  
uświadomi sobie  też  możliwość zamiany jednego z nich na drugi  ( szczególny 
dobór l i c z b  a , b , c  może tu do starczyć  dodatkowej motywac j i ) .

Odkładając na ra z i e  kwestię wykorzystania omówionych s y t u a c j i  w pod­
ręczniku dla wprowadzenia na t e j  drodze r o z d z i e l n o ś c i  mnożenia względem 
dodawania, omówmy j e s z c z e  motywujące formy użycia do tego ce lu  modelu o 
n ie z a p rz e c z a l n i e  w i e l k i e j  w ar to śc i  dydaktycznej  -  k ra t y  p r o s t o k ą t n e j .

Model ten może więc być użyty w p o s t a c i  s t a t y c z n e j  ( t j . j a k o  
gotowy rysunek,  układ klocków itp- ),  przeznaczony do o b s e r w a c j i ,  bądź w po­
s t a c i  d y n a m i c z n e j  , co znaczy,  że j e s t  on ca łk o w ic ie  lub czę ś ­
ciowo konstruowany lub p rz e k sz t a ł c a n y  przez uc zn ia .  Niżej  przedstawimy 
szczegółowo przykład modelu dynamicznego.

Z d ru gi e j  s t rony kr a ta  może być użyta jako  model b e z p o ś r e d -  
n i ,  gdy problem dotyczy np. znajdowania l i c z b y  węzłów lub oczek kr aty ,  
bądź jako  model p o  ś r e d n i ,  kiedy węzły lub oczka kraty  reprezentują i n ­
ne obiekty .których dotyczy problem. Obydwa te  sposoby użyc ia  kraty  można od­
naleźć w cytowanych wyżej  przykładach .

Model ten może p e łn i ć  różne funkc je  dydaktyczne.  W sz c z e g ó l n o ś c i  może 
być użyty n a  e t a p i e  o d k r y w a n i a  przez ucznia występują­
cych w prawie r o z d z ie ln o ś c i  programów rachunkowych, bądź po i ch  odkryciu,  
jako środek p o g ł ę b i a j ą c y  rozumienie tego prawa i u t r w a l a  
j  ą c y j e  w pamięci .

Pokażemy, jak  można k ra tę  prostokątną wykorzystać jako  model dynamicz 
ny, pośredni w p ro c e s i e  odkrywania przez uczniów ro z d z i e l n o ś c i  mnożenia 
względem dodawania. Takie j e j  wykorzystanie wydaje s i ę  n a j p e ł n i e j s z e  i  naj 
ba rd z ie j  efektywne.

Niech produkowane przedmioty,  o których mowa w zadaniach 1 i  2,  będą 
reprezentowane kostkami.  W toku rozwiązywania zadania 1 polecamy uczniowi 
przedstawić szeregami kostek  produkcję dzienną robotników A i  B, a następ­
nie i ch  produkcję tygodniową. Powstaną wówczas dwa układy kostek :

Rozwiązując zadanie 1,  uczeń będzie każdą o p e r a c j ę  in t er p re t o w a ł  na tym 
modelu:

-  zna jdu j ę  tygodniową produkcję A -  mnożę dzienną produkcję A przez 
6 dni -  mnożę i i c z b ę  kostek w rzędzie przez l i c z b ę  rzędów, i t d .
Podobnie,  rozwiązując zadanie 2 -  będzie in t e rp re t o w a ł  rachunek na modelu 
kostkowym:

-  zna jdu ję  dzienną produkcję obu robotników -  dodaję dzienne produk­
c j e  A i  B -  dodaję l i c z b y  kostek w pierwszym rz ę d z i e ,  i t d .

Odkryte przez ucznia w wyniku a n a l i z y  rozwiązań tych zadań prawo roz-  
d z i e l n o ś c i  z i n t e r p r e t u j e  on w tym modelu np. na s tę pu ją co :



Klocki  sę ułożone w dwie kolumny t e j  samej d ł u g o ś c i .  Żeby znaleźć  .isfr. 
l i c z b ę  można;

-  pomnożyć długość szeregu w każdej  kolumnie przez długość kolumny j .  
dodać i l ocz yn y,

.  dodać d łu gośc i  szeregów w Jedne j  i  w d ru gi e j  kolumnie i  pomnożyć 
sumę przez wspólnę długość kolumny.
(Nie chodzi tu o dokładny op is  słowny ca ł eg o  postępowania w językowo zaam- 
k n l ę t e j  formie ,  a l e  o uświadomienie s o bi e  samego procesu rachunkowego, 
wsparte choćby ty lko  de m o n st ra c j ę ) .

4.5. Stymulacja rozumowania prema tema tycznego przez podręcznik

Obecnie zajmijmy s i ę  możliwośdę zawarcia przedstawionych tu i d e i  dy-- 
daktycznych w t e k ś c i e  podręcznika .  Przypomnijmy: t e k s t  powinien co najmniiej  
stymulować odkrycie przez ucznia prawa r o z d z i e l n o ś c i  j ako  równoważności 
dwóch programów rachunkowych odnoszęcych s i ę  do t e j  samej s y t u a c j i  o k r e ś l i o -  
nego typu. Przy tym taka fun kc ja  tego te k s t u  powinna być niemal niezawod­
na; znaczy to ,  że ko n st ru k c ja  przez ucznia błędnego programu powinna być 
praktycznie  niemożliwa,  a s t ymulac ja  powinna być skuteczna dla każdego noj r-  
malnie rozwiniętego  dziecka  w t e j  k l a s i e .

Sformułowanie w sposób przystępny zadaó typu 1 i  2 z przykładu I ,  aa 
także przygotowanie uczniowi schematu ro zw ięzanis  (np. w p o s t a c i  t a b e l k i  
do wypełnienia)  prak ty czn ie  wykluczajęcego błędne rozumowanie, n ie  przed— 
st a w i a j ę  t r u d n o śc i .  Nie będzie też  trudne opracowanie cięgu i n f o r m a c j i ,  pąy- 
tań i  poleceń ro z w i j a j ę c y c h  s y t u a c j ę  problemowę z przykładu I I .  Także mami- 
p u la c je  kostkami,  prowadzęce do k o n s t r u k c j i  modelu typu kraty  prostokętneaj , ,  
mogę być zas tę pi on e  czynnościami rysunkowymi na papierze kratkowanym, d a j j ę -  
cymi s i ę  łatwo o pi sa ć  słownie lub przekazać w p o s t a c i  rysunku.

I s t o t n ę  trudność stanowi natomiast  z n a l e z i e n i e  pisemno-rysunkowej 
formy sk uteczne j  s t y m u l a c j i  u ucznia r e f l e k s j i  nad otrzymanymi wynikami, 
r e f l e k s j i  prowadzęcej  do d o st rz e ż e n i a  między zastosowanymi programami ra ­
chunkowymi zwięzku semantycznego (równoważności)  i  formalnego.  Oak pokazu­
j e  doświadczenie,  na formułowane w t e k ś c i e  po le ce n ia  w rodzaju "Porównaj.„i!” 
j ak  i  pytania  typu "Co wspólnego d o s t r z e g a s z . . . ?  * reaguje  j ed yn ie  czę ść  uczz- 
niów omawianego poziomu nauczania .  Wyjśc ia  z t e j  t rudn oś c i  t r zeba  więc s z u ­
kać we właściwym doborze poleceń i  pytań,  na któ re  prawidłowo reaguje  wię k­
szość uczniów: poleceń wykonania okreś lonych czynnośc i  (manualnych, g r a f i ­
cznych,  rachunkowych i t p . )  i  pytań odnoszęcych s i ę  do konkretnych ( także 
pisemnych werbalno-symbolicznych lub rysunkowych) s y t u a c j i ,  na k tóre możns 
odpowiedzieć krótko i  j edno znacznie .

R e f l e k s j ę  nad rozwięzaniami zadań 1 i  2 ,  prowadzęcę do k o n f r o n t a c j i  
dwóch sposobów o b l i c z a n i a  produ kc j i  tygodniowej i  uświadomienia i ch  równo­
ważności ,  można by stymulować następujęcym tekstem,

^Na j a k i e  pytanie odpowiadałeś w zadaniu 1 i  w zadaniu 2?



Drzewa prze ds taw ia j ?  dwie drogi  rachunku. Którą s tosowałeś  w zadaniu 
1 , a k tórą w zadaniu 2?

U z u p e ł n i j :
9 -  to dzienna produkcja robotnika  A 
6 -  to . . .
Wypełni j  puste okienka .  Wpisując każdą l i c z b ę ^ o k r e ś l  j e j  znaczenie .  
W górne okienka tych drzew wpisz dowolne l i c z b y  tak ,  by w okienkach 

połączonych były l i c z b y  równe.

Czy j e s t e ś  pewien, że wykonując d z i a ł a n i a  otrzymasz w dowolnych okien­
kach równe l i c z b y ?

Wypełni j  po zo sta łe  okienka i  sprawdź, czy mia łeś  r a c j ę .
D eże l i  otrzymane wyniki Cię dziwią,  przypomnij s o b i e ,  j a k i e  znacze­

nie miały poszczególne o k i e n k a .^
Cleżeli rozwiązaniu zadań będzie towarzyszyła kon st ruk c ja  przez ucz­

nia modelu na k r a c i e  pro s t ok ąt n e j  -  r e f l e k s j a  powinna być skierowana tak­
że na ten model. Wreszcie podobną s e r i ą  poleceń i  pytań można skierować 
ucznia na a n a l i z ę  dwóch programów w yl ic z en ia  pola powierzchni bocznej  
pr o s t op a dł o śc ia n u .

Pokazaliśmy w ten sposób możliwość stymulowania za pomocą teks tu pod­
ręcznika rozumowania prematematycznego, prowadzącego do odkrycia własnoś­
c i  ogólne j  wraz z j e j  uzasadnieniem.  Zrobi l iśmy to na przykładzie  twier -



dzenia,  pos iada jęcego  łatwe do k o n s t r u k c j i  1 s i l n i e  przekonujęce uza sad ni e­
nia prematematyczne.  Takie s p r z y j a j ę c e  o k o l i c z n o ś c i  nie towarzyszę wielu 
innym twierdzeniom ogólnym wprowadzanym w niższych  k lasach  szkoły  podsta­
wowej. Należę do nich m. ln .  cechy po d zi e ln o śc i  l i c z b .  Stosowane dotęd w 
podręcznikach k lasy  V w P ol sc e  i  w zachodnioeurope jsk ich  podręcznikach dlas 
szkoły  ś r e d n i e j  dowody, p o le g a j ę c e  na odpowiednim ro zk ład zie  l i c z b y  na su-.- 
mę i loczynów, sę zbyt trudne dla  k lasy  IV, gdyż wymagaję sprawnego posłu— 
giwania s i ę  własnościami d z ia ł a ń  oraz k or zys ta ni a  z twierdzeń o podzie lnoss -  
c l  termów. (Nb. dowody te  z n a la z ł y  s i ę  w podręcznikach “Matematyka dla 
k lasy  IV" H. Łabanowskie j , WSiP 1977, 8 także W. Zawadowskiego, WSiP 1 9 76 ) .  
Dowody te  mogę być przerobione na rozumowania prematematyczne d a ję ce  s i ę  
konkretyzować manipulacy jn ie lub rysunkowo, jednak zbyt z łożon e ,  by można 
j e  stymulować poleceniami  1 pytaniami w sposób równie przystępny,  j a k  w 
przypadku r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem dodawania. Z dru gi e j  s t ron y ich 
wyłożenie n ie  aktywizuje myśli  u czn ia ,  nie przynoszęc tym samym żadnych 
efektów.

Oest jednak pomiędzy realizowanymi przez c z y t e l n i k a  poleceniami  i  od­
powiadaniem na pytania  a wykładem forma pośrednia :  d i a l o g ,  k tórego osoby 
s t a w i a j ę  i  rozwięzuję za dania ,  p y t a j ę  i  odpowiadaję,  p o p e łn ia j ę  błędy i  po — 
prawiaję j e ,  n ie  d ow ie rza ję ,  dziwię s i ę  i  przekonuję wzajemnie.

Dialogowany t e k s t ,  z a w ie ra ję cy  prematemetyczny dowód p o d z ie ln o śc i  przezz 
3,  prezentujemy w Aneksie 0 ( e j . 49) .  Tę formę te ks tu  podręcznika zajmujemy 
s i ę  s z e r z e j  w r o zd z ia le  V I I .

4.6. Podsumowanie

Rozważania tego rozdzia łu  podsumujemy w następujęcych  punktach:
1.  Dowody matematyczne,  nawet p r o s t e ,  przedstawione w konwencjonalnym 

słowno-symbolicznym języku matematyki,  sę n iedostępne dla dużej  c z ę ś c i  
uczniów 10- 12 - l e t n i c h .

2.  Dostępne na tym poziomie sę rozumowania, choć ogólne i  sw oiśc ie  
ś c i s ł e ,  jednak zintegrowane z wykonywanymi równocześnie operacjami  konkret­
nymi, opisywane n iekiedy w języku słowno-symbolicznym odnoszęcym s i ę  do 
tych o p e r a c j i  konkretnych,  n iek iedy zaś  n iewerbaln ie -  poprzez same te ope­
r a c j e .

3.  Przedstawienie  tek rozumianych rozumowań prematematycznych w pod­
ręczniku dla  ucznia j e s t  niemożliwe,  gdyż i ch  k o n k r e t n o - o p e r a c y j n a ' i s t o t a  
po zo sta je  w sp rz e cz n o śc i  z naturę teks t u  Jako formy przekazu.  Z dru gie j  
s t rony ich  opis  (a więc także opis  wykonywanych przy tym o p e r a c j i  konkret ­
nych) w formie wykładu (nawet i lus trowanego rysunkami) j e s t  d la  ucznia w 
tym wieku zbyt trudny w od biorze .



4 .  Tekst  podręcznika może natomiast  stymulować u ucznia rozumowanie 
prematematyczne za pomocę odpowiednio skonstruowanej  s e r i i  poleceń i  py­
tań .

5.  Rozumowania prematematyczne zbyt złożone na to .  by można J e  było 
w t a k i  sposób stymulować, mogę być dostępnie dla ucznia opisane w formie 
d ia l ogu ,  operujęcego  potocznym językiem ucznia 1 zawiera jęcego  niekonwen­
c j o n a ln e  sformułowania,  wyrażenia emoc jonalne,  wypowiedzi błędne i t p . ,  a 
wię t  z użyciem środków dodajęcych mu a u t e n t y c z n o ś c i * * .

5. PODRĘCZNIK A NAUKA ROZUMIENIA TEKSTU MATEMATYCZNEGO

5.1. Tekst ma tana tyczny i ! jego rozumienie

Cd szkoły  żęda s i ę  w spó łc ześ ni e ,  by uc zy ła ,  j a k  s i ę  uczyć,  podręcz-
1

nikom szkolnym zaś wyznacza s i ę  fun kc j ę  przygotowania do samokszta łcenia .  
W. Okoń, mówiąc o f u n k c j i  samokszta łceniowej  podręcznika,  s twierdza ,  że 
" t ę  drogę j e s t  również udostępnienie  uczniowi podstawowych technik  ucze­
nia s i ę :  czy to z tekstów pisemnych, czy . . . "  /W.O k o ńf 1973  , s . 7 8 / .  A 
" t a  technika  nie j e s t  dana uczniowi wraz z a l fab et em ,  t r zeba  s i ę  j e j  s top­
niowo i  systematycznie  uczyó" /Z .K  r y g o w s k a  1977,  s . 1 5 / .  Prawda 
t a ,  uznana przez dydaktykę ogólnę ,  wydaje s i ę  mieć szczególnę wagę w przy­
padku matematyki.  Lektura te ks tu  matematycznego wymaga w większym niż 
gdzie i n d z i e j  stopniu  wysi łku ,  n ie je d n o k ro t n ie  twórczego,  sz cz egó ln e j  kon­
c e n t r a c j i  uwagi,  u m ie j ę tn o śc i  szybkiego zapamiętywania znaczenia l i cznych 
symboli i  terminów i  -  co n a j i s t o t n i e j s z e  -  stosowania s p e c j a l n e j  t e c h n i ­
ki l e k t u r y .  Z. Krygowska ( o p . c i t . )  pokazuje ,  na ja k  ogromne t rudnośc i  na­
potyka uczeń,  nauczany matematyki zawsze przez bezpośredni  kontakt z nau­
czy c ie lem,  gdy po raz pierwszy s t a j e  wobec zadania przyswojenia sobie  no­
wych t r e ś c i  z podręcznika.  Podaje te ż  przykłady,  świadczęce o skutecznośc i  
konsekwentnych d zia ła ń  na uc zyc ie la  w kierunku przygotowania ucznia do t a ­
k i e j  l e k t u r y .  Przykłady te dotyczę ty lko  poziomu l i ceum;  po st u la t  takiego 
ukierunkowania nauczania na tym poziomie j e s t  oczywisty i  ca ł kow ic ie  r e a l ­
ny.

IV perspektywie j e d n o l i t e j  szkoły  1 0 - l e t n i e j  w P o l s c e ,  gdzie jedyny 
wyraźny p rz e d z ia ł  występi  pomiędzy t rzecim a czwartym rokiem nauczania,  
nasuwa s i ę  py ta n ie ,  w jakim momencie właściwe będzie rozpoczęcie  nauki 
studiowania teks t u  matematycznego. Wybór optymalnego momentu ma tu znacze­
nie bardzo i s t o t n e  z wielu względów.

Praca nad tekstem matematycznym wymaga d o s ta r c z e n i a  uczniowi odpowied 
n i e j  p o r c j i  tak iego  teke tu  w podręczniku.  Tekst  t a k i  będzie zaś z natury

Propozyc ja  ta  z o s t a ł a  s z e r z e j  rozwinię ta  w 7 . 4 .



rzeczy informujący ,  a nie s t e r u j ą c y  aktywnością poszukiwawczą uc zn ia ,  co 
radykalnie  obniży jego, wartość dydaktyczną z punktu widzenia uczenia s i ę  
samej matematyki.  O eż e l i  więc praca nad takim tekstem na danym poziomie 
miałaby być i  tak n ie sk u te czn a ,  l e p i e j  j ęzyk podręcznika dostosować mak­
symalnie do jego  f u n k c j i  a k t y w i z u j ą c e j .  Z d ru gi e j  s t rony i s t o t n e  są e f ek ­
ty t e j  pracy w momencie opuszczenia szkoły  przez u c z n ia , a  nie w toku nauki;  
nie ma więc powodu rozpoczynać j e j  w c z e ś n ie j ,  n iż  j e s t  to niezbędne dla 
o s i ą g n i ę c i a  ce lu  w t e r m i n ie .  Oednak dotąd nie wiadomo, j a k i  czas  j e s t  na 
to potrzebny,  ani  t e ż , c z y  wczesne rozpoczynanie t e j  pracy przynosi  l epsze  
e f e k ty .

Tekst  matematyczny j e s t  j akby  kondensatem rozumować i  wniosków, uzys­
kanych przez autora  na skomplikowanej ,  n i e c i ą g ł e j  i  n i e l i n i o w e j  drodze 
myśl i ,  w Jego własnym Języku,  na ogół różnym od konwencjonalnego języka  
te k s t u .  Zrozumienie tak iego  te k s t u  (operatywne,  a n ie  ty lk o  formalne,  we­
dług ro zróżnienia  Z. Krygowskie j )  wymaga pracy i d ą c e j  j akby  w odwrotnym 
kierunku:  przetworzenia go na własną myśl i  własne widzenie c z y t e l n i k a ,  
na sformułowania niekonwencjonalne,  formalnie niepoprawne, pełne skrótów 
i  niedomówień, za to dla niego pełne t r e ś c i ,  da jące  g łęb ok ie  poczucie z ro ­
zumienia.  Matematyk wykonuje tę pracę w o dn ies ien iu  do tekstów e l ementar ­
nych, a także dotyczących znanej  mu dobrze dziedziny ,  sprawnie i  bez wy­
s i ł k u ,  niemal automatycznie,  j ak  muzyk, odczytu jący i  ’ s ł y s z ą c y “ z nut 
utwór muzyczny, nawet bez inst rumentu.  Uczniowi brak t e j  sprawności ,  auto­
matyzm musi z a s t ą p i ć  świadomą i  zorganizowaną prac ą ,  nie o be jd z ie  s i ę  też 
bez instrumentarium.  Na to j ednak,  by wysi łek  ten mógł być skuteczny,  by 
doprowadził do odprężającego poczucia zrozumienia,  uczeń musi rozporządzać 
"własną" matematyką, będącą jakby układem o d n ie s ie n i a  dla matematyki od­
cyfrowywanej z t e k s t u ,  zespołem nieformalnych s t r u k t u r ,  w który włączone 
musi być każde nowe p o j ę c i e  czy rozumowanie.

Rozumienie jako włączenie w system s t r u k t u r  myślowych z o s t a ł o  wie lo­
kr otn ie  i  w różny sposób zbadane i  opisane przez psychologów (R.Skemp opie 
ra na tym ca ł ą  koncepc ję uczenia s i ę ) .  Ten aspekt rozumienia matematyki 
ma ważkie im p l i k ac je  dydaktyczne,  także w przypadku rozważanego przez nas 
problemu. Trzeba bowiem p r z y j ą ć ,  że praca nad tekstem,  nauka przekładania 
teks tu  matematycznego na j ęzyk własny c z y t e l n i k a ,  nie może przynieść  wła­
ściwych efektów,  j e ż e l i  p r z e d t e m  w umyśle tego c z y t e ln i k a  nie wy­
tworzyły s i ę  s t r uk tu ry  po jęc iowe,  do których mógłby s i ę  on odwołać.  Z ko­
l e i  proces dydaktyczny, prowadzący do wytworzenia tych s t r u k t u r ,  nie może 
być oparty na t e k ś c i e  konwencjonalnym, choćby ułatwionym, zawierającym jed 
nak elementy wymagające owego przekładu i  p o z o st a ją c e  bez niego pustym 
ciągiem słów i  symboli .

Właściwe k s z t a ł c e n i e  rozumienia teks tu  matematycznego powinno więc



być poprzedzone etapem przygotowawczym, w którym uczeń przyswaja sobie 
p o j ę c i a  i  wzorce rozumowań za pośrednictwem przykładów, własnej  aktywnoś­
c i  odtwarza jące j  lub poszukiwawczej ,  wr esz c i e  -  j ęzyka obrazowego, j ak  
n a jb l i ż sz eg o  potocznemu, nie wolnego od koniecznych niedomówień i  wie lo­
znacz no śc i ,  operującego  wszelkimi środkami wyrazu, j a k i e  okażę s i ę  przy­
datne.  Na tym e t a p i e  pożądane będzie stopniowe i  os trożne  przygotowywanie 
ucznia do biernego i  czynnego posługiwania s i ę  specyficznymi środkami i  
zwrotami konwencjonalnego języka  matematyki,  j a k  zmienne wyrażenia kwanty- 
f ikatorowe i t p .  Tu w reszc ie  rozpocząć można ro zw i ja n ie  poczucia koniecz­
ności  u ś c i ś l a n i a  wypowiedzi (przez s t w a rz a n i e . s y t u a c j i  motywujących tę po­
t r z e b ę )  i  naukę korz yst ani a  z n iektórych  środków u ś c i ś l a n i a .  A więc za­
miast pracy nad tekstem matematycznym, stopniowe przyzwyczajanie do opero­
wania pojedynczymi składnikami j ęzyka  matematyki,  wraz z motywacją ich u- 
ży c ia  opartą na n a tu ra l n e j  p o t r z e b i e .

Obserwowane t rudnośc i  uczniów pozwalają uznać,  że ten etap przygoto­
wawczy, rozpoczęty w k l a s i e  p i e r w s z e j ,  nie może być zakończony na szczeb­
lu początkowym, w każdym ra z i e  przy obecnie  realizowanym programie i  aktu­
alnym s t y l u  nauczania.  Konieczne wydaje s i ę  j ego  przedłużenie  na pierwszą 
k lasę  ponadpoczątkową, albo i  d a ls z e .  Uznanie t e j  koniecznośc i  musi mieć 
zasadniczy wpływ na język i  s t ru k tu rę  podręczników dla wspomnianych k l a s .

W d a ls z ym c i ą g u  t e g o  r o z d z i a ł u  omówimy dwa z a g a d n i e n i a  d o t y c z ą c e  j ę ­

zyka p o d r ę c z n i k ó w  m a t e m a t y k i  d l a  r oz wa ża n eg o  po z io mu:  z a g a d n i e n i e  w y r a ż a ­

n i a  o g ó l n o ś c i  o r a z  z a g a d n i e n i e  u ż y c i a  z m i e n n y c h .

5.2. Sposoby wyrażania ogólności w >kście podręcznika

5 . 2 . 1 .  Charakter matematycznych twierdzeń ogólnych,  j ako ta k i ch  f o r ­
malnie j ednorodnych,  okazuje s i ę  wysoce zróżnicowany ze względu na ich na­
iwne rozumienie po jęc iowe.  Wyróżnimy t rzy  typy twierdzeń:  dotyczące włas­
ności  obiektów,  zbiorów i  o p e r a c j i .  Oczywiście ,  nie j e s t  to podział  ze 
względu na logic zn ą  budowę twierdzeń:  z b i ó r  i  o p e r a c j a  są -  formalnie b i o ­
rąc -  ob iektami ,  op er ac ja  może być okreś lana  Jako r e l a c j a ,  a więc z b i ó r ,  
i t d .  K r y t er i a  tego podziału leż ą  w s f e r z e  aktywności  dziecka badającego 
prawdziwość wypowiedzi o g ó l n e j .

Dla sprawdzenia np. wypowiedzi "K locki  ż ó ł t e  mają długość 5" wystar­
czy s ięgnąć  po klocek ż ó ł t y  i  zmierzyć j ego  długość,  a następnie powtórzyć 
tę czynność j e s z c z e  parok ro tnie  ( d z i e c i  uważają w e ry f ik a c j ę  k i lku losowo 
wybranych przypadków za zupełnie  w y s t a r c z a j ą c ą ) .  Zupełnie podobnie prze­
biegać będzie sprawdzenie wypowiedzi "L iczba mająca w rzędzie j ed n o śc i  ze­
ro J e s t  podzielna przez p i ę ć " .  Są to typowe t w i e r d z e n i a  o o-  
b i e k t a c h .  In a c z e j  jednak będzie przebiegać w e ry f ik a c j a  wypowiedzi



“Liczba podzielna przez 6 j e s t  te ż  podzie lna przez 3 " .  Tu nie można po 
prostu " s i ę g n ą ć ” po l i c z b ę  podzielną przez 6 dla zbadania j e j  w ła sn o śc i .  
Liczbę taką t rzeba  bądź skonstruować ( jako  w ie lokrotność  6 ) ,  bądź też  zna­
le źć  badając podzie lność k i lku  l i c z b  przez 6 . Dla sprawdzającego tę wypo­
wiedź dziecka od początku na pierwszy plan'wysuwa s i ę  związek w ł a s n o ­
ś c i  po d zie ln o śc i  przez 6 z po d z ie ln o śc ią  przez 3,  lub in a c z e j  -  podzieL- 
ność przez 3 jawi s i ę  j ako  własność z b i o r u  l i c z b  podzielnych przez
6 . Twierdzenie to zal i czamy zatem do t w i e r d z e ń  o z b i o ­
r a c h .  Typowym przykładem t w i e r d z e n i a  o o p e r a c j i
j e s t  wypowiedź "Suma nie z a le ży  od k o l e j n o ś c i  sk ładników" . Tu prymitywne 
d z i e c i ę c e  sprawdzanie wypowiedzi polega na wielokrotnym wykonywaniu doda­
wania i  porównywaniu wyników. Dla dziecka twierdzenie  to wyraża własność 
wykonywanej o p e r a c j i ,  nie zaś obiektu  czy z bi oru .

Elementarne twierdzenia o obiekt ach  są an alogiczne  do zdań języka 
potocznego i  twierdzeń formułowanych w innych naukach. Aby s i ę  o tym prze­
konać,  wystarczy porównać powyższe przykłady z następującymi wypowiedzia­
mi: /

"Ósemka" j e ź d z i  do Bronowie.
Człowiek młody j e s t  pełen e n e r g i i .
U ssaków temperatura c i a ł a  j e s t  s t a ł a .

Analogią ta sprawia,  że do zrozumienia t a k ic h  twierdzeń dziecko przygoto­
wuje s i ę ,  odkąd świadomie zacznie  posługiwać s i ę  mową. Twierdzenia te ro­
zumiane są też  przez d z i e c i  bez trudu i  bez sp e c j a ln y c h  zabiegów dydak­
tycznych.  Oczywiście,  nierzadko t r a f i a j ą  s i ę  błędy i  t rudności  typu l o g i c z ­
nego ( ja k  n ie ro zr ó żn ia n ie  i m p l i k a c j i  i  równoważności,  czy cz ę s t y  błąd:  
"Przekątne równoległoboku są równe; na przykład przekątne p r o s t o k ą t a " ) .
Nie są to jednak błędy ani t rudnośc i  s pe cy f i cz n e  dla matematyki.  Ich s top­
niowa e l i m i n a c j a  może być celem nauczania nie ty lko  matematyki,  a le  także 
języka polskiego  i  innych dyscypl in  szkolnych'.  Twierdzenia o obiektach 
(w większośc i  są to twierdzenia o t r e ś c i  geometrycznej )  formułuje s i ę  w 
podręcznikach na ogół czysto  werbaln ie  ( t j .  bez użyc ia  zmiennych) i  bez 
wcześnie jszego sp e c j a l n e go  przygotowania do i ch  rozumienia.  Z wyżej omó­
wionych względów wydaje s i ę  to ca łk o w ic ie  s ł us z n e .

Operacja (np. d z i a ł a n i e  arytmetyczne,  p r z e k s z t a ł c e n i e  geometryczne) 
w myśleniu pojęciowym nie j e s t  obiektem.  Oest właśnie op er a c ją  na obiek­
tach ,  procesem odbywającym s i ę  według określonego programu. Operac ja  na­
b iera  sensu w momencie j e j  wykonywania, nazwa j e j  j e s t  zaś j edy nie  hasłem, 
sygnałem do rozpoczęcia  kryjącego  s i ę  pod nią procesu .  Rozumieć twierdze­
nie o operacjach^znaczy  więc rozumieć,  w j a k i c h  przypadkach i  J a k i e  zmiany 
programu dopuszcza to tw ie rd z en ie .  Formułowanie twierdzeń o op er ac j ach  tak, 
jakby o p er ac je  były obiektami ,  nie odpowiada takiemu pojmowaniu o p e r a c j i



1 nie sp r z y j a  prawidłowemu rozumieniu tych twierdzeń.  Zr esztą  t a k i e  wer­
ba ln e ,  a d o s ta t e c z n i e  pr o s t e  sformułowanie tych twierdzeń bez użycia zmien­
nych j e s t  możliwe ty lko  w n a j b a r d z i e j  elementarnych przypadkach.  Duż czy­
t e l n e  (bez d łu żs ze j  i  wymagającej  przygotowania a n a l i z y  te k s t u )  sformuło­
wanie r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem dodawania bez użyc ia  zmiennych nie 
wydaje s i ę  r e a ln e .  t

Powszechnie w matematyce p r z y j ę t a  forma twierdzeń o oper ac jach  wyma­
ga 'użyc ia termów, zbudowanych ze zmiennych i  symboli  funkcyjnych.  Na przy­
kład,  ro zd zie lno ść  mnożenia względem dodawania sformułujemy następujęco :  
dla każdych a ,  b,  c ,  a * ( b + c )  = a*b + a»c
Oest to w i s t o c i e  twierdzenie  o równości f u n k c j i  określonych termami 
a . ( b + c )  i  a . b + a . c .  Ola matematyka i  dla każdego, kto j ęzyk  ten opanował 
i  umie sp on tan ic zn ie  “prze łożyć' '  to sformułowanie na t a k i e ,  gdzie mowa o 
programach rachunku i  zamianie jednego programu na inny,  j e s t  to sformuło­
wanie -  ze względu na z w ię z ło ść ,  p r z e j r z y s t o ś ć  i  j ednoznaczność -  bodaj 
optymalne.  Oest ono dla matematyka tak natura lne  i  j a s n e ,  że wielu autorów 
nie waha s i ę  tak ujmować twierdzenia  w podręcznikach matematyki nawet dla 
na jn iższ ych  k l a s .  Np. w podręczniku T. Oóźwickiego dla k lasy  I I I  / 0  ó ź- 
w i e k i  1976,  s . 3 3 /  czytamy: "Takę własność maję dowolne l i c z b y  a , b , c :

a ■ (b + c)  = a*b + a . c " .
Tymczasem jednak t r udn oś c i  uczniów w rozumieniu języka zawierającego zmien­
ne sę daleko większe n iż  może s i ę  wydawać (do sprawy t e j  powrócimy w nas­
tępnym p a r a g r a f i e )  i  s p ra w i a ją ,  że sformułowania t a k i e  cz ęs to  pozosta ją  
dla nich martwe.

Tak więc rozumienie przez d z i e c i  twierdzeń ogólnych o operac jach  w 
konwencjonalnym sformułowaniu napotyka na t rudn oś c i  z dwóch powodów: t a ­
kiego i c h  ujmowania,  j akby były to twierdzenia  o o b ie k t a ch ,  oraz użycia 
w-tych sformułowaniach zmiennych.

Twierdzenia o z b i o ra c h ,  choć nie s t wa rza ją  tych t rud no śc i  natury po­
j ę c i o w e j ,  są również formułowane w matematyce n a j c z ę ś c i e j  i  n a j c h ę t n i e j  
z użyciem zmiennych, a sformułowania te są przenoszone do podręczników 
szkolnych bez należytego  uwzględnienia braku u d z i e c i  przygotowania do ich 
rozumienia.

5 . 2 . 2 .  Oasne j e s t ,  że uświadomienie o g ó ln oś c i  j a k i e g o ś  związku nie 
zawsze i  n ie ko n ie cz ni e  musi być wywołane info rmac ją  werbalną (np.w posta ­
c i  odpowiedniego tw i e rd z e n ia ) .  Powinno stanowić zasadę dydaktyczną 
t a k ie  organizowanie procesu formowania s i ę  p o j ę ć ,  by świadomość regularnoś­
c i  związków z j a w ia ła  s i ę  u ucznia samorzutnie ,  a j e j  w e r b a l i z a c j a  stanowi­
ła  j edy nie  formalny wyraz tego już  dokonanego aktu .  W e r b a l i z a c j i  t e j  moż­
na też  zanie cha ć ,  j e ż e l i  z j a k i c h ś  względów byłaby ona przedwczesna,  n ie ­
pożądana, lub językowo zbyt trudna.



Takie po d e j ś c ie  znajdujemy w podręczniku dla IV k lasy  szkoły  meksy­
ka ńskie j  / F  1 1 1 o y 1 9 7 5 / .  Rozdzielność mnożenia względem dodawania 
wprowadza s i ę  tu na jednym przykładzie  (przykład ten cytujemy in extenso 
w rozd zia l e  4 , s . 5 5  ) Jednak w sposób pozwalajęcy na d o str ze żen ie  przez ucz­
nia ogó lnośc i  tego prawa. Następnie,  bez jednego nawet słowa mówięcego o 
t e j  o g ó l n o ś c i ,  proponuje s i ę  uczniowi rozwięzanie zadań przez wypełnienie 
"o ki en ek " ,  do czego s k o r z y s t a n ie  z prawa r o z d z i e l n o ś c i  j e s t  konieczne.

Oczywiście,  nie ma żadnej  pewności ,  że pierwszy przykład wprowadzają­
cy ,  ro zdzie lność  doprowadzi ucznia do samorzutnego uświadomienia so bie  roz­
d z i e l n o ś c i  j ako  ogólnego prawa. Przypuszczenie t a k i e  wydaje s i ę  nawet nad­
miernie optymis tyczne.  Rozwiązując pierwsze ćwiczenia  może on d z i a ł a ć  nie 
o p i e r a j ą c  s i ę  na tym prawie,  a l e  s t o s u j ą c  (ormalnę a n a l o g i ę .  Można jednak 
przypuszczać,  że da lsze  przykłady ukazujące pojęciowy aspekt  ro z d z ie ln o ś­
c i ,  a także dalsze  zastosowania tego prawa w różnorodnych ćwiczeniach ,  
będą stopniowo ks z ta ł t o w ał y  i  ugruntowywały w umyśle ucznia świadomość tej 
ogólnej  r e g u l a r n o ś c i ,  k tórą kiedyś wyrazi  w słowach lub symbolach.  Wyżej 
mówiliśmy o tym, dlaczego na tym poziomie może być uważane za niecelowe 
słowne formułowanie tego typu twierdzeń ogólnych,  a także przedstawianie 
i ch w p o s ta c i  a l g e b r a i c z n e j .  Być może, tymi właśnie względami autorzy  t e ­
go podręcznika motywują swoją rezerwę wobec wypowiadania w j a k i e j k o l w i e k  
formie twierdzeń ogólnych,  gdy w innych .podręcznikach dla tego samego, a 
nawet niższego poziomu sformułowań ta ki ch  nie brak .  Mogli j ednak skorzys­
tać  z różnych sposobów ^kierowania myśli  ucznia na tę re gu la rn o ść ,  k tórą 
u jawnia ją  w prz y kł ad z ie ,  i  u ła twić  tym samym j e j  o dkr yc ie .  Sposobami tymi 
zajmiemy s i ę  obec nie .

5 . 2 . 3 .  Nie ma s k u t e c z n i e j s z e g o  sposobu stymulowania myślenia ucznia 
nad postawienie mu py tan ia ,  na k tóre będzie c h c ia ł  odpowiedzieć,  a nie 
będzie mógł zrekonstruować odpowiedzi przez formalne naśladowanie wzorca.  
Mówiąc i n a c z e j ,  przez postawienie  go w s y t u a c j i  problemowej.  P ytanie  może 
być sformułowane e x p l i c i t e  lub sugerowane i m p l i c i t e  przez kontekst  werbal­
ny, g ra f ic z n y  lub inny konkretny.

Myśl ucznia można skierować na ogólność związku wprowadzonego na j e d ­
nym przykładzie  poleceniami  i  pytaniami zduszającymi do zmiany występują­
cych w przykładzie s t a ł y c h  na inne i  prowadzącymi w konsekwencj i  do uświa­
domienia n i e i s t o t n o ś c i  i c h  wyboru, do ich "u zm ie nni eni a" . Metodę tę omawia 
Z. Krygowska / 1 9 7 7  a ,  s . 1 5 6 / .

Przypuśćmy dla przykładu,  że rozdzie lność  i loczynu względem sumy zo­
s t a ł a  pokazana za pośrednictwem kraty  pro s tokątne j  na przy kł ad zie :

2» (5 + 4 )  = 2 -5  + 2-4

Oto polecenia  i  py tan ia ,  j a k i e  mogłyby po tym n a s t ą p i ć .



-  Zamiast 2 rzędów weź 3.  Liczby kratek w rzędzie nie z m i e n ia j .  Na­
pi sz  podobnie,  j a k  o b l i c z y s z  dwoma sposobami l i c z b ę  kra te k .

-  Zmień j e s z c z e  raz l i c z b ę  rzędów. Czy możesz zastosować te  same spo­
soby o b l i c z e n i a  l i c z b y  k rat ek ?  Napisz j e .

-  Zmień l i c z b y  kratek  w r z ę d zi e :  zamiast  5 i  4 weź 3 i  6 .
Czy znowu możesz tak samo o b l i c z a ć  l i c z b ę  k rat ek ?  Napisz,  j a k  będziesz ra­
chował.

-  Zmień j e s z c z e  raz l i c z b y  kratek  w rzę dzie  i  napisz dwa sposoby obli­
czania  l i c z b y  wszystkich k ra te k .

Sz cz eg ól n ie  i s t o t n y  j e s t  tu samodzielny wybór danych przez ucznia,  
k tórego brak w najb liższym temu u ję c i u  podręczniku /N e u n z i  g a -S  o r-  
g e r a / .  Dowolność tego wyboru l e p i e j  uświadomi uczniowi ogólność twier ­
dzenia niż in fo rmac ja  o t e j  o g ó l n o ś c i ,  na przykład tak a ,  j a k  w podręczni­
ku dla k lasy  I I I  /T.O ó ź w i c k i e g o / .

"Takę własność maję dowolne l i c z b y  a ,  b,  c :  a * ( b + c ) =  a -b+a»c  " ,  
nawet j e ż e l i  z podobnymi sformułowaniami uczeń s p o tk ał  s i ę  Już w cz e śn ie j .

Sy tu a c j a  problemowa zorientowana na pe rc e pc ję  r e gu la rn o śc i  może być 
też  zwięzana z odpowiednio dobranym schematem graficznym.  Stworzy j ę  pyta­
n ie ,  j a k i mi  l i czba mi  będź znakami można wypełnić "okienka"  schematu (zob.
§ 4 . 3 )  dla otrzymania określonych wyników będź s p e ł n i e n i a  określonych wa­
runków. Nawet j e ż e l i  odpowiedź ucznia sprowadza s i ę  do przykładowego wy­
p e łn i e n ia  "okienek" ,  da je  to okaz ję  do zorientowania  s i ę  przez niego zarów­
no w swobodzie wyboru l i c z b  jak  w koniecznych og r a ni cz e n ia c h .  Problem ten 
może uświadomić mu ogólność twierdzenia ,  mimo że nigdzie w słowach nie zo­
s t a n i e  to wyrażone.

S J . Użycie i rozumienie zmiennych ■  tekst podręcznika

5 . 3 . 1 .  Zmienna ma dwa aspekty znaczeniowe:  l i c z b y  (punktu i t p . ) , k t ó ­
r e j  w a rt o ś c i  nie znamy lub nie chcemy o k r e ś l a ć ,  oraz mi e j s ca  pustego,  w 
które  można podstawić dowolny term. W nauczaniu szkolnym zawsze kładziono 
dużo większy nacisk na pierwszy z tych aspektów. Rozwięzujęc równanie uczeń 
myśli  o niewiadomej j ako  o poszukiwanej n ieznanej  l i c z b i e ;  odpowiedź daje 
w formie równości " x = . . . " ,  k tórę rozumie tak :  oto nieznana dotęd wartość
l i c z b y  x okazuje s i ę  równa . . .  (Zauważmy, że nie miałoby sensu myśleć w

12tym kont ek śc ie  o x  j ako miej scu pustym . Zmienne w sformułowaniu twier ­
dzeń ogólnych sę rozumiane jako "dowolne" l i c z b y  (punkty i t p . ) ,  a więc t a ­
k i e ,  k tórych aktualna wartość nie ma znaczenia dla prawdziwości zdania.

Mamy tu na myśli  nauczanie t r a dy cy jn e ,  dotychczas niemal powszech­
ne. Trzeba jednak wspomnieć o próbach wprowadzania od poczętku p o j ę c ia  równo­
ważności warunków, gdzie np. równanie 2x = 4 i  x = 2 były dla ucznia równoważ­
nymi warunkami z miejscem pustym x.



N a j c z ę ś c i e j  wykonywane przez ucznia podstawienia,  to podstawienie za 
zmienne symboli s t a ły c t j  (na ogół  l i cz e b n ik ó w ) ,  co ten aspekt  znaczeniowy 
zmiennej  dodatkowo umacnia:  "x j e s t  l i c z b ę ,  na przykład 5 " .  Nierozumie -  
nie sensu podstawiania i  brak technicznego opanowania t e j  o p e r a c j i  ujawnia 
s i ę  w szkole  wówczas, gdy za zmienne t rzeba  podstawić inne zmienne lub 
termy z łożone .  Oto k i l k a  przykładów:

-  t rudności  z obl iczeniem wyrazu cięgu o numerze n+1 ,
-  t rudności  z zastosowaniem twierdzenia P i t a g o r a s a ,  sformułowanego

z użyciem l i t e r  A, 8 , C na oznaczenie wierzchołków t r ó j k ę t a ,  do t r ó j k ę t a ,  
w którym oznaczenia wierzchołków sę inne,  a tym b a rd z i e j  gdy " k o l i d u j ę "  
z tamtymi oznaczeniami ,

- traktowanie relacji m + n | n jako odwrotnej do n J m+n.
Niedostateczne ro zw ini ęc ie  u ucznia formalnego aspektu zmiennej  i  po­

le ganie  na j e j  "naturalnym" rozumieniu ( ja k o  niesprecyzowanej  b l i ż e j ,  za­
szyfrowanej  nazwy) k ry j e  w sobie  j e s z c z e  inne poważne n iebezpieczeństwo.  
L i t e r  w t e k ś c i e  matematycznym używa s i ę  cz ęs to  także w r o l i  s t a ł y c h :  J a ­
ko chwilowych nazw ad hoc określanych obiektów (użytych w r o l i  przykładów 
w ćwiczeniach i t p . )  Wówczas l i t e r a  taka funkc jonuje  in a c z e j  n iż  zmienna;
w szc z eg ó ln o śc i  w całym k on te kś c i e  oznacza j eden i  ten sam o b i e k t .  W tym 
można upatrywać przyczynę cz ę s t o  obserwowanego zbyt trwałego więzania 
przez uczniów zmiennej  z j e j  intuicyjnym sensem w określonym k o n t e k ś c i e .  
Zwięzane z tym trudnośc i  dobrze i l u s t r u j e  u wielu uczniów występujęce n ie -  
r o z u m ie n ia  twierdzenia o i n d u k c j i ,  gdy dla  sformułowania założeń i  tezy 
użyto t e j  samej l i t e r y ,  i  zdecydowana poprawa tego rozumienia,  gdy w za­
łożeniu d z ie d zi c zn o śc i  użyto inne j  zmiennej  niż w t e z i e  tw ierdzenia .

Swobodne i  poprawne posługiwanie s i ę  przez uczniów językiem matematy­
ki  wymaga więc,  by obok "natura lnego"  k s z t a ł c i ć  formalny aspekt  zmiennych 
i technikę biernego jak  i  czynnego operowania nimi.

Przede wszystkim konieczne j e s t  dobre ro zró żn ian ie  przez uczniów 
zmiennych i  s t a ł y c h .  Nie spr z y ja  temu s twarzanie  s y t u a c j i ,  w których  ta 
sama l i t e r a  j e s t  j edno cze śni e  s t a ł ę  i  zmiennę.  W podręczniku H. M o r o -  
z a "Nasza matematyka" dla k lasy  I I I  s y t u a c j e  t a k ie  spotykamy w ie l o k r o t ­
nie (na jwidocznie j  j e s t  to świadomie przez Autora stosowane) .  Oto przykład 
/ M o r o z  1975,  s . 66 / :

"Oznaczmy l i t e r ę  A z b i ó r  wszystkich  dziewczynek j ed n e j  k l a s y ,  l i t e r ę  
B zb i ó r  wszystkich chłopców t e j  k la s y .  / . . . /  Możemy więc napisać :

a |J b = b I J a
W zbi orze  A j e s t  a elementów, w zb io rz e  B j e s t  b elementów / 1 . . /  

więc l i c z b a  a+b j e s t  równa l i c z b i e  b+a.  Tę własność ma każda para l i c z b .
A U B = B (J A 
a + b = b + a

Dodawanie l i c z b  j e s t  przemienne.
Skoro Autor uważa za celowe i  potrzebne t a k ie  sformułowanie praw 

przemienności  dodawania zbiorów i  l i c z b ,  to byłoby l e p i e j ,  gdyby użył



w przykładzie  innych l i t e r  ( lub słów,  skrótów i t p . )  na oznaczenie wystę­
pujących tam zbiorów i  l i czebników,  inne zaś  zarezerwował dla p e łn ie n ia  
r o l i  zmiennych.

Podobnie j e s t  w wielu innych podręcznikach .  Oto j e s z c z e  j eden przy­
k ład :

W podręczniku / B e r n a r d  1971/  dla k lasy  “de-s ix ième"  na s t r o ­
n ie  13 sformułowano d e f i n i c j ę  i loczynu k a r t e z ja ó s k i e g o  H zbiorów À i  B 
w bezpośrednim następstwie  przykładu,  gdzie A = { 2 , 3 , 4 , 5}  , B= ( 4 , 5 , 6 , 7 , 9} 
zaś  H j e s t  i loczynem k ar t ez jaó sk im  tych zbiorów.

Wdrażanie uczniów do roz ró żn ia n ia  zmiennych i  s t a ł y c h  powinno być 
prowadzone świadomie w ramach k s z t a ł c e n i a  i ch  j ęzyka  matematycznego. Pod­
ręczn ik  ma tu ważne i  oczywiste  zadania do s p e ł n i e n i a ,  choć wprowadzenie 
e x p l i c i t e  po jęć  zmiennej  i  termu, ja k  to czyni podręcznik dla k lasy  V 
/H a y e n 1976/  (zob.Aneks 5 ) ,  świadczy chyba o zbytnim p r z e j ę c i u  s i ę  
nimi.  Wydaje s i ę ,  że we wstępnym et a p i e  wprowadzenia l i t e r  do języka pre­
ferowanie n iektórych  l i t e r  do r o l i  zmiennych j e s t  dydaktycznie uzasadnio­
ne.  Konieczne oswajanie uczniów z relatywnym charakterem zmiennych i  para­
metrów można odłożyć na p ó ź n i e j .  Wreezcie w niektórych  podręcznikach spot ­
kać można sformułowania,  p r z e d st aw ia ję ce  zmiennę jako  zaszyfrowanę, a le  
u s ta lon ę  l i c z b ę .  Oto przykład z ac ze rp n i ę t y  z "Mathématique Moderne 1" 
Papy'ego / P a p y  1964,  s . 3 2 0 / .

-  Pomyśl pewnę l i c z b ę  ca ł kowitę  wymiernę.

-Oznaczmy j ę  przez a.
Uwaga 1 Oeże l i  pomyślałeś 2,  a = 2 = +2.

W ten sposób Autor przygotowuje c z y t e l n i k a  do rozumienia związków ogólnych 
sformułowanych z użyciem l i t e r :

-  ( -  a ) = a , ( - a ) + ( - b )  = - ( a  + b )  i t p .
Można przypuszczać ,  że zabieg  ten w i s t o c i e  u ła twia  uczniowi rozumienie 
tych związków jako  równoważności programów rachunkowych. Rodzi s i ę  jednak 
obawa, że nie u łatwia  on, a może nawet utru dnia ,  przyswojenie formalnego 
aspektu zmiennej ,  a także włączenie  zmiennych do czynnego języka matema­
tycznego ucznia .  Wymaga to zbadania i  ewentualnego opracowania środków 
p r z e c i w d zi a ł a j ąc y ch  tym skutkom.

5 . 3 . 2 .  3ako prematematyczne z a s t ę p n i k i  l i t e r  w r o l i  zmiennych s t o su ­
j e  s i ę  obecnie szeroko dawno już  przez n iektórych  dydaktyków za lecane pus­
te "o ki en k a" ,  w któ re  uczeń może wpisywać cyfry  lub inne symbole.  Przy ich 
pomocy z a p i s u j e  s i ę  równania,  nierówności  i  inne formy zdaniowe, a także 
formułuje s i ę  twierdzenia ogólne .  Umieszcza s i ę  j e  nie ty lko w t e k ś c i e  l i ­
niowym, a l e  także w różnego rodzaju grafach  i  schematach,  gdzie zas tępują  
węzły lub oznaczenia krawędzi.

Rozpatrzmy k i l k a  przykładów wprowadzania w podręcznikach twierdzeń 
ogólnych z użyciem " o k i e n e k " .



P r z y k ł a d  1. W podręczniku "Mathematik B5" / R o l l e r  1974/  
dla sformułowania n iektórych  zwięzków między d zia ła nia mi  aut or zy  używaję 
"okienek" t r zec h  ks z ta ł t ó w :  o k r ę g ł e ,  kwadratowe i  t r ó j k ę t n e ,  przy czym 
z każdym kszta ł tem zwięzany j e s t  inny k o l o r :  b i a ł y ,  czerwony lub z ie lo n y ,  
którym "okienko" j e s t  zamalowane*^.  Wewnętrz "okienek"  niekiedy wpisane 
sę l i c z b y .  Oto d e f i n i c j a  odejmowania,  sformułowana przy użyciu t e j  symbo­
l i k i .

W k l a s i e  5 wśród 42 d z i e c i  j e s t  24 chłopców. I l e  j e s t  dziewczynek w 
t e j  k l a s i e ?  24

24 + . . .  = 42 lub *  . ,  
ch dz -  42

Gdy pytamy nie o łęcznę l i c z b ę  chłopców i  dziewczynek,  a więc 
o l i c z b ę  chłopców albo o l i c z b ę  dziewczynek w j a k i e j ś  k l a s i e ,

0pr z e ks z ta łc a  s i ę
zadanie! I + / K  = a lbo w zadanie

Wtedy piszemy ' f~~l = -
H  + / \ =

A  -

o sumę,ale 
to zadanie

/ . .  . /  Zwięze 
sposoby jako 
rysunku.

24

k między l i czbami  24,  18 i  42 można napisać na
Qiimp i na rłwua cnn«łnhv/ ifllrn r ^ 7 n1 r.P Mn7fiS7 to

cz t er y  różne 
zobaczyć na

24

"Okienka" zda ję  s i ę  s łużyć tu przede wszystkim uła twieniu  tego ,  co 
Z. Krygowska nazywa “uzmiennieniem” s t a ł y c h :  uświadomieniu sobie  przez 
ucznia ,  że l i c z b y  użyte w przykładzie  sę n i e i s t o t n e  (mogłyby one być za-  
s tępion e  jakimikolwiek  innymi) ,  ważne sę d z i a ł a n i a  i  i ch  k o l e j n o ś ć .  Pa- 
trzęcemu na ten rysunek najpierw r z u ca ję  s i ę  w oczy kolorowe "oki enk a” , 
potem dopiero napisane w nich l i c z b y .  Nie ma jednak w tym podręczniku 
ćwiczeń^w których aktywność ucznia polegałaby  na rysowaniu luo wypełnia­
niu "o ki ene k" .  Dodajmy j e s z c z e ,  że "okienka'. '  występuję w tym podręczniku 
jedynie  w poczętkowej  p a r t i i .  Najpierw równolegle z nimi,  a potem wyłęcz-  
n ie ,  używa s i ę  j ęzyka  konwencjonalnego z l i t e r a m i  w r o l i  zmiennych, arak 
przy tym jakiegokolwiek  pomostu łę czę ce go  dba te j ę z y k i .  "Okienka" nie 
z o s t a ł y  więc świadomie użyte jako  środek przygotowujęcy ucznia do rozumie 
nia zmiennej .

P r z y k ł a d  2 .  W k s ię ż c e  N e u n z i  g a -S  o r g e r a dla kia 
sy I I I  / 1 9 6 9 /  ro zd zie ln o ść  mnożenia względem dodawania wprowadza s i ę  na­
stępu j ę  co :

1)  pokazuje s i ę  poględowo, że 3*4 + 3*5 = 3, (4 + ó ) ,
2)  poleca s i ę  an alogiczne  sprawdzenie,  że 4*4  + 4«5 = 4 » ( 4 + 5 ) ,  

a następnie 5«4 + 5*5  » 5 « ( 4 + 5 ) ,

*^ Ze względów technicznych nie mogliśmy uwzględnić kolorów w ' i n i e j  
szym t e k ś c i e .



3) Nasze wyniki możemy ł ą c z n i e  przedstawić na s tępująco :
I I * 4 + I I •5 » 1 I * ( 4 + 5 ) .

IV pierwszym zadaniu w każdym okienku była l i c z b a  3.  Sprawdź, że mogą tam 
s i ę  znaleźć  także l i c z b y  2 , 6 i  8 ,

4 )  poleca s i ę  sprawdzenie prawa ro z d z i e l n o ś c i  w dalszych t r zec h  przy 
padkach (dwie l i c z b y  s t a ł e ) ,

5 ) poleca s i ę  łęcz ne  przedstawienie  tych wyników w formie " reguły  
J a k - w y ż e j " ,

Uczeń nie ty lk o  odcz yt u je  tu wyrażenie z "o k i e n k ie m " , a l e  posługuje 
s i ę  też  "okienkiem" czynnie w dwu aktywnościach:
l )  wpisuje w “okienko" l i c z e b n i k i  ( lub  j e  so b ie  tam wyobraża, prze pisu je  
równość z a s t ę p u ją c  “okienko" l i cze bn ik ie m i t p . ) , 2 ) komponuje formę zdanlo 
wą z "okienkami" w r o l i  zmiennych. Obie te  aktywności  są najwyraźniej  świ< 
domie przez autorów użyte jako  przygotowanie do operowania zmiennymi.

P r z y k ł a d  3.  W nauczaniu i  podręcznikach matematyki dla n iż­
szych k la s  coraz c z ę ś c i e j  s t o s u j e  s i ę  różnego typu g ra fy ,  w których n ie ­
które  lub wszystk ie  s t a ł e  (w wierzchołkach  lub przy krawędziach grafu)za-  
s t ę p u je  s i ę  "okienkami” . Grafów ta k ic h  używa s i ę  n a j c z ę ś c i e j  dla formuło­
wania i  rozwiązywania zadań rachunkowych, r z a d z i e j  dla formułowania twier 
dzeń ogólnych.  A tymczasem one właśnie  zdają  s i ę  n a j l e p i e j  oddawać opera­
cyjny ch a r a k t er  tych twierdzeń.

Przykłady ta k ic h  grafów i l u s t r u j ą c y c h  n ie kt ó re  własności  dz ia łań  zna 
l a z ł y  s i ę  w "Naszej  matematyce" dla k lasy  I I I  H. M o r o z a / 1 9 7 5 / .  Uży 
to i ch  tu j ednak dla sformułowania dodatkowych ćwiczeń prowadzących do we 
r y f i k a c j i  odpowiednich twierdzeń,  nie zaś  jako  konsekwentnie stosowany 
środek.  Nie będziemy więc i ch  tu cytować,  a l e  omówimy od razu w szerszym 
k o n t ek śc i e .

a )  Rozdzielność mnożenia względem dodawania może być rozumiana jako 
równoważność następujących  drzew.

a  b c a  b c

P rzed stawia ją  one dwa różne programy, a przy tym k o l e j n o ś c i  dodawania i 
mnożenia oraz "rozdwojenie" s i ę  g a ł ę z i  mnożenia przez c przy p r z e j ś c i u  z 
pierwszego do drugiego są tu d o bi t n ie  uwidocznione w samej formie g ra f ic z



n e j . ( Z a p is  a l g eb r a i c zn y  nasuwa na myśl przede wszystkim obecność lub brak 
nawiasów, co j e s t  n i e i s t o t n ą  formalną cechą tego j ę z y k a ) .  Uświadomienie 
so bi e ,  że programy t e ,  choć różne,  da ją  zawsze ten sam wynik, będzie wy­
s t a r c z a j ą c o  pełnym i  ogólnym zrozumieniem r o z d z i e l n o ś c i .

b) W przec iwieństwie  do drzew, nas tępujący  "organigram okienkowy’ sMa­
te cz n ie  kamufluje tw ie rd z en ie ,  zgodnie z którym "okienkcPO powinno być za — 
s tąpione znakiem równości .

Obowiązuje tu konwencja:  ’ okienka’ połączone łamaną zaw ie ra j ą  tę  samą l i ­
czbę.  Uczeń wybiera dowolnie l i c z b y  x,  y ,  z ,  a następnie wykonuje wskaza<- 
ne d z i a ł a n i a ,  w yp ełn ia ją c  "okien ka ” i ch  wynikami. Gdy po k i lk u  próbach 
s t w i e r d z i ,  że w o k i e n k u ^ ^  zawsze ’ wychodzi* równość, a n a l i z u j e  schemat 
i  odkrywa w nim ro zd zie ln o ść  mnożenia względem dodawania.  Konstruowanie 
przez uczniów t a k ic h  organigramów dla poznanych już  twierdzeń wydaje s i ę  
być również dobrym ćwiczeniem pogłębiającym ic h  rozumienie.

c )  Niektórzy dydaktycy (np.  T.O.F l e t c h e r )  próbują lansować 
szer sze  wykorzystanie diagramów przemiennych,  schematów stworzonych dla 
t e o r i i  k a t e g o r i i  a zn a jd u jąc ych  zastosowania w różnych d z ia ł a ch  matematy­
k i .  Oto t a k i  diagram w w e r s j i  ’ okienkowej ’ dla prawa r o z d z ie ln o ś c i  mnoże-- 
nia względem dodawania.

□
a  b

□



Schemat ten ujawnia różnicę  dwu programów rachunku w sposób równie wyraź­
ny Jak drzewa i  podobnie może być wykorzystany dla celów dydaktycznych.

d) Ola uświadomienia o g ó l n o śc i  zwięzku arytmetycznego,  a j ednocześ­
nie i s t o t n o ś c i  za ło że ń ,  przy których  J e s t  on prawdziwy, użyć można n i e k i e ­
dy także grafów funkcy jnych .  (Krawędzie ta k i eg o  grafu re prezentu ję  funk­
c j e ,  których nazwy wypisane sę przy n ich ,  w ie rz ch o ł k i  . r eprezentu ję  argu­
menty i  w ar to śc i  tych f u n k c j i ) .  Oto przykład tak ie go  grafu .

Wy p e ł n i a  j ę c  "o ki en k a ” tego grafu uczeń przekona s i ę ,  że "okienka" 
przy p ę t l ac h  może wypełnić ty lk o  zerem (a więc 0 , i  ty lko 0  ma tę  własność 
że a ♦  O ■  a ) ,  zaś  p o z o st a ł e  l i czb am i  przeciwnymi ( l i c z b y  a ,  -  a ,  i  tylko 
t a k i e ,  maję tę własność,  że a + ( - a ) = 0 ) .

Jak  widać z powyższych k i lku  przykładów, rozmai tość form użycia 
"okienek"  j e s t  duża. W każdym przypadku stanowię one bardzo dobry środek 
przygotowania ucznia do rozumienia zmiennej ,  przede wszystkim w j e j  aspek­
c i e  formalnym, oraz formy zdaniowej  i  J e j  oceny l o g i c z n e j ,  do nauki opera- 
c j i  podstawiania (u ł a t w io n e j  t e c h n i c z n i e ,  co nie j e s t  bez znaczenia w na­
uczaniu d z i e c i ) ,  wres zc ie  -  do formułowania twierdzeń ogólnych.  Metodyka 
użyc ia  "o ki ene k“ nie J e s t  j ednak opracowana, a zastosowania tego środka 
noszę cechy imp ro wiz ac j i ,  a nie opartego na a n a l i z i e  systemu.

Zwrócimy tu j e s z c z e  uwagę na pewien i s t o t n y  s z c z e g ó ł .  Jak zauważyli ś­
my, l i t e r a  może być rozumiana Jako "zaszyfrowana” s t a ł a  lub jako  mi e j sce  
puste .  "Okienka" miały p ierwotnie  ty lk o  ten drugi  sens :  właśnie  dla jego 
ukonkretn ienia  z o s t a ł y  wprowadzone. O st a t n io  w podręcznikach można spot ­
kać użyc ie  "okienek" w rachunku algebraicznym w t a k i  sam sposób,  j ak  uży­
wa s i ę  l i t e r .  Na przykład rozwięzanle równania

Wydaje s i ę ,  że J e s t  to ju ż  n a d u ż y c i e  tego środka nie przynoszęce 
k or zy śc i  dydaktycznych,  a być może także u t r u d n i a j ę c e  rozumienie zmiennej .

z a p i s u j e  s i ę



5.4. Podsumowanie

Nasze rozważania na temat wykorzystania podręcznika dla nauki rozu­
mienia teks t u  matematycznego prowadzę do nas tępujących  k o n k l u z j i .

1.  Podręcznik matematyki adresowany do ucznia p ierwsze j  k lasy  ponad- 
poczętkowej nie może być napisany w konwencjonalnym języku matematycznym 
dorosłych ,  gdyż będzie wówczas dla więks zo śc i  czyte ln ików niezrozumiały .
Z dru gi e j  s t ro n y ,  konieczna j e s t  systematyczna i  długotrwała praca nad 
opanowaniem przez uczniów tego Języka i  podręcznik j e s t  w n i e j  ważnym 
środkiem nauczania .  Jednak moment p o d ję c i a  t e j  pracy na leży  u s t a l i ć  eks­
perymentalnie,  a dotychczas nie wiadomo, czy przypada on na pierwszę k l a ­
sę ponadpoczętkowę.

2.  Naukę rozumienia te k s t u  matematycznego należy poprzedzić przyswo­
jeniem sobie  przez uczniów podstawowych po ję ć  1 wzorców rozumowań matema­
tycznych za pośrednictwem przykładów, własne j  aktywności  i  zrozumiałego 
dla nich j ęzyka  b l i s k i e g o  potocznemu. Ten e tap wstępny obejmować też  po­
winien przyzwyczajenie do operowania pojedynczymi składnikami j ęzyka  mate­
matyki.

Szczególną wagę należy przywiązywać do nauki operowania zmiennymi, 
a ważnym etapem pośrednim j e s t  użyc ie  "okienek"  zamiast  l i t e r .

3 .  Nie ma rozumienia matematyki bez rozumienia ogólnego charakteru  
własnośc i  p o j ę ć .  Jednak dla  wyrażenia o g ó l n o ś c i  nie zawsze wystarcza J ę ­
zyk potoczny,  zaś  konwencjonalny język matematyki z aw ie ra j ący  zmienne jes i t  
dla w ię kszośc i  uczniów 10- 12 - l e t n i c h  n iezrozumiały .  Dlatego  ogólność na le ­
ży uświadamiać uczniom nie ty lko  przez ogólne sformułowania,  a l e  także 
przez u j ę c i a  problemowe zorientowane na p e rc e p c j ę  r e g u l a r n o ś c i .

6. PODRĘCZNIK A MOTYWACJA UCZENIA SIĘ

6.1. Motywacja a tradycyjny podręcznik matematyki

Wbrew głoszonym od dawna zasadom dydaktyki o g ó l n e j ,  wbrew hasłom re­
formy nauczania o s t a t n i c h  d z i e s i ę c i o l e c i ,  dominująca wciąż w praktyce 
szk oln e j  motywacja uczenia  s i ę  j e s t  oparta  na formalnym przymusie i  oce­
nie wystawianej  przez na uc z yc ie la ,  a w wyższych k lasach  także -  przy na j ­
mniej dla c z ę ś c i  uczniów -  na a m b i c j i  p r z e j ś c i a  do szkoły  wyższego s t op ­
nia .  Ten typ motywacj i  szkoła  zd a je  s i ę  kszta ł towa ć  od pierwszych l e k c j i :  
d z i e c i  znacznie c z ę ś c i e j  i  z dużo większym entuzjazmem chwalą s i ę  przed 
rodzicami “piątkami"  n iż  r e l a c j o n u j ą  swoje prawdziwe o s i ą g n i ę c i a ,  odkry­
c i a ,  czy napotkane,  a nie rozwiązane problemy.



Radykalna zmiana tego dominujęcego charakteru  motywacj i  uczenia e ię  
wydaje 9 l ę  być koniecznym warunkiem powodzenia reformy szkoły  ukierunko­
wanej na i n t e l e k t u a l n ę  akty wiza c ję  każdego uc znia .  R e a l i z a c j a  tego postu­
l a t u  będzie j ednak niezwykle trudna.  Między innymi d la te g o ,  że j e s t  ona 
zwięzana z przełamaniem zakorzenionych w całym systemie szkoły  w i e l o l e t ­
n ich t r a d y c j i ,  a także ze zmianę metod i  form nauczania .na t y l e ,  by mo­
gły s i ę  zr od zić  i  okrzepnęć d o s t a t e c z n i e  e i l n i e  motywacje wewnętrzne u 
wi$ ks zo śc i  uczniów. Korzenie tych t r a d y c j i  l e ż ę  zaś  prawdopodobnie j e s z ­
cze g ł ę b i e j  n iż  system szkolny :  w warstwie spo łe czn o -k u l t ur o w ej .  Dominu- 
jęcym czynnikiem motywacyjnym J e s t  d la  dz iecka  obecność 1 re a k c ja  nauczy­
c i e l a .  Zadanie rozwięzuje s i ę  nie d la t e g o ,  że j e s t  ciekawe,  że j e s t  to 
pora nauki ,  że i n n i  koledzy j e  rozwięzuję i t p .  ( choć te  względy mogę 
s twarzać dodatkową z a c h ę t ę ) ,  a l e  przede wszystkim dla te g o ,  że zadał  Je 
n a u c z y c ie l .  Taki  j e s t  akceptowany przez d zie ck o ,  n a u c z y c ie la ,  rodziców, 
kolegów układ stosunków między uczniami i  na uczyc ie lem.  Dziecku ( j e ż e l i  
układu tego świadomie n ie  łam ie)  nie przychodzi  nawet do głowy odsunięc ie 
otrzymanego zadania i  z a j ę c i e  s i ę  innym, b a r d z i e j  in ter ee u ję cy m,  a l e  nie 
zadanym przez n a u c z y c ie la :  tu n ie  ma szansy ’ wykazania s i ę " .  Rzecz jas na ,  
n auc zyc ie l  swoim postępowaniem może ten układ w pewnym stopniu  modyfiko­
wać, z a c h ę c a j ę c  uczniów do większe j  sam od zie lno śc i ;  nie j e s t  jednak w 
s t a n i e  radykalnie go zm ie nić :  Jego decyz ja  po zostanie  dla dziecka n a j ­
ważniejszym motywem d z i a ł a n i a .

Na t o ,  by podręcznik s ta now i ł  eam przez s i ę  motywację dla lekt ur y  
i  pobudzonej nię aktywnośc i ,  p rz y jd zi e  czekać j e s z c z e  długo.  J e ż e l i  w o- 
góle  o s i ę g n l ę c i e  t a k i e j  postawy u w ię k sz o śc i  uczniów j e s t  r e a ln e .  Nie­
mniej  wydaje s i ę ,  że podręcznik może odegrać r o l ę  instrumentu stymuluję-  
cego pewnę zmianę t e j  postawy. D eże l l  j eg o  język« forma i  t r e ś ć  będę op­
tymalnie dostosowane do p s y ch ik i  1 za interesowań współczesnych d z i e c i ,  a 
więc i  zróżnicowane,  odpowiednio do indywidualnych róż nic  między dziećmi,  
to podręcznik ma szansę s t a ć  s i ę  l e k t u r ę ,  d a j ę c ę  okaz ję  do przygody i n t e ­
l e k t u a l n e j ,  pobudzajęcę wyobraźnię,  s k ł a n i a j ę c ę  do s tawi an ia  pytań i  u- 
partego szukania odpowiedzi na te  py ta n ia ,  krótko -  l e k t u r ę  aktywlzujęcę 
umysł i  uw alnia jęcę  go od przesadnego trzymania s i ę  autoryte tów.

Dężenie do nadania podręcznikowi tak iego  właśni e  charakteru  spotyka­
my u wielu autorów, przy czym stosowane śro dki  bywaję bardzo różne.  Bę­
dzie o nich mowa w d a l s z e j  c z ę ś c i  tego ro zd zia łu .

P o s tu l a t  uwzględnienia w s t r u k tu r z e  podręcznika Jego r o l i  motywuję- 
c e j  j e s t  nowy i  poniekęd sprzeczny z dotychczasowym charakterem nie t y l ­
ko podręczników szkolnych ,  a l e  nawet i l t e r a t u r y  popularnonaukowej.  Pod­
ręcznik  lub ks iężkę  popularnonaukowę b i e r z e  do r ę k i  te n ,  kto musi lub 
chce s i ę  czegoś nowego nauczyć lub dowiedzieć .  A więc motywacja z za ło ż e -



nia poprzedza i  s tymulu je  l e k t u r ę .  Nie tak dawno Z.M y e ł a k  o w a k i  
/ 1 9 6 4  , s . 3 3 2 /  p i s a ł : /  ’ Podręcznik ma / . . . /  s łużyć  do utrwalania 1 wykoń­
czania  tego ,  co ju ż  z o s t a ł o  przeżyte  i  j ako  pr ze życ ie  psychiczne i s t n i e j e *  
niekiedy w formie bardzo s w o i s t e j ,  w sys temie  personalnym u c z n ia “ . A da­
l e j  / s . 3 3 6 / :  “Żadnego uprzyjemniania ,  żadnego gadulstwa,  żadnego odwoły­
wania s i ę  do motywów drugoplanowych: dobra a r t y k u l a c j a ,  e p ra w ia ję c a ,  że 
podręcznik j e s t  p r z e j r z y s t y ,  z w ię z ło ś ć ,  zmuszajęca do myślenia ,  Jasnoś ć  
1 p re cy z j a  -  oto cechy dobrego podręcznika* .

Założenie  t a k i e  ( zauważmy- bardzo u ł a t w l a j ę c e  napis an ie  podręcz­
nika) p r z y j ę ł o  wielu autorów podręczników matematyki d la  omawianego po­
ziomu w całym ś w i e c i e ,  w tym także  autorzy ks lę żek  najnowszych,  dostoso­
wanych do awangardowych programów 1 mienlęcych s i ę  podręcznikami nowoczes­
nymi (w s e n s i e  dydaktycznym).

14Należy do nich podręcznik / S e r v a i s  19 69 /  , k tórego  autorzy
w przedmowie s t w i e r d z a j ę  wyraźnie,  że swoję ks lężkę  uważaję za nowoczes— 
nę, a j ed nocześnie  za k ła d a j ę  a p r i o r i  ś l i n ę  spontaniczną motywację ucz-  
n i a - c z y t e l n i k a ,  pozo stawi a jęc  nauczycie lowi  dobór środków dla  ewentualnea- 
go uzupełnienia  j e j  n ie d os ta tk u .  Oto w “Przedmowie do młodego c z y t e l n i k a *  
czytamy:

Niewątpliwie pragniesz  i ś ć  naprzód I .Masz r a c j ę .  Chc ie l ibyśmy c i  po­
móc w nauce.  Będziesz odczuwał zadowolenie,  - s t a j ą c  s i ę  coraz sp ra w n ie j ­
szy .  Będziesz dumny ze swoich o s i ą g n i ę ć .  Wie le  z a le ż y  od c i e b i e  I / . . . /  
Chciel ibyśmy,  abyś rozsmakował s i ę  w t e j  aktywności  twór cz e j .

Zaś w “Przedmowie do n a u c z y c ie la “ autorzy  s t w i e r d z a j ą :
K o rz y st a j ąc  ze swej swobody, n a uc zy c ie l  będzie mógł dostosować nau­

czanie  do uzdolnień każdego uc znia ,  pomagając mu w uczeniu s i ę  matematy­
k i .  W kl imacie  twórcze j  aktywności  będzie mógł pobudzić i ch  i n t u i c j ę  w 
odgadywaniu odpowiedzi i  pomysłowość w odkrywaniu drogi  postępowania,  
czuwając przy tym nad rozwijaniem u nich zmysłu samokont ro l i .

W podręczniku tym formalno-dedukcyjna s t r u k t u r a  matematyki odgrywa 
bardzo i s t o t n ą  r o l ę .  Od początku wprowadza s i ę  aks jomaty t e o r i i  mnogości. ,  
potem aksjomaty g e o m e t r i i ,  od początku dowodzi s i ę  twierdzeń,  zaczyna jąc:  
od twierdzeń oczywistych.  Autorzy,  nie p o p r z e s t a j ą c  na tym, s t a r a j ą  s i ę  
wyjaśnić  czytelnikom ogólne p o j ę c i e  aks jomatu,  d e f i n i c j i ,  tw ie rdz en ia ,  
dowodu (nb.  dowód twierdzenia  oczywistego l e p i e j  s łuży  temu ostatniemu o s ­
iowi n iż  dowód twierdzenia n ie o cz y w is te go ) .  Najwidoczniej  j ednak n ic  so-  
bie nie rob iąc  z dość powszechnego przekonanie ,  że głównym źródłem trud­
ności  uczniów w uczeniu s i ę  tak u j ę t e j  matematyki J e s t  brak motywacj i ,  au- 
- to r z y  mówią tu do c z y t e l n i k a  ta k ,  j akby  ten był  p r z e j ę t y  pa9 j ę  poznaw­
czą.  Oto na s t r . 7  sformułowano 1 udowodniono pierwsze twierdzenie  o z b i o ­
rach,  do czego jedyną motywację stanowi nas tępu jący  wstęp:

Odnosi s i ę  tu nota na s .  38.



Czy z powyższych aksjomatów i  d e f i n i c j i  można wywnioskować, że i s t ­
n i e j e  co najmniej  j eden  z b i ó r  utworzony z dwu przedmiotów? Z pewnością 
nie wętpisz w i s t n i e n i e  tak iego  zbi oru ,  bo poznałeś go przed wprowadze­
niem aksjomatówl Prawdziwie i n t e r e s u j ą c e  j e s t  dopiero to ,  że aksjomaty 1 
d e f i n i c j e  pozwalają udowodnić ten fakt  rozumowaniem. Masz wątpl iwości?
To p ro s t e .
Tu rozpoczyna s i ę  dowód zapowiedzianego twier dz en ia .

Niewątpliwie,  j e s t  to metodologicznie  j e d y n ie  właściwa motywacja 
dowodu. I n t u i c y j n a  oczy wis tość  twierdzenie  uwypukla j e s z c z e  dodatkowo 
taką właśnie  ro lę  dowodu: pokazanie wywledlności  twierdzenia z aksjoma­
tów i  d e f i n i c j i .  Zupełnie nie próbuję j ednak autorzy  umotywować rzeczy 
n a j i s t o t n i e j s z e j :  p o d ję c i a  problemu wywledlnośc i .  Z a k ła d a j ą ,  że j e s t  on 
"prawdziwie i n t e r e s u j ą c y "  d la  c z y t e l n i k a ,  nie t r o s z c z ą c  s i ę  o s p e ł n i e n i e  
tego z a ł o ż e n i a .

Coraz mniej  j ednak współczesnych pedagogów, dydaktyków matematyki 
i  autorów podręczników a k ce p tu je  t a k i e  stanowisko.  W. O k o ń /1968^ j e ­
den z czołowych naszych dydaktyków, p is ze  wyraźnie o samokształceniowej  
f u n k c j i  podręcznika:

Tą drogą /do  sa m o k s zt a ł c en i a /  j e s t  przede wszystkim budzenie i  roz­
w i j a n i e  zd o ln o śc i  poznawczych człowieka .  Jego zainteresowań oraz pozytyw­
nej  motywacj i  w p r o c e s i e  uczenia s i ę .  Tym postulatom może s p ro st a ć  pod­
r ę c z n ik ,  w którym prze jawia  s i ę  bowiem bogata inwencja w doborze t r e ś c i ,  
w łą c z en i u  t e o r i i  z praktyką,  w bogactwie "o twartych"  s y t u a c j i ,  k tóre 
z a c i e k a w i a j ą ,  pobudzają do samodzielnego myślenia i  d z i a ł a n i a ,  d a ją c  za­
razem uczniowi w ie le  s a t y s f a k c j i  i  s t w a rz a j ą c  tym samym pr z e s ł a n k i  do 
dalszego  twórczego wysi łku.

We wcześnie jszym zaś  a r t y k u l e  adresowanym do n a u c z y c i e l i  autor  mó­
wi j e s z c z e  d o b i t n i e j  / 1 9 6 6 ,  s . 9 - 1 6 / :  " . . . c h o d z i  p r z e c i e ż  o to ,  aby sięgał  
on / u c z e ń /  do podręcznika n ie  pod p r e s j ą  otrzymania z łego  s t o p n i a ,  l e cz  
również dla pewnego minimum ukontentowania / . . . / ,  j a k i e  da je  wędrówka w 
świat pełen za dz iw ia jąc yc h  z j awisk  z dobrym przewodnikiem w ręku”.

6 .2 . Środki motywacji w wybranych podręcznikach

O motywującym ch a r a kt er z e  podręcznika decydować będą jego  j ęz y k ,  f o r ­
ma i  t r e ś ć .  Aspektom formalnym poświęcimy o s t a t n i  r o z d z ia ł  t e j  pracy,  tu 
-  zajmiemy s i ę  b l i ż e j  t r e ś c i ą .

Na t r e ś ć  szkolnego podręcznika matematyki s k ł a d a j ą  s i ę  z reguły 
t r zy  warstwy: '

-  warstwa matematyczna,
-  warstwa praktyczna ,  obejmująca zastosowania  matematyki,  i
-  warstwa motywacyjna,  obejmująca wszystko,  co j e s t  skierowane na 

obudzenie za int ere so w ani a  u cz y te ln i k a ^  nie zawsze da je  s i ę  ona oddzie­
l i ć  od warstwy p r a k ty c z n e j ,  a także matematycznej .

Przyj rzy jmy s i ę  b l i ż e j  t e j  o s t a t n i e j  warstwie na przykładach wybra­
nych z k i lk u  podręczników.



N a j c z ę ś c i e j  bodaj  stosowanym środkiem motywacyjnym J e s t  l n t e r e s u j ę -  
ca (w o p i n i i  au to ra )  s y t u a c j e  r e a ln a ,  majęca pewien zwięzek z opracowywa­
nymi po jęc iami matematycznymi. Zdarza s i ę ,  że j e s t  to przykład zastosowa­
nia matematyki,  c z ę ś c i e j  j ednak tak nie j e s t ,  a zwięzek t e j  s y t u a c j i  z 
matematykę ma ch a r a k t er  r a c z e j  drugorzędny.

P r z y k ł a d  1
W podręczniku /SMP, 1969 ,  book 1/w r o z d z ia l e  5 “Kęt"  zn a j d u j e  s i ę  

ustęp zatytułowany “Radar i  po ło ż e n ie ” . Zawiera on m. ln .  nas t ęp uję cę  zwię- 
z ł ę  Informację  o zasadzie  d z i a ł a n i a  radaru.

E k r a n  r a d a r u .  Wielu z nas widzia ło  o b r a c a j ę c e  s i ę  a n t e ­
ny urzędzeń radarowych na s t a tk a c h  lub stacjach radarowych na z ie mi .  Urzę- 
dzenie radarowe wysyła f a l e  radiowe, k tór e  o d b i j a j ę  s i ę  od napotykanych 
po drodze przedmiotów i  sę z powrotem odbierane przez o b r a c a j ę c ę  s i ę  an­
tenę .  Na podstawie czasu ,  j a k i e g o  potrzebowała f a l a  radiowa, by dotrzeć  
do przedmiotu i  w r ó c i ć ,  urzędzenie radarowe wyznacza o d le g ł o ść  tego przed­
miotu.  Kierunek,  w jakim zwrócona j e s t  antena w momencie odbioru o d b i t e j  
f a l i ,  daje kierunek tego przedmiotu.  Przedmiot pojawia s i ę  na ek ran ie  ra­
daru w p o s t a c i  Jasnego punktu, którego położenie  odpowiada położeniu 
przedmiotu.  Skale  na ek ran ie  pozwalaję na szybkie  odczytanie  o d l e g ł o ś c i  
i  po łożenia  przedmiotu względem s t a c j i  radarowej .

Ta techniczna  info rmac ja  na temat urzędzenia ,  stosowanego powszech­
nie w l o t n i c t w i e  i  n a w ig a c j i ,  jednego z tych ,  k tóre  wcięż fas cy nuję  pros­
to t ę  zasady d z i a ł a n i a  i  pr e cy z j ę  o ś i ę g n i ę t ę  d z i ę k i  bardzo skomplikowanym 
rozwięzaniom e l ek tronicznym,  s łuży  tu j edy ni«  jako  p r e te k s t  do c a ł e j  se ­
r i i  ćwiczeń rachunkowych i  rysunkowych. Oto k i l k a  przykładów t a k ic h  ćwi­
czeń.

Zrób l i s t ę  12 miast  i  wsi w promieniu 25 mil od twego domu. Posłuż 
s i ę  mapę dla z n a l e z i e n i a  i c h  o d l e g ł o ś c i  i  kierunków względem twego domu 
i  zaznacz i ch  położenie na diagramie podobnym do ekranu radaru.

Dwa samoloty w yl atu ję  z l o t n i s k a  w tym samym c z a s i e .  Oeden l e c i  na 
azymut 330° z prędkościę  600 km/h, drugi  k i e r u j e  s i ę  na wschód z prędkoś­
c i ą  1000 km/h. Narysuj diagram i  zaznacz na nim pozycję  obu samolotów po 
( a )  6 min, (b)  12 min, ( c )  16 min, (d)  24 min. Oaka J e s t  i ch  wzajemna 
o d le gł ość  oraz azymut samolotu le cę ce go  na wschód względem drugiego,  w 
każdym z tych przypadków? Ouż bez rysowania podaj i c h  wzajemnę odle głoś ć  
i  azymuty po 1 /2  godziny od opuszczenia l o t n i s k a .

I
Zadania te maję,  o cz y w iś c ie ,  n ie wie le  wspólnego z rzeczywistymi za­

stosowaniami wiadomości o kętach i  i c h  mierzeniu:  obsługa l o t n i s k  nie 
zajmuje s i ę  takimi  problemami, a tym b a r d z i e j  d la  i ch  rozwięzania nie po­
s łu g uj e  s i ę  radarem. Tak wię c ,  poza zastosowaniem samych p o j ę ć  kę- 
ta i  Jego miary dla opisu d z i a ł a n i a  radaru,  ta  in fo rmac ja  techniczna  na­
leży  do warstwy motywacyjnej  podręcznika.  Nawlęzanie do d z i a ł a n i a  radaru 
i  użycie zwięzanych z nim terminów technicznych ułatwia  sformułowanie za­
dań, j ednocześnie  zaś  będzie pobudzać wyobraźnię uczniów, s t w a r z a j ę c  ko­
rzystny kl imat  psychiczny dla i ch  wykonania:  zamiast  wykonywać "n ie  wia­
domo po co“ rachunki i  rysunki,uczeń będzie odtwarzał  wyględ ekranu rada­
rowego z poruszajęcymi s i ę  na nim świecęcymi punktami-samolotami.



W tym samym podręczniku /SMP, 19 69/  wykorzystano w ca la ch  motywacyj­
nych fa kty  z a c z e r p n i ę t e  z h i s t o r i i  matematyki.  Nie stanowię one tu ,  Jak • 
w niektórych innych podręcznikach matematyki,  oderwanych od re sz ty  teks tu 
inter ludiów czy osobnych rozdziałów:  eę użyte właśnie  Jako motywacja i  [ 

p re te k st  d la  nas tępujęcych  po nich przykładów i  ćwiczeń matematycznych,  ;
Ne s . 4 4  znajdujemy tu nas t ęp uję cę  wzmiankę h is t o r y c z n ę :
W czasach s taroż yt ny ch w wielu k r a ja c h  używano Jedynie  najprostszych 

typów ułamków, t j .  ułamków o l i c z n i k u  1 .  Znaczy to ,  że ułamek ma nad kre-
Skę 1,  j a k  ±  ^  i  ^  . (Liczba pod kreskę nazywa s i ę  mianownikiem). W p i ś ­
mie h ie ro g l i f i c zn y m  E g ip c j an  z l i c z b y ' I I I  ( t r z y )  tworzono ułamek ( jednę 
t r z e c i ę ) ,  p i s z ę c  nad nię symbol «=» , co wyględało ta k i - f ^ - .  Grecy,  którzy 
pos ługiwal i  s i ę  l i t e r a m i  Jako l i c z b a m i ,  t w o rz y l i  z f1 ( t r z y )  ułamek doda- 
j ę c  kr ee eczkę :  C  .

Wśród zadań na s . 4 5  znajdujemy n a s t ę p u ję c ę :
E g i p c j a n i e  n a p i s a l i b y  i  + ^  d la  oznaczenia ^  ^  + g  Jako ^  .

Zauważ, że każdy mianownik ‘pojawia s i ę  ty lk o  ra z .  Znajdź sposób z a p i sa -  
nia w ten sposób ułamków ( a )  g  , (b )  g  , ( c )  g  , (d)  j  . Czy s ę d z i s z ,  że 
każdy ułamek można tak z a p i s a ć ?  Spróbuj  zna le źć  t a k i ,  k tórego n ie  można i
tak z a p i s a ć .  {

i
Gest to bardzo dobre ćwiczenie  ugruntowujęce p o j ę c i e  1 w łasnośc i  su­

my ułamków, t y p u , j a k i  n i e c z ę s t o  występuje w podręcznikach :  rozkład ułanie 
ka na sumę innych przy dość s i l n i e  o g r a n i c z a j ę c y c h  warunkach nałożonych j 
na s k ł a d n i k i .  (Ćwiczenia tego typu były natomiast  zawsze bogato reprezen­
towane w podręcznikach w d z i a l e  poświęconym arytmetyce l i c z b  natura lnych) .  
Oczywiście,  można J e  sformułować bez odwoływania s i ę  do matematyki staro!- 
żytnych.  W tym k on t ek śc i e  s t a j e  s i ę  ono jednak nieporównanie ciekawsze,  j 
s z c ze g ó l n ie  dla ty ch ,  k tórych  fa scynuje  odkrywanie faktów z ż y c i a  nasz^fi  
przodków. Pokazuje,  że pewnych rzeczy  o i c h  sposobie  rachowania można s ię  
dowiedzieć t e o r e t y c z n i e ;  można j e  wywnioskować z innych faktów, zaczerp­
nię tych  z oryginalnych  tekstów.  Może więc być wykorzystane nawet do pro- 
pedeutycznego wprowadzenia w ideę a k s J o m a t y z a c j i  / j e d n a k  chyba nie na o- 
mawianym poziomie n au cz an ie / .  Bez tego kontekstu byłoby ty lk o  j e s z c z e  j 
jednym rachunkiem wykonywanym " n i e  wiadomo po c o " .  j

Chętnie  stosowanym środkiem motywacj i  j e s t  p iękno.  Słowo to nasuwa 
na myśl przede wszystkim f o t o g r a f i e  i  rysunki  różnych obiektów a r c h i t e k -  
tpnicznych,  przyrodniczych,  a r t y s t y c z n y c h ,  k tórych  piękno da je  s i ę  czę­
ściowo wyjaśnić  własnośc iami  geometrycznymi i c h  k s z t a ł t u ,  a więc głównie 
sy m et r ię .  Zacytujemy tu niebanalny  przykład wykorzystania s y m e t r i i  w ce­
lac h  motywacyjnych.

W nauce o s y m e t r i i  w podręczniku cytowanym wyżej /SMP,19 69 /  wyko­
rzystano ,  rzecz  j a s n a ,  także symetr ię  w a r c h i t e k t u r z e  i  sztukach  p l a s ­
tycznych,  zarówno w c e la c h  motywacyjnych Jak i  d la  k o n k r e t y z a c j i  p o ję ć .



Nie ograniczono s i ę  tu jednak do standardowych przykładów f o t o g r a f i i ,  
reprodukc j i  i  rysunków, na których uczeń ma znajdować sy m et r ie .  Na s . 2 1 3  
zna jdu je  s i ę  następujący  przykład.

Większość ludzi  w o l i ,  gdy budynek lub drzewo posiada płaszczyznę 
s y m e t r i i .  Lecz gdy któr yś  z tych przedmiotów ( l u b  obydwa) stanowi element 
rysunku, wolę o n i ,  by nie występowały one jako  elementy c e n tr a l n e  (zob.  
np. r y s u n e k . . . )  . Czy możesz to wyj aśn ić ?

To nietypowe pytanie może s t a ć  s i ę  doskonale umotywowanym punktem 
w yjśc ia  najpierw do g łębokiego  namysłu, potem do d ys k u s j i  w k l a s i e  nad 
różnorodnymi konsekwencjami posiadania przśz f ig u rę  płaszczyzny s y m e t r i i ,  
co było zapewne i n t e n c j ę  autorów.

Nie docenia s i ę  zazwyczaj  motywacyjnej  r o l i  a bs t rak cy jn eg o  piękna 
tkwięcego w samej matematyce.  Poględ,  że uczniów i n t e r e s u j e  i  podoba s i ę  
im ty lko to ,  co ma zwięzek z konkretną r z e c z y w i s t o ś c ią ,  nie odpowiada 
prawdzie.  Wielu uczniów żywo reaguje  na różne re g u la rn o śc i  bynajmniej  
nie geometrycznego ch ar akt eru ,  nieoczekiwanie  pros t e  wyniki lub wnioski  
(na przykład zero uzyskane w wyniku długiego rachunku),  nieoczekiwane a-  
nalogie  bądź paradoksy.  Zauważmy, że to samo raduje i  d o j r z a łe g o  matema­
tyka,  t y l e  że w m a t e r i a le  o wie le  b a r d z i e j  zaawansowanym.

Szc zególnie  d o bi t n ie  piękno może być wyrażone w g ra f ic z n y ch  schema­
tach s y t u a c j i  a b s t ra k c y j n y c h ,  Środek ten z o s t a ł  ogromnie rozwinię ty  i 
do p e r f e k c j i  doprowadzony przez G. P a p y ' e  g o w jego  słynnych pod- 
ręcznikach "Mathématique moderne” . Negując ca ł kow ic ie  wartość zastosowań 
w k s z t a ł c e n i u  matematycznym, autor ten uważa piękno za j edyne aut ent ycz ­
ne uzasadnienie nauczania i  uczenia s i ę  matematyki.  Podręcznik i  j ego  wy­
ró ż n ia ją  s i ę  wielką i l o ś c i ą  dużych wielobarwnych rysunków, z których n ie ­
która  są w i s t o c i e  p iękne;  nie jako  d z ie ło  s z t u k i ,  a le  w swym a b s t r a k c y j -  
nym .wyrazie.  Oto dla przykładu rysunek,  i l u s t r u j ą c y  s u r i e k c j ę  zbioru  liczb 
parzystych na z b i ó r  l i c z b  natura lnych ,  a więc "przykrywalność" zbioru 
przez własny podzbiór właściwy /p a p y,1964,3.200 / .



Coraz c z ę ś c i e j  o s t a t n i o  występującym w podręcznikach czynnikiem mo­
ty w a c j i  sę opisy g i e r .  Przykład t a k i  cytowaliśmy w ro z d z ia le  3 na s.31 
Ograniczymy s i ę  więc j edy nie  do k i lk u  ogólnych uwag. Gry Jako środek na­
uczania matematyki majęcy s z e r o k ie  zastosowanie doceniono niedawno, a 
więc metodyka posługiwania s i ę  tym środkiem nie  z o e t a ł a  j e s z c z e  wypraco­
wana. Gry dydaktyczne można ogól nie  p o d z i e l i ć  na m a  t e m a t y c z n e ,  
t j .  t a k i e ,  gdzie "posunięc ia ' '  gry,  a także poszukiwanie s t r a t e g i i  wygry­
w a j ą c e j ,  maję bezpośredni  zwięzek z matematykę ( ja k  w cytowanym przykła­
d z i e ) ,  p a r a m a t e m a t y c z n e ,  przez c h a r a k t e r  "po su nię ć” i  ro­
zumowań w toku gry s p r z y j a ję c e -  k s z t a ł c e n i u  występujęcych w matematyce 
sprawności  umysłowych, choć bezpośrednio z matematykę nie zwięzane,  i  
n o t y w a c y j  n e  , s ł u ż ę c e  Jedynie  motywacj i  nakazanego regułami 
rozwiązywania zadań matematycznych.

Spotykane w podręcznikach opisy g i e r  s p e ł n i a j ę  j ednę z dwu f u n k c j i :  
p o d ję c i a  gry przez c z y t e l n i k a ,  będż sformułowania zwięzanego z grę pro­
blemu. Powody tego zróżnicowania mogę być różne.  Dednym z nich wydaje s i ę  
być f a k t ,  że n ie k t ó re  gry sę  zbyt mało a t r a k c y j n e ,  aby warto było podej ­
mować i ch  rozgrywanie,  s tanowię Jednak n iebanalne i  komunikatywne wpro­
wadzenie w problem matematyczny. Dotyczy to przede wszystkim g i e r  mate­
matycznych,  k tóre n a j c z ę ś c i e j  spotyka s i ę  w podręcznikach.

Gra matematyczna wydaje s i ę  być dobrym punktem w yj śc ia  do wprowa­
dzenia po ję ć  matematycznych o cha ra kt er z e  konwencjonalnym, nie dajęcych 
s i ę  łatwo upoględowić sytu ac j am i  realnymi w sposób pozbawiony sz tucznoś­
c i .  Gra,  j ako  s y t u a c j a  z natury konwencjonalna,  a j ed no cze śni e  dzieciom 
bardzo b l i s k a ,  nigdy n ie  czyni  niemiłego wrażenia czegoś n ienatura lnego ,  
stworzonego jed yn ie  na użytek s z k o ł y ,  a więc n ieciekawego.  Dobór rekwi­
zytów i  reguł  może być c a łk o w ic ie  podporzędkowany względom dydaktycznym 
i  motywującym, d a j ąc  autorowi swobodę podobną do t e j .  Jaką posiada,wpro­
wadzając p o j ę c i a  c a łk o w ic ie  a b s t r a k c y j n e ,  a więc bez odwoływania s i ę  do 
pozamatematycznych środków upoględowienia 1 motywacj i .

Należy przypuszczać ,  że ten sposób wprowadzania p o j ę ć ,  a także wy­
krywania i ch  w ła s n o ś c i ,  z n a j d z ie  w podręcznikach dla omawianego poziomu 
sze r sz e  zastosowanie .  Rzecz j a s n a ,  j a k  wszędzie w dydaktyce tak i  tu,  
j ednostronność  i  przesada byłaby szkodliwa.  Mamy tu na myśli  j edn os tro n­
ność,  po le ga ją c ą  na ogr aniczaniu  upoględowienia p o j ę c i a  do samej gry i  
unikaniu ujawnienia j ego  realnych  k o r ze n i1^ ,  oraz przesadę wyrażającą 
s i ę  w usi łowaniu wprowadzenia za pośrednictwem gry ja k  na jwiększe j  l i c z ­
by po jęć  czy w ła s n o ś c i .  Za przykład właściwego wykorzystania tego środka 
uważamy cytowane w r o z d z ia l e  I I I  (przykład 2 )  wprowadzenie l i c z b  dodat­
nich i  ujemnych w podręcznikach SMP.

Tendencję taką obserwuje s i ę  o s t a t n i o  w z a k r e s i e  wczesnego wpro­
wadzenia po jęć  p r o b a b i l i s t y c z n y c h .



Mówięc o motywacyjnej  warstwie podręcznika mamy tu s t a l e  na myśli  
motywację dla u c z e n i a / s i ę  matematyki i  aktywności  matematycznej .  W daw­
nych podręcznikach matematyki spora część  i ch  t r e ś c i  pozamatematycznych 
miała przypisanę J e s z c z e  innę f u n k c j ę .  W i n t e n c j i  rea l izowania  różnorod­
nych k sz ta ł c ę c y c h  i  wychowawczych celów wprowadzono w nich l i c z n e  sytu ­
a c j e  nie dla ukazania zastosowań matematyki,  i  nie d la t e g o ,  że l e ż a ł y  
one w kręgu zainteresowań uczniów, a więc mogły d z i a ł a ć  motywujęco, a l i e  
właśnie  po t o ,  by dopiero za interesoweć nimi ucznia lub przekazać mu o--  
kreś l one  pozamatematyczne i n f o rm ac je .  Usi łowania t a k i e  -  Jak wiadomo z 
codziennej  praktyki  s z k o l n e j  -  okazuję s i ę  n a j c z ę ś c i e j  chybione:  nie 
zmi enia ję  w sposób I s t o t n y  pozamatematyczneJ wiedzy ani  zainteresowań 
ucznia ,  tym b a r d z i e j  zaś nie motywuję go w kierunku aktywności  matema-- 
t y c z n e j , nierzadko zaś  c Jz ia ła Ję  wręcz o d s t r ę c z a j ę c o .

Doniosłość motywacj i  "ku matematyce" dla wyników k s z t a ł c e n i a  matee- 
matycznego każe zrezygnować w podręczniku matematyki z w sze lk ich  t r e ś c c i  
prócz tych ,  k tóre j e j  wyraźnie s p r z y j a j ę ,  a tym b a r d z i e j  z tych ,  którre 
by mogły prowadzić do j e j  o s ł a b i e n i a .  W s z c z e g ó l n o ś c i  należy  zrezygnowvać 
: wprowadzenia do niego Jakichkolwiek  t r e ś c i  pozamatematycznych,  którycrh 
zadaniem nie byłoby k s z t a ł c e n i e  matematyczne lub k s z t a ł c e n i e  pozytywnyych 
postaw względem aktywności  matematycznej .

( J .  Podsumowanie

W naszym pr ze gl ędz ie  środków motywacj i  spotykanych w podręcznlkacch 
wymieniliśmy n a st ę p u ję ce :

-  s y t u a c j e  re a ln e  z kręgu spraw in t e r e s u j ę c y c h  d z i e c i ,  bez i ch  u p r o ­
szc zen ie  lub wstępnej  ma te m at y za c j i , w tym s y t u a c j e  z a c z e r p n i ę t e  z h lss to -  
r i i  nauki,

-  s y t u a c j e  f i k c y j n e  s t r u k t u r a l n i e  z b l iżo ne  do rea ln ych ,  jednak w s t o ­
sunku do nich uproszczone lub przez sam op is  wstępnie zmatematyzowane,,  
będż też  Jawnie n i e r e a l n e ,  typu ba jek  (zob .przykład  4 w ro z d z ia le  I I I ,
s . 50) lub f a n t a s t y k i  naukowej,

-  n iespo dziank i :  nieoczekiwanie pros te  wyniki lub wnioski  i  inne i re ­
g ul arn ośc i  formalne,  s p r z e c z n o ś c i ,  pozorne lub będęce wynikiem u k ry te g o  
błędu w rozumowaniu,

-  s y t u a c j e  f o r m a l n o - g r a f i c z n e ,
-  gry dydaktyczne.
L i s t a  ta zapewne nie j e s t  pełna.  Można tez  przypuszczać,  że w mia­

rę doskonalenia podręczników pojawiać s i ę  będę nowe ś ro d ki ,  dotęd n i e -  
znare, będż stonowane ty lko w bezpośrednim przekazie  ustnym. Na przykład 
wydaje s i ę  możliwe i  celowe wprowadzenie do podręczników dłuższych opo­



wiadań, prezen tu jęc ych  ciekawę dla uczniów s y t u a c j ę  1 zwięzanę z nię 
problematykę,  k t ó r e j  opracowanie mogłoby odbywać s i ę  już  poza podręcz­
nikiem, w pracy samodzie lnej  lub d ys k u s j i  uczniów z udziałem nauc zyc ie la .

U poszczególnych autorów występuje zazwyczaj  natura lna  pre dylekc ja  
do pewnego typu środków motywujęcych. Nadaje to podręcznikowi swoisty 
ch a r a k t er  i  u ła twia  nauczyc ie lowi  wydanie subiektywnej  oceny,  czy k s ię ż -  
ka mu s i ę  podoba czy n ie ,  co cz ę s to  decyduje cr j e j  wyborze dla użytku 
uczniów. Jednak w as pe kc ie  podagogicznym takę pre d yl ek c ję  oce niać  t r z e ­
ba negatywnie.  Podręcznik może bowiem motywować k a ż d e g o  ucznia 
ty lko pod warunkiem, że t r e ś c i  motywujęce będę na t y l e  zróżnicowane,  iż  
każdy uczeó zn a jd z ie  w nim to ,  co do niego przemawia n a j s i l n i e j ,  co n a j ­
b a r d z i e j  pobudza jego  ciekawość i  chęć j e j  z a sp o k o j e n ia .  Codzienne prak­
tyka szkolna  pokazuje,  że uczniowie maję tu bardzo różne upodobania.  Pod­
ręcznik  motywujęcy ogół  uczniów (a nie autora l )  cechować musi różnorod­
ność t r e ś c i  warstwy motywacyjnej .

7. DYDAKTYCZNA STRUKTURA I JĘZYK PODRĘCZNIKA MATEMATYKI

Przeobrażenie formy i  budowy podręczników uczniowskich stanowi j e ­
den z ch araktery s tyczny ch symptomów reformy nauczania matematyki doby po­
wo jenne j .  Obok kultywowanej przez s t u l e c i a  i  u trzymujęce j  s i ę  do d z i s i a j ,  
mimo radykalnych zmian t r e ś c i  nauczania ,  formy k s i ę ż k i  naukowej,  pojawi­
ło  s i ę  w ie le  typów materiałów drukowanych (niektórym trudno nawet dać 
miano k s i ę ż k i )  odbiega jęc yc h  od tego wzorca,  aż po t a k i e ,  których ca ł y  
t e k s t  składa s i ę  z pytań i  poleceń ,  brak zaś  bezpośredniego przekazu wie­
dzy. Pierwszym bodźcem dla tych zmian były po st u la t y  reformy,  a przede 
wszystkim p o s t u la t  maksymalnej a k t y w i z a c j i  u czn ia ,  wyzwalania j ego  i n i ­
c jatywy,  d o st a rc z a n ia  mu m at er i a łu  i  o k a z j i  do samodzielnych poszukiwań 
i  małych odkryć.  Postulatom tym nie odpowiadał t radycy jny  podręcznik,  w 
którym dominował przekaz gotowej wiedzy.  Trzeba było znaleźć  formułę zu­
p e łn ie  nowę. Jak j ednak zwykle bywa wówczas, wkrótce z j a w i ł  s i ę  
drugi ,  równie s i l n y ,  a nie zawsze pozytywny bodziec  -  konkurencja rynko­
wa, prowadzęca n ie je d n o k ro t n ie  do ukrywania mało-'wartościowych lub powie­
lanych k on c ep c j i  w a t r a k c y j n e j  formie zewnę trzne j .  Bez wętpienia jednak 
pręd ten pr zy n ió s ł  rozwięzania o niepodważalnej  w a rt o ś c i  dydaktyczne j ,  
których ślady sę ju ż  widoczne w niemal wszystkich  współcześnie  wydawanych 
podręcznikach,  i  k tó re  stanowię ważny e tap rozwoju nauczania matematyki.

Sz k ic  ten nie ma być pełnę monograficznę a n a l i z ę  s t r uk tu ry  i  Języka 
wydawanych na św ie c i e  podręczników matematyki do p ierwsze j  k lasy  ponad- 
poczętkowej .  Zamierzenie t a k i e  bvłoby n ie re a l n e , c h o ć b y  ze względu na n ie ­
dostępność wie lu ź ró d e ł .  Dokone Jedynie  przeględu charakterys tycznych 
rozwięzań na podstawie wybranych spośród dostępnych podręczników europe j ­
s k i c h .



7.1. Podręcznik tradycyjny

Pod względem s t ru k tu ry  t r adycy jny  szkolny  podręcznik matematyki nie 
różni  s i ę  l s t o t n l s  od podręcznika akademickiego.  Tre ść  j e s t  tu usystema­
tyzowana w porzędku logicznym 1 podzielona na c z ę ś c i ,  k tóre  d a l e j  będzie ­
my umownie nazywać rozd zia ł ami .  Każdy ro z d z ia ł  rozpoczyna s i ę  przekaza­
niem nowych i n f o r m a c j i  s k ła d a j ą cy ch  s i ę  z d e f i n i c j i ,  twierdzeń 1 dowodów, 
po czym następuję  zad ania .  W podręczniku znajdujemy też  na ogół  przykła­
dy, uwagi w y j a ś n i a ją c e  i t p . ,  s tanowiące dydaktyczną warstwę podręcznika.  
Są one j ednak jakby uzupełnieniem zasadniczego schematu i  są mu ca ł k o ­
w ic ie  podporządkowane. W t e k ś c i e  tradycy jnego  podręcznika z n a jd u j ą  s i ę  
wyróżnienia ,  uwydatniające fragmenty s z c z e g ó l n ie  ważne lub przeznaczone 
do zapamiętania :  nowe słowa lub symbole,  d e f i n i c j e ,  twi er d z e n ia ,  reguły 
a lgorytmiczne ,  wzory a lg e b r a ic z n e  i t p .  Wyróżnia s i ę  więc t o ,  co z j ed n e j  
s t rony stanowi o s t a t e c z n y  i  do pewnego s t op n i a  sformalizowany r e z u l t a t  
pracy matematyka (ukazanej  w t e k ś c i e  podręcznika lub n i e ) ,  z d ru gi e j  zaś 
s t rony nadaje s i ę  do bezpośredniego zastosowania  w zadaniach .  Te wyróż­
nione fragmenty są bardzo c z ę s to  uważane, zarówno przez uczniów ja k  i  
przez n a u c z y c i e l i ,  za minimum wiadomości ,  k tórego opanowanie j e s t  wyster -  
c z a j ę c e  jako  pozytywny e f e k t  nauki.  W ten  sposób t radycy jny  podręcznik 
k ład zie  nacisk na okr eś loną  tradycyjnym programem wiedzę matematyczną,  
ca łko wic ie  lub w znacznej  mierze p r z e m i l c z a j ą c  drogę,  na k t ó r e j  uczeń do 
n i e j  d o jd z i e ,  podpowiadając nawet n ie ja ko  drogę nakrótszą  -  pamięciowe 
opanowanie wyróżnionych fragmentów.

Ukazany obraz tradycy jnego podręcznika matematyki J e s t  dość sk r a j n y .  
Od czasów, gdy jedynym szkolnym podręcznikiem g e m e t r l i  były "Elementy" 
Euklidesa(w A n g l i i  podobno j e s z c z e  w XX wieku),  dokonano w podręcznikach 
wie le  dydaktycznie pozytywnych zmian, wprowadzono fragmenty,  mające za 
zadanie pobudzenie c z y t e l n i k a  do samodzielnych poszukiwań i  rozumowań, 
do c z y n n e j  l e k t u r y ,  j ednakże przy zachowaniu t r a d y c y j n e j  s t r u k t u ­

r y .

P r z y k ł a d  i
Przedstawimy tu w s k r ó c i e  ro z d z ia ł  4 podręcznika / S e r v a i s
1 61969/  za t yt uł owany"Płaszczyzna , punkty i  pr os te j '
Podrozdział  4 . 1 .  "Zbiory  w geo met r i i  p ł a s k i e j “ j e s t  poglądowym i  l o -  

kalnie-dedukcyjnym przygotowaniem do d a l s z e j  c z ę ś c i ,  j u ż  w u j ę c i u  a k s j o -  
matycznym. Rozpoczyną s i ę  on dialogowym opisem eksperymentów rysunkowych:

1.  ZBIORY PUNKTÓW 
E k sp lo ra c ja
a) Wiesz j u ż  różne rzeczy z g e o m e t r i i .  Przejdziemy j e  ponownie 

przy pomocy rysunków,wykorzystując przy tym wiadomości o z b i or a c h .

® Odnosi s i ę  do niego nota na a .  38.



Połóż swój arkusz rysunkowy na p ł a s k i e j  powierzchni .
-  Czy masz odpowiednie ołówki?
Zaznacz p u n k t y .
I l e  mógłbyś i c h  zaznaczyć?
-  Dużo,zwłaszcza j e ż e l i  będę J e  r o b i ł  bardzo małe.
-  Co j e s t  n a j d o k ła d n i e j s z e ?
-  Małe pu nkcik i .
-  Ale j e ż e l i  będziesz  Je  rysował maleńkie j a k  k o n i e c . i g ł y ,  j a k  Je

zobaczymy? . ‘
-  Z trudem będzie j e  widać.

.  -  Żeby dobrze widzieć  punkty,  będziemy j e  zaznaczać dość duże, pa-
m i ę t a j ę c  wcięż ,  że re p re z e n tu ję  one punkty bardzo małe,  zn a jd u j ęc e  s i ę  
w środku naszych kropek.

-  Wyobraź s o b i e ,  że wszystk ie  punkty twojego arkusza z o s t a ł y  zazna 
czone.  Czy arkusz z o s t a ł  ca łk o w ic ie  wypełniony?

-  Tak,  ca ł k o w i c i e .
- P ł a s z c z y z n a  twojego rysunku J e s t  z b i o r e m  

p u n k t ó w .

Dia log  wkrótce s i ę  kończy,  a t e k s t  nabiera charakteru coraz b a rd z ie j  
formalnego.

4 .  CZWOROKĄTY

nich

j e s t

D e f i n i c j e
Niech a , b , c , d  będę
nie sę współl iniowe

c z w o r o k ę t e

czterema punktami, tak imi  że żadne
. Suma 

m o
&3UEb3UEd]ULda]

b o k a c h

trzy  spośród

|fb] • [HI ' £ d] •
i  k o l e j n y c h  w i e r z c h o ł k a c h  a ,  b,  c ,  d.

Czworokęt abcd j e s t  równoległobokiem wtedy 1 ty lko  wtedy, gdy pros-
te

ab 1 cd 
bc i  da

sę wzajemnie r o z ł ę c z n s ,  gdyż J e ż e l i  byłyby one równe, punkty a ,  b,  c ,  d 
byłyby współl iniowe i  nie mogłyby być wierzchołkami czworokęta.

Podrozdział  4 . 1 .  kończy s i ę  następujęcym podsumowaniem.
Wszystkiego t e g o , c o  było dotęd,  ju ż  s i ę  u c z y łe ś .  Chciel ibyśmy tylko 

to przypomnieć,  u s t a l a j ę c  z tobę fakt y  geometryczne,  k tóre wyrazi li śmy i  
za p i s a l i ś m y .  Wła sno śc i ,  j a k i e  zauważyliśmy, mogę być przedstawione w teo­
r i i  dedu kcy jn e j ,  k tórę  rozpoczniemy w następujęcym p a r a g r a f i e ,  zajmujęc 
s i ę  najpierw na jprostszymi  z n ic h .  Badanie własnośc i  wymagajęcych większe­
go zasobu wiedzy odłożymy do wyższych k l a s .

Poczętek  podrozdziału 4 . 2 .  to wstęp,  gdzie po omówieniu zastosowań 
geo met r i i  w nauce i  praktyce autorzy nas tępu jęco  (w dwu zdaniach I) przygo­
towuję c z y t e l n i k a  do pierwszych aksjomatów.

W g eo m et r i i  p ł a s k i e j  rozważa s i ę  danę p ł aszczyznę ,  k tóra j e s t  zb io ­
rem wszystk ich  punktów i  k tóra zawiera wszystk ie  p r o s t e ,  o których mowa.

Aby skonstruować geometrię p łaskę w sposób dedukcyjny,  przyjmiemy 
za prawdziwe pewne aksjomaty dotyczęce  p ro s t yc h ,  k tóre da ję  p łaszczyźnie  
s t r u k t u r ę .

Po tym wstępie j e s t  Już niemal czyst o  akademicki wykład t e o r i i ,  prze­
rywany je d y n ie  metodologicznymi komentarzami.  Oto k i l k a  fragmentów.



2 .  PIERWSZE AKSJOMATY GEOMETRII 
Aks joaat  Gj
I s t n i e j ę  punkty,  i c h  z b i ó r  j e s t  p łaszczyznę.
P łaszczyznę będzleay  oznaczać przezTT a punkty a a ł y a i  l i t e r a m i  a,  

b,  c , . . . 5  zmienne punktowe to  x ,  y ,  z , . . .
Aks joaat  Gg f

Każda pr o st a  j e s t  podzbiorea właóciwya płaszczyzny.
/ ..................................................................................................../

Problem.
Czym aoże być c z ę ś ć  wspólna p r o s t e j  A i  p r o s t e j  B?
Na rysunku odpowiedź j e s t  widoczna:  aożna mieć ,  z a l e ż n i e  od przy­

padku.
A C\ B A A B  - W A O  B = 0 .

aksjomatu G^:

2° Czy j e s t  możliwe, żeby p ro st e  A i  B miały jedyny punkt wspólny?
Niech A będzie p r o s t ę .  Na podstawie aksjomatu G, n ie  j e s t  ona pusta.  

Oznaczmy przez a j eden z  punktów p r o s t e j  A i t d .  ^
Podobny c h a r a k t e r  ma podrozdzia ł  4 . 3  poświęcony równol eg łoś c i .  Roz­

d z i a ł  kończy ustęp zatytułowany ^Synteza z a w ie ra ją cy  wszystk ie  aksjoma­
ty ,  d e f i n i c j e  i  twi er d z e n ia .  W t e k ś c i e  tym zn a le ź ć  można szereg  fragmentów 
i  szczegółów r e d a k c j i ,  świadczących,  o pewnym wysi łku autorów w kierunku 
a k ty w i z a c j i  c z y t e l n i k a .  Zastosowana na początku forma dialogu może być u- 
ważana za wzorzec d la  d ia logu wewnętrznego i  może być zachętą do samodziel­
nego p r z e k s z t a ł c a n i a  da lszego te k s t u  w t a k i  wewnętrzny d i a l o g .  J e s t  to j e ­
dnak typowy d ia l o g  l e k c y j n y ,  gdzie pytania  s tawia  na ogół  n a u c z y c ie l ,  któ­
ry z k o l e i  " s ł y s z y "  ty lk o  odpowiedzi właśc iwe,  to j e s t  t a k i e , j a k i c h  ocze­
k u j e ,  bądź odpowiada s a a .  Nie j e s t  to  d ia lo g  prawdziwy, w którym zda rza ją  
s i ę  błędne wypowiedzi,  w ą tp l iw o śc i ,  spory i t p .  Dialog  ów j e s t  więc j edy nie  
dialogową formę wykładu, nie zm ie n ia ją c ą  i s t o t n i e  charakteru t e k s t u .  Inny 
aoaent  o aktywizującym ch a r a k t er z e  stanowię problemy, ( n ie k i ed y nawet wy­



różnione tekstem półgrubym na wstępie fragmentów rozumowań. Miałyby one 
duże zn acz en ie ,  gdyby uczeń próbował na nie odpowiedzieć,  zanim przy stąp i  
do kontynuowania l e k t u r y .  Autorzy n ie  su ge ru ję  j ednak tak iego  postępowa­
nia ani  e x p l i c i t e ,  an i  układem t e k s t u ,  problem najpewniej  więc odegra ro­
l ę  daleko mnie j s zą :  in f o r m a c j i  o ce lu  nas tępującego  po nim rozumowania. 

(Nie podejmujemy tu ani  merytorycznej  ani  s z e r s z e j  dydaktycznej  d ysk us j i  
nad cytowanymi fragmentami).

* Oak wspomniano,w podręczniku tradycyjnym zadania umieszcza s i ę  na za­
kończenie każdego ro z d z ia ł u .  Ma to i s t o t n e  znaczenie  dla u czn ia ,  bowiem 
większość zadań podręcznikowych to ćwiczenia  na bezpośrednie zastosowa­
nie j ed n e j  d e f i n i c j i  lub twi er d ze n ia ,  bądź ćwiczenia  na zastosowanie f ra g ­
mentu t e o r i i .  Zadania te  umieszczone s ą ,  rzecz  j a s n a ,  po tym ro z d z ia l e ,  
który zawiera d e f i n i c j e  i  twierdzenia  potrzebne do i c h  rozwiązania .  Uczeń, 
k tóry wie z doświadczenia o takim rozmieszczeniu zadań, z n a j d u j e  s i ę  więc 
w sz t u cz n i e  uproszczonej  s y t u a c j i :  spos 6b rozwiązania może pr z e c i e ż  zna­
le ź ć  w nie tak obszernym m a t e r i a l e  j ednego ro z d z ia ł u .  K o rz y st a ją c  więc z 
podręcznika t ra dy cy jn eg o ,  uczeń n ie w ie le  będzie miał  o k a z j i  do samodziel­
nego rozwiązywania zadań-problemów, bez żadnej  s u g e s t i i  co do zakresu po­
j ę ć  i  twierdzeń,  k tór e  t r zeb a  będzie wykorzyatać.

Książka Vf. S e r v a i s  i w  tym względzie zawiera innowację,  neu­
t r a l i z u j ą c ą  do pewnego s t op n ia  n ie k t ó re  n ie korzystne  aspekty t r a d y cy jn e j  
s t ru k tu ry  podręcznika.  Rozdzia ł  20 ,  zatytułowany ‘ Zastosowania i  za d a n ia ' ,  
zawiera z b i ó r  różnorodnych i  i n t e r e s u j ą c y c h  zadań,  n ie  przypisanych żad­
nemu z poprzednich rozdziałów.  Pomimo te go ,  że zadania sklasyfikowano tu 
na "Zadania odnoszące s i ę  do zbiorów i  r e l a c y j  , ‘ Zastosowania dz ia łań  
numerycznych, zaatosowanie jrównań" , "System metryczny" i  "Procenty  i  ka­
p i t a l i z a c j a  p r o s t a * ,  w ie le  zadań wymaga od ucznia  znaczne j  samodzielności  
w- zn a le z ie n iu  sposobu rozwiązania,  w l i c z n y c h  przypadkach -  i n t e r e s u j ą c e j  
matematyzacj i  przedstawionej  w zadaniu s y t u a c j i .  Zadania t a k i e  w dawnych 
podręcznikach występowały rzadko.

Nasuwa s i ę  p y t a n i e , j a k i e  j e s t  prawdziwe przeznaczenie tego typu pod­
ręcznika matematyki,  traktowanego jako  środek nauczania d z i e c i  w wieku 
11-12  l a t ?  Czy jego  a u to r ,  zwraca jący  s i ę  n iek iedy wprost dd c z y t e l n i k a ,  
ma naprawdę na myśl i  samodzielną pracę małego ucznia?  Na pytanie to trud­
no odpowiedzieć bez k o n s u l t a c j i  a u to ra .  Z c a ł ą  pewnością można jednak 
s t w i e r d z i ć ,  do czego podstawę d a j ą  s e t k i  obserwowanych przez nas l e k c j i ,  
że w praktyce nauczania praca ucznia z tekstem podręcznika,  zarówno w kla ­
s i e  jak- i  w domu, występuje ogromnie rzadko.  Podręcznik ten p e ł n i  więc 
przede wszystkim r o l ę  podręcznika d la  nauc zyc ie la  i  zbioru  zadań dla ucz­
n ia .  Te j  p ierwsze j  także  nie wypełnia dobrze.  Oak mówi G. W a l u s i n -  
s k i  (Manuél i sa t ion  d'une ré forme,  ‘ Cahiers  pédagogiques" ,  132,  1 9 75 ) ,  ‘ aby



być w zgodzie z programem (a nawet ezczegółowymi in s t r u k c ja m i ,  k tóre  ko­
mi s je  m i n i s t e r i a l n a  uważała za stosowne zredagoweć) ,  podręcznik musi ob­
j ę ć  wszystko.  Wytworzą w ten eposób u nauc zyc ie la  przekonanie ,  że p r z e j ś ć  
ca ł y  program znaczy t o ,  czego wymagał i n s p e k to ra t  genera lny :  wszystko po­
w ie d zie ć ;  a pr z e c i e ż  uczyć,  to wybierać ,  doprowadzić do ujawnienia w róż­
norodnej  p o s t a c i  n ie których  i s to tn y c h  i d e i " .  Podręcznik t radycy jny  na tym 
szczeblu nauczania nie ty lk o  nie pomaga r e a l i z a c j i  po nowemu pojmowanych 
celów k s z t a ł c e n i a ,  a l e  -  być może -  J e s t  w n i e j  nawet przeszkodę.  Mie j s ce  
j ego  miał  z a j ę ć  podręcznik o zupełnie  odmiennej s t r u k t u r z e .

P r z y k ł a d  2 .  Inny rodzaj  podręcznika typowo t radycy jnego ,  
akademickiego stanowi opracowany pod kierunkiem A . I .  M a r k u s z ó w  i -  
c z a / 1 9 7 0 /  podręcznik dla k lasy  IV 1 0 - l e t n i e j  szkoły  r a d z i e c k i e j  (zob.  
Aneks 7 ) .  Nie r e a l i z u j e  on, j ak  podręcznik z poprzedniego przykładu,  am­
bitnej konc epc j i  matematycznej ,  n iew ie le  j e s t  te ż  śladów poszukiwania przez 
autorów środków motywacj i  i  a k t y w i z a c j i  c z y t e l n i k a :  pewna l i c z b a  zadań 
mogęcych za interesować  uc znia ,  ż ar to bl iw e  i l u s t r a c j e .  Tekst  pozwala s i ę  
domyślać,  że głównym celem przyjętym przez autorów było szybkie  i  trwałe 
opanowanie przez uczniów określonych programem u m ie j ę t n o ś c i  i  wiedzy.  Nie 
sędzimy, by ten podręcznik (poza tekstem zadań) mógł s łużyć  samodzielnej  
pracy uczniów; nie wiadomo jednak,  czy t a k i e  było zamierzenie autorów.

7.2. Tekst sterujący pracą ucznia

7 . 2 . 1 .  Określenie ,  t o ,  pochodzęce od Z. Krygowskie j1 7 , s t o s u j e  s i ę  do 
s p e c j a l n e j  formy podręcznika,  dla k t ó r e j  pierwowzorem były f r a n c u s k i e ,  
" f i c h e s  de t r a v a i l " .  Nie należy więc i ch  mylić z bardzo różnorodnymi ma­
t e r i a ł a m i  drukowanymi obecnie na świecie  pod podobnę nazwę: "worksheet" ,

• ■ v" A r b e i t s b l a t t e r " , " roboc ie l i s t k i " ,  "z e sz y t  cwiczen" .  J e s t  wśród nich wie­
l e  materiałów p o m o c n i c z y c h  towarzyszęcych właściwemu podręcz­
nikowi,  j a k  nasze zeszyty  ćwiczeń dla k las  poczętkowych.  Tekst  s t e r u j ę c y  
j e s t  natomiast  tekstem zasadniczym, służęcym za podstawę pracy u c z n i a .
W przeciwieństwie do podręcznika t ra dyc y jn eg o ,  w którym dominuje p r z e ­
k a z  wiedzy, t e k s t  s t e r u j ę c y  przede wszystkim o r g a n i z u j e  a k ­
t y w n o ś ć  uc znia ,  s t e r u j e  n i ę ,  wyręcza jęc  do pewnego s topn ia  nauczy­
c i e l a .  Przekaz w takim t e k ś c i e  występuje w rozmaitych pr op or c ja ch ,  aż do 
całkowitego jego braku,  nigdy jednak w. przewadze.

W swej z as a d n ic z e j  warstwie t e k s t  s t e r u j ę c y  składa s i ę  więc <z pole­
ceń,  pytań i  zadań. Ta j ego  cecha oraz funkcjonowanie n ie jako  w z a s t ę p ­
s twie nauczyc iela  nasuwaję natura lne  s k o j a r z e n i e  z tekstem programowanym. 
Nie ulega węt pl i woś c i ,  że znacznie  od t e j  formy s t a r s z a  metoda nauczania 
programowanego wywarła s i l n y  wpływ na ideę i  postać tekstów s t e r u j ę c y c h .

17 Inna stosowana w l i t e r a t u r z e  nazwa, to " t e k s t y  semiprogramowane"



Są jednak pomiędzy tekstem programowanym i  s teru jącym głębokie ró żn ic e ,  
których tu nie będziemy szczegółowo analizować*®,  o g r a n l c z a j ę c  s i ę  do omó>. 
wienia ty lk o  n ie kt ór yc h .

Tekst  e t e r u j ę c y  w swym założ en iu  ma organizować autentyczną aktywność 
matematyczną uc znia ,  także aktywność poszukiwawczą, prowadzącą do formowa­
nia s i ę  po ję ć  i  odkrywania i c h  w ła s n o ś c i .  (Założenia  taicie formułuje s i ę  
m. in .  w przedmowach do wielu podręczników tego typu,  np. / B e r n a r d  
1971/)  . T e k st  s t e r u j ą c y  dopuszcza więc -  na co zwraca uwagę Z. Krygowska 
/ 1 9 7 7 b , 8 . 8 0 /  -  " s y t u a c j e  o tw ar te ,  k tó re  trudno byłoby programować bezpoś­
re d n i o " .  Tymczasem w metodzie nauczania programowanego przewiduje s i ę  na o- 
gół ty lk o  r e a l i z a c j ę  bardzo prostych  poleceń i  odpowiadanie na bardzo ł a ­
twe py tan ia ,  a jedno i  drugie sprowadza s i ę  zazwyczaj  do reprodukc j i  po­
danej  bezpośrednio przedtem i n f o r m a c j i ;  ma to n ie w ie le  wspólnego z praw­
dziwą aktywnością matematyczną.

Tekst  s t e r u j ą c y  j e s t  podstawą pracy uc zn ia ,  Jednakże nauczyc ie l  okre­
ś l a  sposób jego  wykorzystania .  Może to być praca indywidualna uczniów, a le  
także praca w zespołach  lub praca "równym frontem" z c a ł ą  k l a s ą .  Nauczy­
c i e l  może też  w dowolny sposób p r z e p la t a ć  pracę z tekstem innymi formami 
l e k c j i :  dysk us ją ,  wzorcowym rozwiązaniem zadania  na t a b l i c y  i tp. -Tymcza­
sem nauczanie programowane j e s t  metodą w z asa d zie  n ie  dopuszczającą inwen­
c j i  n a u c z y c ie la ;  uczeń powinien pracować według programu i  zgodnie z za­
łączoną  i n s t r u k c j ą .

Program zapewnia uczniowi możliwość natychmiastowego Jednoznacznego 
sprawdzenia każdej  odpowiedzi .  Stawia to uczącego s i ę  od początku w sytu­
a c j i  s z t u c z n e j ,  niepodobnej  do t e j ,  j aka  towarzyszy j a k i e j k o l w i e k  pracy,  
tym b a r d z i e j  pracy tw ó r c z e j .  Można przewidywać, że powoduje to n ie kor zy st ­
ne nawyki i  postawy; m. in .  zwalnia ucznia  od obowiązków samodzielnego spiaw- 
dzenia odpowiedzi,  a więc i  s t a ł e g o  poszukiwania sposobów sprawdzanie -  
tak ważnego, o og ó ln ok szt a ł cąc yc h  walorach,  ce lu  nauczania matematyki.  W 
te k s t a c h  s t e r u j ą c y c h  n ie  ma odpowiedzi na pytania  a n i  rozwiązań zadań, w 
każdym r a z i e  w bez po średnie j  formie .

Obok g łębokich  r ó ż n ic ,  t e k s t  s t e r u j ą c y  ma z programowanym w ie le  cech 
wspólnych,  przede wszystkim formalnych.  Jednym z wynalazków nauczania pro­

gramowanego były zadania p o le g a j ą c e  na uzupełnieniu  l u k i  w t e k ś c i e ,  wpisa- 
niu słowa lub znaku w przygotowaną ramkę i t p .  Ten pomysł z o s t a ł  w tekstach 
s t e r u ją c y c h  bardzo ro zw in ię ty ,  d a j ą c  początek n ieznanej  dawniej ,  a bardzo 
ju ż  rozpowszechnionej  formie zadań 1 ćwiczeń dla  uc zn ia .  Znaczna część  za­
dań w wielu podręcznikach tego typu polega mianowicie na uzupełnianiu wol­
nych m i e j s c  w ta b e lk a ch ,  okienkach różnych schematów, czy wypowiedziach

Zo b. /S  z n a j  d e r  1977/ .



S k r e ś l a n iu ,  dorysowywaniu . Pozwala to na znaczne o g r an ic ze n ie  wykonywa­
nia przez ucznia wielu cz yn no śc i ,  z problemem matematycznym w małym s top­
niu związanych, a absorbujących'  j ego  uwagę i  p o ch ł a n ia ją cy ch  w ie le  czasu.  
Sposób ten umożliwia także n ie j e d n o k ro t n ie  znacznie k ró ts z e  i  j a ś n i e j s z e  
(lia ucznia formułowanie zadań, n iż  wypadłoby to w formie w e rb a l n e j .  Krót­
k ie  "u zupełni j  t a b e l ę !  " na le ża ło by  n ie j e d n o k r o t n ie  z a s t ą p i ć  długim i  za­
wiłym opisem warunków, da jących  s i ę  natychmiast  odczytać z t e j  t a b e l i .  Ta 
forma zadań, spreparowana dla celów dydaktycznych i  poza nimi n iespotyka­
na, stosowana w nadmiarze,  może jednak pr zy nie ść  b ra k i  w wyks zta łc en iu ,

n ieum ie ję t no ść  redagowania odpowiedzi i  prowadzących do n ich  rozumoi- 
peń,  samodzielnego konstruowania wyrażeń symbolicznych l t p .  Wydaje s i ę ,
|e niedopuszczenie do nich j e s t  sprawą właśc iwe j  o r g a n i z a c j i  nauczania i  
koord yn ac j i  stosowanych metod oraz środków.

Innym, formalnym aspektem tejcstów s t e r u j ą c y c h ,  wzorowanym najpewniej  
na te k s t a ch  programowanych, j e s t  podzia ł  te k s t u  na n ie w ie lk ie  f ragmenty ,z  
k tórych każdy zawiera na ogół  in fo rm ac je  i  po le ce n ia  prowadzące do o kr eś ­
l o n e j  aktywnośc i,  oraz k i lk a  związanych z nią pytań,  ćwiczeń i  zadań.  J ed ­
nostka tematyczna z łożona j e s t  z k i l k u ,  n iekiedy w ie lu ,  t a k i c h  fragmentów, 

n iektórych u j ę c i a c h  występujących k o l e j n o ,  w innych -  p r z e p l a t a j ą c y c h  
p l ę .  Podzia ł  t a k i  n ie  j e s t ,  Jak w t e k ś c i e  programowanym, I n t e g r a l n ą  c z ę ś -  
plą metody; z tekstem s teru jącym nie j e s t  z r ś s z t ą  związana żadna o k r e ś l o ­
ną metoda czy forma nauczania.Na pewno Jednak ułatwia  on uczącemu s i ę  or ­
g a n i za c j ę  włas ne j  pracy 1 o r i e n t a c j ę  w j e j  p o s t ę p i e ,  nauczycie lowi  zaś  -  
p r i e n t a c j ę  w pracy uczniów i  porozumiewaniu s i ę  z nimi odnośnie wyników 
praż t r ud n o śc i .

7 . 2 . 2 .  Wydawane w różnych k r a ja c h  po dręc znik i  typu tekstów s t e r u j ą -  
Oych, mimo omówionych tu cech wspólnych,  różnią s i ę  od s i e b i e  dość znacz­
nie.Omówimy c z t e r y  s e r i e  t a k ic h  podręczników dla k la s  ponadpoczątkowych, 
k tóre  wybrane z o s t a ł y  jako  n a j l e p s z e  spośród dostępnych,  każda zaś  po s i a ­
da odrębny c h a r a k t e r .  Pozwoli to na ukazanie s z e r o k ic h  możliwości  i  per­
spektywy dalszego  rozwoju t e j  formy k s i ą ż k i  dla u cz n ia .  Ze względu na 
przedmiot rozprawy, skupimy uwagę na pierwszych podręcznikach każdej  s e r i i ,  
przeznaczonych dla p ierwsze j  k lasy  ponadpoczątkowej , o g r a n i c z a j ą c  uwagi 
na temat c a ł e j  s e r i i  ty lko  do uwag niezbędnych dla  naszych celów.

P r z y k ł a d l  / B e r n a r d  1 9 7 1 / .
Oest to typowy komplet " f i c h e s  de t r a v a i l " :  pojedyncze k a r t k i  forma­

tu A4, z których każda ma numer i  t y t u ł ,  z łączone  grzbietem klejonym w 
t a k i  sposób,  że każda może z o s t a ć  bez trudu oddzie lona .  Te sz c z eg ó ły  nie

* Ig
Będą to wyniki  krótszych  lub dłuższych rozumowań; w t e k ś c i e  pro­

gramowanym -  czynnośc i  nie wymagające cz ę s t o  żadnego rozumowania.



p o z o st a j ę  bez znaczenia dla sposobu posługiwania s i ę  podręcznikiem. Ucz­
niowie mogę bowiem wyjmować poszczególne k a r t k i  i  wpinać j e  do skoroszytu 
pomiędzy c z y s t e  k a r t k i  papieru .  Część zadań wykonuję wprost na k a r t c e  dru­
kowanej,  c zę ść  zaś  ca łk o w ic ie  lub częściowo na czystym papi erze .

M a t e r i a ł  rzeczowy j e s t  podzielony na tematy,  real izowane w jedne j  
lub k i l k u  kole jnych  k ar tkach .  Sp is  t r e ś c i  ujawnia pogrupowanie tematów:

Zbiory -  r e l a c j e  ( k a r t k i  1 - 2 2 ) ,  L iczby  natura lne  ( k a r t k i  2 3 - 3 0 ) ,  
Ozi*ałania ( k a r t k i  3 1 - 4 9 ) ,  Geometria ( k a r t k i  5 0 - 6 2 ) ,  R e l a c j e  ( k a r t k i  63-64),  
Miara ( k a r t k i  6 5 - 7 7 ) ,  R e l a c j e  numeryczne ( k a r t k i  7 8 - 8 2 ) ,  Miara ( k a r t k i  
8 3 - 8 5 ) ,  R e l a c j e  numeryczne (k ar t ka  8 6 ) ,  L iczby ca ł kowite  względne ( k a r t k i  
8 7 - 9 6 ) .

W każdej  z tych grup dokonano j e s z c z e  jednego podziału przy pomocy 
l i czebników zn a jdu jęcych  s i ę  w żywej pa'ginie k a r t e k ;  np. pierwszę grupę 
podzielono w ten sposób na c z t e r y  c z ę ś c i .  Gest to układ podobny do tego,  
j a k i  występuje w podręcznikach t r adycy jnych .  Powie lanie  n iektórych dzia ­
łów nie ma n ic  wspólnego z nauczaniem spira lnym:  każdorazowo występuje tu 
zupełnie  nowa tematyka.  P r z e p l a t a n i e  różnych działów spotyka s i ę  zaś tak­
że w podręcznikach dawnego typu.

Dla ukazania cha rakteru  te ks tu  w Aneksie 4 (s .135)prezentu jemy fragmen­
ty kar tek  obejmujęcych grupę tematów: " R e l a c j e  numeryczne".  Idea dydaktycz­
na j e s t  tu bardzo wyraźna : zredukować do minimum przekaz in f o r m a c j i  w tek­
ś c i e  i  odbiór  i n f o r m a c j i  w p r o c e s i e  uczenia s i ę ,  k s z t a ł c e n i e  po jęć  oprzeć 
na sam od zie lne j ,  choć s t er o w an e j ,  k o n s t r u k c j i  przykładów przez ucznia.  
N i e s t e t y ,  r e a l i z a c j a  t e j  i d e i  w tym i  w wielu innych te k s t a ch  s t e r u ję c y c h  
budzi poważne w ęt pl iw oś c i .  Zwróćmy uwagę na n a j i s t o t n i e j s z e  wady tego u ję ­
c i a .

1 )  Mimo że d e f i n i c j a  odwzorowania l iniowego j e s t  sformułowana c a ł ­
kiem ogó ln ie  ( ćwiczenie  6 w "Przykładach odwzorowań l i n io w y c h " ) ,  uczeń 
j e s t  s t a l e  kierowany na wycięganie ogólnego wniosku na podstawie porówna­
nia k i lku  przypadków szczególnych .  Nie znajdujemy n a j m n ie j s z e j  nawet su­
g e s t i i  w kierunku rozumowania ogólnego,  choćby na wpół i n t u i c y j n e g o ,  opar­
tego na paradygmatycznym p rzy kł ad zie .

2 ) ćwiczenia  n ie  stanowię cięgu z b l i ż a j ę c e g o  ucznia stopniowo do po­
j ę c i a ;  przec iwnie ,  maję c h a r a k t e r  oderwany i  t r zeb a  węt pić ,  czy uczeń bez 
i n t e r w e n c j i  ze s t rony  nauc zyc ie la  dos trz eż e  łę c z ę c e  j e  p o j ę c i e  odwzorowa­
nia l in iowego.  Na addytywność jako  szczególnę  własność odwzorowania zwra­
ca s i ę  uwagę ty lko  w ćwiczeniu 1 "Przykładów . . . " .  Dalsze przykłady,  to 
ju ż  ty lko  s t o s o w a n i e  addytywności ,  bez sprawdzenia,  czy charak­
t e r  odwzorowania na to pozwala,  a także bez zasygnal izowania chociażby ,  
że s t o s u j e  s i ę  t ę  sarnę własność ,  k tórę  przedstawiono w ćwiczeniu 1.  Uczeń 
najpewniej  nie do strzeże  nawet, że s t o s u j e  całkiem niebanalnę własność 
f u n k c j i  numerycznej ,  gdyż jedyny kontrprzykład  pojawia s i ę  dopiero w ćwi-



czenlu 6 i  w formie mało a t r a k c y j n e j  ( pyt an ie  "Czy te  odwzorowania są l i ­
niowe?" pozwala przewidywać odpowiedź negatywną, k tóra  zatem nie będzie 
dla ucznia z a s k a k u ję c a ) .  Niespó jność przykładów podkreśla ćwiczenie  7 ; 
opisane tu o p e r a c j e  maję dość o d le gł y  zwięzek z addytywnośclą odwzorowa­
nia l iniowego.

3 )  Dydaktycznie poprawna droga do nowego p o j ę c i a  poprzez przykłady,  
to wyodrębnienie i  scharakteryzowanie  przez ucznia tych przykładów, któ­
re wchodzę w jego  zakres  spośród wielu różnorodnych s y t u a c j i ,  z a w ie r a j ą ­
cych także kontrprzykłady.  Drogi t a k i e j  uczeń ,sterowany tym tekstem/ nie  
przechodzi .  Rozwiązuje ko le jn o  podobne do s i e b i e  (pod względem matematycz-r- 
nej  s t r u k t u r y )  zadania ,  by w przewidzianym momencie po prostu  dowiedzieć 
s i ę  z czym miał  c a ł y  czas  do c z y n ie n ia .

Sp e łn i e n i e  wszystkich  postulatów formułowanych współcześnie  wobec 
nauczania matematyki n ie  j e s t  ła twe,  nawet w żywym nauczaniu,  tym bardzieęgj 
w drukowanym t e k ś c i e ,  mającym sterować procesem uczenia s i ę .  Nie wydaje 
s i ę  j ednak,  aby autorzy  tego podręcznika w ogóle  p o s t a w i l i  eob ie  t a k i e  
zadanie .  Koncentrując  s i ę  na nowej,  a t r a k c y j n e j  i  p o s i a d a j ą c e j  n i e w ę t p l i i -  
wie duże z a l e t y  dydaktyczne formie t e k s t u ,  p o p r z e s t a l i  na r e a l i z a c j i  w 
nim n a j p ro st sz y ch ,  łatwo sprawdzalnych celów nauczania :  opanowania przecz 
uczniów algorytmicznych sposobów postępowania w okreś lonych s y t u a c j a c h .  
Wadę tę posiada w ie le  innych podręczników tego typu, m. in .  cytowane Już:  
wcześnie j  podręcznik i  E.G a 1 i  o n.

Manualne czynności  pra cu jącego  z tym tekstem ucznia sprowadzają sięę 
w w ię kszośc i  do wypełniania  cyframi  lub symbolami wskazanych m i e j s c  tek­
s tu lub rysunku. Niekiedy jednak uczeń powinien napisać d łuższą wypowied£ 
słowną (np.  w Ćwiczeniu 1 .  "Anal izy  odwzorowania l i n i o w e g o " ) .  Ma to  oczyy— 
w iś c ie  z a l e t ę :  uczeń przyzwyczaja s i ę  do formułowania swych myśl i  i  redas- 
gowania wypowiedzi na piśmie.Czy Jednak wysiłekucznia będzie owocny, j eżelia.  
-  co j e s t  bardzo prawdopodobne -  l i c z n e  błędne w nio sk i ,  uzasadnienia i tp„.  
nie pozostaną skorygowane? Obserwowano l i c z n e  l e k c j e  matematyki zorganiza>-  
wane jako  samodzielna praca uczniów z tekstem s t er u ją c ym ,  gdzie wie lu uczt- 
niów nie ty lko b ł ędn ie  formułowało w nio sk i ,  a l e  zupeł n ie  b łę d n ie  wykony­
wało po le ce nia  zawarte w t e k ś c i e  i  b ł ęd n ie  rozwiązywało zadania ,  co nie 
było zauważone przez k ie r u j ą c e g o  pracą n a u c z y c ie la .  Budzi to wątpl iwoś­
c i  co do s ł u s z n o ś c i  stosowania t a k i e j  formy nauczania.  3 e s t  to j ednak za­
gadnienie wykracza jące poza temat t e j  pracy.

P r z y k ł a d  2 / H a y e n  1 976 /
Podręcznik i  t e  formatem, oprawą, te chniką  druku, an i  sz a t ę  g r a f i c z ­

ną n ie  różnią e i ę  w sposób zauważalny od t radycy jnych  podręczników s z k o l ­
nych. Nawet prz'ekartkowanie k s i ą ż k i  nie pozwala w n i e j  d o s tr z e c  żadnego 
nowatorstwa, gdyż brak tu m i e j s c  pustych do w yp ełnienia  przez uc zn ia ,  tak



charakte ry s ty czn ych  d la  ■ f i c h e s  da t r a v a i l " .  I c h  s t e r u j ą c y  ch a r a k t er  u- 
j awnie dopiero aaa t e k s t .  K s i ą ż k i  są  wydana bardzo s t a r a n n i e  1 a t r a k c y j ­
n i e ,  za w ie ra j ą  barwne i l u s t r a c j e }  na j wi do czn ie j  są przeznaczone do wie lo­
krotnego wykorzystania .  Ta k ie  z a ł o ż e n i e  a u s i a ł o  w pewnej a i e r z e  o k r e ś l i ć  
c h a r a k t e r  poleceń d la  u c z n ia .  J e ż e l i  bowiem w sze lk ie  t e k s t y ,  rysunki  i  
t a b e l k i ,  k tó ra  aa u z up e łn ić ,  uczeń a u s l  na jp ierw przerysować lub przepi ­
sa ć  w z e s z y c i a  ( t o  p o le c e n ie  o t r ż y a u j e  w każdym takim przypadku),  tego 
typu zadania  n ie  mogę być zbyt l i c z n e ,  a fragmenty przeznaczone do sko­
piowania w z e s z y c i a  -  zby tn io  rozbudowane. Sterowana t a k l a  t e k s t e a  praca 
ucznia  w awya zewnętrznym wyrazie  będzie  więc z koniec zn ośc i  miała charak­
t e r  zu pe łn ie  " t r a d y c y j n y "  i  — n at u ra l n y :  będzie po le ga ła  na p i sa n iu ,  ry­
sowaniu i  wykonywaniu różnych czynności  z użyciem wskazanych materiałów.  
Pos iada to  o cz y w iśc ie  wady, a l e  t e ż  w ie le  z a l e t ;  sprawa ta  poruszana by­
ł a  w o gó l n e j  c h a r a k t e r y s t y c e  tekstów 9 t e r u j ę c y c h .

Opiszemy do kł ad ni e j  podręcznik Gamma 5 ,  Mathematik Grundband fOr 
O r i e n t i e r u n g s s t u f e n ,  Gesamtschulen und Re a ls ch ul en .  Zawiera on osiem roz­
działów,  z k tórych  każdy podzielony j e s t  na podrozdziały  (od 6 do 1 3 ) .  
Prócz tego  na końcu podręcznika umieszczono indeks a l f a b e ty c z n y  terminów 
oraz  wykaz symboli  z podaniem i c h  zn aczenia  -  dodatkowe atrybuty- podręcz­
nika typu "naukowego".

Oto t y t u ł y  rozdziałów:
I .  L i c z e n i e  i  rachowania,  I I  P rze ds ta wi an ie  l i c z b ,  I I I  Zginanie i  ryso­
wanie , IV H i er ze n ie  w i e l k o ś c i ,  V Równania i  n ie równośc i ,  V F igury  syme­
t r y c z n e ,  V I I  Mierzenie  z a w a r t o ś c i ,  V I I I  Własności  d z i a ł a ń .

Gest to na pozór t r a d y c y j n i e  stosowany układ t r e ś c i ,  gdzie każdy t e ­
mat z o s t a ł  opracowany w sposób zwarty i  wyczerpujący ,  za ś  geometria ,  dla 
urozmaicenia,  p rz e p la t a  s i ę  z  arytmetyką i  a l g e b r ą .  Gednak wniknięc ie  w 
t r e ś ć  poszczególnych rozdziałów ujawnia,  że u j ę c i e  to umożliwia stopniowe 
i  r o z c i ą g n i ę t e  w c z a s i e  kezta ł tow an ie  n iekt ór ych  p o j ę ć .  Rozdział  I - t o  
arytmetyka "p o ję c io w a" ,  gdzie wsze l k i e  rachunki  i  rozumowania oparte  sę 
na modelach geometrycznych i  innych. 0  formalnym aspe kc ie  ary tmetyki ,  a 
więc sposobach zapisywania l i c z b  i  związanych z nimi algorytmach porówny­
wania l i c z b  i  wykonywania d z ia ł a ń  mówi s i ę  dopiero  w r o z d zi a l e  I I .  W obu 
pierwszych r o zd zi a ł a ch  sformułowania ogólne są czyst o  werbalne (bez uży­
c i a  zmiennych);  przy tyra wyraźnie unika s i ę  tu sformułowań o z a w i ł e j  struk 
tu r z e .  W r o z d z ia l e  V wprowadza s i ę  e x p l i c i t e  p o j ę c i a  zmiennej  ( j ak o  mie j ­
sca  pu ste go) ,  termu i  formy zdaniowej ,  k tó re  w ro z d z ia l e  V I I I  będę użyte 
w sformułowaniu praw d z i a ł a ń .  Tak więc np. prawa d z ia ł a ń ,  k tóre  w rozdzia­
l e  I  sę  sygnalizowane w ćwiczeniach  rachunkowych, a następnie  n ie formalnie 
stosowane przezucznia przy rozwiązywaniu równań i  n ierównośc i ,  o s t a t e c z n ie  
formułuje s i ę  na samym końcu kursu.  Gest  to  więc  układ dyktowany nie prze­



de w s z y s t k i m  l o g i c z n ą  s t r u k t u r ę  m a t e r i a ł u ,  j a k  b y ł o  na o g ó ł  w dawnych pod­

r ę c z n i k a c h  m a t e m a t y k i  d l a  s z k o ł y  ś r e d n i e j ,  l e c z  w z g l ę d a m i  d y d a k t y c z n y m i ,  

d o s t o s o w a n y  do w s p ó ł c z e s n e j  w i e d z y  o d r o g a c h  r o z w o j u  m y ś l e n i a  m a t e m a t y c z ­

nego u c z n i a .

W i ę k s z o ś ć  r o z d z i a ł ó w  ( p o z a  " g e o m e t r y c z n y m i " :  I I I ,  IV i  V I )  k o ń c z y  s i ę  

p a r a g r a f e m  " Z a d a n i a  r ó ż n e ” . Każdy t a k i  p a r a g r a f  z a w i e r a  z a d a n i a  o t r e ś c i  

a b s t r a k c y j n e j  l u b  k o n k r e t n e j  na z a s t o s o w a n i e  w i a d o m o ś c i  i  u m i e j ę t n o ś c i  ob­

j ę t y c h  danym r o z d z i a ł e m .  A n i  t u  a n i  g d z i e k o l w i e k  i n d z i e j  w tym p o d r ę c z n i ­
ku n i e  z n a j d u j e m y  p r ob l em ów ,  pod względem t r u d n o ś c i  p r z y s t o s o w a n y c h  do moż­

l i w o ś c i  u c z n i a ,  a l e  n i e  z w i ą z a n y c h  b a r d z i e j  l u b  m n i e j  w y r a ź n i e  z  o k r e ś l o ­

nym z a k r e s e m  m a t e r i a ł u .  N i e m n i e j ,  wś r ód  " z a d a ń  r ó ż n y c h "  j e s t  w i e l e  n i e b a ­

n a l n y c h ,  d o b i e r a n y c h  i  f o rm u ł o w a n y c h  z w i d o c z n ą  t r o s k ę  o i c h  a s p e k t  motywa-  

o y j n y .  S ę  t u  z a d a n i a  o t r e ś c i  p r a k t y c z n e j ,  ś c i ś l e  z w i ą z a n e j  z ż y c i e m  c o ­

dziennym m ie s z k a ń c ó w  m i a s t a  w RFN. S ę  t e ż  z a d a n i a - z a g a d k i  o p a r t e  na po­

zornym p a r a d o k s i e ,  w y m a g a j ą c e  o d k r y c i a  i  w y j a ś n i e n i a  b ł ędu w r ozumowani u.

D o k ł a d n i e j s z e  o mó w i e n i e  r o z d z i a ł u  V z a t y t u ł o w a n e g o  " Ró w n a n i a  i  n i e r ó w ­

n o ś c i "  z a w i e r a  Ane ks  5 .

W p o d r ę c z n i k a c h  s p r z e d  r e f o r m y  j e d y n ą  f ormą  u w z g l ę d n i e n i a  r ó ż n i c  i n ­

d y w i d u a l n y c h  pomi ędzy u c z n i a m i - c z y t e l n i k a m i  b y ł o  w y r ó ż n i e n i e  np.  gwi azd kę  
z ad ań t r u d n i e j s z y c h ,  n i e k i e d y  z  o k r e ś l e n i e m  s t o p n i a  t r u d n o ś c i ,  a t a k ż e  

w ł ą c z e n i e  do p o d r ę c z n i k a  m a t e r i a ł u  " n i e o b o w i ą z k o w e g o " ,  b ąd ź w y k r a c z a j ą c e g o  

poza p ro g r a m ,  b ąd ź s t a n o w i ą c e g o  p o g ł ę b i e n i e  w i a d o m o ś c i ,  uzn ane  p r z e z  a u t o ­

ra  za  z b y t  t r u d n e  d l a  p r z e c i ę t n e g o  u c z n i a .  O d z w i e r c i e d l a ł a  ona z w i ą z a n y  z 

c a ł ą  ó w c z es n ą  k o n c e p c j ą ■ n a u c z a n i a  m a t e m a t y k i  p o d z i a ł  u c z n i ó w  na n i e z d o l n y c h ,  

p r z e c i ę t n i e  z d o l n y c h  i  s z c z e g ó l n i e  u z d o l n i o n y c h  m a t e m a t y c z n i e .  Z g ó r y  r e ­

z y g n u j ą c  z n a u c z e n i a  c z e g o k o l w i e k  u c zn i ó w n i e z d o l n y c h ,  p r z e z n a c z a n o  p o d r ę c z ­

n i k  g ł ó w n i e  d l a  u c z n i ó w  " p r z e c i ę t n i e  z d o l n y c h " ,  z a p e w n i a j ą c  im p r z e d e  

w s z y s t k i m  o d p o w i e d n i  z a s ó b  ć w i c z e ń  s p r a w n o ś c i o w y c h ,  s ł u ż ą c y c h  opano wan iu 

w s ka z a n y c h  p r z e z  program u m i e j ę t n o ś c i .  Niemal  w s z y s t k o ,  co  i n t e r e s u j ą c e  

i  wy m a ga j ą c e  s a m o d z i e l n e g o  m y ś l e n i a ,  b y ł o  d o s t ę p n e . j e d y n i e  uczni om " s z c z e ­
g ó l n i e  z d o l n y m " .  '

W s p ó ł c z e s n a  k o n c e p c j a  n a u c z a n i a  m a t e m a t y k i ,  t r a k t u j ą c a  t o  n a u c z a n i e  

j a k o  s y s t e m a t y c z n y  r oz wó j  o k r e ś l o n e g o  t ypu m y ś l e n i a  i  o p e r o w a n i a  p od s t a w o ­

wymi p o j ę c i a m i  m a t e m a t y c z n y m i  u w s z y s t k i c h  u c z n i ó w ,  w m i a r ę  i c h  i n d y wi d u­

a l n y c h  uwarunkowań p s y c h i c z n y c h ,  zmusza do c a ł k o w i t e g o  z a r z u c e n i a  t e g o  

t r a d y c y j n e g o  p o d z i a ł u  o r a z  j e g o  u z e w n ę t r z n i e n i a  w p o d r ę c z n i k u .

A u t o r z y  s e r i i  Gamma w p r o w a d z i l i  z u p e ł n i e  i n n e  r o z r ó ż n i e n i e  t e k s t u ,  

d l a  k t ó r e g o  p od st a wą  s ą  n i e  r ó ż n i c e  " z d o l n o ś c i * ,  a l e  -  j a k  s i ę  z d a j e  -  
g ł ó w n i e  r ó ż n i c e  z a i n t e r e s o w a ń  i  rytmu p r a c y .  Wprowadzono m i a n o w i c i e  n a s t ę ­

p u j ą c e  z n a k i  r o z r ó ż n i e n i a :
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°g) m a t e r i a ł  dodatkowy I  r o z sz er ze n ia  
S 7  m a t e r i a ł  dodatkowy I I  r o z s z e r z e n i a .  1 

.  N i e s t e t y ,  autorzy  nie w y j a ś n i a ję  b l i ż e j  zasad stosowania t e j  symboli­
k i ,  a t e k s t  równieżnie pozwala na j e j  pełne rozszyfrowanie .  Zastosowanie 
t e j  symbolik i  z i l u s t r u je m y  przykładami.

W cytowanym wyżej p a r a g r a f i e  8 ro zdzia łu  V zadania 4 c ) i  d) należę 
do " I  r o z s z e r z e n i a " .  Można by s i ę  domyślać,  że n ierównośc i z mnożeniem 
wykraczaję tu poza standardowę wiedzę uc zn ia .  Jednak przeczy temu zadanie 
5 a ) ,  na leżęce  do "m a t e r i a łu  podstawowego".  Także zadanie 16 należy do 
" I  r o z s z e r z e n i a " ,  a l e ' z a d a n i e  17 do "m a t er i a łu  podstawowego” . Rozdział  ten 
nie zawiera zupeł nie  "m a t er i a łu  dodatkowego".  Ta o s t a t n i e  ka teg o r ia  l e p i e j  
na ogół da je  s i ę  dopasować do odpowiednich zadań. Trudno jednak zrozumieć,  
d laczego dwa zadania paragrafu  "Zbiory  wyników" uznano za "m a t e r i a ł  dodat­
kowy I r o z s z e r z e n i a " ,  gdy brak tu "I r o z sz er z en ia "  w "m a t e r i a l e  podstawowym?

Być może pierwotny zamysł nie z o s t a ł  konsekwentnie zreal izowany.  Jed-  
nak sama idea rozróżnień  wielowymiarowych ( tu  -  dwuwymiarowych) wydaje s i ę  
użyteczna .  Powody, d la  k tórych uczeń może potrzebować dodatkowych zadań 
lub i n f o r m a c j i ,  sę różne.  Powodem może być rozbudzone za interesowanie  i  wy­
wołana nim chęć ro z sz e r z e n ia  lub po g łę bi en i a  wiadomości ,  zastosowania po­
siadanych wiadomości w nowego typu s y t u a c j a c h  i t p .  Wówczas o dga łę z i eni e  
zasadniczego te k s t u  powinno mieć c h a r a k t e r  " r o z s z e r z e n i a ” . Powodem może 
być j ednak także n ie d o s ta te cz n e  zrozumienie p o j ę c i a  czy w ła sn o śc i ,  n ie p eł ­
ne i c h  wyabstrahowanie z podstawowych przykładów, n ie w ys t a rc z a ję c ę  opanowa­
nie nowego algorytmu i t p .  W tym przypadku pożędane o d g a ł ę z i e n i e ,  to "mate­
r i a ł  dodatkowy", r o z s z e r z a j ę c y  zasadniczy  t e k s t  r a c z e j  i loś c io wo niż  jakoś­
ciowo.  Decyzja (ucznia lub n a u c z y c i e l a ) ,  czy należy  kontynuować lekt ur ę  
te ks tu  zasadniczego ,  czy te ż  we jść  na jedno z j eg o  o d gał ęz i eń ,  i  na k tó re ,  
byłaby tu w za łoż en iu  nie fun kc j ę  s t a ł y c h  (przyna jmnie j  w'pewnym o k r e s ie )  
predyspozyc j i  uc zn ia ,  a l e  fun kc j ę  j e g o  a k t u a ln e j  i  zmiennej  potrzeby .  Ta­
k ie  r o zr ó żn ie n ie  za sp ok a ja ło by  (w s t op n iu ,  w jakim to j e s t  w ogóle możli­
we) potrzeby uczniów s z c z e g ó l n i e  uzdolnionych,  a l e  także tych mniej bys­
t r y c h ,  zapewnia jęc im prawidłowy rozwój matematyczny, n ie  dopuszczajęc  do 
f r u s t r a c j i  spowodowanej niezrozumieniem. Rzecz j a s n a ,  prawidłowa, dydaktyc; 
nie skuteczna  r e a l i z a c j a  t a k i e j  t e o r e t y c z n e j  k o n c ep c j i  j e s t  bardzo trudna, 
wymaga wielu l a t  eksperymentów i  pracy nad tekstem.  Próby wprowadzania roz 
g a ł ęz i eń  w te k s t a c h  s t e r u j ę c y c h  s ę ,  j a k  dotęd,  podejmowane w świec ie  j edy­
nie sporadycznie .  Jednę z nich zawiera cytowana wyżej rozprawa doktorska 
M. S z n a j d e r ,
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P r z y k ł a d  3 / P a l i n g  1 9 7 1 /  ( z o b .  Aneka 6 ) .

Według i n f o r m a c j i  na o d w r o c i e  s t r o n y  t y t u ł o w e j  " s e r i a  t a  ma z a p e w n i ć  

m a t e r i a ł  d l a  5 - l e t n i e g o  k u r s u .  K s i ą ż k i  n r  1 , 2 1 3  wr az  z Z e s z y t a m i  p ra c y '  

d l a  k a ż d e j  z n i c h  z a w i e r a j ?  m a t e r i a ł  d l a  p i e r w s z y c h  t r z e c h  l a t .  K s i ą ż k a  

nr 4  i  Z e s z y t  p r a c y  4 ,  wr a z  z dwunastoma l u b  w i ę c e j  k s i ą ż k a m i  t e m a t y c z n y ­
mi ( T o p i e  b o o k s )  d o s t a r c z a  p r a c y  w c zwart ym i  p i ą t y m  r o k u " .

Wynika s t ą d ,  ż e  i n t e g r a l n ą  c z ę ś ć  t e g o  k o m p l e t u  s t a n o w i ą ,  p r ó c z  c z t e ^ -  

r e c h  p o d r ę c z n i k ó w , " k s i ą ż k i  t e m a t y c z n e "  -  n i e w i e l k i e  morutematyczne b r o s z u - -  

ry p o p u l a r n o n a u k o w e .  Nie b ę d z i e m y  i c h  t u  a n a l i z o w a ć ,  gdyż p r z e z n a c z o n e  s s ę  

d l a  w y żs ze go  poziomu n a u c z a n i a .  T r z e b a  j e d n a k  p o d k r e ś l i ć ,  że  j e s t  t o  b a r - -  

dzo i n t e r e s u j ą c a  i  w a r t a  s z e r s z e g o  w y pr ób o wa ni a  f orma z r ó ż n i c o w a n i a  l e k ­
t u r y  m a t e m a t y c z n e j  u c z n i a ,  u m o ż l i w i a j ą c a  j e g o  k o n t a k t  z n i e m a l  a u t e n t y c z ­

ną k s i ą ż k ą  naukową,  a w i ę c  z a o e w n i a j ą c a ,  j a k  ż ad n a i n n a ,  j e g o  p r z y g o t o w a l ­
n i e  do p r a c y  s a m o k s z t a ł c e n i o w e j .

P r z y p o m n i e n i a  wymaga f a k t ,  ż e  -  i n a c z e j  n i ż  w w i e l u  i n n y c h  k r a j a c h  

e u r o p e j s k i c h  -  s z k o ł ę  ś r e d n i ą  w A n g l i i  r o z p o c z y n a  u c z e ń  w 11 (a  n i e  1 0 ) r r o -  

ku ż y c i a ,  po 6 ( a  n i e  5 l u b  4 )  l a t a c h  n a u k i  w s z k o ł a c h  n i ż s z e g o  s z c z e b l a a .  

Wa rt o  o tym p a m i ę t a ć  p r z y  o ma wi ani u z a k r e s u  m a t e r i a ł u  i  s p o s o b u  j e g o  u j j ę -  

c i a ,  p r z e z n a c z o n e g o  -  j a k  n a l e ż y  p r z y p u s z c z a ć  -  d l a  masowych " modern schnoolsT

N i e l i n i o w ą ,  z ł o ż o n ą  s t r u k t u r ę  k s i ą ż e k  n r  1 ,  2 i  3 u j a w n i a  j u ż  s p i s  

t r e ś c i .  Nie t y l k o  bowiem p o s z c z e g ó l n e  t e m a t y  n i e  s ą  z a m k n i ę t e  w u ł o ż o n y c c h  
k o l e j n o  r o z d z i a ł a c h ,  a l e  p o w r a c a j ą  w i e l o k r o t n i e ,  n i e k t ó r e  we w s z y s t k i c h  

t r z e c h  k s i ą ż k a c h :  s ą  one n i e j e d n o k r o t n i e  t a k  s p l e c i o n e  z s o b ą ,  ż e  s p i s  i t r e ś -  

c i  n i e  w s k a z u j e  o k r e ś l o n y c h  u s t ę p ó w  l e c z  " o b s z a r y "  p o d r ę c z n i k a ,  w k t ó r y c c h  

dany t e ma t  w y s t ę p u j e .  Na p r z y k ł a d  " S y s t e m y  n u m e r a c j i "  z n a j d z i e m y  na s t r e o -  

n a c h :  4 3 - 4 7  k s i ą ż k i  1 ,  1 3 - 1 5 ,  1 6 ,  2 6 - 3 0 ,  3 2 - 3 3 ,  4 6 ,  6 9 - 7 2 ,  1 0 5  k s i ą ż k i  ; 2  

i  9 - 1 6 ,  1 9 ,  3 4 ,  5 1 ,  8 3  k s i ą ż k i  3 , a w i ę c  ł ą c z n i e  w 1 4  " o b s z a r a c h " .  A l e  rna 

s t r o n y  1 9 - 2 0  s p i s  t r e ś c i  w k s i ą ż c e  3 w s k a z u j e  n i e  t y l k o  pod h a s ł e m  " S y s t t e -  

my n u m e r a c j i " ,  a l e  t a k ż e  pod h a s ł a m i  " D z i a ł a n i a " ,  " N a r z ę d z i a  rac hunko we ""  
o r a z  ( s t r o n ę  1 2 )  " U ż y c i e  n a w i a s ó w " .  Te c e c h y  s p i s u  t r e ś c i  o d z w i e r c i e d l a = i -  

j ą  o r y g i n a l n ą  budowę p o d r ę c z n i k a ,  a n i e  t y l k o  -  j a k  można by p r z y p u s z c z a l i  

-  samego s p i s u  t r e ś c i .
Główne t e m a t y ,  p r z e w i j a j ą c e  s i ę  na o g ó ł  we w s z y s t k i c h  t r z e c h  k s i ą ż ­

k a c h ,  t o  " L i c z b y  i  d z i a ł a n i a " ,  " F i g u r y " ,  " M i a r y " ,  " Wyk re sy  i  s t a t y s t y k a " . .  

C z y t e l n i k a  na wykł ego  do t r a d y c j i  wywo dz ąc e j  s i ę  z " k o n t y n e n t u "  u d e r z a  tu 
b ra k  nawet ś la dó w s y s t e m a t y z a c j i  m a t e r i a ł u  o p a r t e j  na u j ę c i u  dedukcyjnym . 

Każda s y t u a c j a  j e s t  a n a l i z o w a n a  p r z y  u ż y c i u  r ó ż n o r o d n y c h  ś rodków matema­

t y c z n y c h ,  wprowadzanych z r e s z t ą  na o g ó ł  c a ł k o w i c i e  i n t u i c y j n i e ,  b e z  j a k i e j ­

k o l w i e k  f o r m a l i z a c j i ,  c h o ć b y  w p o s t a c i  d e f i n i c j i ,  podpo rząd ko wany ch j e d y ­

n i e  p ra k t y c z n y m wymogom s y t u a c j i  i  względom d yd a kt y c z n y m .
N i e z a l e ż n i e  od t y t u ł ó w  r z e c z o w y c h ,  w t e k ś c i e  s ą  c z t e r y  r o d z a j e  t y t u -



łów, k tóre  można by nazwać dydaktycznymi,  a k tó re  uprzedzają c z y te ln ik a  
o ch ar akt erz e  p r a c y ; i )  "Temat do rozmowy" (w książkach  1 i  2)  oraz “Do 
d ys k u s j i "  (w k s i ąż c e  3 ) ,  2)  "Ćwiczenia" ,  3)  "Przegląd  wiadomości" (Review),
4 )  "Aktywność" ( A c t i v i t y ) .  “Tematy do rozmowy" i  "Do d y sk u s j i "  -  to se ­
r i a  i n f o r m a c j i ,  poleceń i  pytań,  wprowadzająca nowe p o j ę c i e ,  metodę, a l ­
gorytm i t p .  Po n i e j  nas tępują  z reguły  "Ć wiczenia" ,  będące bądź łatwymi 
zadaniami na zastosowanie przede wszystkim dopiero co zdobytych wiadomoś­
c i '  bądź dalszymi przykładami i l u s t r u j ą c y m i  p o j ę c i e  czy u ła twia jącymi  j e ­
go wyabstrahowanie i t p .  W porównaniu z “Tematem do rozmowy", k tóry ma z 
reguły  ch a r a k t er  otwartego problemu, "ć wi cz e n ia "  są zadaniami r a c z e j  spraw­
nościowymi, przy wykonaniu których  uczeń korzysta  n iekiedy z gotowych ry­
sunków, schematów i t p .  z "Zeszytu pr ac y" .

"Aktywności" s tanowią n a j b a r d z i e j  o ry g i n a l n ą ,  niespotykaną gdzie in ­
d z ie j  formę. Mają one bardzo n ie jednorodny c h a r a k t e r .  W w ię ksz oś c i  polega­
j ą  na wykonywaniu praktycznych pomiarów lub o b s e r w a c j i ,  są jednak i  inne,  
o cha ra kt er ze  b a r d z i e j  teoretycznym (Aktywność 4 ) .  Każda wymaga od ucznia 
pewnego wysi łku ,  czasem jednak będzie to ty lk o  wysi łek  f izyczny (Aktywność 
1 0 ) ,  kiedy i n d z i e j  prawdziwy wysi łek  umysłowy prowadzący do wynalezienia  
metody wykonania zadania (Aktywność 2 ,  5,  7 ,  9 ) .  Rzecz j a s n a ,  r e a l i z a c j a  
tych aktywności  nie j e s t  obowiązkowa i  uczniowie będą j e  dobierać  według 
własnych za interesowań.

Podobnie ja k  w przypadku s e r i i  Gamma , uczeń nie p is ze  ani  nie ry­
s u je  niczego w podręczniku.  T a b e lk i  do wyp ełnienia ,  t e k s t y  do uzupełnie­
nia i t p .  p r z e p is u j e  najp ierw w z e s z y c i e .  Niektóre zadania wykonywane są 
w dołączonym do każdej  k s i ą ż k i  Zeszyc ie  pracy.  Zeszyt  n is  zawiera jednak 
zadań ani  żadnych innych teks tó , - ,  j e d y n ie  m a t e r i a ł y :  rysunki ,  t a b e l e ,  kon­
tury  do wyc ię c i a  i  s k l e j e n i a  i t p .  Gest wykonany n a j p r o s ts z ą  techniką na 
tanim pa pi erz e ,  gdyż użyty będzie ty lko  jednorazowo,  gdy podręcznik służyć 
będzie w ciągu k i lk u  l a t .

Podręcznik i  n ie  z a w ie ra ją  rozwiązań żadnych zadań. Do kompletu nale­
żą j ednak także wydane osobno dla  każdej  k s i ą ż k i  z esz yt y  odpowiedzi.  Za­
w ie r a j ą  one ty lko  odpowiedzi d a j ą ce  s i ę  sformułować jednoznacznie orez re­
a l i z a c j e  jednoznacznych pole ce ń ,  nadające s i ę  do przedstawienia w druku. 
Opracowano j e  tak sumiennie,  że nawet dla zadania l z  cytowanego w Aneksie 
"przeglądu wiadomości” znajdujemy"odpowiedź" w p o s t a c i  rysunku czt ere ch  
odcinków odpowiedniej  d ł u g o ś c i .  Nie wiadomo, czy zes zy ty  odpowiedzi prze­
znaczone są d la  ucznia,  czy też  ( t o  przypuszczenie wydaje s i ę  b a rd z i e j  praw­
dopodobne) posiada j e  ty lk o  n a u c z y c ie l .

Na koniec warto p o d k r e ś l i ć ,  że prezentowane w tych książkach  podejś­
c i e  -  adedukcyjne -  j e s t  bardzo s i l n i e  zorientowane na ujawnianie związków 
matematyki (pojmowanej naiwnie i  i n t u i c y j n i e )  ze środowiskiem i  praktycz-



ną d z ia ł a ln o śc i?  cz łowieka.  W k s i ą ż c e  1 są na przykład c a ł e  oddzielne u s tę ­
py, poświęcone produkc j i  i  d y s t r y b u c j i  mleka i  pieczywa.  W tym ostatnim 
"tematu do rozmowy" d o s t a r c z a j ą  nas t ęp ując e  py ta n ia :

Z czego robi  s i ę  mąkę?
Gdzie j e s t  n a j b l i ż s z y  młyn?
Skąd pochodzi p sze n ic a?  Znajdź t e  mi e j sc a  na mapie.

Zaś wśród ćwiczeń znajdujemy i  t a k i e :
Znajdź w k s i ą ż c e  k u c h a r s k i e j ,  j a k i e  s k ł a d n i k i  są potrzebne do wyrobu 

naleśników.
Zapisz i l o ś c i  składników potrzebnych na podwójną i l o ś ć  naleśników.
Znajdź łączny koszt tych składników.
P od e jś c i e  t o ,  n iewątpl iwie  dostępne dla wszystkich uczniów, przy tym 

s i l n i e  motywujące i  ak ty wi zu ją ce ,  ma n ie za prz ec za lne  walory pedagogiczne.  
Można mu jednak postawić zasadniczy  z a r z u t :  zupeł n ie  nie uczy rozumowań 
ogólnych typu matematycznego, a więc nie odpowiada scharakteryzowanej  w
4 . 1  ko n ce pc j i  prematematyki .  Ani ta k ic h  rozumowań, ani  żadnych pytań na­
prowadzających nie znajdujemy bowiem nawet w k s i ą ż c e  4 .  Jednakże d la  osób 
uzna jących,  że w k s z t a ł c e n i u  masowym j e s t  to zbędne,  a i  tak d la  c z ę ś c i  
uczniów niedostępne (poglądu tego nie podzielamy),  zarzut  ten upada, gdyż 
uczniowie o uzdolnieniach  ponad p r z e c i ę t n ą  są przyjmowani do sz k ół  innego 
typu, gdzie otrzymuję w yks zta łc en ie  matematyczne na wyższym poziomie.  Być 
może, takimi  właśnie  względami k ie r ow a l i  s i ę  autorzy  t e j  s e r i i .

P r z y k ł a d  4
Podręcznik i  węgięrskie/"Munkalapok'/ '  stanowią przykład s k r a j n y  z pun­

ktu widzenia i lośc iowego stosunku przekazu wiedzy do poleceń i  zadań:  brak 
w nich warstwy in fo rm ac y jn e j  (dysponujemy podręcznikami do k lasy  VI włącz­
n i e ) .  Uczniowie nie po s i ad a j ą  przy tym żadnej inne j  k s i ą ż k i ,  k tóra  mogłaby 
pe łn i ć  ro lę  kompendium wiadomości .  Z d ru g i e j  j ednak s t ron y  "Munkalapok", 
to nie po prostu z b i ó r  zadań, a l e  s e r i a  zadań i  poleceń s tymulujących 
różnorakie aktywności  uczniów, po s i ad a ją c a  złożoną s t r u k tu r ę  dydaktyczną,  
s tanowiąca więc n ie wątpl iwie  rodzaj  te k s t u  s t e ru ją c e g o . ( F ra g m e n t y  tych pod­
ręczników pre zen tu ją  Aneksy 1 i  2 ,  zaś  dydaktyczną s t ru k tu rę  omówiono na 
wybranym przykładzie w r o z d z ia l e  I I I ) .

Podręcznik t a k i  s tawia  wysokie wymagania na uczyc ie lowi ,  k tó ry  musi 
organizować c a ł ą  aktywność poznawczą uczniów, ł ą c z n i e  z formułowaniem o-  
k re ś l eń  odkrytych p o j ę ć ,  wysławianiem twierdzeń,  opisem algorytmów i t p . ,  
nie mogąc pprzeć s i ę  w t e j  pracy na podręcznikowych wzorcach.  Będzie to 
dla niedoświadczonego naucz yc ie la  n iewątpl iwe ut rudnienie  pracy.  ^Podręcz­
nik t a k i  nie da je  te ż  podstawy do nauki rozumienia te k s t u  matematycznego.
Z dru gie j  j ednak s t ro n y  pamiętać t r z e b a ,  że podręcznik ,  w którym brak tych 
sformułowań, nie będzie s t wa rza ł  o k a z j i  do przedwczesnego uczenia s i ę  i ch  
przez uczniów, cz ę s t o  b lokującego  rozumienia.  Pod ręcznik i  te  wypróbowywane 
były dotychczas j e d y n ie  w c z ę ś c i  szk ół  w ę g ie rs k i ch ,  przez odpowiednio przy­



go to wa n yc h  n a u c z y c i e l i .  Nie j e s t  j e d n a k  o g ó l n i e  znan a met odyka p r a c y  z n i ­

mi ;  n i e  wiadomo t e ż ,  c z y  prowa dzone  s ą  tam s y s t e m a t y c z n e  b a d a n i a  nad f o r ­

mami i c h  s t o s o w a n i a  w n a u c z a n i u  l u b  e f e k t y w n o ś c i ą  n a u c z a n i a  p r z y  i c h  uży­

c i u .  Trudno w i ę c  na r a z i e  o d p o w i e d z i e ć ,  c z y  z a l e t y  t e j  wy so c e  o r y g i n a l n e j  

formy p o d r ę c z n i k a  d o m i n u j ę  nad wadami .  Nasze d o t y c h c z a s o w e  r o z w a ż a n i a  upo­
w a ż n i a j ą  j e d n a k  do w y s u n i ę c i a  pewnych t e o r e t y c z n y c h  z a s t r z e ż e ń .  O t ó ż  pod­

r ę c z n i k  t a k i  może s t a n o w i ć  po ds ta wę  n ow oc z e s n e g o  i  p e ł n o w a r t o ś c i o w e g o  na-  

czarTla m a t e m a t y k i  w k l a s a c h  p o c z ą t k o w y c h ,  g d z i e  panować powinna swobodna 

a k t y w n o ś ć  d z i e c i ,  n i e  o p a r t a  na l e  k t u r z e  f o r m a l n y c h  t e k s t ó w  i  n i e k o n i e c z ­

n i e  p ro w a d z ą c a  do i c h  t w o r z e n i a  i  r e p r o d u k c j i .  Dednak j u ż  p i e r w s z a  k l a s a  

p o n a d p o c z ą t k o w a ,  w k t ó r e j  powinno n a s t ę p o w a ć  s t o p n i o w e  p r z e s t a w i a n i e  s i ę  
uc z ni ó w na m y ś l e n i e  b a r d z i e j  o g ó l n e  i  a b s t r a k c y j n e ,  a t a k ż e  i c h  przyzwy­

c z a j a n i e  s i ę  do o p e r o w a n i a  j ę z y k i e m  c o r a z  b a r d z i e j  f o rm a ln y m,  wymaga pod­
r ę c z n i k a  i n n e g o ,  a n i e  z a c h o w u j ą c e g o  t e n  sam a f o r m a l n y  i  wol ny  od p r z e k a ­

zu c h a r a k t e r .  Tym b a r d z i e j  d o t y c z y  t o  k l a s  w y ż s z y c h .
K r y t y k a  t a  n i e  u m n i e j s z a  j e d n a k  w y s o k i e j  w a r t o ś c i  t e j  k o n c e p c j i  pod­

r ę c z n i k a .  Można s ą d z i ć ,  ż e  " Mu n k a l a p o k "  wywrą na p r z y s z ł e  p o d r ę c z n i k i  d l a  

k l a s  p o c z ą t k o w y c h  t a k ż e  w i n n y c h  k r a j a c h  podobny wpływ j a k  p o d r ę c z n i k i  

P a p y ' e g o  wy wa rł y  na p r o d u k c j ę  k s i ą ż e k  d l a  s z k o ł y  ś r e d n i e j .

13. Język i forma graficzna podręcznika

F o r m a l n a  s t r o n a  p o d r ę c z n i k ó w ,  d o s k o n a l o n a  zarówno k o n c e p c y j n i e  j a k  i  
t e c h n i c z n i e  od s t u l e c i ,  doprowadzona z o s t a ł a  do d u ż e j  p e r f e k c j i .  I s t n i e j e  

d z i ś  w i e l e  nowych t e c h n i k  w z a k r e s i e  s k ł a d u  i  d r u k u ,  arodków g r a f i c z n y c h ,  

nowych m o ż l i w o ś c i  o p e r o w a n i a  k o l o r e m ,  k t ó r e  u m i e j ę t n i e  w y k o r z y s t a n e  pozwa­

l a j ą  w d u ż e j  m i e r z e  u ł a t w i ć  s p e c y f i c z n ą , a  p r z e z  t o  t r u d n ą  l e k t u r ę  t e k s t u  
m a t e m a t y c z n e g o .  Wymienimy k i l k a  z t y c h  ś r odk ów.

T e k s t ,  z arówno w e r b a l n y  j a k  i  s y m b o l i c z n y ,  bywa r o z m i e s z c z o n y  na s t r o  

n i e  n i e  l i n i o w o ,  a l e  t a k ,  że  t w o r z y  pewną s t r u k t u r ę  dwuwymiarową.  D o d a t ko ­

wo n i e k t ó r e  c z ę ś c i  t a k i e g o  t e k s t u  ł ą c z y  s i ę  l i n i a m i  l u b  s t r z a ł k a m i ,  wska­

z u j ą c y m i  p o w i ą z a n i a ,  c z y  po p r o s t u  r ó ż n e  k i e r u n k i  l e k t u r y .  N a j p r o s t s z ą  t a ­
ką s t r u k t u r ą  j e s t  t a b e l a  p r o s t o k ą t n a ,  s t o s o w a n a  j u ż  d a w n i e j  ( z o b . c y t a t  na 

s .  3 3 ) .  O s t a t n i o  o b s e r w u j e  s i ę  z n a c z n i e  w i ę k s z ą  swobodę w j e j  d o b o r z e , g ł ó w  
n i e  pod wpływem r e w o l u c y j n y c h  pod tym względem k s i ą ż e k  G. P a p y ^ e g o .

W t e k ś c i e  można dokonywać w y r ó ż n i e ń ,  k t ó r y c h  r ó ż n o r o d n o ś ć  j e s t  p r a k ­
t y c z n i e  n i e o g r a n i c z o n a .  U s t a l e n i e  n i e k t ó r y c h  k o n w e n c j i  d o t y c z ą c y c h  wy r óż ­

n i e ń  może z n a c z n i e  u ł a t w i ć  c z y t e l n i k o w i  o r i e n t a c j ę  w t e k ś c i e :  pomóc o d r ó ż ­

n i ć  nowy t e r m i n  od po zn an e go  w c z e ś n i e j ,  d e f i n i c j ę  od t w i e r d z e n i a ,  zmi enną 
od s t a ł e j ,  ć w i c z e n i e  od proDlemu i t d .



Szcz eg ólnie  cenna j e 3 t  możliwość wyróżnień za pomocę koloru .  Ident ycz ­
ność kolorów j e s t  przez c z y t e l n i k a  zauważana na pierwszy rzut oka wcześ­
n i e j  n iż  Identyczność kszta ł tów (np.  l i t e r  czy rysunków). Umożliwia to 
bardzo c z y te ln e  więzanle z sobą nawet odległych  fragmentów t e k s t u ,  a tak­
że ,  co j e s z c z e  i s t o t n i e j s z e ,  te ks tu  z rysunkiem. Możliwe j e s t  więc na przy­
kład równoległe def in iowanie o p e r a c j i ,  r e l a c j i  i t p .  za pomocę rysunku / n p .  
z użyciem s t r z a ł e k ) ,  symbolicznie  i  w e rb a ln ie ,  bez k oni ec zn ośc i  umieszcza­
nia teks t u  tuż przy odpowiednich c z ę ś c i a c h  rysunku, opisywania rysunku z 
pomocę l i t e r ,  czy innych,  dawniej  stosowanych środków. Wystarczy,  aby po­
szczególne  fragmenty te ks tu  były wydrukowane tym samym kolorem, co odpo- 
wiada jęce im c z ę ś c i  rysunku, środek ten j e s t  wclęż j e s z c z e  za mało s t o s o ­
wany; prawdopodobnie J e s t  on ,z  j ed n e j  s t r o n y ,  niedoceniany przez autorów,,  
z dru gie j  zaś  s t r o n y ,  nadal zbyt kosztowny.

Wszystkie te  ś rodki  nadaję s i ę  równie dobrze d la  przekazu wiedzy, jakk 
i  dla przekazu poleceń ,  pytań i  problemów s łużęcych  a k t y w i z a c j i  matematyfcz- 
nej  ucznia .  Tę o s t a t n i ę  i ch ro lę  trudno byłoby p r z e c e n ić .  Im wię ce j  t r u — 
du musi uczeń włożyć w samo zrozumienie p o l e c e n i a ,  pytania  czy problemu,,  
tym s ł ab sz ę  wykaże aktywność matematycznę. Podręcznik aktywizu jęcy  wymarga 
więc właściwego wykorzystania w maksymalnym s topniu w szelk ich  technik  1 
środków p o l i g r a f i c z n y c h  u ła tw i a ję cy ch  l e k t u r ę .

W niektórych podręcznikach ,  wydanych w o k r e s ie  reformy,  zaznacza sii=ę 
wyraźnie te ndenc ja  do o gr an ic za n ia  te ks tu  na rzecz rysunków i  różnego ro?- 
dzaju schematów. Wraz z jednoczesnym szerokim wprowadzeniem języka  symbo>- 
l i czne go da je  to w niektórych  przypadkach e f e k t  zaskakujęcy  (np.  w podręjcz-  
nikach G. Papy^ego ) :  l i c z n e  s t rony,  , na k tórych z n a j d u j e  s i ę  k i l k a  wier­
szy druku i  j eden  lub dwa duże, w yra zi s te  rysunki .  Tekstu j e s t  s tosunkowa 
niewie le  także w niektórych  podręcznikach semiprogramowanych (zob.  Aneksa-y 
1 , 2 , 4 ) ;  tu jednak m i e j sc e  j ego  za jmuje m a t e r i a ł  do pracy dla ucznia ( t a ­
b e l k i  i  inne schematy do wyp ełnienia ,  uzupełnienia i t p . ) .  Wielu autorów,,  
ze swobodę,która w t radycy jnych podręcznikach nie była możliwa, wykorzys?- 
t u j e  też  różne okazje  do z a s t ę p i e n i a  rysunkiem (n iek ie dy  humorystycznym)) 
i n f o r m a c j i  werbalne j  (zob.  Aneks 2,  s . l D ) .  Wszystko to tłumaczy s i ę  nas-  
tę pu jęc o :

-  od dawna stwierdzonym faktem, że dłuższy t e k s t  werbalny z zakresu
matematyki przedstawiony w piśmie J e s t  dla wielu uczniów 1 0 - 1 1 - 1 2 - l e t n i c l n  
niedostępny,  a więc nie nadaje s i ę  do skutecznego przekazu wiedzy,  a tym 
b a rd z i e j  dla a k t y w i z a c j i  u cznia ,  *

-  dężeniem do zmiany t r a d y c y j n e j  r o l i  podręcznika szkolnego :  prze­
kształceniem go w k s ię ż k ę ,  k t ó r e j  czyte ln i k i em będzie przede wszystkim 
uczeń.

Zarówno wynalezienie zupełn ie  nowych g ra f ic zn yc h środków wyrazu, jak



i  r e d u k c j a  t e k s t u  na r z e c z  t y c h  ś r o dk ó w ,  m a j ę  w z a m i e r z e n i u  a u t o r ó w  u ł a t ­

w i ć  l e k t u r ę ,  u s p r a w n i ć  p r z ^ - a z  z a w a r t e j  w k s i ę ż c e  i n f o r m a c j i ,  a p r z e z  t o  
wzmóc j e j  f u n k c j ę  a k t y w i z u  ' c ę .  T e n d e n c j a  t a  w y d a j e  9 i ę  n a j z u p e ł n i e j  s ł u s z ­

n a :  nowa f orma  p o d r ę c z n i k ó w  b y ł a  n i e  t y l k o  c h a r a k t e r y s t y c z n y m  symptomem 

r e f o r m y ,  a l e  w d u ż e j  m i e r z e  p r z y c z y n i ł a  s i ę  do j e j  s u k c e s ó w .  N i e m n i e j ,  j 'ak 

każ da  t e n d e n c j a ,  z n a l a z ł a  ona i  z b y t  g o r l i w y c h  r e a l i z a t o r ó w ,  t a k ż e  wśród 
swych t w ó r c ó w .  M . i n .  w k s i ę ż k a c h  G.  P a p y ' e g o  z n a j d u j e m y  i  t a k i e  w e r b a l n o -  

s y m b * o l i c z n o - g r a f i c z n e  s f o r m u ł o w a n i a ,  k t ó r y c h  r o z s z y f r o w a n i e  p r z e d s t a w i a  

pewnę t r u d n o ś ć  nawet  d l a  ma t em at yk a  o b e z n a n e g o  z  j ę z y k i e m  t e g o  a u t o r a ,  a 

co d o p i e r o  d l a  u c z n i a .  Czy p r a c a  nad r o z s z y f r o w a n i e m  t a k i e g o  s f o r m u ł o w a n i a  
ma i s t o t n ę  w a r t o ś ć  k s z t a ł c ę c ę ?  J a k i m i  n a l e ż y  p o s ł u ż y ć  s i ę  ś r o d k a m i  motywa­

c j i ,  by u c z n i a  n i ę  d o s t a t e c z n i e  z a i n t e r e s o w a ć ?  P y t a n i a  t e  p o zo s ta wi my  o -  

t w a r t e .
Duże z m i a n y ,  w p o r ó wn a n i u  z p o d r ę c z n i k a m i  t r a d y c y j n y m i ,  zauważa s i ę  

t a k ż e  w s t y l u  t e k s t u  w e r b a l n e g o  p o d r ę c z n i k ó w .  P r z e d e  w s z y s t k i m  u d e r z a  s t o ­
sowana o b e c n i e  n i e m a l  p o w s z e c h n i e  d r u g a  o s o b a  l i c z b y  p o j e d y n c z e j ,  w m i e j ­

s c e  d a w n i e j  używanych form b e z o s o b o w y c h .  P on i e w a ż  j e d n o c z e ś n i e  a u t o r z y  z 
n i e c o  w i ę k s z ę  swobodę p o s ł u g u j ę  s i ę  w y ra za mi  i  z w r o t a m i  p o t o c z n y m i ,  s t w a ­

r z a  t o  u c z y t e l n i k a  k l i m a t  i n t y m n e g o  k o n t a k t u  z a u t o r e m  k s i ę ż k i ,  w s p o s ób  
o c z y w i s t y  s p r z y j a j ę c y  o d b i o r o w i  i n f o r m a c j i  i  p r z e j ś c i u  do d z i a ł a n i a .  W miej ­

s c e  d ł u g i c h ,  r o z w i n i ę t y c h  i  " o k r ę g ł y c h "  w y po w i e dz i  c z ę s t o  s p o t y k a  s i ę  t e ż  

k r ó t k i e ,  z w i ę z ł e  z d a n i a ,  z a w i e r a j ę c e  p o j e d y n c z e  i n f o r m a c j e ,  p o l e c e n i a  l ub  

p y t a n i a ;  k a ż de  r o z p o c z y n a j ę c e  s i ę  a l i n e a .  Z d e c y d o w a n i e  b a r d z i e j  odpowiada 

t a  f orma a k t y w i z u j ę c e j  f u n k c j i  k s i ę ż k i .

N a s t a w i e n i e  na maksymal nę  a k t y w i z a c j ę  u c z n i a ,  mi ęd zy i n ny mi  p o p r z e z  

l e k t u r ę ,  n i e  j e s t  r ówn o z n a c z n e  z r e z y g n a c j ę  z p r z e k a z u  w i e d z y  za  p o ś r e d ­
ni ctwem p o d r ę c z n i k a .  T e n d e n c j a  t a k a ,  n i e k i e d y  o bse rwowana (zob.np. /M u n -  

k -a 1 a p o k / ) ,  n i e  w y d a j e  s i ę  s ł u s z n a :  p r z e k a z  w i e d z y  s t a n o w i  i n t e g r a l n y  
s k ł a d n i k  k a ż d e g o  n a u c z a n i a ,  a p o d r ę c z n i k  j e s t  jednym z n a j l e p i e j  n a d a j ę -  

c y c h  s i ę  do t e j  r o l i  ś rodków n a u c z a n i a .  T o t e ż  d o s t r z e g a  s i ę  t e ż  w p o d r ę c z ­

n i k a c h  p ró b y  p o s z u k i w a n i a  nowych śro dk ów w e r b a l n e g o  p r z e k a z u ,  u ł a t w i s j ę -  

c y c h  a kt ywny j e g o  o d b i ó r .  Nie  omawiamy t u  t a k i c h  od dawna s t o s o w a n y c h  z a ­
b i e g ó w ,  j a k  w t r ę c o n e  p y t a n i a ,  p o l e c e n i a  s p r a w d z e n i a  p r z y k ł a d u  i t p . Z a p r e ­

z e n t u j e m y  n a t o m i a s t  ( z o b .  p a r . 7 . 4 . )  f ormę d i a l o g u ,  f ormę d a w n i e j  n i e z n a n ę ,  

k t ó r a , b y ć  może,  s t a n i e  s i ę  w p r z y s z ł o ś c i  ważnym r o d z ą j e m  , p r z e k a z u  p o d r ę c z ­

n i ko w e g o .

B a r d z o  r ó ż n e  j e s t  p o d e j ś c i e  a u t o r ó w  r ó ż n y c h  p o d r ę c z n i k ó w  d l a  omawia­

nego poziomu do z a k r e s u  w pr owa d za ne j  w n i c h  t e r m i n o l o g i i  i  s y m b o l i k i  ma­

t e m a t y c z n e j .  Do pewnego s t o p n i a  p o d r ę c z n i k i  o d z w i e r c i e d l a j ę  t u  t e n d e n c j e  

a k t u a l n i e  p a n u j ę c e  w p o g l ę d a c h  na r o l ę  t e r m i n o l o g i i  i  s y m b o l i k i  w n a u c z a ­
n i u  m a t e m a t y k i  w o g ó l e ,  j e d n a k ,  z w ł a s z c z a  o s t a t n i o ,  w y s t ę p u j e  w tym w z g l ę ­



dzie znaczna rozb ie żn oś ć .  W podręcznikach dostosowanych do t radycyjnego 
nauczania w szkole  masowej, symbolikę ograniczano do niezbędnych symboli 
dz ia łań  1 r e l a c j i  arytmetycznych 1 n iewielu symboli geometrycznych.  Próby, 
poprzedzające pierwszą f a l ę  reform,wykazały nieoczekiwaną łatwość uczniów 
w przyswajaniu biernym i  czynnym wie lu symboli matematycznych.  Spowodowa­
ło  to zachwyt nad możliwością radykalnego "unaukowienia" szkolnego języka  
matematyki i ,  w konsekwenc j i ,  wprowadzenie do n ie kt ór yc h  podręczników o-  
gromnej l i c z b y  symboli  i  terminów z zakresu l o g i k i ,  nauki o z b i o ra c h ,  a r y t ­
metyki ,  g e o m et r i i ,  a lgebry  a b s t r a k c y j n e j ,  t o p o l o g i i ,  a n a l iz y  i  Innych.
(Do pewnego s topn ia  widoczne to j e s t  we fragmentach cytowanych w Aneksach 
3 1 4 ) .  Podję ta  w o s t a t n i c h  l a t a c h  krytyka tych reform zaatakowała i  ten 
aspekt "mo der ni zac j i *  nauczania .  Prowadzone o s t a t n i o  badania (m. in .  w 
IREM w Strasbourgu)  wykazały bardzo powierzchowne, sy ntaktyczne j ty lko  rozu­
mienie symboliki  przez uczniów,którzy  op er u j ąc  nią poprawnie w sy tu a c j a ch  
typowych (przez formalne naśladowanie wzorców), s t w a r z a l i  pozory zadowala­
jącego  j e j  rozumienia.  Obserwacje t a k i e  spowodowały Już po jawienie  e i ę  ten­
d e n c j i  prze c i wne j :  unikania symboliki  na rzecz te ks tu  werbalnego.

Sądzić na leży ,  że prowadzona obecnie  głęboka dyskusja nad ogólnymi 
celami k s z t a ł c e n i a  matematycznego mas 1 j ego  programem po ciągnie  za sobą 
także wyjaśn ien ie  r o l i  symboliki  matematycznej  w tym k s z t a ł c e n i u ,  a więc 
1 p r o p o r c j i  warstwy werbalnej  i  symbol iczne j  w podręczniku uczniowskim.

Inne językowe aspekty podręcznika matematyki omówiono także w rozdzia­
l e  IV.

7.4. Werbalna warstwa (podręcznika

Dla r e a l i z a c j i  f u n k c j i  samokszta łceniowej  podręcznika,  t j .  "budzenia 
i  rozwi jania  z d o ln o śc i  poznawczych człowieka ,  j ego  zainteresowań oraz po­
zytywnej motywacj i  w pr o c es ie  uczenia s i ę "  (W. O k o ń ,  zob.  s . B O ) ,  szc ze­
góln ie  na poziomie k la s  początkowych i  p ierwsze j  k lasy  ponadpoczątkowej , 
ro lę  równie i s t o t n ą  ja k  t r e ś ć  zd a je  s i ę  odgrywać forma te ks tu  werbalnego.
W niewielkim stopniu  wpływa ona na zewnętrzną a t r a k c y j n o ś ć  k s i ą ż k i ,  łatwą 
do uzyskania za pomocą różnych środków graf icznych, ,  decyduje natomiast  o 
prawdziwym e f e k c i e  l e k t u r y ,  a więc r e a l i z a c j i  celów nauczania.  Bezosobowa, 
" such a" ,  maksymalnie zobiektywizowana forma teks t u  podręczników typu aka­
demickiego dostosowana była do i ch  głównej f u n k c j i  -  przekazu wiedzy goto­
wej do opanowania i  s tosowania.  Usprawiedliwianie t a k i e j  formy tym, że pod­
ręcznik s łuży do "utrwalania  i  wykańczania tego ,  co Już z o s t a ł o  przeżyte 
i  j ako  przeżyc ie  psychiczne i s t n i e j e  / . . . /  w systemie personalnym ucznia"  
( M y s ł a k o w s k  i ,zob.  s . 7 9) je s t  na omawianym poziomie i  w i s tn ie ją cy m  
systemie szkolnym pozbawione realnych  podstaw, o czym mówiliśmy w cz e śn ie j .
Z drugie j  s t r on y ,  j a k  pokazaliśmy w 7 . 1 ,  łatwo t e k s t  podręcznika "ubarwić"



różnymi wstawkami, nie zm ie n is j ę c  przy tym i s t o t n i e  Jego przekazującego 
charakteru .  Konieczne J e s t  więc zn alez ien ie  tak ich  form te ks t u ,  które 
umożliwiałyby wyzwalanie u cz y te ln i k a  aktywności poszukiwawczej lub prze­
kazywały (bo przekaz J e s t  niezbędnyl)  wzorce t a k i e j  aktywności,  nie zaś 
j e j  gotowe produkty.

0 tym, że nie można polegać na spontaniczne j  aktywności poszukiwaw­
cze j  u cz y te ln i k a  i  trzeba Ję  stymulować przswprowadzanie do teks tu środ- 
kóft aktywizujących heurezę,  wiedziano Już dawno. Ograniczano s i ę  Jednek 
do pytaó i  poleceń (a nawet. Jak widziel i śmy w przykładzie 1 na e . 87 całych 
dialogów) w t r ą c a n y c h  do teketu  ( cz ęs to  w nawiasach),  a więc 
o d g r y w a j ą c y c h  Jawnie drugorzędną r o l ę .  To przypuszczalnie tłumaczy 
częściowo ich n iewielką skuteczność :  uczeń,  c z y t a j ą c  podręcznik,  na ogół 
pomija wszystkie py tania :  "dlaczego?"  Je s z c z e  i s t o t n i e j s z y  wydaje s i ę  Jed­
nak brak w tradycyjnym, nawet udoskonalonym, t e k ś c i e  wzorców autentycznej  
aktywności poszukiwawczej .

Występowanie bardzo i s t o t n e j ,  g łę b o k ie j  różnicy między twórczością 
matematyczną, a j e j  ostatecznym produktem nie ulega wątpl iwości  dla żad­
nego matematyka. Różnica ta J e s t ,  być może, głębsza w matematyce, gdzie 
dedukcja J e s t  Jedyną akceptowaną metodą argumentac j i ,  niż w naokach em­
pirycznych.  1 być może, d latego właśnie czę s to  empiryczne czy na grani­
cy em pir i i  l e żąc e  postępowanie matematyka w f a z i e  prowadzonych badań J e s t  
przezeń jakby wstydliwie ukrywane, nie pozostawiając  nawet śladu w o s t a ­
teczne j  r e l a c j i  wyników tych badań. Nawet bowiem te  u j ę c i a ,  w których "do­
chodzi" s i ę  do twierdzeń i  dowodów zamiast Je  wprost referować,  prezentu­
j ą  kon struk c je  pseudoheurezy dokonane ex post ,  a więc wówczas, gdy właś­
ciwe praca badawcza z o s t a ł a  zakończona.  Pos iada ją  one duże znaczenie moty­
wujące d la  c z y t e l n i k a ,  d o s ta r c z a j ą c  mu s a t y s f a k c j i  współtworzenia,  nie 
mogą jednak stanowić wzorców dla autentyczne j  pracy poszukiwawczej .

Przedstawianie w t e k ś c i e  podręcznika matematyki przykładów n atura l ­
nego postępowania badawczego, zawierającego hipotezy oparte ne przykładach,  
rozważanie szczególnych przypadków, ś lepe  z a u ł k i ,  błędy,momenty emocjonalne 
i t p ,  nie ma więc t r a d y c j i .  Nie J e s t  te ż  łatwe.  J e ż e l i  wziąć pod uwagę for ­
malne rygory,  którym podlega t e k s t  podręcznika.  Uważa s i ę ,  że te ks t  ten 
nie powinien w niczym uchybiać poprawności językowej (w se n s i e  zgodności 
z przyjętym standardem) i  naukowej (w s e n s i e  te rm in olo gi i  i  f r a z e o l o g i i ) .  
Stosowanie s i ę  do tych rygorów przy prezentowaniu niepewnych lub błędnych 
h ipotez ,  sformułowań tymczasowych, w dalszym ciągu poprawianych 1 uzupeł­
nianych i t p . ,  byłoby rażąco niestosowne,  z r e s z t ą  nie zawsze możliwe.

Środkiem nie stosowanym dotąd na szers zą  SKalę,  który -  j ak  sądzimy 
-  s t a n i e  s i ę  w p r z y s z ło ś c i  główną formą przekazu werbalnego w podręczni­
kach dla k i lku  na jn iższych  k l a s ,  są wypowiedzi d z i e c i  -  rówieśników czy­



te ln ik a  k s i ę ż k i .  Sporadycznie formę tę można spotkać w o s t a t n i o  wydawa­
nych podręcznikach,  jednak w r o l i  bardzo og ra ni czo n e j .  Na przykład w pod­
ręczniku R o 1 1 e r a / 1 9 7 4 /  występuje ch ło pi ec  (przedstawia go za każ­
dym razem rysunek-karykatura) ,  zwany Max Schlaumeier (Schlaumeier znaczy 
po niemiecku c h y tr u s) ,  wypowiadajęcy s e r i ę  twierdzeń,  z których n iektóre 
sę fałszywe.  Po zacytowaniu twierdzeń Маха autorzy zwracaję s i ę  do czy­
t e l n i k a :  "W których przypadkach Мах ma r a c j ę ?  Czy możesz uzasadnić te 
prawdziwe wypowiedzi? Oak możesz w pozostałych przypadkach, za pomocę 
przykładu, przekonać Маха, że s i ę  myli?" Sekwencja ta powtarza s i ę  w pod­
ręczniku w ie lo k ro tn ie .  Autorzy po s ł uż yl i  s i ę  tu więc uczniem w jednym t y l ­
ko c e lu :  dla formułowania zadań polegajęcych na wykrywaniu twierdzeń f a ł ­
szywych; zadań tego typu, bardzo ważnych dla wdrażania uczniów do aktyw­
ności  poszukiwawczej,  nie było w podręcznikach t radycy jnych.  W kubańskim 
podręczniku Z. 0 i  b a / 1 9 7 3 /  ro la  tak ich  wypowiedzi j e s t  inna:  d z i e c i  za- 
deję pytania lub daję polecenia  czyte ln i kow i ,  a także o b j a ś n i a j ę  wykonywa­
ne czynności ,  rysunki,  te ks t y  symboliczne i t p .  Funkcje wypowiedzi bohate­
rów podręcznika mogę być jednak daleko bardziej  różnorodne:

l )  na jważniej sza ,  bo n a j ba rd z ie j  chyba rewolucjonizu jęca  te k s t  pod­
ręcznika ,  funkcja tego środka,  to udramatyzowana i m i t a c j a  naturalnego pro­
cesu heurystycznego.  Przykład tak iego  "głośnego"  zespołowego rozwięzywa- 
nia s e r i i  zadań, prowadzęcych do odkrycia cechy podzie lnośc i  przez 3,  za­
wiera aneks 8 ( s . l 4 9 ) .  Przedstawiony tu proces składa s i ę  z następujęcych 
f a z :

-  zaprezentowanego przez Agnieszkę sposobu konkretnego rozwięzania 
pierwszego z zadań,

-  rozwięzania tego samego zadania innym sposobem przez Tomka,
-  u p r a s z c z a j ę c e g o  s p o s ó b  A g n i e s z k i  pomysłu D y z i a ,  n a s u w a j ę c e g o  moż­

l i w o ś ć  u o g ó l n i e n i a  t e g o  s p o s o b u ,
-  błędu w rozumowaniu Tomka, spowodowanego czysto formalnym uogólnie­

niem pomysłu Dyzia dla zastosowania go w nowej s y t u a c j i ,
-  z a d e m o n s t r o w a n i a  p r z e z  A g n i e s z k ę  p ra wi dł owe go  z a s t o s o w a n i a  pomysłu 

D yz ia  w t e j  s y t u a c j i ,
-  odkrycia przez Dyzia możliwości j e s z c z e  j ed ne j  r a c j o n a l i z a c j i  w 

sposobie postępowania Agnieszki ,  znowu d a j ę c e j  s i ę  łatwo uogólnić i  prze­
dłużyć .

Oczywiście,  j e s t  to j edynie i m i t a c j a  pracy zespołowej ,  nie zaś rekon­
s t r u k c j a  pracy j a k i e g o ś  autentycznego zespołu uczniowskiego.  Autofzy s t a ­
r a l i  s i ę  jednak nadać t e j  i m i t a c j i  możliwie n a jb a rd z ie j  naturalny charak­
t e r ,  a j ednocześnie  uwzględnić w n ie j  różne charakterystyczne momenty dla 
prawdziwej aktywności badawczej .  Oto n iektóre  z nich:

-  ogólna metoda rodzi  s i ę  stopniowo w drodze upraszczania i  u lepsza­
nia postępowania odnoszęc.ego s i ę  do szczególnego przypadku,



-  próba uogólnienia  ujawnia u jednego z uczestników rozmowy przed- 
wczesnę 1■ powalerzchownę f o r m a l i z a c j ę  zaproponowanej przez innych metody 
postępowania,

-  sposób zaproponowany w wyniku błędnego rozumowania sam okazuje s i ę  
poprawny, a przy tym wyzwala następne odkr yc ie .

Sz cz eg óln ie  donioe łe znaczenie  dydaktyczne ma -  j a k  sędzimy -  przy­
ta c z a n ie  w ta k ic h  d ia logach  wypowiedzi będęcych wynikiem błędnego rozumo­
wania.

Błędy uczniów były w nauczaniu tradycyjnym traktowane jako karygodne 
lub co najmniej  kompromitu^ęce (ucznia  i  n a u c z y c i e l a ) .  Błęd popełniony 
przez ucznia na l e k c j i  n a le ża ł o  ja k  n a j s z y b c i e j  "z l ikwidować",  t j .  przy­
najmniej  poprawić,  a w naj lepszym przypadku wyjaśnić  “winowajcy",  na czym 
błęd p o l e g a ł .  Nauczycie l ,  J e ż e l i  zdarzyło  mu s i ę  popełnić  błęd w obecnoś­
c i  uczniów, stosował  na ogół różne wybiegi ,  by s i ę  do tego nie przyznać.  
Błęd w podręczniku był  nie do pomyślenia.  Wszystko to przyczyniało  s i ę  do 
fałszywego ukazywania uczniom o b l i c z a  matematyki traktowanej  j ako  aktyw­
ność poznawcza, w k t ó r e j  błędy stanowię natura lnę  konieczność .

Błęd w rozumowaniu J e s t  Jednę z c e n n ie j s z y ch  s y t u a c j i  dydaktycz­
nych.  Inf or mac je  zdobyte d z i ę k i  a n a l i z i e  błędu będę g ł ę b i e j  i  t r w a l e j  przy­
swojone n iż  drogę bezpośrednię .  Błęd j e s t  bowiem dla ucznia zdarzeniem 
nieoczekiwanym i  nlepokojęcym, stwarzajęcym sp e cy f ic z n ę  s y t u a c j ę  problemo- 
wę. Błęd j e s t  sam przez s i ę  i n t r y g u j ę c y ,  j eg o  a n a l i z a  nie wymaga więc żad­
nej  dodatkowej motywacj i .  Błęd j e a t  n ie je d n o k ro t n ie  -  Jak twierd zi  Z. 
K r y g o w s k a  / 1 9 7 7 ,  s . 7 4 /  -  o k o l l c z n o ś c i ę  " b ł og o s ł a w io n ę " . Doświad­
czony na uc z yc ie l  zamiast  czekać na t a k i  "błogosławiony"  b ł ęd ,  celowo go 
prowokuje.

Błędy cytowane w rozumowaniach prezentowanych w podręczniku 1 następ­
nie analizowane w t e k ś c i e  powinny więc w pierwezym rzędzie  z d ję ć  z błędu 
j eg o  p ię tno  w świadomości uczniów i  n a u c z y c i e l i .

Mimo że rozumowania prezentowane w podręczniku w j a k i e j k o l w i e k  f o r ­
mie nie z a s t ę p i ę  (w s e n s i e  dydaktycznym) rozumowań prowadzonych przez sa­
mych uczniów, to Jednak podręcznik powinien s p e ł n i a ć  ważnę ro lę  uzupełnia-  
J ę c ę .  D i a l o g i  w podręczniku mogę być bowiem tak konstruowane przez autora ,  
by w yst ępi ły  w nich s z c z e g ó l n ie  pożędane dydaktycznie b łędy,  k tóre  w nau­
czaniu n ie ko n ie cz ni e  by s i ę  u jaw ni ł y ,  nawet gdyby były obecne w myśli  n ie ­
których uczniów. Do t a k i c h  błędów należę na przykład:

-  błędne zastosowanie formalne j  reguły ,
-  powołanie s i ę  w rozumowaniu na szczególny  przypadek, rysunek i t p . ,
-  n ie os tro żn e  uog ólnienie  pojedynczych faktów,
-  przeoczenie  jednego z d o p eł n ia ję c y c h  s i ę  przypadków, 

i  wie le  innych.



2) Prócz udramatyzowanych zespołowych "odkryć" forma dialogowa nada­
j e  s i ę  bardzo dobrze d^a p r e z e n t a c j i  wzorcowych rozwiązań zadań.

Występujące w tradycy jnych  podręcznikach matematyki i  zb i ora ch  zadań: 
przykładowe rozwiązania od nos i ły  a l ę  głównie do zadań typowych, t j .  pod­
padających pod określony schemat i  da jących  a l ę  rozwiązywać również wedłu^g 
pewnego wspólnego dla n ich schematu.  Przykładowe rozwiązania miały tu na 
ce lu  pokazanie tego schematycznego sposobu rozwiązania,  a więc pokazanie,  
j a k  m o ż n a  rozwiązywać zadania tego typu.  Były one Jednak n a j c z ę ś c i e j  
przyjmowane przez uczniów jako  i n s t r u k c j e  postępowania,  k tór e  n a l e ż y  
stosować.  Taka i n t e r p r e t a c j a  była  z r e s z t ą  n a tu ra ln a ,  gdyż podręcznik nie 
dawał przykładów innego postępowania.  W r e a l i z a c j i  współcześnie  pojmowa­
nych celów nauczania matematyki zadania typowe s t r a c i ł y  swe z n ac z e n ie .  W 
k s z ta ł c e n i u  u uczniów o tw a rt e j  pośtawy wobec problemu, poszukiwania róż­
nych dróg Jego rozwiązania i  wyboru n a j l e p s z e j  w danej  s y t u a c j i ,  przyswo­
j e n i e  nawyku stosowania typowych metod do typowych zadań J e s t  wręcz prze­
szkodą.  Zmienić s i ę  powinien w t e j  s y t u a c j i  ch a r ak te r  rozwiązań przykła­
dowych, k tóre miał/by uczyć w pierwszym rzędzie  poszukiwania dróg rozwią­
zan ia ,  nie zaś  stosowania j ed n e j  wybranej  spośród n ic h .  Trudno o lepszą  
formę tak rozumianego przykładowego rozwiązania niż i m i t a c j a  zespołowej  
d ysk us j i  nad zadaniem, w k t ó r e j  po s e r i i  prób,  także błędnych,  w yłania ją
s i ę  różne sposoby p o d e j ś c i a ,  nas tępnie  krytykowane,  odrzucane lub przyjmo—

20wane, ulepszane i t d .  Oto przykład t a k i e j  "d y s k u s j i "
Oakle wymiary może mieć pros tokąt  o polu 3 razy większym od pola t e ­

go prost oką ta?

5  cm

j 8 cm
Tomek! Pole pr os tok ąta  na rysunku obliczam mnożąc 8 . 5 .

Pole będzie 3 razy większe ,  j e ż e l i  każdą z tych l i c z b  pomnożę przez 
3 .  Boki nowego prost oką ta  o b l i c z ę  tak :

3 . B cm ■  24 cm 
3 .  5 cm » 15 cm

Agnieszka:  Twój pros t oką t  będzie miał  pole
24 . 15 cm2 -  360 cm2

Oyzio

a ten ma 2 2
!8 . 5 c s ‘  ■  40 cm

360 nie j e s t  3 razy większe od 4 0 ,  a l e  aż 9 razy większe I 
Zamiast l i c z y ć ,  można t a k i  pros tokąt  od razu narysować:

^  Wszystkie przykłady w p a r a g r a f ie  7 . 4  pochodzą z podręcznika 
/T u r n a u 1978/.



5 tm

San Sun
P o l e  t e g o  p r o s t o k ą t a  o b l i c z ę  t a k :  

( 3  .  B )  . 5 -  24  . 5 -  1 2 0
A g n i e s z k a :  Można t e ż  nar ys ow ać  t a k :

5 cm

5an

Sun |
A t e r a z  p o l e  b ę d z i e  równe:  
8 . ( 3  . 5 )  -  8 .  15 .  120

Tomek:  Wiem, d l a c z e g o  ź l e  l i c z y ł e m :
mnożyłem p r z e z  3 k a ż d y b o k ,  
a n a l e ż y  pomnożyć t y l k o  j e d e n .

3 )  S e r i a  rysunków komentowanych w wy po wi ed zi ac h d z i e c i  s t a n o w i  l e p ­
s z ą  formę wpr owadz eni a  do gr y d y d a k t y c z n e j  n i ż  s ł o wn e  i n s t r u k c j a .

W nowoczesnym n a u c z a n i u  do b a r d z o  ważnych środków d y d a k t y c z n y c h  na­
l e ż ą  z a d a n i a  r ozwi ązywane  m a n i p u l a c y j n i e ,  o d n o s z ą c e  s i ę  do m a t e r i a ł u  kon­
k r e t n e g o ,  o r a z  g r y .  Słowne o p i s y  r e g u ł  g r y  c z y  m a n i p u l a c j i ,  zwykl e z ko­
n i e c z n o ś c i  r ozbudowane,  n i e  s t a n o w i ą  d l a  uc zni ów n i ż s z y c h  k l a s  w y s t a r c z a ­
j ą c e g o  i c h  w y j a ś n i e n i a .  N a j s k u t e c z n i e j s z a  j e e t  t u ,  j a k  u c z y  d o ś w i a d c z e n i e ,  
d e m o n s t r a c j a ,  k t ó r ą  w p o d r ę c z n i k u  z a s t ą p i ć  można s e r i ą  rysunków z o b j a ś n i e ­
n i a m i .  Z omówionych w y ż e j  względów n a j k o r z y s t n i e j s z ą  f ormą t y c h  o b j a ś n i e ń  
z d a j e  s i ę  być  k o m e nt a rz  d z i e c i  -  "wykonawców" o p i s y w an y ch  c z y n n o ś c i , bądź 

" p a r t n e r ó w "  o p i s y w a n e j  g r y .  Wł ożone pomiędzy o b j a ś n i e n i a ,  i c h  w ą t p l i w o ś ­
c i  i  p y t a n i a  d o t y c z ą c e  t r u d n i e j s z y c h  s z c z e g ó ł ó w  pozwol ą na p e ł n i e j s z e  i  
t r w a l s z e  z a p a m i ę t a n i e  r e g u ł .

Oto d l a  p r z y k ł a d u  wpr owadze ni e  do g r y ,  b ę d ą c e j  Jednym z e  ź r ó d e ł  ab­
s t r a k c j i  l i c z b y  d o d a t n i e j  i  u j e m n e j .

A g n i e s z k a  i  Tomek g r a j ą  w " p o s z u k i w a n i e  s k a r b u " ,  " S k a r b " , t o  b i a ł y  
p i o n e k j ^  na o s i .  A g n i e s z k a  u k r y ł a  swój  s k a r b .  Tomek go s zuk a  z pomocą 

" s z p e r a ć ! ^ " 9  . Tomek w y da j e  s z p e r a c z o w i  r o z k a z y .  A g n i e s z k a  przesuwa p i o ­
nek Q  i  mówi " z i m n i e j "  l u b  " c i e p l e j " .



>

pokazuje,  że szperacz przeaunęł s i ę  o 5 Jednostek w przód. 
Rysunek

*

pokazuje,  że ezperacz przesunęł  e i ę  ć  3 Jedn os tk i  wstecz.  
Obserwujmy grę.

Q ■ ■ ■ • O

n i



5 )'Goręcol  W y g r a ł e j l  y^Jygrałem w c z t e ­
rec h ruchach I

Tomkowi udało a l f  wygrać w c z t e r e c h  ruchach,  a To bi e  j a k  p ó j d z i e ?



4)  W wypowiedziach d z i e c i  można wprowadzać różne doraźne umowy i  o- 
znacz en ia .

Uczeń powinien Jak na jwcześnie j  przyzwyczajać s i ę  do występujących 
bardzo cz ę s to  w aktywności  matematycznej  na każdym poziomie czynności  o- 
znaczania ,  nazywania i  schematycznego przedstawiania  dla chwilowe] potrze­
by. Nie uczył tego podręcznik t r a d y cy jn y ,  w którym umowy t a k i e  były narzu­
cane.  I  t u t a j  autentyczna aktywność uczniów w k l a s i e  może być w podręczni­
ku naśladowana proponowaniem oznaczeń i  nazw przez występujące w nim dz ie— 
c i .  Podane w t e j  formie będą one uczniom b l i ż s z e  ( z o s t a ł y  wprowadzone j a k — 
by przez nich samych),  a przy tym będą zachętą do samodzielnego wprowadza— 
nia Innych oznaczeń i  nazw, gdy znowu okaże s i ę  to potrzebne.

A oto k i l k a  ta k ic h  " p r o p o z y c j i " .

A. Jako r a c j o n a l i z a c j ę  zespołowego l i c z e n i a  z iar nek  maku w makówce, 
Dyzio proponuje:

"Mam pomysł 1 Ułatwimy s o bi e  l i c z e n i e  taką tabe lk ą  i  zwykłymi pion>-

1000 100 10 1

Tomek szybko domyśla s i ę  sensu t e j  p ro p o zy c j i :
"3uż wierni Odl iczę d z i e s i ę ć  z ia re n ek  i  położę pionek w rzędzie d z ie ­
s i ą t e k .
Znowu o d l i c z ę  / . . . /
Pionki  będę pamiętać,  i l e  razy odl iczyłem po d z i e s i ę ć  z i a r e n e k ” .
B. Agnieszka z a p i s u j e  wyniki pracy d z i e c i  przygotowujących kwiaty 

z papieru dla d e k o r a c j i  pochodu. Norma, us talona  przez d z i e c i ,  wynosi 10 
sz tuk .

Oto l i s t a  Agnieszki  i  komentarze Adasia oraz Dyzla.

Uczeń Zr o b i ł
kwiatów

W porów­
naniu 
z normą

Adaś 13 3
Robert 6 4
Agnieszka 15 5
Małgosia 13 3
Bogdan 7 3



Czy Adaś  ma r a c j ę ?
H e  punktów d o s t a n i e  A g n i e s z k a ?  R o b e r t ?

f  Z a z n a c z a j  dodatkowym

1 j z n a c z k i e m ,  np.  -  ( m i nu s) t
( 1 1— 1 JL gdy l i c z b a  o z n a c z a n i e d o p e ł -
V ^  n i e n i e  normy.

5 )  D z i e c k o  może z a p y t a ć  o w s z y s t k o .

W n a u c z a n i u  masowym, a w i ę c  p r z y  ogromnym z r ó ż n i c o w a n i u  u c z ni ó w  pod 
względem s p r a w n o ś c i  i n t e l e k t u a l n e j  w r o z m a i t y c h  j e j  a s p e k t a c h ,  sprawę 

p i e r w s z o r z ę d n e j  w a g i  j e s t  n i e s k r ę p o w a n i e  w z a d a w a n i u  p r z e z  n i c h  w s z e l k i c h  

p y t a ó .  Nie  s p r z y j a j ę  t emu,  n i e s t e t y ,  s i l n a  w c i ę ż  t r a d y c j a  n a u c z a n i a  a u t o ­
r y t a t y w n e g o ,  po ws z ec hn e  p o s ł u g i w a n i e  s i ę  o c e n ę  s z k o l n ę  j a k o  głównym ś r o d ­
kiem m o t y w a c j i ,  w r e s z c i e  b a r d z o  o b s z e r n e  p r o g r a m y ,  s t w a r z a j ę c e  na l e k c j a c h  

s t a ł ę  a t m o s f e r ę  p o ś p i e c h u .  U c z e ń ,  k t ó r y  n i e  waha s i ę  p o d n i e ś ć  r ę k i ,  gdy 

umie ( l u b  s ę d z i , ż e  u m i e )  o d p o w i e d z i e ć  na p o s t a w i o n e  p y t a n i e ,  n i e  pr zy z na  

s i ę  do t e g o ,  że  c z e g o ś  n i e  s ł y s z a ł ,  n i e  z r o z u m i a ł ,  n i e  w i e ,  w ę t p i  i t p .

A wiadomo,  że  w m a t e m a t y c e  u t r a t a  j e d n e g o  s z c z e g ó ł u  może b yć  powodem zu­

p e ł n e g o  n i e z r o z u m i e n i a  c a ł o ś c i .

O c z y w i ś c i e . s w o b o d n y c h  p y t a ń  u c zn i ó w i  w y c z e r p u j ę c y c h  o d p o w i e d z i  na 

n i e  n i e  z a s t ę p i  ż a d e n  p o d r ę c z n i k ,  n i e z a l e ż n i e  od f ormy p o d a n i a  t e k s t u .  

J e d n a k ż e  p o s ł u g i w a n i e  s i ę  o d p o w i e d z i a m i  wk ła da ny mi  w u s t a  d z i e c i  s t w a r z a  

m o ż l i w o ś ć  f o r m u ł o w a n i a  w s z e l k i c h  p y t a ń ,  t a k ż e  t y c h  z po zo ru  nai wnych c zy  

n i e m ę d r y c h ,  k t ó r y c h  w t r ę c a n i e  w t e k s t  o d a u t o r s k i  c z y n i ł o b y  w r a ż e n i e  n i e ­

po waż ne ,  z e  s z k o d ę  d l a  f u n k c j i  i n f o r m a c y j n e j  p o d r ę c z n i k a .  D a j ę c e  s i ę  p r z e ­

w i d z i e ć  w ę t p l i w o ś c i  i  t r u d n o ś c i  z r o z u m i e n i a  w s y t u a c j a c h  na p o z ó r  o c z y w i s ­
t y c h  p o d r ę c z n i k  może w i ę c  u p r z e d z i ć  p r z e z  p o s t a w i e n i e  -  za  p o ś r e d n i c t w e m  

f i k c y j n e g o  u c z n i a  -  o d p o w i e d n i e g o  p y t a n i a ,  by j e  n a s t ę p n i e  za pomocę od­

p o w i e d n i c h  środków w y j a ś n i ć .  Nie  u l e g a  w ę t p l i w o ś c i ,  że  w y j a ś n i e n i a  na py­

t a n i e ,  k t ó r e  " z o s t a ł o  mu z u s t  w y j ę t e "  u c z e ń  p r z e c z y t a  z wi ększym z a i n t e ­
r es owa ni em n i ż  i n f o r m a c j ę  n i e  umotywowanę w t a k i  s p o s ó b .

Duże z n a c z e n i e  może mi e ć  r ó w n i e ż  wzorcowy n i e j a k o  c h a r a k t e r  t y c h  py­

t a ń :  mogę one s t a n o w i ć  z a c h ę t ę  d l a  u c z n i ó w  do odważnego s t a w i a n i a  py tań  
z a w s z e ,  gdy c o ś  wyda im s i ę  n i e j a s n e .

A o t o  k i l k a  p r z y k ł a d ó w  t a k i c h  " n a i w n y c h "  p y t a ń .

A. Mamy o d c z y t a ć  l i c z b ę ,  k t ó r a  ma 7 t y s i ę c y  13 s e t e k  i  81  d z i e s i ę t e k .
Z a p i s u j e m y  j ę  w t a b e l c e :

1 0 0 0 10 0 10 1

7 13 01 0



1 0 0 0 1 0 0 10 1

7 1 3 BI 0
9 1 1 0

A g n i e s z k a :  A s ką d  t e  c y f r y ?

B.  D l a  o b l i c z e n i a  i l o c z y n u  32  .  1 , 4 5  wykonano n a s t ę p u j ą c e  o p e r a c j e :
1 .  1 , 4 5  , 1 0 0  = 1 4 5
2 .  3 2  . 1 4 5  = 4 6 4 0

P o z o s t a j e  wykonać o p e r a c j ę

3 .  4 6 4 0  : 1 0 0

Tomek:  W y s t a r c z y  p r z e c i n e k  p r z e s u n ą ć  o 2  m i e j s c a  w l eWo.  A l e  g d z j i e  
j e s t  p r z e c i n e k ?

6 )  W w y p o w i e d z i a c h  ( l u b  z w e r b a l i z o w a n y c h  m y ś l a c h )  d z i e c k a  n a t u r a l n e  

s ą  p r z y p o m n i e n i a  w i a d o m o ś c i  a k t u a l n i e  p o t r z e b n y c h .
W p o d r ę c z n i k u  t r a d y c y j n y m  b a r d z o  r z a d k o  w y s t ę p o w a ł y  p o w t ó r z e n i a  umówi, 

r e g u ł ,  z a s a d  i t p . ,  c z ę s t o  n i e z b ę d n e  d l a  p e ł n e g o  r o z u m i e n i a  t e k s t u .  W c e l u j  

o d t w o r z e n i a  i c h  u c z e ń  m u s i a ł  ( n a j c z ę ś c i e j  na w y r aź ne  p o l e c e n i e  n a u c z y c i e l a )  
o d s z u k a ć  t e  w i a d o m o ś c i  w innym m i e j s c u  k s i ą ż k i .  R e p e t y c j e  b y ł y b y  w pod­

r ę c z n i k u  o s t r u k t u r z e  k s i ą ż k i  n a u k o w e j ,  n i e  n a ś l a d u j ą c e j  j e d n a k ż e  p r o c e s u j  

d y d a k t y c z n e g o ,  czymś obcym i  s z t u c z n y m .  W p o d r ę c z n i k u ,  k t ó r y  ma być  p r z e ­

wodni ki em u c z n i a  w j e g o  p r a c y ,  r e p e t y c j e  r z e c z y  w y j ąt ko wo  ważnych l u b  a k ­

t u a l n i e  p o t r z e b n y c h  będą w p e ł n i  z go d ne  z j e g o  s t r u k t u r ę  i  f u n k c j a m i .  S z c z e ­

g ó l n i e  n a t u r a l n y  c h a r a k t e r  będą m i a ł y  p o w t ó r z e n i a  w f o r m i e  p r z y p o m i n a n i a  

s o b i e  o d p o w i e d n i c h  w i a d o m o ś c i  o g ó l n y c h  l u b  p r z y k ł a d ó w  p r z e z  u c z n i a - o b s e r — 

w a t o r a .

Oto k i l k a  p r z y k ł a d ó w .

A.  D y z i o :  S e dn a  ósma k w a dr at u  może m i e ć  r ó ż n e  k s z t a ł t y .
A g n i e s z k a :  A l e  z aws ze  musi  b y ć  j e d n ą  z  ośmi u r ó w n y c h  c z ę ś c i . .

B .  S ak  z n a l e ź l i ś m y  1 , 2  , 4
10 10  10

Tomek:  N a j p i e r w  p o d z i e l i l i ś m y .  30  p r z e z  1 0  . . .
A g n i e s z k a :  . . .  a potem wynik p omn o ży l i śmy  p r z e z  1 ,  p r z e z  2 i  prze ;z
4 .
D y z i o :  W k l a s i e  I I I  z a p i s y w a l i ś m y  t o  t a k :



W y m i e n i l i ś m y  t e  f u n k c j e  d i a l o g o w e j  formy t e k s t u ,  k t ó r e  a k t u a l n i e  

w y da j ę  nam s i ę  n a j i s t o t n i e j s z e  i  k t ó r e  z o s t a ł y  ś wi ad o mi e  w y k o r z y s t a n e  w 
e k s p e r y m e n t a l n y m  p o d r ę c z n i k u  / T  u r  n a u 1 9 7 8 / .  N a l e ż y  J e d n a k  s ę d z l ć ,  

ż e  d a l s z y  r oz wó j  t e j  f ormy e k s p r e s j i  u j a w n i  j e s z c z e  d a l s z e ,  b yć  może waż­

n i e j s z e  j e j  z a s t o s o w a n i a .

7 i .  Podsumowanie !

W wyniku p r z e p r o w a d z o n e j  a n a l i z y  p o d r ę c z n i k ó w  w y r ó ż n i ć  można dwa z a ­

s a d n i c z e  t y p y :
1 )  p o d r ę c z n i k  t r a d y c y j n y ,  z b l i ż o n y  c h a r a k t e r e m  i  budowę do a k a d e m i c ­

k i e g o  ( o c z y w i ś c i e  z o dpowiedni m d o s t o s o w a n i e m  p o z i o m u ) ,  w którym dominu­

j e  p r z e k a z  g o t o w e j  w i e d z y  i  ć w i c z e n i a  d l a  J e j  u t r w a l e n i a ,
2 )  t e k s t  s t e r u j ę c y  p r a c ę  u c z n i a ,  n a s t a w i o n y  na a k t y w i z a c j ę  c z y t e l n i ­

ka z a  pomocę pro po no wanyc h mu z a d a ć  i  p ro bl emó w,  g d z i e  p r z e k a z  z o s t a ł  
z re duk owa ny do n i e z b ę d n e g o  minimum.

Nasuwa s i ę  w n i o s e k ,  że  t e n  d r u g i  t y p  p o d r ę c z n i k a  p o w i n i e n  w p r z y s z ­
ł o ś c i  w y p r z e ć  p o d r ę c z n i k  t r a d y c y j n y  z  k l a s  m ł o d s z y c h ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  z 

p i e r w s z e j  k l a s y  p o n a d p o c z ę t k o w e j .

Nowe p o d r ę c z n i k i  m a t e m a t y k i  o p e r u j ę  wi e l o m a  n i e  s t os o w a n y m i  d a w n i e j  

t e c h n i k a m i  d r u k u ,  b o g a t s z ę  s z a t ę  g r a f i c z n ę ,  i t p .  I n n y  j e s t  t e ż  i c h  J ę z y k :  

b l i ż s z y  p o t o c z n e g o ,  m n i e j  f o r m a l n y ,  a za  t o  b a r d z i e j  komuniketywny.Odchodzi  
s i ę  j u ż  od n i e d a w n e j  mody na s z e r o k i e  wpr owa dz an i e  s y m b o l i k i  m a t e m a t y c z ­

n e j  od p i e r w s z y p h  l a t  n a u c z a n i a .  S t o s o w a n i e  r ó ż n y c h  środków w p o d r ę c z n i ­

ka ch  n i e  w y s z ł o  j e d n a k  J e s z c z e  z e  s t a d i u m  p r ó b ,  a r o z m a i t e ,  n i e  zawsze  

n a j l e p s z e  p o m y s ł y ,  re kl amowane  p r z e z  wy da wn i ct wa ,  wchodzę do p r a k t y k i  na­
u c z a n i a ,  n i e r a z  z e  s z k o d ę  d l a  wyników.

Jednym z nowych środków j e s t  z a pr opo no wa na  p r z e z  nas  d i a l o g o w a  forma 
t e k s t u .  J e d n a k  d o p i e r o  b a d a n i a  e k s p e r y m e n t a l n e  p o k a ż ę ,  c z y  p o s i a d a  ona 
o c z e k i w a n e  z a l e t y .

8. ZAKOŃCZENIE

Dokonana a n a l i z a  w yb ra nyc h p o d r ę c z n i k ó w  w n i e k t ó r y c h  i c h  a s p e k t a c h ,  

k t ó r a  d o p r o w a d z i ł a  do w y o d r ę b n i e n i ś  i  o p i s u  i c h  wad i  z a l e t  ze  względu 

na p r z y j ę t ę  z a  n a c z e l n ę  f u n k c j ę  m a t e m a t y c z n e j  a k t y w i z a c j i  c z y t e l n i k a ,  po­
z w a l a  na s f o r m u ł o w a n i e  n i e k t ó r y c h  z a s a d  k o n s t r u k c j i  p od rę cz ni ka  a k t y w i z u -  

j ę c e g o  d l a  p i e r w s z e j  k l a s y  p o n a d p o c z ę t k o w e j .  C z ę ś c i o w o  dokonano t e g o  w 
f o r m i e  b e z p o ś r e d n i c h  wn i os k ów,  w ramach p o s z c z e g ó l n y c h  r o z d z i a ł ó w .  Wnio­

s k i  t e  z o s t a n ę  z e b r a n e  i  u z u p e ł n i o n e .

8 . 1 .  O kr e s  o k o ł o  d w u d z i e s t u  l a t  w d r a ż a n i a  nowych k o n c e p c j i  n a u c z a n i a  
m a t e m a t y k i  na w s z y s t k i c h  p o zi o m ac h  p o z w o l i ł  na j a s n e  u ś w i a d o m i e n i e  n i e  do-



cenlanego dawniej fa k t u ,  że łatwo j e e t  zmienić t r e ś ć  nauczania,  l e c z  n iez­
miernie trudno zmienić nauczanie jako  t a k i e .  Zbyt powszechnie nauczanie,  
zwłaszcza na niższym s z c z eb lu ,  J e s t  identyfikowane z w y u c z a n i e  m_ 
Zbyt wie le  (poza t r a d y c j ę )  J e s t  czynników s p r z y j a ję c y c h  takiemu rozumieniu 
nauczania (m. in .  w s t ru k tu rz e  1 baz ie  m a t e r i a ln e j  eystemu o św ia t y ) ,  by mo­
żna było dokonać tu sz y b k i e j  1 na ezerokę sk a lę  reformy,  s tos u j ęc  jady nie ,  
możliwe z r e e z t ę  w ograniczonym ty lko  z a k r e s i e ,  d o ks zt a ł c an ie  n a u c z y c ie l i  
1 zachęcanie i c h  do radykalnej  zmiany stosowanego dotęd przez nich ( i  wo­
bec n i c h l )  postępowania dydaktycznego.  Konieczne j e s t  zastosowanie środka,  
który nie ty lko u ł a tw ia łb y  n a u c z an le -a k ty w iz ac ję , a l e  też  u n i e m o ż ­
l i w i a ł  nauczanie-wyuczanie.  Wydaje s i ę ,  że wobec powszechnego, s i l n e ­
go wzorowania s i ę  n a u c z y c i e l i  w organizowaniu nauczania na podręczniku ucz-.- 
niowskim, możliwe j e s t  częściowe przynajmniej  s p e ł n i e n i e  tego po stula tu  
przez odpowiednię kons tr ukc ję  podręcznika.

Najprostszym sposobem t a k i e j  blokady wyuczania będzie wyeliminowanie 
z podręcznika lub znaczne zredukowanie mater ia łu  nadajęcego s i ę  do wyucza­
n ia .  M at e r i a ł  t a k i  łatwo wskazać:  zwięz łe  sformułowania reguł  ( d e f i n i c j i ,  
twierdzeń,  algorytmów),  wzory wyrażone językiem symbolicznym, sekwencje 
zadań rozwięzywanych standardowo ( postępowaniem dajęcym s i ę  u ję ć  w a lgo­
rytm lub prawie a lg ory tm) ,  s tereotypowe rysunki .  Nie znaczy t o ,  że zwięz­
łe  sformułowania d e f i n i c j i  i  twierdzeń,  symboliczne za pi sy ,  metody a l g o r y t ­
miczne i t d .  maję być wyeliminowane z nauczania:  byłoby t o ' pozbawianiem u- 
cznia ważnych i  wygodnych dla przyswojenia ,  przetazu i  stosowania form 
wiedzy matematycznej .  Chodzi j ed yn ie  o podanie ich w t a k i  sposób i  w takimi 
m ie j s cu ,  aby nie nadawały s i ę  do wyuczania,  albo i ch  wyuczanie nie mogło 
już  zaszkodzić  a k t y w i z a c j i  matematycznej  ucznia.  Można w tym ce lu  stosować;  
równocześnie różne z a b i e g i  odnoszęce s i ę  do s t ruktury  podręcznika,  j ego 
teks t u  i  środków g ra f ic zn y ch .

1 )  Reguły ( d e f i n i c j e ,  twierdzenia ,  algorytmy) powinny być sformuło­
wane możlwle późno (ze względu na moment nieformalnego wprowadzenia po jęć , ,  
do których s i ę  odnoszę) ,  a w każdym raz i e  po długie j  sekwenc j i  zadań, roz­
wiązywanych po jęc iowo,  a więc bez i ch  pomocy. Na przykład algorytmiczne 
reguły dzia ł ań  na ułamkach powinny być wprowadzone dopiero po d ł u g i e j  sek­
wenc j i  zadań wymagających wykonywania tych d z ia ła ć ,  rozwięzywanych przez 
uczniów przy wykorzystaniu ty lko  p o j ę c i a  ułamka.

2)  Reguły powinny być formułowane w t a k i  sposób, aby na plan pierw­
szy wydobyć i ch  t r e ś ć  (a więc przede wszystkim oparte na regule p o s t ę ­

p o w a n i e ) ,  nie zaś  op isu jący  j e  t e k s t .  Możra to uzyskać s t o s u j ą c  
m . i n . :

-  przykład paradygmatyczny zamiast  ogólnego sformułowania,
-  włożenie reguły (z ewentualnym rozbiciem j e j  na c z ę ś c i ) " w  usta"



f ik c y jn y c h  p o s t a c i  k s i ą ż k i ,  wypowiadających j ą  w t r a k c i e  j e j  odkrywania,  
a więc w zwięzku z konkretnym przykładem,

-  posługiwanie s i ę  w sformułowaniu reguł Językiem możliwie przystęp­
nym, b l i sk im potocznemu (co nie p o z o st a j e  w sp rze czn o śc i  z poprawnością 
i  ś c i s ł o ś c i ą  sformułowania) .

3 )  Reguła nie powinna występować sama Jako wyodrębniona g r a f i c z n i e  
sy n te z a .  Regułom powinny zawsze towarzyszyć przykłady ich  s tosowania,  t r a k ­
towane Jako konieczne i c h  uz upe łnienie .

4 )  Wzory symboliczne (prawa d z i a ł a ć ,  wzory geometryczne i t p . )  powinny 
być wprowadzane po sekwenc j i  zadać pozwalających na operatywne zrozumienie 
zawartych w tych wzorach re guł .

5)  Zadania nie powinny być układane w sekwencje zadać rozwiązywanych 
przy zastosowaniu t e j  samej reguły (wzoru, algorytmu i t p . ) .  Przec iwnie ,  
należy możliwie cz ę s to  umieszczać obok s i e b i e  zadania z pozoru podobne 
le c z  wymagające zastosowania zupełnie  różnych sposobów postępowania.

6 )  Przykładowe rozwiązania zadać powinny wydobywać na plan pierwszy
nie określony sposób rozwiązania,  a le  postępowanie heurystycznej  w sz cz eg ó l ­
ności  powinny ujawniać char akt ery s ty czn e  i  łatwe do popełnienia  błędy oraz 
możliwe po d e j ś c ia  i  drogi  rozwiązania.  ^

8 . 2 .  E l i m i n a c ja  formalnych,  zewnętrznych cech podręcznika świadczą­
cych o j ego  matematycznym ch ar a kt er z e  bez dalszych  g łębokich  zmian w jego 
s t r u k t u r z e  prowadziłaby do z a s t ą p i e n i a  nauczania matematyki nauczaniem 
rozwiązywania różnorodnych zadać praktycznych.Tymczasem właściwym celem 
tego zabiegu j e s t  za s t ąp ie n ie  wyuczania gotowej matematyki rozwijaniem 
matematycznej  aktywności.

Podręcznik ma być przewodnikiem ucznia,pomagającym mu w różnych sytua­
c j a c h ,  w j a k i c h  z o s t a n i e  postawiony,  t r a f i ć  na śc ie ż k ę  wiodącą ku matema­
t y c e .  A b s t r a k c j e  i  uogólnienia  będące podstawą dla przyszłych po jęć  i  twier- 
dzeć matematycznych muszą być zawsze głównym celem aktywności  ucznia s t y ­
mulowanej przez podręcznik,  któremu s łużą  wsze l k i e  zastosowane środki .  
S y tu a c j e  konkretne i  zadania o t r e ś c i  praktyczne j  powinny więc być zawsze 
punktem w y jś c ia  i  pretekstem do ta k ic h  a b s t r a k c j i  i  uogólniać  (dokonywanych 
n ie ko n ie cz ni e  ex p l i c i t e ,  a l e  także w niezwerbal izowanej  myśli  ucznia)  zo­
rientowanych na określone p o j ę c i a  i  twierdzenia matematyczne.

środki  użyte dla wprowadzenia p o j ę c i a  mogę być propedeutyczną, prema- 
tematyczną wers ję  wysranej d e f i n i c j i  tego p o j ę c i a .  F or ma l i zac ja  tak wprowa­
dzonego p o j ę c i a  na wyższym szczeblu  nauczania polega wówczas na powtórze­
niu j ego  opisu w konwencjonalnym języku matematyki.  Sposób wprowadzenia po­
j ę c i a  n ie kon ie cz nie  musi jednak być skierowany na określoną  t e o r i ę  matema­
tyczną .  Nauczanie genetyczne,  tak j a k  rozumie j e  wielu współczesnych dydak- 
tyków matematyki , dopuszcza wprowadzenie po jęć  naiwnych, tworzonych na

21 Zob. np. /W i  t t  m a n 1 97 4 / .



drodze n at u ra ln e j  a b s t r a k c j i ,  a więc podobnie jak  p o j ę c i a  te  były tworzo­
ne po raz pierwszy w h i ę t o r i i ,  mimo że i ch  aktualna geneza może s i ę  od h is ­
torycznej  znacznie nawet r ó ż n i ć .  O poprawności tak wprowadzonego p o ję c ia  
decyduje więc nie zgodność Jego propedeutycznęj  d e f i n i c j i  z j akimś sys­
temem formalnym, a l e  zgodność Jego zakresu z tym, j a k i  posiada odpowied­
nie p o j ę c i e  w matematyce.  Konieczna J e s t  przy tym duża os t rożność  i  rozwa­
ga,  gdyż niewłaściwie wprowadzone i  utrwalone p o j ę c i e  naiwne może stanowić 
znacznę przeszkodę na e t a p i e  f o r m a l i z a c j i  i  sy s t e m a t y z a c j i  wiedzy matema­
tyczne j  ucznia .

Twierdzenia,  a więc ogólne własno śc i  p o j ę ć ,  i c h  r e l a c j e . z w i ę z k i  między/ 
operac jami ,  powinny być przez c z y t e l n i k a  odkrywane w toku Jego własnej  
aktywności ,  lub współodkrywane w toku le k t u r y ,  nie zaś  poznawane jako  go­
towe elementy wiedzy.  Źródło,  z którego wypływa przekonanie o ogólne j  
prawdziwości twier dz en ia ,  nie muai mieć na tym poziomie charakteru  z b l i ­
żonego do matematycznego dowodu. Daleko ważnie j sze  j e s t ,  by przekonanie 
to było g łębokie i  pe łne .  Wystarczy,  aby c z y t e l n i k  d o s tr z e g ł  na dobrze do­
branym przykładzie  paradygmatycznym, że " tak  musi być zawsze" .  Dednak n a j ­
mniej pożądane j e s t  przekonanie wywodzęce s i ę  z in d u k c j i e n u n e r a c y j n e j , 
( n i e z u p e ł n e j ) a w każdym ra z i e  podręcznik nie powinien do sta rc z ać  tego ro­
dzaju s u g e s t i i .

8 . 3 .  Wobec dylematu:  podręcznik t radycy jny  czy podręcznik o ch a ra kt e—' 
rze teks t u  s t e r u j ę c e g o ,  opowiadam s i ę  Jednoznacznie za tym drugim rozwią- 
zaniem. Przemawiają za tym zarówno ogólne tendenc je  w nauczaniu matematyki, 
j ak  i  sy tu a c j a  panująca we współczesne j  szkole  w P o l s c e .

D e ż e l i  n a u c z a n i e  ma b yć  o r g a n i z o w a n i e m  u c z e n i a  s i ę ,  z a ś  u c z e n i e  s i ę  

-  a k t y w n o ś c i ą  typu m a t e m a t y c z n e g o ,  t o  p o d r ę c z n i k  p o w i n i e n  d o s t a r c z a ć  m a t e ­

r i a ł u  d l a  t e j  a k t y w n o ś c i ,  n i e  z a ś  gotową w i e d z ę  do o p an ow an i a  i  s t o s o w a n i a *  
Wynika s t ą d ,  że  w p o d r ę c z n i k u  dominować powinny z a d a n i a  i  s y t u a c j e  p r o b l e ­

mowe, a n i e  i n f o r m a c j e  i  i n s t r u k c j e .  Oednak t a k  p o j ę t e  no wo c ze sn e  n a u c z a ­

n i e  może być  r e a l i z o w a n e  z pomocą p o d r ę c z n i k a  -  z b i o r u  zad ań i  problemów 

j e d y n i e  p r z y  s p e ł n i e n i u  dwóch warunków:  l ° K i e r o w a n i a  nim p r z e z  n a u c z y c i e l a  
świadomego c e l ó w  i  d y s p o n u j ą c e g o  p o t r z e b n y m i  u m i e j ę t n o ś c i a m i  p e d a g o g i c z n y ­

mi ,  2 °  warunków o r g a n i z a c y j n y c h  s z k o ł y ,  u m o ż l i w i a j ą c y c h  s t e r o w a n i e  p r a c ą  

z e s p o ł u  uc zni ów z u w z g l ę d n i e n i e m  r ó ż n i c  i n d y w i d u a l n y c h  mi ęd zy n i m i .  W a r u n k i  
t e  na o g ó ł  n i e  s ą  o b e c n i e  s p e ł n i o n e .  D l a t e g o  p o d r ę c z n i k  p o w i n i e n  p r ó c z  do­

s t a r c z e n i a  m a t e r i a ł u  d l a  a k t y w n o ś c i  s t a n o w i ć  t a k ż e  d l a  u c z n i a  p r z e w o d n i k ,  
p o k a z u j ą c y  mu w tym m a t e r i a l e  w i o d ą c e  do c e l u  ś c i e ż k i ,  i  p o r a d n i k  p r z e s t r z e ­

g a j ą c y  p r z e d  p u ł a p k a m i ,  p o m a g a j ą c y  p oko na ć  t r u d n o ś c i ,  r o z w i a ć  w ą t p l i w o ś c i ,  

w y j a ś n i ć  r z e c ź y  n i e z r o z u m i a ł e ,  i t p .  Wówczas n a u c z y c i e l  b ę d z i e  mó gł ,  n i e z a ­

l e ż n i e  ud swych k o m p e t e n c j i  i  warunków n a u c z a n i a ,  z o r g a n i z o w a ć  e f e k t y w n ą  

s a m o d z i e l n ą  p r a c ę  u c z n i ó w , z a w i e r z a j ą c  s t e r o w a n i e  n i ą  p o d r ę c z n i k o w i - p r z e w o d -



nikowi.  Wówczas nauczanie wzorowane dosłownie na podręcznikowym u ję c i u  
może być nauczaniem nowoczesnym, aktywizujęcym. Tego typu podręcznik mo­
że więc sk ut ec zn ie  przyczynić  s i ę  do zmiany s t y l u  nauczania matematyki,  
t e j  n a j t r u d n i e j s z e j  z reform dydaktycznych.

8 . 4 .  Oęzyk podręcznika powinien być makeymalnie komunikatywny, j ak  
n a j b l i ż s z y  codziennego Języka dzie cka .  P o e tu la f  ten nie może być z r e a l i z o ­
wany bez pogodzenia s i ę  z pewnę formalnę niepoprawnotś c i ę  tego języ ka .  Tra­
dycyjne stanowisko, że podręcznik powinien być d la  c z y t e l n i k a - u c z n l a  wzor­
cem poprawnego konwencjonalnego języka  matematyki,  w św ie t l e  w i e l o l e t n i c h  
o bs er w a c j i  i  wyników przeprowadzonych badań w różnych k r a j a c h ,  J e s t  w pod­
ręczniku dia omawianego poziomu nie do p r z y j ę c i a .  Oęzyk t a k i  zawiera bo­
wiem w ie le  nieznanych językowi potocznemu środków wyrazu (przede wszystkim 
zmienne) i  zwrotów, co powoduje, że j e s t  niekomunikatywny dla  znacznej  
c z ę ś c i  uczniów. Zamiast pomocę w przyswajaniu abs tr akc y jn yc h  po jęć  i  ich 
własno śc i  s t a j e  s i ę  on przeszkodę,  b l o k u j ę c  cz ę s t o  prawdziwe kształtowania 
s i ę  p o j ę c i a ,  zastępowane wyuczeniem s i ę  standardowego t e k s t u .  Taki sposób 
korz yst ani a  z tego wzorca n ie wie le  wpływa na spontaniczny język  ucznia w 
k on te kś c i e  matematycznym.

Formę t e k s t u ,  k tóra  znacznie  ułatwia r e a l i z a c j ę  powyższego po stula t u ,  
majęcę przy tym szereg innych z a l e t ,  j e s t  forma dialogowa.  Wypowiadanie 
s i ę  w konwencj i  d ia l ogu,  k tórego osobami sę d z i e c i  -  rówieśnicy c z y t e l n i ­
ków, uwalnia autora od poważnego o g r a n i c z a n i a .  Jakim sę formalne rygory 
t e k s t u .  Umożliwia mu użyc ie  skrótów i  obrazowych wyrażeń potocznych zamiast 
" naukowych” . Uwalnia też  od innego rygoru -  jednoznacznego przekazu r z e t e l ­
nej  wiedzy,  wyłęcza jęcego  ze środków dydaktycznych użytych w podręczniku 
kapi t a ln ych  i  n ie za s tę pio ny ch s y t u a c j i .  Jakimi  sę ch a r akt ery s ty czn e  będź 
cz ę s t o  powtarza jęce s i ę  u uczniów błędy.  Forma dialogu umożliwia"włożenie 
w u sta"  osób dia logu także błędów, k tórych wykrycie poleca s i ę  c z y t e l n i k o ­
wi.  Błędna h ipoteza  może etanowić n iekiedy nauturalnę 1 przekonujęcę moty­
wację dla stawianych n astępnie  problemów te o re ty cz n yc h ,  dla których trudno 
o motywację innego typu. Motywacja taka j e s t  jednak w p e łn i  skuteczna t y l ­
ko wówczas, gdy odkrycie  b ł ęd n o śc i  h ipotezy  stanowi dla c z y t e ln i k a  zasko­
c z e n ie .  O s i ę g n i ę c i e  tego w t e k ś c i e  konwencjonalnym j e s t  trudne,  w dia logo­
wym -  a t 0 6 unkowo ła twe.

Oe ż e l i  nauczanie ma z obowięzku wyuczania pod przymusem s t a ć  s i ę  popu­
l a r y z a c j ę  aktywności  i n t e l e k t u a l n e j ,  konieczne j e s t  wykorzystanie w nim 
wszelk ich wypróbowanych środków p o p u l a r y z a c j i ,  wśród nich także le kki ch  i 
a t ra kc y jny ch  form teketu  naukowego.

Lektura konwencjonalnego te k s t u  matematycznego może być traktowana 
jako  s p e cy f i cz n a  forma aktywności  matematycznej .  Best  aktywnośc lę ,  k tó r e j ,  
Jako typowej d la  matematyki,  nie nabywa s i ę  wraz z um ie ję tn o śc ię  czytania ,



kt ór e j  opanowanie wymaga nastawionego na nię procesu dydaktycznego.  Umie­
j ę t n o ś ć  czy tan ia  te k s t u  matematycznego powinno s i ę  k s z t a ł c i ć  stopniowo, 
poczynajęc od wprowadzenia i s to tn y c h  i  nowych dla ucznia elementów języka 
matematyki w sposób równie s ta ra n n y,  j a k  wprowadzać należy p o j ę c i a  matema­
tyczne,  uczęc i n t e r p r e t a c j i  tak iego  teks t u  z wykorzystaniem różnych środ­
ków dydaktycznych,  także typowych błędów, s tosu jąc  właśclwę dla  wieku ucz­
niów motywację.  W p ro c es i e  tym ważne za danie  ma do s p e ł n i e n i a  podręcznik 
uczniowski, zarówno jako  źródło tekstów,  ja k  te ż  dla planowego jego  zorga­
nizowania.  Oeże l i  nawet nauka l e k t u r y  matematycznej  ma s i ę  rozpoczęć już  
w pierwszej  k l a s i e  ponadpoczętkowej (wybór tego momentu wymaga badań),  to 
w każdym ra z i e  Język podręcznika matematyki dla t e j  k lasy  nie może z a k ł a ­
dać posiadania przez c z y t e l n i k a  t e j  u m ie j ę tn o ś c i .

8 . 5 .  S t ruktura  podręcznika powinna odpowiadać spiralnemu tokowi nau­
czan ia .  Mówięc n a j o g ó l n i e j ,  s p i r a l n y  tok nauczania oznacza wprowadzanie 
wiedzy zawsze na takim poziomie o gó ln oś c i  1 f o r m a l i z a c j i ,  przy pomocy t a ­
kich środków upoględowlenla i  motywacj i ,  by możliwe było J e j  operatywne 
i  g łębokie  przyswojenie .  Na odpowiednio wyższym szc zeblu  nauczania,  a więc 
w nauczaniu uczniów b a r d z i e j  zaawansowanych w rozwoju psychicznym, po s i a ­
dających sz er szą  wiedzę i  większe doświadczenie i n t e l e k t u a l n e ,  te same po­
j ę c i a  i  fakty  z j a w i a j ą  s i ę  ponownie i  opracowywane są znowu na adekwatnym, 
a więc wyższym, poziomie o gó ln oś c i  i  f o r m a l i z a c j i ,  przy użyciu innych śród 
ków. Nawroty t a k i e  mogę powtarzać s i ę  w o k r e s i e  k s z t a ł c e n i a  par o k ro tn ie .
Za spiralnym tokiem nauczania ,  a przeciwko tokowi liniowemu, gdzie nie 
wraca s i ę  nigdy do raz'  opracowanych zagadnień,  wypowiada s i ę  obecnie bar­
dzo wielu pedagogów i  dydaktyków matematyki.

Okrosy nawrotów " s p i r a l i "  bywaję różne dla różnych grup p o j ę ć ,  na 
ogół jednak p rz ek rac za ją  j eden rok.  Dlatego  podręcznik dla j e d n e j  k lasy 
nie może real izować spi ra ln e go  toku nauczania w s e n s i e  dosłownym. (Mogła­
by to czynić natomiast  s e r i a  podręczników dla k i lk u  k l a s ) .  Konieczne j e d ­
nak i  możliwe j e s t  uwzględnienie go w podręczniku.  Znaczy to między inny­
mi, że spe łn ione  powinny być dwie zasady:

1)  P o j ę c i a  1 twierdzenia  wprowadzone uprzednio już  w k l a s i e  n iż s z e j  
nie mogę być ty lko  przypomniane, a l e  powinny być opracowane na wyższym 
poziomie' ogó lnośc i  1 f o r m a l i z a c j i ,  z zastosowaniem do nowego kręgu zagad­
nień.

2)  P o j ę c i a  i  twierdzenia  nowo wprowadzane nie powinny być opracowywa­
ne "do końca" ,  a więc w ostatecznym uznanym za matematycznie poprawne s f o r  
mułowaniu, z ukazaniem (a nawet wyćwiczeniem) wszystkich  uznanych za n a j ­
ważnie j sze zastosowań.  Pr zec iwnie ,  opracowanie t a k i e  powinno być zawsze 
otwarte w kierunku dalszych  f o r m a l i z a c j i  i  uogólnień oraz nowych z a s t o s o ­
wań.



8 . 6 .  Warstwa motywacyjna podręcznika,  a więc to wszystko,  co nie 
posiada znaczenie poznawczego (w każdym r a z i e  w z a k re e ie  poznania matema­
tycznego)  a ty lk o  motywujące l e k t u r ę  i  sterowanę lub stymulowaną nię ak­
tywność, odgrywa w podręczniku dla p ierwszej  k lasy  ponadpoczętkowej rolę 
bardzo i 9 to t n ę ,  cz ę s to  decydujęcę o efektywności  stosowania tego podręcz­
nika w pracy z uczniami .  Dlatego  dobór środków motywacji.  powinien być bar­
dzo s taranny i  sprawdzony eksperymenta ln ie .  Na podstawie dotychczasowych 
obs erw ac j i  p rz y ją ć  można, że ś rodki  te  powinny:

1° wykorzystywać n at u ra ln e ,  aktualne za interesowania  d z i e c i ,  nie zaś 
za interesowania  pożądane ze względów ogólnowychowawczych lub innych,

2° uwzględniać obserwowane u n iektórych  d z i e c i  zainteresowanie  sytu­
acjami  czysto  abs trakcy jnymi  (wbrew poglądowi,  że d z i e c i  i n t e r e s u j ą  s i ę  
ty lko zagadnieniami praktycznymi),

3° obejmować gry,  zabawy i  łamigłówki ,  wykorzystując występującą czę­
s t o  u d z i e c i  pre d yl ek c j ę  do tego typu aktywności  umysłowej,

4°  korzys tać  z występującego u wie lu d z i e c i  poczucia zadowolenia es­
te tycznego wobec przejawów r e g u la r n o ś c i  w samej matematyce lub graficznych 
sposobach j e j  wyrażania.

Sformułowane tu zasady t raktujemy jako  te o r e t y c z n i e  umotywowane h i ­
potezy,  których o s t a t e c z n a  w e r y f i k a c j a  i  -  j a k  można sądzić  -  modyfika­
c j a  nie może s i ę  o b e j ś ć  bez szeroko zakro jonych badań eksperymentalnych.  
Sy tu ac j ę  tę bardzo przy tym komplikuje f a k t ,  że pomiędzy hipotezami a ich 
w er y f ik a c j ą  eksperymentalną zna le źć  s i ę  musi pod r ę c z n i k ; e f e k t y  nauczania 
za le żą  od dobrej  r e a l i z a c j i  w Jego k o n s t r u k c j i  sformułowanych zasad nie 
mniej  niż od s ł u s z n o ś c i  9amych zasad.  Będący dopełnieniem t e j  pracy pod­
ręcznik dla k lasy  IV / T  u r n a u 1978/  j e s t  tu pierwszą próbą.



THE ROLE OF A TEXTBOOK IN DEVELOPING IDEAS AND REASONINGS 
IN STUDENTS OF THE FIRST POST-ELEMENTARY FORM
( summary)

The book alms a t  I s o l a t i n g  text bo ok- ty pe  means, l . e .  pr e se n ta bl e  i l n  
p r i n t ,  which would motivate and a c t i v a t e  mathematical ly the 1 0 - 1 2 - y e a r s s -  
- o l d  reader and r e s u l t  in  developing proper mathematical  ideas  and reasson- 
ings in h is  mind. For t h i s  purpose schoo l  t sx tbooks  from var ious  countrries  
have been used and in v e s t i g a t e d  in  view of the most important mathematiical 
a c t i v i t i e s .

In chapter  I the teaching  l e v e l  c a l l e d  " f i r s t  po st -e lemen tary  formm" 
i s  defined and i t s  s p e c i f i c i t y  d isc us se d .  Also i t  i s  expla ined why comomon 
c r i t e r i a  of ev a l ua t i o n  of a textbook cannot be used f o r  i t s  s c i e n t i f i c ^  
a n a l y s i s .

Chapter I I  i s  devoted to a temptative d e s c r i p t i o n  of t y p i c a l  mathoema- 
t i c a l  a c t i v i t i e s  occ urr ing  in the teaching  process  o f f e r e d  to 1 0 - 12 -y eaa rs -  
old s t ud en ts .  Basing on f a c t s  e s t a b l i s h e d  in g e n e t i c  psychology,  we exx- 
p l a in  the idea of c o g n i t i v e  a c t i v i t y  r e l a t i v e  to the lea rni ng  of  matheoimat- 
i c s .  We a l s o  d isc us s  the i n v e s t i g a t i v e  a c t i v i t y  of s tudents  of  t h i s  I te vS l ,  
c h a r a c t e r i s t i c  f o r  mathematics as a l e a r n i n g - s u b j e c t .  How to provide thhe 
student' ,  by means of  a te xtbook,  with models f o r  an a c t i v i t y  that  woulld 
develop h is  open a t t i t u d e  to problems,  in t roduce  him in the process  off  
mathematisat ion ,  e t c . ;  these  6re the quest ion s  which have been t r i e d  tto be 
answerd here and in the next c h a p te r s .

Chapter I I I  answers the fo l lowing problems:  in what c o n s i s t s  and hhow 
proceeds the formation of  mathematical  ideas in lower forms,  how they ccan 
be Introduced in a text bo ok.  In f a c t ,  a s tudent  i s  not ab l e  to use a geen- 
erd d e f i n i t i o n ;  how then,  only using examples,  can an idea be formed prrop- 
e r ly ?

In chapter  IV the nature of premathematical  reasoning i s  explainedd,  
which i s  a s u b s t i t u t e  o f  the proof  uniquely a c c e s s i b l e  f o r  s tudents  of  ithe 
d iscussed l e v e l .  Then types of  argument in  var i ous  textbooks  are  p r e s e n t e d .  
Premathematical  reasoning of  a c h i ld  i s  unavoidably accompanied by con c i re te  
manipulat ion :  i s  a textbook an adequate means f o r  t ra nsmiss io n  of  such a 
reasoning?

Chapter V concerns the problem, when and how we should teach  . chi ldrrea 
the mathematical  language of  a dul ts  and what the ro le  of a textbook i s  
here.  Only one th ing i s  s u r e :  t h i s  language i s  u n i n t e l l i g i b l e  f o r  most 
ch i l d re n  and should be t r e a te d  l i k e  a fo r e i g n  language.



In chapter  VI ,  pe n e tr a t i n g  deeply i n t o  the phi losophy of educat ion ,  
the qu est ion  of  mot ivat ion  means i s  d is c us se d ,  which i s  e s s e n t i a l  f o r  the 
e f f i c a c y  of  a l l  o th e r  means appl ied  in  a text bo ok.  I s n ' t  i t  b e t t e r  to 
engage c h i l d r e n s '  r e s l  i n t e r e s t s  and motivate them to mathematics, ins tead 
of  in t roducing  economic.problems with a doubt ful  impact on t h e i r  devel­
opment?

Chapter V I I  d is c u s s e s  the qu e st io n ,  e s s e n t i a l  in  view of the contem­
porary knowledge on the te aching  of mathematics ,  of  the d i d a c t i c  s t ru c tu re  
of s textbook as w el l  as of  the language used in i t .  Much a t t e n t i o n  has 
been devoted to the f un c t io n s  of  qu i t e  a new form of  that  language -  the 
d ia logue .

In the f i n a l  chap ter  V I I I  the con c l u s io n s  drawn from the in v e s t i g a t io n  
have been gathered and formulated as c o n s t r u c t i o n  p r i n c i p l e s  of a 
mathematical  textbook f o r  the f i r s t  po et -e lementary  form. (Annexes include 
s e l e c t e d  passages of  the analysed te x t b o o k s ) .  >.



РОЛЬ УЧЕБНИКА В ФОРМИРОВАНИИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ПОНЯТИЙ И СУЖЛЕНЧй у 
УЧАЩИХСЯ ПЕРВОГО РАССА СЛЕШМЕГО ЗА НАЧАЛЬНЫЙ ЭТАПОМ ОШ^МЯ
Резюме

Работа преследует цель выявить печатные учебные пособия, способные 
стимулировать мотивацию и повышать активность (имеется в виду математи­
ческая активность) читателей в возрасте 10 -  12 лет, способствовать пра­
вильному формированию в их сознании математических понятий и способнос­
ти мыслить математическими категориями. С этой целью были исследованы 
школьные учебники, изданные в разных странах, с точки зрения важнейших: 
форм математической активности.

Во вступительной главе I содержится характеристика обучения в первоом 
класое непосредственно следующим за периодом начального обучения и выявз- 
ляется его специфика. В той не главе автор доказывает, что обиходные 
критерии оценки учебника математики непригодны для его научного анализаа.

В главе II  сделана попытка описать типичные виды математической ак— 
тивности учащихся в возрасте 10 -  12 лет в 1роцессе школьного обучения.. 
На основании данных возрастной психологии уточняется понятие познаватель­
ной активности по отношению к усвоению матеяатики и рассматривается во— 
прос о характерной для данной учебной дисциошны исследовательской ак­
тивности ученика на изучаемом уровне. Каким >бразом посредством учебни­
ка лучше всего привить учащимся образцы актишости, формирующие творчесс- 
кое отношение к проблемам, вовлекающим в процесс математизации и т.п.,
-  вот вопрос, на который автор пытается ответить в последующих главах..

В главе I I I  содержится ответ на вопрос, в чем заключается и как про>- 
текает процесс формирования математических тнятий в .младших класса, и 
каким образом понятия эти долкны вводиться в учебнике. На данном этапе 
учащиеся еще не способны оперировать общими дафинициами, и в связи с 
этим возникает вопрос, каким образом, оперируя одними лить примерами, 
можно правильно формировать понятия.

В главе 1У автор определяет сущность према'ематического рассуждения,, 
являющегося суррогатом доказательства, единств«но доступного на данном 
уровне, а затем демонстрирует, как в разных учениках доказываются тео­
ремы. Прематематические рассу,ядения ребенка неибежно сопровождаются 
конкретной манипуляцией, и поэтому возникает соиение, дзллетсл л и  у ч е б ­

ник оптимальным средством передачи образцов таки рассуждений.
В главе У рассматривается вопрос, когда и кос обучать детей Понима­

нию математического языка взрослых и какую роль в этом деле монет играть 
учебник. Несомненно лишь одно: язык этот большиству детей непонятен и 
обучение ему во многом сходно с обучением иностранным языкам.



В главе У1 рассматривается чрезвычайно существенный с точки зрения эф­
фективности всех других применяемых в учебнике средств вопрос о факто­
рах психической мотивации, стимулирующих познавательный процесс. Не луч­
ше ли использовать в учебнике для стимулирования мотивации изучения ма­
тематики подлинные увлечения детей, чем вводить в учебник экономическую 
тематику, познавательное и воспитательное воздействие которой сомнительней 

В главе УН автор рассматривает важнейший с точки зрения современ­
но!; методики преподавания математики вопрос о дидактической структуре 
учебника и о языке, каким он оперирует. В частности уделяется внимание 
совершенно новой форме этого языка -  диалогу. Комиксы являются очень по­
пулярной среди молодежи формой приключенческой, авантюрной, фантастичес­
кой, любовной и даже научно-популярной литература. Интересно, в какой ме­
ре оправданной была бы замена текста традиционного учебника, отталкиваю­
щего мертвечиной научных формулировок, текстом, напоминающим по форме КО­
МИКСЫ.

Заключение У1П содержит выводы и рекомендации, касающиеся конструк­
ции учебника математики для обсуждаемого уровня обучения.

6 приложении приводят5Я отрывки из учебников, послуживших материалом 
.для анализа.

Перевод: Данута Гензель
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Aneks i

r d e s z E. e t .  a . s  Munkalapok az id e ig le n e e  m atem atika-tanterv
3. o s z te ly o s  anyaganak tanulaaahoz. Tank6nyvkiadó 
1976.

1 .  Zmiany temperatury

a )  S t r z a ł k i  oznacza ją  zmianę temperatury .

2 .  Dług i  majątek

To j e s t  1 f o r i n t
To j e s t  rachunek na 
1 f o r i n t .  Masz dług 
1 f o r i n t a .

Tu n ap isz ,  i l e  J e s t Tak te ż  można 
napisać
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b) Ułóż rozm aicie I  Narysuj I
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3. Porównywanie l i c z b
a )  Kiedy j e s t  c i e p l e j ?  Pokaż to s t r z a ł k ę  biegnęcę tam, gdzie 

c i e p l e j  I
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b) Największą l i c z b ę  obwiedź kółkiem, n a jm n ie jszą  p rz e k re ś l i
i

123 “456 567 909 9909 “ 1000 2000 345

4 .  Dodawanie

Napisz r e g u ł ę 2 2 ! Odczytaj z termometrul

2 5 10 1 “ l “ 10 “ 5 “4 “ 3

2 “2 “ 5 5 “ 3

22 Chodzi tu o z a le żn o ść  funk cy jną , k t ó r e j  podlegają  pierwsze dwie 
pary. Tego rodzaju zadanie występuje w "Munkalapok" w ie lo k ro tn ie .



c  z e r A. e t  a . t  Munkalapok az id a lg le n e a  a a te m e t lk a -* a n te r v  5
o e z ta ly o s  anyaganak tan u lasah oz .  TenkOnyykiedó 1974.

Strona  45
1 .  Z A do B ja d ę  dwa a u ta .  Auto plerwaze ro b i 4 od cin k i na godzinę, 

drugie 6 odcinków na godzinę. Zaznacz na ryaunku, gdzie będę te  auta po 
godzinie  Jazdy bez zatrzymywania. I l e  czaau będzie trw ała  Ich  podróż?

t
«

2 .  Z A i  B ru szyło  Jed n ocześn ie  dwu piechurów naprzeciw s i e b i e .  
P ie ch u r ,  który  wyszedł z A, ro b i  9 odstępów na godzinę, drugi rob i 
7 odstępów na godzinę. Po i l u  godzinach s i ę  s p o tk a ję ?

t - l  I I

3 . /z a d a n ie  podobne do 2 /

Strona 4
1 .  Wpisz w okienkach t a k ie  d z i e l e n i a ,  aby w szyatkle  nierówności 

były prawdziwe.

36:18 < < < < < 36:2

36 :2 > > > > > 2 : 2

2 .  W ypełnij ta b e lk ę  według re g u ły ,  k tó rę  rozpoznałeś .

a) □ 4 2 5 10 3

A 6 8 5 10 0 7

Reguła

/ b )  1 c )  podobne/



3. Wzór:

" , r T d zie lim y  na 
5 c z ę ś c i_ + r L

Liczbowo: 1 cz ę ść  -

Na podstawie wzorów wykonaj d z i e l e n i a :

a)

dzie lim y  na 
5 c z ę ś c i

Liczbowo ..................
/ b )  1 c )  podobne/

Strona 47
l.Poględowe wnioskowanie z p ro p o rc jo n a ln o ś c i

Wzór

6 e z t  J a je k  
K osztu je  12 Ft

1 J a jk o  9 j a j e k  
1 2 :6  -  2 F t  9 . 2  -  18 Ft
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Aneks 3

P a p y :  Mathematlque moderna. O id ie r  1964 , a . 3 1 6 -3 1 9 .
Na naszym abaku armia żetonów czerwonych i  armia żetonów n ie b ie s k ic h  

chcę s to c z y ć  walkę na ómierć i  ż y c ie ,  aż do c a łk o w ite j  e k e t e r m in a c j i  j e d ­
nej a rm ii .

Umieśćmy walczęcych na abaku zgodnie z re g u łę :  w każdej przegródce 
co najm niej Jeden żeton danego koloru .

O eże li  żeton czerwony i  n i e b ie s k i  zna jdę 6 ię  w je d n e j  przegródce, g i ­
nę na m ie jscu  odw zajem nię zadanych ciosów.

Wiemy, że żeton danego koloru może być zastęp ion y  d w o m a  ż e t o ­
n a m i  t e g o  s a m e g o  k o l o r u ,  umieszczonymi w s ą s ie d n ie j  
na prawo przegródce.

Te rysunki o b razu ję  da lszy  przebieg  w alk i .

o 0 O o 0 o O O 0

o
O
0

O o O o O O O

—

o O o 0 o O O O

/ i t d .  (w k s ię ż c e  " f i l m ” j e s t  kompletny)/

Armia n ie b ie sk a  zwyciężyła I



Gdyby dodać l i c z b ę  ok reś lo n ę  przez pozosta łych  przy życiu  n ieb iesk ich  
do l i c z b y  o k r e ś lo n e j  przez poczętkowy s ta n  arm ii czerw onej,  o trzym alibyś­
my poczętkowę l i c z b ę  n ie b ie s k i c h .

Powiemy, że op isana powyżej bitw a j e s t  
d o d a w a n i e m  l i c z b  o '  p r z e c i w n y c h  z n a k a c h

Hchodzęc na pole w alki żetony n ie b ie s k i e  o k r e ś l i ł y  l i c z b ę
1 1 0 0 . 1 0 1 0 .0 1 0 0 . OHO 23

Dla dodania, że ta  l i c z b a  j e s t  przedstawiona w k olorze n ieb iesk im .
piszemy h

-  1 1 0 0 .1 0 1 0 .0 1 0 0 .  OHO 
Takę l i c z b ę  nazywamy l i c z b ę  u j  e m n ę . 
Żetony czerwone o k r e ś l i ł y  na poczętku l i c z b ę

i o i i . o o io . i o i o . h u  24
Ola z a zn acze n ia ,  że ta  l i c z b a  J e s t  przedstawiona w k olorze  czerwonym,

piszemy
♦  1 0 I 1 . 0 0 1 0 . I 0 I 0 . h u

lub k ró ce j
1 0 1 1 . 0 0 1 0 . I 0 1 0 . i n i

Takie l i c z b y  nazywamy dodatnimi.
Zero j e s t  jedynę l i c z b ę ,  d la  k t ó r e j  J e s t  o b o ję tn e ,  czy będzie przed­

stawiona za pomocę pionków czerwonych czy n ie b ie s k i c h .
O ■  -O ■  +0

Z e r o  j e s t  J e d y n ę  l i c z b ę ,  k t ó r a  j e s t  z a ­
r a z e m  d o d a t n i a  i  u j e m n a .

IV y n i  k o p is a n e j  powyżej bitwy J e s t  l i c z b ę  ( n i e b i e s k ę ) ,  k tórę  za-
Pi
i

szemy
-  I . 0 1 1 1 .1 0 0 1 .O II I

j e s t  to s u m a l i c z b
-  1 1 0 0 .1 0 1 0 .0 1 0 0 .0 1 1 0  i  + IO II .O O IO .IO IO .I I I I

Napiszemy
( - 1 1 0 0 .1 0 1 0 . 0 1 0 0 . OHO) + ( + 1 0 1 1 .0 0 1 0 .1 0 1 0 . I I I l )  =
( + I O I I . OOIO.IOIO.h u ) + ( - 1 1 0 0 . 1 0 1 0 .0 1 0 0 . OHO) *

- I . O I I I . 1 0 0 1 .O II I  
Uprościmy sym bolikę, p isz ę c

IO II .O O IO .IO IO .I I I I  -  1 1 0 0 .1 0 1 0 .0 1 0 0 .OHO
z a m i a s t

( + IO II .O O I O .IO IO .I I I I )  + ( - 1 1 0 0 .1 0 1 0 . 0 1 0 0 . O IIO ).
Połóżmy Z = ( 0 , 1 , - 1 , 2 , - 2 ,  3 , - 3 . . . }
Elementy Z nazywamy l i c z b a m i  c a ł k o w i t y m i  

w y m i e r n y m i .  L iczb dodatnich i  ujemnych będziemy używać za każr 
dym razem, gdy staniemy wobec d z ia ła ń  an tag o n is ty czn y ch ,  a więc bardzo 
c z ę s t o .

23
Cyfry w druku

24 Cyfry w druku
aę n i e b i e s k i e ,  
sę  czerwone.



Amefcs 4

B a r n a r d  O .o t d . : I t i n é r a i r e  Mathématique, c la a a a  da e lx làm e.
Nathan 1971 ,  a . 1 5 5 -1 6 3 .

Grupa tematów: RELACJE NUMERYCZNE.
Obejmuje ona trz y  tem aty: Funkcje numeryczne ( l  k a r tk a ) .  Przykłady 

odwzorować lin iow ych (2  k a r t k i )  i  A naliza  odwzorowania lin iow ego (2  k a r t ­
k i ) .

Kartka *Funkcje  numeryczne* zawiera w formie ćwiczeń p ię ć  przykładów 
ta k ic h  f u n k c j i ,  określonych  form aln ie  będź z pomocę z a le ż n o ś c i  pozamate- 
matycznych, l l u s t r u ję c y c h  n a s tę p u ję cę  d e f i n i c j ę  (eformułowanę po ćwicze­
niu plerwezym):

‘ J e ż e l i  r e l a c j a  będęca fu n k c ję  aa Jako z b ió r  w yjść -  z b ió r  l i c z b ,  1 
jako  z b ió r  d o jś ć  -  z b ió r  l i c z b ,  to r e l a c j a  ta  j e a t  fu n k c ję  numerycznę*.
P r z y k ł a d y  o d w z o r o w a ń  l i n i o w y c h  

Ć w i c z e n i e  1
Kolarz  z r o b i ł  eob le  na tren in g u  n aetęp u jęcę  ta b e lk ę  czaaów przejazdu

Czas w minutach O dleg łość w k ilom etrach

2 1 .6
3 2 . 4
5 4

10 8
15 12
20 16
30 24

Oznaczmy przez T z b ió r  l i c z b  o k r e ś la ję c y c h  cżaa ,
0 z b ió r  l i c z b  o k r e ś la ję c y c h  o d le g ł o ś ć .  

Odwzorowanie T w O j e s t  b i j e k c j ę .
Zbadaj naetęp u jęcy  schemat:

U zupełnij n a s tę p u ję ce  schéma t'y innymi liczbam i z t a b e l k i :



ć w l e ż e n i e  2
Kawałek drogi p r o s to l in io w e j  z o s t a ł  na p łaszczy źn ie  przedstawiony na 

poniższym rysunku:
A B C
< 1 1

Dysponujesz następujęcym i in form ac jam i:
U zupełnij  tę  t a b e lę .

Długość na p łaszczy źn ie Długość w te r e n ie

w cm w m
AB 6 615
BC 2 205
AC__________________________

ć w i c z e n i e  3
Dean i  Martine z ł o ż y l i  swoje oszczęd nośc i w Kasie  O szczędności.  

U zupełnij  t a b e lę :

'./płaca j  ęcy Sumy wpłacone O dsetk i roczne

Dean 72 F 2 ,5 2  F
M arti ne 60 F 2 ,1 0  F

Razem . - . * ’ *

Urzędnik Kasy O szczędności z r o b i ł  so b ie  ta b e lk ę  d la  szybkiego o b l i ­
czan ia  o d se tek .  'Wykończ j g :

Sumy złożone 12 60 72 48 36 24

Oprocentowanie w F • • • • 2 , 1 0 . . . . • • * * —

P osłu gu jg c  s i ę  tę  ta b e lk ę  o b l i c z  o d se tk i  od sumy 180 F.
O znaczajęc przez S z b ió r  sum wpłaconych (w frankach)

I z b ió r  odsetek (w frankach) 
napisz graf odwzorowania S w I .

G = .........................................................
ć w i c z e n i e  4

Na p la n ie  k atastra lnym  przedstawiono d z ia łk ę  o k sz ta łc ie  Jak na poniższym 
rysunku. Miary odcinków na p ła s z c z y ź n ie ,  przy je d n o s tc e  cm, sę n e s tę p u ję -
c e :

m [A,u| = 2 , 6  m (p,fl = 1
m rC.rf = 2 ,7  m [t>,g = 2 ,8
m Q , 0  = 3 , 7  m = 2 , 5

Urzędnik h ip o te k i  u ło ży ł n a s tę p u ję cę  t a b e l ę ,  d a ję cę
szybko rze czy w iste  wymiary terenów narysowanych na 
p ła s z c z y ź n ie .

U zupełnij tę  ta b e lk ę :

Na p ła sz cz y ź n ie  (w cm) 0 .1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 1 2 3

w t e r e n ie  (w m) 2 , 5 • . . . . . . . • 25

P usługu jęc s i ę  tę  ta b e lk ę  o b l i c z  obwód d z i a ł k i .



ł

Ć w i c z e n i e  5
Młynarz u łożył następ u jącą  ta b e lk ę ,  podającą i l o ś ć  męki n a le żn e j  w zamian 
za pewnę i l o ś ć  d o s ta rc z o n e j  p sze n icy .

C iężar  pszenicy  (w kg) 100 300 600 000 • • • • • a . . . « • •
C iężar  mąki Iw kg ) 75 . . . . . . . . . 750 300 525

U zupełnij tę  ta b e lk ę .
ł

Ć w i c z e n i e  6
We w szystkich  poprzednich ćw iczeniach  t a b e l k i  p rzed staw ia ły  odwzorowania 
bljektywne pewnego zbioru  l i c z b  natu ralnych  lub d z ie s ię tn y c h  w inny z b ió r  
l i c z b  naturalnych lub d z ie s ię tn y c h :  odwzorowania te  tworzę Jednę rodzinę , 
k tórę  nauczymy s i ę  rozpoznawać z pomocę następ u jęcego  rysunku:

Przy pomocy par grafu  każdej z r e l a c j i  możesz sprawdzić własność zakodo­
waną tym rysunkiem.
Odwzorowania te  nazywają s i ę  ” odwzorowaniami lin iow ym i'' .  P óźn ie j  zbadasz: 
j e  szczegółowo, le c z  trzeb a  umieć j e  rozpoznawać.
Oto jedno z n ich ,  u z u p e łn i j :

6 7 .5 1 3 ,5 21
36 72

Oto dwa inne odwzorowania. U zupełnij t a b e l k i .

Pole tego kwadratu 
(w m2'}

Bok kwadratu (w m) 2 5 7 10 12 15
Obwód (w m)

Bok kwadratu(w m) 2 5 7 10 12 15

Czy odwzorowania są l in io w e?  U zasadnij swoje odpowiedzi.

ć w i c z e n i e  7 Pewna grał
1. W każdym okienku tych kwadratów spróbuj u m ieścić  4 l i c z b y  n a tu ra l­

ne lub d z ie s ię t n e ^  tak by ilo czy n y  na krzyż były równe.



9 12

6 8

Stoau jęc tę  aaaę regu łę, uzupełnij puete okienka ponlżezych kwadratów:

2 7

1 2 1 8

3 5 1 5

9 1

2 4

9 6 1 6

2. Skoaplikujay gręl
Utwórz kwadrat liczbowy według plerwezej reguły.

♦

Dodaj dwla liczb y  w plerwezyw wlerazu 1 dwie liczb y  w drugla. Spróbuj 
z tych 6 lic z b  utworzyć dwa Inna kwadraty, ap ałn la jęca  regułę 1.

3. Poaługujęc a lę  ty a l dwleaa rag u łaal, apróbuj utworzyć krzyżówkę 
kwadratów.

8 44( 8

A n a l i z a  o d w z o r o w a n i a  l i n i o w e g o  
ć w i c z e n i a  1

Oto dlagran atrzałkowy pewnej r e l a c j i  ze zbioru E do zbioru F. Tan dla- 
graa je a t  koaplatny, nla brakuje Żadnej a tr z a łk l.
Czy je a t  to odwzorowania liniow a?

Dlaczego?



2 ma za obraz 12 .
i

Napiszemy w sk r ó c ie
Im 2 -  12.

U zu p ełn ij  równości:
Im 7 ■  I m . . .  ■  54 Im. -  30

Uzupełnij n aetęp u jęcę  ta b e lk ę :

Im (2  + 5) -
Im 2 + Im 5 -

Im (2  + 7 )  -
Im 2 + Im 7 -

Co zauważasz?

ć w i c z e n i e  2 
Oto odwzorowanie z E do N:

E = { o ;  1* 2 j  -3; 4 ;  5 ;  7 ;  1 2 ,  17 ,  1 9 >
określone słownie 
"pomnożone przez 7 d e je "
1. U zupełnij

Im 2 -  . . .  Im 5 = . . .  Im 7 « . . .  Im 12 » . . .  Im 17 = . . .
2 .  Wypełnij okienka n a s tę p u ję c e j  t a b e lk i

Elementy E 0 1 2 3 5 7 12 17 19

Obrazy

Czy odwzorowanie J e s t  l in iow e?

Im ( 5  + 7 )  = ( 5  + 7 ) X 7  = ____

im 7 = 7 x 7 = : : : :  i -  5 ♦  i -  7 = 5 x  7 7 x  7  = . . . .

Napisać: Im ( 5  + 7 )  = Im 5 + Im 7 .
znaczy to  eamo. co' n a p isa ć :

( 5  ł  7 ) X  7 » 5 X  7 *  7 X 7  (wróć do k a r tk i  37 )
ć w i c z e n i e  3 

Oto dwa zb iory  l i c z b :
E «
F =

Znajdź odwzorowanie bijektyw ne z E do F t a k i e ,  by każdy obraz był i l o c z y ­
nem swojego przeciwobrazu przez jednę i  tę  sarnę l i c z b ę .
Oaki j e s t  przeciwobraz 3? 7? 9 ? -  13? x?

1,3. 7 .  9 ,  13 .  x }
{36, 4x ,  12 ,  28 ,  52]



O e ż e ll  masz odwzorowanie b l jektyw ne z E do F i  j e ż e l i  każdy obraz 
j e s t  Iloczynem swojego przeciwobrazu przez Jednę 1 tę  sarnę l i c z b ę  -  
j e s t  to  odwzorowanis l in io w e .  Liczba ta  nazywa s i ę  współczynnikiem 
tego odwzorowania.

ć w i c z e n i a  4
1 .  Masz dane odwzorowanie lin iow e

z E do F: x ----- » 0 , 4  x.
U zupełnij ta b e lk ę  obok.

'  2 .  Masz dane odwzorowanie lin iow e
z F do G: x »5 x 

Uzupełnij ta b e lk ę  obok.

3 .  Masz dane odwzorowanie lin iow e 
z E do H: x — + ( 0 , 4 X  5 ) x ,  . 

U zupełnij  ta b e lk ę  obok.
Porównaj zb io ry  G i  H.

ć w i c z e n i e  5 
Masz dany diagram strzałkow y pewnego 
odwzorowania ze zb ioru  E do zb ioru  F.

1. Sprawdź, że J e s t  to  odwzorowanie 
l in io w e .

2 .  Znajdź w artość współczynnika 
tego odwzorowania lin iow ego 1 u z u p e łn i j :

Ć w i c z e n i e  6 
Pani M artin posz ła  na cotygodniowe zakupy do supermarketu.

po 2 ,3 0  franków 
po 3 ,0 0  
pó 1 ,5 0  
po 0 , 6 5  *
po 1 ,1 0

P r z y n i o s ła : 
ę pudełek sardynek
3 l i t r y  oliwy 
6 l i t r ó w  wina
4 pudełka p asz tetu  
2 t a b l i c z k i  czekolady
P rz y n io s ła  także zamówione przez sęs iad k ę  p. Oupont 
4 pudełka sardynek,
2 l i t r y  o liw y,
4 l i t r y  wina,
6 pudełek p a s z te tu ,
3 t a b l i c z k i  czekolady.
Zanotowała na kawałku papieru :
Dla p. M artin :  (6 )  3 ;  6 )  4 ;
Ola p. Oupont: ( 4 ,  2 ;  4 ,  6 ;

2 )>
3 } - &1 3 , 8 0 ;  9 ;  9 ;  2 , 6 0 ;  2 , 2 0 ) .

6 ;  3 , 9 0 ;  3 , 3 0 ) .20 ;  6 ;
Sprawdź rachunki p. M artin .  U zupełnij  diagram strza łk ow y :



A J e s t  zbiorem zakupów,
P j e s t  zbiorem kwot do z a p ła ce n ia  
przez każdę z tych osób.
K asjerka  dała p. M artin kwit 
za c a ły  zakup.

.(10| 5 j 10 ;  10} 5 ) ------ » . (2 3 ;  15| 15 ;  6 , 5 0 ;  5 ,5 0 )
Sprawdź rachunki k a s je r k i .
Poełu gu jęc s i ę  powyższymi in form ac jam i, spróbuj z r o b ić  rachunek dla 
p. F a v ie r :

2 pudełka sardynek, ...............................................................
5 l i t r ó w  o l e ju ,  ..........................................................................
2 l i t r y  wina, .............................. ................................................
2 pudełka paaśsetu, ............................................... ...................
5 t a b l i c z e k  czekolady, .........................................................
Wykończ kwit k a s j e r k i ;  .........................................................

( 2 |  5 ,  2 ,  5 ) .....................
U zupełnij n astęp u jęcy  diagram:

( 6 , 3 | 6 » *  i 2 )  t fC "

( *  I 2 I 4  1 6 1 3 )  x A - - W p *  X
( 2 , 5 ; 2 ; 2 ; 5 )  x J - *------ ~ V x

O eżeli  p. Martin przy n iosłab y  również zamówienie p. F a v ie r ,  i l e  by za p ła ­
c i ł a ?

ć w i c z e n i e  7
Jean 1 Sophie p o s z l i  -razem ze swymi matkami na zakupy do supermarketu.
Oto ich  zakupy:
Oean (7  Jogurtów, 5 ta b l i c z e k  czekolady) 7 ,8 1  franków,
Sophie (5  Jogurtów, 5 te b l i c z e k  czekolady) 7 ,1 5  franków,
Ich p r z y ja c i e l  Rena poszedł trochę przed nimi: w z lę ł  2 jo g u r ty .
Gdyby był p o p ro e ił  Sophie ,  by mu j e  p r z y n io s ła ,  i l e  Sophie byłaby z a p ł a c i ­
ła  ogółem?
Znajdź cenę: 1 jo g u r tu ,  1 t a b l i c z k i  czekolady.



A a e k i 5

H a y e n O. e t  a . :  Gamma 5 , Mathematik Grundband fu e r  O r ie n tieru n g e etu -  
fe n ,  Gesamtschulen und R ea lsch u len .  K l e t t  1976.
R ozdział V Gleichungen und Ungleichungen,

R ozdziel sk łada  e ię  z 10 paragrafów: 1. " P l a t z h a l t e r - " '  ,
2 . Termy, 3. Termy i  diagramy, 4 . Wypowiedzi i  formy zdaniowe, 5.Rozwięzanie 
form zdaniowych, 6 . Rozwiązywanie równań, 7 .Z w ięzkl między zbioram i rozwię- 
zań, 6 .  P rz e k ró j  zbiorów rozwięzań, 9 .Z łę c z e n ie  zbiorów rozwięzań, 1 0 . Za­
dania różne. t
P r z e k r ó j  z b i o r ó w  r o z w i ę z a ń .

'  1 .  Na K o le i  F e d e ra ln e j  d z ie c i  od 4 do 12 l a t  p łacę  ty lk o  połowę ce­
ny b i l e t u .

a)  I l e  l a t  mogę więc mieć d z i e c i  k o r z y s t a ję c e  ze z n iż k i?  ,
b) Sform ułuj warunek dla  wieku x ,  w którym korzysta  e i ę  ze z n iż k i .
2 . a)  Na rysunku 1 0 8 .1  przedstawiono na o s i  l icz b o w ej zbiór- rozwięzań 

nierów ności x <  7 ,  na rysunku 1 0 8 .2  z b ió r  rozwięzań nierów ności 4 <  x. 
J a k i e  elementy przedstawiono na rysunku 1 0 8 ,3 ?

•— a----- •  • —•—
0 1 2  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0 1 2  3 4 5 . 6 7 8 9 10 11 12 13

1 0 8 .3  i . . . -i------•  •  • ■ « ■«-------- '------•— +
0 1 2 3 4  5 6 7 8 9 10 11 12 13

b) Narysuj t rz y  o s ie  liczbowe ze zbioram i rozwięzań odpowiednich n ie ­
rów ności:  x <  10,  5 <  x , x <  10 i  5 ^  x .

3 .  Ola Ja k ic h  l i c z b  zachodzi 5+x ^  27 ,  x+19 ^  39,  5+x ^  27 i  x+19 >  39?
4 .  P r z e k r ó j  dwu zbiorów A i  B sk łada s i ę  z w szystkich  elementów 

k tóre  n ależę  do A i  B. O kreśl p rze k ró j  zbiorów rozwięzań:
a) x <  5, x <  11 b) 12 + x <  31,  x -  1 5 <  27
c )  18 <  3 . x ,  x <  12 d) 2 . x -  14 ,  x + 3 <  18

J e ż e l i  połęczymy dwie formy zdaniowe słowem " i " ,  otrzymujemy nowę formę 
zdaniowę. J e j  rozwięzaniem j e s t  p r z e k r ó j  obydwu zbiorów rozwię­
zań.

P rzykład : 2  (  x na z b ió r  rozwięzań R. = { _ 3 , 4 , 5 , . . . }  
x < 5  ma z b ió r  rozwięzań \ 0 , 1 , 2 , 3 , 4  }
2 ^  x i  x ^  5 «a z b ió r  rozwięzań R = R^^n R^ = { 3 , 4 }

5. O kreśl z b ió r  rozwięzań formy zdaniow ej:  a )  5 .x  ^  35 i  x+4=12 / . . . /
W punktach 6 -8  wprowadza s i ę  nierówność podwójhę, po czym n astępu ję  

"Ć w iczenia” 9 - 1 7 .  Wśród nich ćw iczen ia  9 - 1 5  maję t r e ś ć  a b s t r a k c y jn ę , cwicze 
nia 16 i  17 -  konkretnę. W ćw iczeniach  dominuje rozwięzywanie układów n ie­
równości, a le  j e s t  te ż  k i lk a  o t r e ś c i  czy sto  mnogościowej. Oto te  dwa o s ta t  
n ie  ćw icze n ia .

9 E°Term in ten  nie ma odpowiednika w języku polskim (poza -  być może 
-  technicznym językiem dru karzy ).  Znaczy on dosłownie " to  co rezerwuje 
m ie js c e "  i  oznacza m .in .  czcionkę użytę zastęp czo  w m ie jsce  n ie c z y te ln e j  
l i t e r y ,  k tó ra  w k o rek c ie  będzie z a s tęp ion a  w ła śc iw ę .  T y tu ł paragrafu w 
o ry g in a le  j e s t  bez cudzysłowu.



" 16 .  C u k ierk i maję być zapakowana do to re b ek .  Każdy cu k ierek  kosz­
tu je  2 f e n l g l  1 waży 3 g. A więc x cukierków k o a z tu je  2 .x  fenigów 1 waży 
3 ,x  gramów. Torebka pdwlnna koaztować w ię ce j  n iż  60 fenigów a l e  mniej n iż  
90 fenigów, powinna ważyć w ię c e j  n iż  60 g, a l e  mniej n iż  120 g, zaw ierać 
w ięce j  n iż  10 ,  a l e  mniej n iż  35 cukierków.

a )  Sformułuj t e  warunki Jako n ierów nośc i.  O kreśl z b ió r  rozwięzań j a ­
ko p rzekró j poszczególnych zbiorów rozwięzań.

b) I l e  co najm nie j cukierków mual być w to re b ce ?  I l e  k o a z tu je  1 ja k  
c iężk a  J e s t  w tym przypadku torebka?

1 7 . Rzucamy trzema koatkaml. Wolno z r o b ić  ruch przy naatępu jęcych  wy­
nikach . Za każdym razem podaj odpowiedni z b ió r  wyników.

a)  Suma oczek j e a t  większa od 15 ;  b) Suma oczek j e e t  m nie jaza od 8 ;
c )  Suma oczek j e s t  m nie jsza  od 17 1 większa od 10 ;  d) Suma oczek j e s t  
l i c z b ę  p arzyatę  m niejazę od 1 5 ;  e )  Suma oczek J e a t  większa od 15 1 mniej­
sza od 1 9 * .

P rz e k ró j  zbiorów rozwięzań powraca ja s z c z a  w k ilku  zadaniach paragra­
fu 10 'Zadania ró żn a* .
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P a l i n g  D. e t  a . :  Making mathematic« a secondary co u rse .  Oxford 
U n iv e r s i ty  P ress  1971.
PO LE(b .  8 6 - 8 8 )

T s m a t  d o  r o z m o w y
S p ó jrz  na wzory k a fe le k  u góry tych dwu s t r o n .  Oaklego k s z ta ł tu  ka­

fe le k  użyto w A? B7 C? D? 1
I l u  k a fe le k  użyto w A7 B?

• S p ó jrz  na C. Użyto tu ca ły c h  k a fe le k  1 ic h  c z ę ś c i .  I l u  użyto całych  
k a fe le k ?  I l u  c z ę ś c i .  C z ę śc i  k a fe le k  eę dokładnie w ycięte  z ca ły ch  k a fe le k .  
Saka j e s t  n a jm n ie jsza  l i c z b a  ca ły ch  k a f e le k ,  potrzebnych dla  wyłożenia C?

S p ó jrz  na 0 .  I  tu użyto ca ły ch  k a fe le k  i  c z ę ś c i .  I l e  j e s t  tu całych  
k a fe le k ?  I l e  c z ę ś c i ?  C z ę śc i  k a fe le k  dokładnie w ycięto z ca łych  k a fe le k .
I l e  mniej w ię ce j  ca ły c h  k a fe le k  trzeb a  do pokrycia  D?

Czy koło J e s t ,  Twoim zdaniem, dobrym k sz ta łtem  k a f e l k i ?
S a k i  k s z t a ł t  j e s t ,  Twoim zdaniem, n a j le p s z y  d la  k a fe le k ?

Dlaczego?

0

Ć w i c z e n i a
Wytnij f ig u rę  u góry k a r tk i  46 z Zeszytu pracy .

1 .  Umieść tę  f ig u rę  na k r a tc e  z tró jk ę tó w  (k a r tk a  4 4 ) .  Obrysuj J ę .  
I l e  tró jk ę tó w  pokrywa ta  f ig u r a ?
(w przypadku c z ę ś c i  tró jk ę tó w . zan ie d b a j  każdę m nie jszę od połowy, l i c z  
p o z o sta łe  jako  c a ł e  t r ó j k ę t y . )

2 .  Połóż tę  f ig u r ę  na k r a tc e  z sześciok ętów  (k artk a  4 4 ) .  Obryeuj j ę .  
I l e  sześciok ętów  pokrywa ta  f ig u r a ?
( L ic z  c z ę ś c i  Jak w ćwiczeniu 1 . )

3 .  Połóż tę  f ig u r ę  na k r a tc e  z kwadratów i  p o l i c z ,  i l e  ich  pokrywa 
(k a r tk a  4 3 ) .

4 .  P o l i c z ,  i l e  prostokętów pokrywa ta  f ig u ra  (k a r tk a  4 3 ) .



ć w i c z ą  n l  a
Z bierz  trochę l i ś c i  z drzew lub Innych r o ś l i n .
Posłuż s i ę  k ra tk ę  z kwadratów (k a r tk a  4 3 ) .

1 .  Połóż Jeden z l i ś c i  na k r a tc e  z kwadratów. Obrysuj go.
I l e  kwadratów pokrywa l i ś ć ?
(Przypomnij s o b ie ,  co s i ę  ro b i  z czę śc iam i kwadratów).

2 .  Weź inny l i ś ć .
Oceń, i l e  kwadratów on p o k ry je .  Zanotuj ewoję ocen ę .  Znajdź l i c z b ę  kwa­
dratów, k tóre  pokrywa.
Czy tw oja  ocena była  za wysoka czy za n isk a?

3 .  Powtórz ćw iczen ie  2 .  z innymi l i ś ć m i  ./Pomijamy Już d a lsze  7 ćwi­
czeń na temat m ierzen ia  p o l a . /

R e v i e w  9 ( e . 9 3 )
1 .  Używajęc l i n i j k i ,  narysu j odcinek d łu g o ś c i :

(a )  6 cm, (b )  8 ^  cm, ( c )  9 cm 7 mm, (d )  78 mm.

2 .  Używajęc kętom ierza , naryeuj k ę ty :
( a )  60° (b )  25° ( c )  80° (d )  130° ( e )  90° ( f )  1 5 5 ° .

3 .  W n astęp u jęcy ch  zdaniach opuszczono nawiasy. P rz ep isz  każde zda­
nie i  wprowadź nawiasy ta k ,  by otrzymać zdanie prawdziwe.
( a )  3 ♦  2 . 2 -  10 (b )  6 . 3 + 2 -  20 ( c )  12  -  3 . 2 -  18
(d) 7 . 3 + 5 -  26 ( e )  24 -  7 . 2 -  10 ( f ) 4 ♦  2 . 3 ♦  3 -  36

4 .

I a )  Która f ig u r a  ma n a jm n ie jsz e  pole?
b) Czy f ig u ry  B i  F maję to samo pole? 
c )  Czy f ig u ry  E i  F maję to  samo p o le?

d) Które f ig u ry  maję to samo pole co f ig u r a  C?

5 .  Wykonaj odejmowanie sposobem, k tóry  uważasz za n a j ł a t w i e j s z y :
(a )  39 -  22 (b )  62 -  33
( c )  47 -  35 (d) 2 7 - 1 9
( e)  55 -  39 ( f )  100 -  76

SOME ACTIVITIES ( e . 9 4 - 9 5 )
A k t y w n o ś ć  1

Z bierz  numery r e j e s t r a c y j n e  50  eamochodów. I l e  razy występuje w nich 
każda z c y f r  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  9?

Naryeuj wykres, p rzed etaw ia jęcy  uzyskane przez e i e b i e  wyniki.



A k t y w n o ś ć  2 I
Znajdź l i c z b ę  c e g i e ł  w J a k i e ś  murze.

A k t y w n o ś ć  3
Jak  długo p a l i  a i ę  świeca?
Jak  użyłbyś świecy d la  m ierzenia  czaeu?

A k t y w n o ś ć  4
P odziel kwadrat na połowę.
Na i l e  różnych epoaobów możeez to  z r o b ić ?

A k t y w n o ś ć  5
Co j e e t  d łu żeze ,  ezpulka drutu czy aotek  przędzy?

A k t y w n o ś ć  6
Zmierz tę tn o  u k o l e g i :
( a )  gdy e i e d z i ,
(b )  po d z ie e ię c io k r o t n y a  p odnieeien iu  a i ę  z k r z e s ł a ,
( c )  po in n e j  aktyw ności.

A k t y w n o ś ć  7
Zmierz J a k i e ś  o d l e g ł o ś c i  z poaocę k o ła .

A k t y w n o ś ć  8
J a k i e  j e e t  n a jp o p u larn ie jsze  im ię :
(a )  chłopców z tw o je j  szk oły?
(b )  dziewczęt z t w o je j  szk oły?

A k t y w n o ś ć  9
I l e  j e s t  włosów na tw o je j  głowie? 

A k t y w n o ś ć  10
Oceń a potem zmierz o d le g ło ś ć  do ja k i e g o ś  punktu w t e r e n i e .
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N.A. W i l e n k l n  e t  a . :  Matematika, uczebnik 4 k l a s a ,  pod red. A . I .  
Markuazewi.cz i Moskwa 1970.

45 .  Prawo r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia ( e .  1 0 9 -1 1 2 )
Długość p ro e to k ę ta  ABCD ( r y s . 1 4 7 ;  j e s t  równa 4+2  centymetrów, e sz e ­

rokość 3 centym etry. Pole tego p ro etokęta  J e s t  równe ( 4 + 2 ) .  3 centymetrów 
kwadratowych. P ole  p ro e to k ę ta  ABCD można z n a le ź ć  i n a c z e j .

Najpierw w yliczyć pola proetokętów ABMK 1 KMCO, a potem dodać o'trzymane 
wynikli 4 . 3  + 3 . 2  centymetrów kwadratowych. I lo c z y n  ( 4 + 2 ) . 3  i  suma 4 . 3  + 2 . :3  
sę  równe, gdyż w yrażaję one pole  jednego i  tego samego p ro e to k ę ta  ABCD:

( 4 + 2 ) . 3  ■  4 . 3 + 2 . 3
Takę równość można n apisać d la  dowolnych d łu g o śc i  odcinków AK, KO i  AB. 

Ogólnie przy dowolnych w a rto śc ia c h  a ,  b i  c prawdziwa J e s t  równość 
( a + b )c  « ac  + bc .

Wyraża ona prawo r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem dodawania. Odczytujemy j e  
ta k :  aby pomnożyć sumę przez l i c z b ę ,  można pomnożyć przez tę  l i c z b ę  każdy 
sk ład nik  i  dodać otrzymane i lo c z y n y .

Prawo r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem dodawania d a je  możliwość zamia­
ny iloczynu  p o s ta c i  ( 7 + 2 9 ) . 6 3  na sumę 7 . 6 3 + 2 9 .6 3
albo sumy p o s ta c i  7 . 6 3  + 2 9 .6 3  na i lo c z y n  (7  + 2 9 ) .6 3 .  Teka zamiana cz ę s to  
upraszcza rachunki.  Podamy przykłady.

P r z y k ł a d  1 .  Przypuśćmy, że trz e b a  z n a le ź ć  w artość iloczynu 
4 2 .5 0 .  Przedstawimy l i c z b ę  42 w p o s ta c i  sumy l i c z b  40  i  2} otrzymamy
4 2 .5 0  -  (40  + 2 ) . 5 0 .  Teraz zastosu jem y prawo r o z d z ie ln o ś c i :

(40  + 2 ) . 5 0  -  40 . 50 + 2 . 50
Każdę z l i c z b  40 i  2 łatwo pomnożyć przez 5 0 .  W artość wyrażenia

4 2 .5 0  J e s t  równa 2100 .
P r z y k ł a d  2 .  Przypuśćmy, że trz e b a  z n a le źć  w artość wyrażenia 

61 . 37 + 39 . 37 .  Na podstawie prawa ro z d z ie ln o ś c i  mnożenia przedstawimy 
tę  sumę w p o s ta c i  iloczynu  sumy 61 + 39 i  l i c z b y  37 :

61 . 37 ♦  39 . 37 -  (61  ♦  39 )  . 37
Suma 61 1 39 J e s t  l i c z b ę  100 .  A i lo c z y n  100 1 37 j e s t  równy 3 7 0 0 .Więc 

wartość wyrażenia 61 . 37 + 39 . 37 j e s t  równa 3700.
Zajmiemy s i ę  te r a z  prawem r o z d z ie ln o ś c i  d la  odejmowania.
Porównamy wyrażenia (429  -  29 )  .  30 i  429 .  30 -  29 . 30 :

^429 -  29 )  . 30 -  400 . 3 0 - 1 2  0 0 0 ;
429 . 30 -  29 . 30 -  12870 -  870 -  12 000 .  

Wyrażenia okazały  s i ę  równe: (429  -  2 9 ) . 3 0  -  4 2 9 .3 0  -  2 9 .3 0 .
O góln ie ,  d le  dowolnych l i c z b  a ,  b i  c .  J e ż e l i  ty lk o  a J e s t  większe 

lub równe b , prawdziwa j e s t  równość
(a  -  b ) c  -  ac -  bc .

Wyraża ona prawo r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem odejmowania.
Odczytujemy J e  ta k :  aby pomnożyć ró żn icę  przez l i c z b ę ,  można pomnożyć 
przez tę  l i c z b ę  odjemnę 1 odjemnik o d d z ie ln ie  i  od pierwezego iloczynu  
od jęć  d ru g i .



546. Sprawdź prawo ro z d z ie ln o ś c i  mnożenia względem odejmowania, o b l i ­
c z a ją c  dwoma sposobami pole zakreskowanego p ro sto k ą ta  ( r y s . 1 4 8 ) .

547. Znajdź w artość w yrażenia: a )  ( 4 0 + l ) . 8 ,  / i t p . / .
548. ’ Znajdź w artość w yrażenia, s t o s u ją c  prawo r o z d z ie ln o ś c i :  

a )  9 1 . 8 ,  / i t p . / .
549. Znajdź w artość w yrażenia: a )  6 9 .2 7  + 3 1 .2 7 ,  / i t p . / .
550. Z a s to su j  prawo r o z d z ie ln o ś c i  mnożenia: a )  (68  + x ) . 2 ,  / . . . /

4a + 4 . 1 3 .  / i t p / .
551 . Ola, j a k i c h  w a r to ś c i  zmiennej prawdziwa j e s t  równość:

a)  3 . ( x + 5 )  -  3x + 15,
b )  ( 3 + 5 ) . x « 3 x + 5 x ,
c )  ( 7 * x ) . 5  -  7 . 5  + 8 . 5  / i t p / .

Zadania do wykonania w domu.
/ 5 5 2 - 5 5 4  z a w ie ra ją  przykłady na zastosow anie prawa r o z d z ie ln o ś c i ,  

podobne do powyższych/.
555. Narysuj kąt rozwarty BOD, wewnątrz niego poprowadź p ó łp ro stą  OC 

t ak,  by powstał kąt p ro sty  COD .
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S .  T u r n a u, M. C i  o a e k, M. L e g u t k o :  Matematyka dla 
k laay IV, Przewodnik u czn ia .  WS1P (oddane do druku).

P o l i c z ,  z I l u  kwadracików a k ła d a ję  s i ę  te  f ig u r y ,  1 naplaz to  pod
nimi.

8
Które z tych f ig u r  moZna ca łk o w ic ie  wyłoZyć prostokątam i złoZonymi 

3 kwadracików?
Popatrz na rysunki A g n ieszk i .

7A 'A W r////yA 'A '/A

W A V//W SA 'A '/A

w A t o ' s s /:m y /A



Figury  z ło ż o n e j  
z 56 kwadracików 
nia  da e i ę  
tak  wyłożyć

P rz ery su j  w z e s z y c ie  drugę f ig u rę  1 zna jdź  odpowiedź, k o lo ru ję c  j ę  
tak ja k  Agnieszka.

'P r z e c ie ż  chodzi o t o ,  
czy l i c z b y  56 i  84 
sę podzlelne przez 31

Tomek n ie  rysował, ty lk o  wykonał d z ie le n ie  z r e s z t ę  i
56 : 3 -  IB r 2

Sprawdź ten rachunek.
Sak z wyniku odczytasz  odpowiedź na pytanie postawione w zadaniu? 
Którę cz ę ść  wyniku Tomka można łatwo odczytać z rysunku A gnieszki?  
Rozwięż zadanie d la  d r u g ie j  f ig u r y ,  wykonujęc d z ie le n ie  z r e s z t ę .  
Dyzio s łu c h a ł  uważnie, a potem p ow ied zia ł:



€

za zak ręten  
J e s t  j e s z c z e  
t y le  kratek

l Je d n o śc i  V V f J

6

3 I 5 * 6 ?

Z a  d a n i e  
Sprawdź na jprostazy n  

d z ie ln e  przez 3 :
78 ,  8 9 ,  9 6 ,  9 7 ,  137.

epoeobee, k tó re  z naetępu jęcych  l i c z b  aę po-

1 + 3 + 7 - 1 1  
3 *  1 *3+7  

w ięc 3 * f  137



LI. 1 .L.L-L Ll¥|
Zbadaj poznanymi eposobąmi, k tó re  z n aatępu jęcych  l i c z b  eę p o d z ie l-  

ne przez 3:
159 , 306 , 2805.

Tomek znowu rozumował ta k :
3 | 2+8+0+5 , więc 3 | 2805

Czy rozumował poprawnie? Czy możesz odpowiedzieć, n ie  r y s u ję c  korytarzy ­
ka l i c z b y  2805 /b y łb y  bardzo d łu gi I / ?
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