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Przedmowa

W wyniku. obserwacji efektéw pierwazych-reform neuczenia matematyki
w latach ezeécdziesiatych, zwanych obecnie reformemi plerwszej falil.ota-
io0 si¢ jasne, Ze zakorzenione gleboko zasady tradycyjnej metodyki naucza-
nia tego przedmiotu moge spowodowad wypaczenie koncepcji i celu reforamy,

e nawet przekéztalcenie nauczenia matematyki w parodie, Wéréd réznych
sposobdéw zapobiegania takim zjewiskom, przede wezystkim dokeztaicanis
nauczyciell w zekresie dydaktyki matematyki, prébuje sig tez znalezé dro-
ge do myéli ncznia w jak najmniejezym stopniu korzystajece z poérednictma
nauczyciela, W literaturze anglosaekiej pojawit sig nawet termin “teacher—
proof material®; slbwo “teacherproof" jest tu zartobliwym odpowiednikiem

. stowa “weather-proof" - odporny na wpiywy atmosferyczne,

Przypomnijmy, Ze droge taka otworzyl na uzytek mas juz pareg stuleci
‘temu Gutenberg. Jednak w tradycyjnej praktyce nauczania matematyki w szko—
le podstawowej podrecznik jako “intelektuslna etrawa"™ dles ucznia odgrywai
znikomg role. Dla wigkszosci ucznidw jego tekst byl niezrozumiaty, tj.nie
przekazywat w sposdb petnowartosciowy pojec¢ i rozumowan, Zamiast préby na—
uczanie rozumienia tekstu podrecznika, nauczyciele w ogromnej wigkszosci
rezygnowall z posiugiwania sie tym érodkiem przekazu, Koncepcja dydaktycz-—
na autora podrecznika byia natomiast 2rédilem inspiracji nauczyciela i za
Jego posrednictwem trafiata do ucznia, Dopéki giéwnym celem nauczania byio
opanowanie przez uczniéw okredlonej porcji gotowej wiedzy - poprawna trans-
misje tredci podrecznika byia mozliwa nawet'przy jej rozumieniu u naucze-
jecego tylko na poziomie ucznia, Staje sig@ to niemozliwe, gdy za gidéwny
cel procesu dydaktycznego uznamy matematyczna ektywizacje ucznia, Tu trans=-
misja podrecznike przez nauczyciela traci w ogéle sens, a nauczanie wyma-
ga szerokiej i pogiebionej wiedzy w zakresie matematyki, psychologii i pe-
dagogiki. Wysoka kompetencja nauczyciels ma tu szczegélnie doniosite zna-
czenie na najnizszym szczeblu szkoily, kiedy ksztaitujg sig¢ fundamentalne
pojecia i nawyki myélowe,

i Por, /K rygows ka 1977c/.Teksty w nawiasach ukoénych stano-
wig odsyiacze do Bibliografii znajdujgcej eig na koncu precy /s, 153-154/



Sytuacja ta spowodowala pojawienie sig ne przetomie lat siedemdzie-
sigtych nowego typu podrgcznikéw, bedecych jakby mariszem tekstéw progra-
mowanych i tradycyjnych podrecznikéw, przezneczonych do samodzielnej lek-
tury ucznie i majecych w zatozeniu sterowaCc jego aktywnoscig, Autorzy ze-
lecali nauczycielowi minimum ingerencji w pracg ucznia. Podrgczniki te,stop-
niowo doskonalone,stanowig dotadnajlepeze realizacje idei podrgcznika "tea-
cherproof®, a jednak ich analiza ujawnia wieleiiatotnych wad, zasd etosowa-
nie ich w nauczaniu daje wyniki czesto dalekie od oczekiwanych. Jednoczesd-
nie nie majg one - jak ns przykled teksty progremowene - ogélnej koncepcji
teoretycznej.

Praca niniejsza ma na celu wyodrgbnienie srodkdéw typu podrecznikowe-
go, & wigc dejacych sie przedstawic w druku, ktére poprzez lekturg dziaia-
tyby motywujaco 1 aktywizujgco /w sensie aktywnosci matematycznej/ na czy-
telnika w wieku 10-12 lat, prowadzac do poprawnego ksztaltowania sig w je
70 umyéle pojel matematycznych i umiejetnodci rozumowan typu matematycz-
nego. Problen ten podyktowany zostal praktyczng potrzeba: piszgcy te sio-
wa atengl wobec zadania pokierowania zespolem autorskim podrecznika mate-
matykl dla klasy IV szkoly 10-letniej. Dosdwiadczenie nabyte w ciagu wielu
lat nauczanie na poziomie przeduniwersyteckim, dodwiadczenie w zakresie
ksztatcenia dydektycznego przysziych a takze czynnych nauczycieli matema-
tyki, wreszcie liczne obserwacje lekcji metematyki na réznych poziomach
w Polace i w innych krajach, wsréd nich wielu lekcji eksperymentalnych,
swiadomie zorientowanych przez uczgcego na ektywizacje ucznidw, stanowia
dle autora 2rdédlo ogélnej orientacji w charakterze czynnikéw utrudniejg-
cych upowszechnienie nauczania aktywnego; zaréwno tych, ktdre nie sprzyja-
J4 podjeciu odpowiednich dzistan przez nauczyciels, jak i tych, ktére ogre-
niczajg efektywnoéC takich dzialan, Nie zemierzamy ukrywac, ze wypadkowa
tych doswiadczenn ma aspekt negatywny, to jest pozwala przede wszystkim od-
powiedziec ne pytanie, co n i e sprzyja nauczeniu asktywnemu, a wigc tez
Jeki n 1 e sprzyja mu podrecznik, Sformuiowane w zakoniczeniu zesady kon-
strukcji podrecznika, a tekie przygotowany tekst podrecznika, stanowig re-
akcje ne te ujemne doswiadczenia, Te zabiegi konstruktywne wymagaiy jednak
wczesniejszego przeprowadzenia dokiednej enalizy wspomnianych czynnikéw
negatywnych dle ich sprecyzowanie i opisu, PoeluZyliémy eig w tym celupod-
recznikami szkolnymi réznych krajéw, ktére przebadelidmy pod ketem najwez-
niejszych sktywnodci matematycznych. Cho¢ staralidmy sig wydoby¢ z nich
to wszyetko, co sprzyja autentycznej aktywnoéci czytelnika, nie czynilid-
my tego jednak w nadziei, Ze synteza zawartych w nich idei lub kompilacja
pomyeldéw szczegélowych rozwigzen moze doprowadzié do konstrukcji modelu
podrgcznika aktywizujecego. Ich zasadnicza rola eprowedza sie@ natomiast
do dwu funkcji:



1° pozwolity na wyodrgbnienie i sprecyzowanie szeregu cech podreczni-
ka, nadanych przez autoré ze éwiadomym zemiarem aktywizacji czytelnika,
niekiedy nawet z pozoru aktywizujacych, ktére w rzeczywistosci na aktywe
nos¢ nie maja wplywu, lub kieruja j@ na tory wybiegajgece poza zekres naj-
szerzej rozumianej matematyki, albo wreszcie hamuja wszelks aktywnos$c in-
telektualng uczniaz; pozwolily wigc na daleko idace uszczegélowienie i o=~
biektywizacje intuicji opertych na dodwiadczeniu dydaktycznym;

2° utatwiaja jasne przedstawienie wszystkich omawianych tu idei 1 za-
sad, dostarczajgc przy tym ich naturalnej i sutentycznej egzemplifikacji,

Tekst podrecznika analizowac mozna w trzech hierarchicznie usytuowa-
nych plaszczyznach:

1) w ptaszczyznie matematycznej koncepcji stanowiacej podstawg dla
opracowania dydaktycznego,

2) w plaszczyinie autorskiej wizji dydaktycznej realizacji przyjetej
koncepcji matematycznej,

3) w ptaszczyznie sposobu konkretyzecji tej wizji w teksécie podrecz-
nika,

Z punktu widzenia naszych celéw najwiasciwsza bylaeby nastepujaca po-
zycja metodologiczna: przyjecie za material badawczy tylko tych podreczni-
kéw, ktére, niezeleznie od prezentowanej koncepcji matematycznej, napisa-
‘ne sg ze éwiadomym nastewieniem ns maksymalng aktywizacje ucznia, i ich a-
naliza juz wylgcznie w trzeciej plaszczyinie, pod kgtem doboru érodkéw dla
podrgczﬁikowej konkretyzacji tej koncepcji dydaktycznej. Przyjecie tej po-
zycji nie bylo jednak mozliwe., Giéwng przeszkode stanowil fakt, ze wobec
przyjecia podrecznika za jedyny material dla badan, zaréwno koncepcje ma-
tematyczng, jak 1 wizje dydaktyczng autora moglismy jedynie z niego odtwo-
rzy¢ z wiqgksza lub mniejsze dokladnoécies. Tak wigc enaliza podrecznika
w druglej, a takze pierwszej plaszczyinie z koniecznosci poprzedza badanie
jego formalnych aspektéw, a czgeto nawet dominuje nad nim,

viyjasnienia wymaga tez dobér podrecznikéw uzytych jako materiat do
analiz i poréwnan, Ze zrozumielych wzgledéw zbiér kilkudziesigciu podrecz-
nikéw, jekie udslo sig zgromadzic, stanowi zaledwie malq czgstke tego, co
ukazalo si@ na rynku ksiggarskim Europy w ciggu ostatnich lat. Za jego re-
prezentatywnoscig, nie statystyczng, ale wiesdnie wyznaczong przez cel i

2 Nie podejmowalidmy jednak wyczerpujecej dyskusji nad ujecliem mate-
matycznym i dydektycznym omawianych podrecznikéw, gdyz wykraczaioby to po-
za cele tej . pracy.

3 Dla écislodci trzeba dodac, 2e w niektérych przypedkach dysponowa-
liémy takze réwnolegiym do podrecznike “przewodnikiem nauczyciela®™, “Prze-
wodniki® te jednak, poza wyjesnieniami matematycznymi, rozwigzaniami zaden
i praktycznymi wskazdéwkami metodycznymi, nie zawieraj@ gigbszego komenta=-
rze dydaktycznego, Niewielka pomoc stanowily tez przedmowy do ksigzek, mo-
wigce raczej o ogélnych intencjach niz o zesadach konstrukcji podrecznika.
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charakter badan, przemawia fakt, Ze zebrano je nie przypadkowo,ale w wigk-
szoéci otrzymano jako renomowane, czy to ze wzglgdu na osobg autora, czy

tez oérodek, w ktérym powstaly. Pozwala to ufaé, 2e choé zbiér ten obje-

toéciowo stanowi nikly ulamek produkcji podrgcznikowej, treéciowo obejmu-
je znaczng cze¢éé dorobku dydaktyki matematyki ostatnich lat,

Analizowane podreczniki przeznaczone sga w wigkszodci dla plerwszej
klasy ponadpoczgtkowej, w sensie oméwionym dalej w punkcie 1.1, Niekiedy
jednak, z réznych wzgleddw, posituzyliémy sig podrgcznikemi dla klas niz-
szych, a wigc nalezacych do szczebla poczgtkowego, nie nizej od trzecie-
go roku nauczania., Przyjgwszy bowiem zalozenie, 2e pierwsza klasa ponad-
poczgtkowa powinna byc klasa przejdéciowa, w ktérej naiwne ujecia 1 jezyk
z klas poprzednich maja sie stopniowo i powolil przeksztalcaeé w bardziej
formalne, dcisie i ogélne, uwazalidmy za celowe wziecle pod uwagg wszyst-
kich wartodciowych rozwiazaeh, takze tych naiwnych, nadajgcych sig - po
stosownej transformacji - do wykorzystaenia na interesujacym nas poziomie,
Przy tym w niektérych seriach podrecznikéw, pomigdzy ksiazkami dla trze-
ciego, czwertego a nawet pilgtego roku nauczania /juz ponadpoczagtkowego/
nie ma istotnej réznicy w strukturze czy jezyku; dla niektérych celéw wy-
b6r jednej z tych ksigzek jest wigc nieistotny, gdy z innych wzgleddéw do-
godniej jest uzyc¢ podregcznika dla nizszej klasy.

Badajgac sposdéb ujecia okredlonego tematu w podreczniku, zastosowanie
okreslonego drodka graficznego czy jezykowego itp., nalezy rozpatrywac je
w kontekscie wczesniejszego okresu nauczania, ktéry z pewnym przyblizerdem
odtworzy¢ mozna na podstawie podrecznikéw dla nizeszych klas. 2e wzgledu
na niedostgpnoéc 2rddet w wielu przypadkach nie udaio nam sie tego uczy-
ni¢, co stanowi niewgtpliwg wade metodologiczng pracy.

2 krétkiej charakterystyki przeprowadzonych badah widaé, ze leza one
z natury ne pograniczu dydektyki matematyki, pedagogiki i psychologii. Le-
ktura tej keigzki mogtaby tez na nie wprowadzonym czytelniku uczynié wrazenie
dociekah o charakterze w znhacznej cze¢écl pedagogicznym, Jednak metodolo-
gicznie bioree, wymienione dyscypliny nie sa tu traktowane réwnorzednie,
wiele poruszonych zjawisk 1 uZzytych pojeé opisano ogélnie i zbadano w re-
mach pedagogiki lub paycho%ogii. Poprzedzenie dokonanych przez nas specy-
ficznych analiz krétke pedagogiczno-psychologiczng charakterystyke tych
2jewisk 1 poje¢ byko niejednokrotnie konieczne dle nalezytego przedstawie~
nia problemu, Chérakteryatyki te odgrywaje jednak zaweze rolg z a & o -
zeh badeawczych, nie zad rezultatu przeprowadzonych badah.
Ze wzgledéw konstrukcyjnych nie bylo mozliwe zebranie tych zatozed na po-
czetku pracy; eg one wplecions w opisy badah, Sedzimy jednak, Ze czytel-
nik wyodrebni je z latwodcig.

A oto w zaryele traéc keigzki.Wewet ¢ p 1 e (1) dokonujemy do-
ktadniejezego okreélenia poziomu nauczania, ktérym eig zajmsujeny, i uke-



zujemy jego specyfike. Wyjaéniaay taekze, dlaczego potoczne kryteris war-
"toscl podrgcznika matematyki nie mogq by¢ uzyte dla jego naukowej anali-
zy. Rozdz it atl 2 podwigcony jeet prébie opisu typowych aktywnoéci
matematycznych wyetgpujecych w toku procesu nauczania u ucznia 10-12-let-
niego. Opierajgc sig¢ na danych psychologii rozwojowej, precyzujeay w nim
pojecie aktywnoéci poznawczej w odnieeieniu do uczenia sle aatematyki, a
takze omewiamy charakterystyczng dla tego przedmiotu aktywnoéé badawcze
ucznia na tym poziomie, Jak poprzez podrecznik dostarczyé uczniowi wzor-
céw aktywnoécl rozwijajacych otwartg postawe wobec probleméw, wprowadza-
jacych w proces matematyzacji itp. = oto problem, na ktéry starsmy sie
odpowiedzieé tu 1 w dalezych rozdziatach, Ro zd z 1 a1l 3 odpowiada na
pytania, na czym polega 1 jak przebiega keztalitowanie pojeé matematycz -
nych w nizezych klasach, jak mozna wprowadzié¢ je w podreczniku, Definicje
ogélng uczeh 1 tek nie bedzie umial eilg postugiwaé; jak wigc, operujgc
tylko przyktedami, prawidiowo ukeztaltowaé pojecle?™ r oz dz i1 ale

4 wyjadéniamy istote rozumowania prematematycznego, bedacego namiastkg do-
wodu jedynie dostepng dla ucznie na rozwazanym poziomie, & nastepnie uka-
zujemy, jak w réznych podrecznikach uzasadnia sig¢ twierdzenia., Rozumowa-
niu prematematycznemu dziecka towarzyszy zaweze konkretna manipulacja.
Czy wiec podrecznik jeet wiaéciwym érodkiem przekazu wzorcéw takich rozu-
mowar’? R 0 2d 2 L at 5 dotyczy kwestii, kiedy 1 jak uczyé dzieci rozu-
mienia jJezyka matematycznego dorositych, oraz jake role moze tu odegraé
podrecznik, Pewne jest tylko jedno: jezyk ten jest dla wigkszoéci dzieci
niezrozumiaty 1 wymaga podobnego potraktowania jak jezyki obce. W r o z-
dziale 6, otredci najdelej wkraczajgcej na teren pedagogiki, rozwe-
zamy doniosie dla efektywnodéci wszelkich innych érodkéw zaestosowanych w
podreczniku sprawe érodkéw motywacji psychicznej do jego studiowania, Czy
zamigst wprowadzaé¢ do podrecznika matematyki z watpliwym skutkiem ksztal-
cacym i wychowawczym tematyke gospodarcza, nie lepiej wykorzyetaé w nim
autentyczne zainteresowania dzieci dla motywacji uczenia ei¢ matematyki?
Rozdziat 7 omawia zasedniczg w déwietle wepéiczeene] wiedzy o nau-
czaniu matematyki kweetig struktury dydaktycznej poédrgcznika i jezyka, jo-
kim operuje, Omdwiono tu miedzy innymi ezeroko funkcje zupeitnie nowej for-
my tego jezyka - dialogu. Komiks stanowi ulubiong przez mtodziez forme li-
teratury eeneacyjnej, przygodowej, romansowej, fantastycznej, @ nawet po-
pularnonaukowej. W jakim stopniu celowe byioby zastgpienie partiami ko-
niksowymi odstreczesjgcego naukowg napuszonodcig teketu tradycyjnych pod-
recznikéw? W z a ko fAczeniu (8) zebrano i eformutowano wnioski
z przeprowadzonych badan, jako zasady konstrukcji podrecznika matematyki
.dla pierwszej klasy ponadpoczgtkowej. Anekey zawierejg wybrane fragmenty
analizowanych podrecznikéw,



Dopeinieniem zewartych w keigzce teoretycznych rozwazanh, préba syn-
tezy 1 konkretyzaecji piyngcych z nich wnioskéw, Jest podrgcznik dla IV
klasy szkoly 10-letniej w Polsce /Turnau 1978/ jeko wynik pracy zespoio-
wej. Nie nalezy jednek podrgcznika tego traktowac jako dosiownej i “dos-
konatej” ilustraecji tych wnioskéw, Jek wspomnielidmy, wizja dydaktyczna
nie okreéla jednoznacznie jej podrecznikowej realizecji. Mimo 2o sutorzy
etarall eig¢ kierowaé nakredlona w tej precy wizjg dydaktyczng, éwiadomi
eg nle zawsze dobrych rozwigzah, zwlaezcza po okreeie plerwszych préb wy-
korzyetania tego podrecznika w samodzielnej pracy uczniéw, Nie me podrecz-
nika uniwersalnie dobrego. Ale nawet podrgcznik “"lokalnie® zadowalajgcy
@oze powetac tylko w drodze préb 1 stopniowych ulepezefi,
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1. WSTEP

1.1. Nauczanie poczgtkowe i ponadpoczatkowe

We.wszyetkich krajach Europy, a prawdopodobnie w wigkezodci krajéw
éwiata, syetem szkolny, o bardzo skadinad zréznicowanej etrukturze, dzie-
11 siq@ na okres zwany elementarnym lub poczatkowym, gdzie wszystkich
przedmiotdéw uczy jeden nauczyciel-wychowawca, i okres nastegpny (tu zréz-
nicowanie struktury jest najsilniejsze), gdzie poszczegdélnych przedmiotéw
uczg, w zasadzie, nauczyciele-specjalidci, Plerwszy rok tego drugiego okre=-
su nazwiemy umownie pierwszg klasg ponadpoczgtkowa. Okres poczatkowy waha
eie w poszczegdlnych krajach, 1 wynosi:

3 lata (wiek 7-10 lat) np. w eystemie szkoly 10-letniej w Polsce,
takze w ZSRR, )

4 lata (wiek 7-11 lat) np. w Czechostowacji i ne Wegrzech,

5 lat (wiek 6-11 lat) (z podziatem na dwa podokresy) np. we Francji,

6 lat (wiek 5-11 lat) (takze z podziakem na dwa podokresy) np. w
Wielkiej Brytanii.

Pierwsze klasa ponadpoczgtkowa jest wiec czwartym, platym, széstym
lub siédnym rokiem nauki dziecka, co stawila pod znakiem zapytania mozli-
wodé traktowanies jej jako okreslonego poziomu nauczania, niezaleznego od
systemu ezkoly. Z drugiej jednak strony wiek dzieci w tej klasie rézni sig
tylko o rok: jest to bowiem wiek 10-11 lub 11-12 lat., Przy tym, jask sadzi-
my (co nizej zostanie uzasadnione), charakter nauczania spowodowany typem
wyksztalcenia nauczyciela odgrywa tu role daleko istotniejeze niz dlugoscé
okresu nauczania poprzedzajacego te klase, Dlatego w dalszym ciagu pierw-
szg klasg ponadpoczagtkowq traktowaé bedziemy jako poziom nauczania poréw-
nywalny w réznych krajach,

Jak dotad, na ogét uweza sie, 2o plerwszae klasa ponadpoczatkowa przy-
pada mnie] wiece] w ustalonym przez Plageta okresie przeltomu w sposobie
my$lenia, kiedy to "zachodzi w mydleniu dziecka zasadnicza zmiana, ktéra
jest uwiericzeniea operacji konstruowanych w okresie drugiego dziecifetwa:
przejécie od myélenia konkretnego do myélenis " formalnego, czyli hipote-
tycznq—dedukcyjnego‘/1966, 8.67/", Zaréwno program nauczanie jak i orga-
nizacja tego nauczania w plerwezej klasie ponadpoczgtkowej stawia dziecko
przed koniecznoécig przekroczenia tego punktu krytycznego w tej wiaénie
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klaeie, Dziecko, ktéremu z tych czy innych wzgledéw sig to nie uda, ped-
nie nieuchronnie ofiarg tzw. niepowodzenia ezkolnego. Przyczyna moze le-
2e¢ w bardzo wielu czynnikach, wéréd ktérych naturalna nierdwromisrnodé rozwo-
ju poszczegélnych dzieci oraz zbytni przeskok w metodach nauczania i wy-
mageniach stawianych dzieciom maja chyba najwigkszy udzialt., O ile nie zo-
etang podwazone wyniki badah, prowedzonych ostatnio w Wielkiej Bryta-
nii, wedlug ktérych opleany przez Piagete przelom w myéleniu wystepuje
daleko péiniej niz sgdzono doted, eytuacjg ucznia plerwszej klasy ponad-
poczgtkowej trzebs bedzie uznaé za drematyczna.

Wedlug medrej, gteboko demokratycznej i humanistycznej koncepcji ery
powojennej, ceie neuczenie matemetyki - od przedezkola po uniwersytet -
powinno byé¢ systematycznym rozwijaniem matematycznych pojec, rozumowad i
metod w sposdb doetosowany do aktualnego etapu rozwoju jednostki, Prawo
do nauki oznacza prawo do t @ k 1 @ J neuki., Wezelkie przeskoki w uje-
ciach, srodkech i metodach nsuczania sg z tg koncepcje eprzeczne, Sprzexz-
ny z nig bylby wigc takze przeekok na progu pomiedzy nauczaniem poczgtko-
wyn i plerwszg klasg wyzezego cyklu,

Wiele uczyniono wysilku w kierunku ‘zrozumienis przez nauczycieli
klas poczgtkowych orientacji i celéw nauczanis matematyki, e takze stoeo-
wanych tu nowych érodkéw, Pomimo tego, Ze prezentowanych w tej ksiazce
badafd nie mozne uznac za zakoficzone, i daleze doskonalenie nauczycieli
tego poziomu jest niezbedne, mimo 2e konieczne jest wypracowanie wltaéci-
wego eystemu matematycznego keztaicenis nauczycieli tych kles w ramach
studiéw inicjalnych, trzebs uwzglednié, Ze w sposoble pojmowenia matematy-
ki, a wigc 1 jej neuczanis, przez nauczyciela-pedagoga 1 nauczyciela-ma-
tematyka bedzie wystgpowac zawsie glgboka réznice. Neuczyclel-pedagog be-
dzie rozumial liczne pojecia matematyczne nieco naiwnie, w silnym zwigz-
ku z konkretem, nie dostrzegajgc rozmaitych trudnodci i pulapek, jekie
przynosi poslugiwanie sig nimi, Byé moze, ten bliZezy dzlecigcemu charak-
ter rozumienis matematykil odbija sie korzystnie na jej nauczaniu w kla -
sach poczgtkowych, a piynace stgd korzyécli przewazaje nad skutkami ewentu-
alnych popeinianych przez nsuczyciele bteddéw, Spraws ta nalezy do obszer-
nej i trudnej problematyki keztaicenia matematycznego nauczyciell klas
najmiodszych,

Z uwagi tej wyclggngé mozna od razu wazny dle nas wniosek, Jedli réz-
nica w sposcbie podejécia do matematyki nauczyciela w klasach poczgtko-
wych 1 w pierwszej klasie ponadpoczaetkowej jest naturalng koniecznodcig,
Jeéli przeskok w dydaktycznym ujgciu matomatyki jest niepozadany, jeéli
wreszcie nauczyciel klas poczgtkowych nie moze, ze wzgledu na specyfike
swego wykeztalcenia, zmienié charakteru ujmowsnis matematyki pod koniec
nauczanie poczgtkowego, to niezbgdne staje eig zblizenie nauczanias w piem-
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szym okresie za tym progiem do nauczania poczatkowego i etopniowe péz -
niejeze jego przekeztatcanie w kierunku dalej id)ycych uogélnien 1 abetrak-
cji. Stawis to przed nauczycielem matematyki trudne zedanie dydaktyczno-
pedagogiczne, w wypeinieniu ktérego podrecznik uczniowski moze byé w du-
203 mierze pomocny, Konieczne staje eie¢ wigc wypracowanie podrecznika nie
tylko poprewnego pod wzgledem matematycznym i dydaktycznym w tradycyjnya
rozumieniu tej poprawnodci, ale uwzglednisjecego calg te epecyfike 1 zio-
2onoéé problemetyki keztalcenis matemstycznego na tym poziomie,

| 1.2. Podrecznlk ,trudny” — okreéleniem relatywnym

Badania zmierzajgce do neukowo uzasadnionej konstrukcji podrgcznike
matemetyki dle okreélonego poziomu nie moge byé prowadzone w kierunku u-
scidélenia 1 oblektywizacji potocznych okredled “trudny® - "latwy®, “dobryZ
-~ ®zly" itp. Sa :.to bowilem pojecis zalezne od wielu parametréw, ktérych
ustalenie nawet w konkretnej eytuacji i w okredlonya momencie nie wydeje
¢1¢ mozliwe, Pokatemy to najpierw w odniesieniu do okredlenia “trudny".

Podrgcznikiem uczniowskim postuguje sie nie tylko uczefi, ale w do-
tychczasowe] praktyce moze nawet czgéciej - nauczyciel, znajdujec w nia
wzorcowe sformulowanis, przyklady, dowody, zadania, drodki motywacji 1itp.
a takze czeéciowo inspiracje dla organizacji neuczenias: kolejnodé pojeé,
proporcje réznych typéw éwiczen itp, Z tego wzgledu na trudno$é podrecz-
nika patrzeé trzeba nie tylko z punktu widzenia uzytkownika-ucznia, ale
z punktu widzenia u2ytkownike-nauczyciela,

Z punktu widzenia ucznia podreéinik jest trudny, jezeli jego lektura
(czy racze) studiowanie) wymaga duzego skupienia,wielokrotnego powrace-
nia do tych samych uetepéw, wykonywania wielu ¢wiczer zmuszajgcych do
diuzezego namysiu lub nietatwych rachunkéw itp,; krdétko - intensywnej pre--
cy umyslowej. Podrecznik jest tatwy, jezeli “wszystko jest od razu jasno
wyttumaczone®, a wiec po krétkiej lekturze i zapamigtaniu tredci lub sfor-—
mutowafi mozna te wiedz¢ stosowaé lub na 2adanie reprodukowec.

Tak rozumiana trudnodé podrecznika jeet, oczywidcie, relatywna ze
wzgledu ne indywidualne uzdolnienis i wiedze ucznia: podrecznik trudny
dla jednego ucznia moze ei@ okazaé¢ mniej trudny lub tatwy dla innego, Jed—
nak w pewnym stopniu trudnodé podrecznika moze by przez autora zamierzo-
na i zdeterminowana jego budowg: tak bgdzie z natury rzeczy w przypadkﬁ
ujeé problemowych., Ujecie problemowe, w ktérym problemy rozwigzywane przez
ucznia 1 prowadzgce go do tworzenie pojgé czy odkrywania twierdzen domi-
nuje nad warstwa informacy]ne, @a ze zadanie ulatwié kezteicenie u ucznidw
samodzielnoéci 1 twérczego stosunku do wiedzy. Realizacja tego celu byla-
by utrudniona przez nauczenie podajgce, oparte na podreczniku latwym,
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w ktérym wezelkie ewentualne trudnoéci zostaly usunigte lub znacznie u-
tatwione, gdzie starannie pominigto’ eytuacje mogace zrodzié wetpliwodé
lub biad.

Odkrylisdamy wigc jeszcze jeden czynnik relatywizujecy trudnoéé pod-
recznika., Podrgcznik trudny dla ezybkiej percepcji wiedzy moze byc¢ ia-
twiejezy dla realizacji nowoczesnych celdw keztatcenia 1 na odwrét.

Z drugiej jednak strony trudnodci w percepcji teketu bgds dzielaly
znfechgcajaco, czy nawet odetr@czajgco na ucznia nie umotywowanego we
wtadcimym kierunku, nie umiejgcego przyjaé pozytywne] postawy wobec trud-
nodci, a tym bardziej na ucznis nie majgcego doéwiadczenia ani wprawy w
lekturze tekstu matematycznego, czy wreszcie tego, ktérego sprawnosdci u-
myetowe lub wiedza sprewiajg, 2e prég trudnodci podrecznika jest zbyt wy-
soki do pokonenia., Czy sprzecznodé, jakg stanowi pozytywny i negatywny
walor problemowego charakteru, a wigc 1 trudnoécl percepcyjnej podreczni-
ka, moze by¢ usunigta lub ziagodzons w takim stopniu, aby podregcznik
problemowy m6gt situzyc za podstawe eamodzielnej pracy kazdego ucznia od-
powiedniej klasy lub podstawe nasuczania? Jest to jedno z pyta#, na ktére
bedziemy chcieli znalezé pozytyﬁne odpowiled%,

Przejdimy do énalizy trudnoéci podrgcznika z punktu widzenia uzyt-
kownika-nauczyciela, posisdajacego peine przydotowanie w zakresie swoje-
go przedmiotu. Ola niego trudnoéci percepcyjne podrgcznika sg nieistotne,
@o wcele nie znaczy, e bedzie on mégl natychmiast odpowiedziec¢ na kazde
postawione w podreczniku pytanie, rozwigzaé¢ bez wshania kazdy problem;
podrecznik prawdziwie problemowy pozostanie takim nawet dle zawodowego
matematyka). Dla nauczyciela podrecznikiem trudnym jest ten, ktéry stwa-
rza trudnoéci przy organizowaniu nauczania na jego podstawie, Tego rodza-
ju trudnoéé stwarza wielu nauczycielom podrecznik zawierajacy np.materisi
zbyt obszerny, by dal sie zmiedcié w przewidzienej liczbie godzin, Jednak
i w tym znaczeniu trudnoéé¢ podrecznika jest na ogét relatywna,

Trudnodci zwigzane z organizecje nauczania w oparciu o dany podrecz-
nik zalezg od zamierzonej metody i formy tego nauczania, w ezczegéinoéci
od tego, czy te ostatnie sg zgodne, czy nie, z dominujgcym charakterem
podrecznika. Jezeli nauczyciel zamierza organizowaé nauczanie w sposéb
problemowy, to podrecznik problemowy moze w duzej mierze utatwié realiza-
c¢je tego zadania, Problemowy uktad podrecznika w sposéb bardziej lub
mniej jewny odzwierciedls dialog autora z uczniami, czegsto bedgcy rekon-
strukcje autentycznych eytuacji w klasie, z uwzglednieniem trudnodci, ja-
kie tam wyetgpilty, oraz z wykorzystaniem biedéw popelnionych przez ucz-
niéw, Rzecz jasna, prébe wyreiyeerowania lekcji w kierunku mozliwie do -
etownego odtworzenis zarysowasnego w podreczniku dialogu mogiaby daé re-
zultat bgdacy zeprzeczeniem nauczenis problemowego. Jednak problemowy
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tekst podr¢cznika daje co najmniej propozycje sytuacji problemowych, kté-
re moga byé przez nauczyciela odtworzone w'klaeie\1 dalej juz rozwijane

w naturalnym jego dialogu z uczniami lub w eamodzielnej pracy uczniéw,
Doéwiadczenie autora wskazuje, e eamodzielne znalezienie etosownych sy-
tuacji problemowych przekracze mozliwoéci bardzo wielu nauczycieli, epra-
wiajgc tym samym, Z2e problemowe organizowanie nauczania matematyki w o-
perciu o podrecznik tradycyjny, informujecy, a wigc “"latwy”, okazuje eig
dla nich bardzo trudne,

I na odwrét, jezeli nauczyciel nauczs z przewage metod podajgcych,
to opleranie eig na podreczniku problemowyam, zmuszajgpcym do rekonstrukcji
zawartych w nim treédci matematyczﬁych i budowanie z nich innego ukladu
dydaktycznego, a takze doboru i odpowiedniego ulozenie zadan 1 c¢wiczedh,
bedzie stanowito dodatkowg trudnoéé, Podrecznik problemowy bedzie wéwczas
dla nauczyciele trudny, letwym zaéd oksze sie tradycyjny.

13. Podre¢cznik ,,dobry” — okrefleniem relatywnym

Usitowanie ekonstruowanis teoretycznegoe choéby modelu podrecznike
“doskonaiego® dle. danego poziomu byloby fikcjg, etwarzajgca jedynie pozér
zblizenia sig do nieietniejgecego ideaiu, Oto bowiem tylko cztery epodréd
wielu czynnikéw, od ktérych zalezy przydatnodé podrecznika jako érodka
nauczania, ) -

1) O treéci 1 strukturze podrecznika decydowad muei przede wezystkim
struktura szkolnictwa i cele ksztatcenia, Wepélczednie w réinych krajach
eg one bardzo rézne, & w kazdym kraju, takie w Polsce,ulegajg zmianom ewo-
lucyjnym, niekiedy nawet rewolucyjnym, Na przykiad w szkolnictwie angiel-
skim - mimo duzych zmien w ostatnim dwudziestoleciu - dzieci w 11 roku 2y-
cia przechodzy nadel przez egzamin selekcyjny, po ktérym eg kwalifikowane
bgdZ do "modern school® = éredniej ezkoly dla mes, badZz do jednej ze szkél
o wyzszym poziomie nauczenis, do ktérych przyjmowane sg tylko dzieci uzna-
ne za zdolne., Cele keztaicenia w "modern school”™ nie przewiduje przygoto-
wania ucznia do studiéw wyzezych, co daje ogromng swobode w doborze tres-
cl nauczanie i ich ujeclia w podrgczniku., Mozna wigc caty nacisk polozyé
tu na aktywizacje kazdego ucznia wediug jego checi i mozliwoéci, bez po-
trzeby uwzgledniania wymogéw wyzszego szczebla ksztaicenia, Z drugiej stro-
ny programy i podreczniki dla uczniéw uzdolnionych moga byé nastawione na
w miare ezybki rozwdéj myélenia écislego, abstrakcyjnego, mogg od poczetku
wprowadzac¢ konwencjonalny jezyk metematyki itd., nie liczgc sig z trudnoé-
ciami, ktére napotkaiby przy tekim ujeciu uczen siabszy. Rzecz jasna, "do-
bry” podrecznik dla ezk6i: angielskich nie bedzie dobry dla szkoly polskiejs.

Rodzaj i hiefarchia bezpoérednich celéw nauczaenia matematyki maje
rémnie: powszny wplyw na strukturg 1 tresé podrg¢cznika. Dla przykladu roz-
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patrzmy zagadnienie ksztaicenia eprawnoéci w rechunku numerycznym. Kiedyé
byt to giéwny cel nsuczania matematyki, w kazdym razie w ciggu pierwszych
ezeéciu lat nauczania, W ostetnim dziesigcloleciu pojawila sig silna ten-
dencja do znacznej redukecjil éwiczed w rachunku pisemnym, tiumaczgca eig
m,in, wejéciem na rynek tanich elektronicznych kalkulatoréw kieszonkowych.
Obecnie tendencja ta oelabita, s nawet mozna zauwalyc pewien nawrét do ra-
chunku, gidéwnie pamigciowego, Jeet jasne, 2e stanowisko wobec tej sprawy
w bardzo istotny sposdb muei wplywac na zewartodé, a moze takze strukturg
podrgcznika, Cytowane w tej pracy podreczniki angielskie /P a 1 i n g 1972/
nie wprowadzajg wcale pisemnych algorytméw rachunkowych, ktérych miejsce
zajely tabele 1 nomogremy., Uczen rozwigzuje tu ¢éwiczenia rachunkowe z po-
mocq tych drodkéw, bgdi pamigciowo, W Jeazczé eilniejszym stopniu na bu-
dowe podrecznika wpiywac musi etosunek autora do dedukcyjnego organizowa-
nia materiatu, 2rédie toczacych ele wcigz oetrych polemik, Podobne przy-
ktedy mozna z tatwoécia mnozyc,

2) W wielu krajach, w tys réwniez w Polsce, autor podreczniks jest
krgpowany narzuconym z géry szczegdiowya programe:: nauczania, Program zaé
decyduje nie tylko o treéci podrecznika; wpiywa on, a przynajamniej powi-
nien wpZywac na jego strukture., Inaczej bowiem bgdzie ujety w podreczniku
program obezerny, wymagejecy od ucznia ezybkiego zapamigtania wielu rze -
czy, inaczej zaé program skromny, dajacy nauczycielowi duzo czaeu na opra-
cowanie poszczegdlnych tematéw i dute swobode manewru, Ré2nice w struktu=-
rze podrecznika bede zapewne jakoéciowe, a nie okreélone tylko proporcja-
mi liczbowymi,

Struktura podrecznike wigZe sig@ tez ze strukturg programu, w szcze-
gélnoéci sposobem uwzglednienia w progremie indywidualnych réznic uzdol -
niefi i zainteresowafh uczniéw. Niekiedy eystem nauczania przewiduje tak zva-
ne zajecia fakultatywne, odbywajace sie poza godzinami przeznaczonymi dla
wozystkich uczniéw, 1 program okresla treéé tych zajeé, bedeca poszerze=-
niems lub przediuzeniem materiazu wspélnego, Wéwczas autor podrecznika sta=-
Je przed trudnym zadeniem takiego zorganizowanie materiatu, by praca na
lekcjach wepdlnych mogta odbywaé sig w rytmie dla weszyestkich uczniéw do-
stepnym, a przede wezystkim, by maksymalnie uaktywnials i rozwijata tych
ucznidéw, ktérzy w metematycznych zajecisch fakultatywnych nie bede uczest-
niczyé. Jednoczesdnie material wepélny powinien podsuwac lub niekiedy for
mulowaé problemy otwarte, dalsze kierunki rozwijenie teorii itp., ktére by
tyby przedmiotem zejeé fekultetywnych. Konstrukcje dobrego, a wigc sktywi-
zujgcego, @ przynajmnie] dajecego material do aktywizacji uczniéw podrecze
nika w tys uktadzie wydaje sig¢ ezczegélnie trudna,

3) Treéé, struktura 1 Jezyk bodrqcznik. w ogromnym etopniu powinny
zeslezec¢ od keztsltu podrecznikéw dla wczedniejeszych i péiniejszych pozio=
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wéw nauczania, Nieuwzglednianie tego (przyklady tatwo wekaezad) powoduje ,
2e ksztaltowanie pojec¢ odbywa sig ani nie liniowo, ani nie spiralnie, ale
catkowicie chaotycznie, tatwo doprowadzié tu do sytuacji, w ktérej uczen
poznaje po raz drugi to eamo pojgcie, bedgc przekonany, 2e uczy sig rze-
czy catkowicie nowej, o ktérej nigdy nie elyszal, tatwo tez o sytuacje od-
wrotng - pomieszanie w umyédle ucznia pojeé zupelnie réznych.

Méwige o wzajemnej korelacji podrecznikéw dla réznych klae. nie mozre
jednak ograniczaé sig do uwzglednienia ich treécl merytorycznej. Podrecz-
nik moze bowiem tez byé¢ podstawg dla poznania specyficznego jezyka mate-
matyki, w tym jezyka symbolicznego i réznych form przedstawienis graficz-
nego struktur, Podrgcznik moze uczyé schematéw rozumowania, specjalnych
algorytméw itp, Podrecznik wreszcie, z natury rzeczy, niezaleznie od ewen-
tualnych wskazah programu, kledzie necisk na jedne sprawy, lzej traktuje
inne, Wiaéciwa realizacje tych funkcji podrecznike wymega jego glebokiej
strukturalnej korelacji z podrecznikami zaréwno dla wyzszej] jak 1 dla niz-
szej klasy, .

Najlepszym bodaj rozwigzaniem, zabezpieczajgcym niemal calkowicie
przed izolacia podrecznika w jaskimkolwiek jego aspekcie, jest tworzenie
przez zespoly autoréw catych serii podrecznikdw dles okredlonego eszczeble
nauczania. (I tu jednak wartoéé serii zaslezy od kszteltu podrecznikéw sto-
sowanych na nizszym i wyiszyam szczeblu), Rozwigzanie to jest juz zasadg
stosowang przez wydewnictwa wielu krajéw, Nie wnikajec w przyczyny, dla
ktérych nie przyjeto sig ono dotychczas w Polsce, zauwazmy tylko, 26 z te-
go punktu widzenia mozna by méwié jedynie o wartodci dydaktycznej serii,
a8 nie - wchodzacych w jej skiad poszczegélnych podrecznikéw,

4) Na koniec¢ - sprawa cech indywidualnych, "pigtna sutorskiego” w pod-
reczniku, Poglad na to, jak dalece odrgbnodc podrgcznika, wynikajgca-z o-
sobistych predylekcji, stylu jezyka, zapatrywah itp, autora badZ kierowni-
ka zespolu autorskiego, jest pozadana z punktu widzenis efektywnosci ksztal-
cenia, nie jest jednolity, Niewgtpliwie, jakied miejsce dla swobodnej pre-
zentacji wtasnych koncepcji jest konieczne, chocby dla zapewnienia prawid-
towego rozwoju dydaktyki matematyki, Czy jednak podreczniki seryjne, two-
rzone jako rozwiniecie programu i podporzgdkowane okredlonemu eystemowi
nauczania, powinny byé, jek sig niekiedy obserwuje, pozbawione wszystkie-
go, po czym rozpozne¢ moina autorae? Oczywidcie, o tego rodzaju postulacie
nie ma mowy tem, gdzie o produkcji podrecznikéw decydujg przede wezystkim
wzgledy komercyjne: podrecznik oryginalny ma wigkezq szansg¢ na podbicie
rynku, niz podrecznik “ezary®", choéby dydsktycznie bardzo dobry. Tam jed-
nak, gdzie centralne planowanie i padetwowa produkcja umozliwia wydanie
wytgcznie najlepezych pozycji, zajecie w te] eprewie etanowiskes jest nie-
zbedne.
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2. AKTYWNOSC MATEMATYCZNA UCZNIA
2.1. Aktywnoéé ucznia w teorii | praktyce nauczania

_Nauczanie matematyki (1 nie tylko matenmatyki) rozumie sig wepélczes-
nie niemal powszechnie jako orgﬁnizowanie uczenia eig, tj.organizowanie
takiej sktywnodct intelektualnej i fizycznej ucznia, w toku ktérej naste-
puje keztattowanie pojeé, dostrzeganie, rozumienie 1 przyewajanie ich wies-
noéci, wreszcie opanowywanie okredlonych umiejetnoédci, Dobre nauczanie
oznacza m.in, wlaéciwe dostosowanie orpanizowanych aktywnodci uczniéw do
zatozonych z goéry celéw nauczania,

W ciggu ostatnich kiliunaotu lat zrobiono wielki wysilek dla sprecy-
zowania celéw 1 bezposrednich wynikéw nauczania matematyki, jednak2e nadal
wystepuja odnodnie nich znaczne rozbieznodci pogleddéw, spowodowane zresztg
réznorodnymi czynnikami, Rozbieznoéci te esg@ dodatkowo bardzo znacznie epo-
tegowane przez przepeéc dzielecg cele postulowane 1 cele realizowene w pod-
rgcznikach i w praktyce nauczania. Sytuacje te charakteryzuje D.A, Quadling
w Sprawozdaniu dla 111 Migedzynarodowego Kongresu Nauczania Matematyki w
Karlsruhe w roku 1976 na temat ksztalcenia matematycznego na poziomie li-
ceum 1 klas pomaturalnych:

1 tak, podczas gdy okreélenie celdw jest wazne dla reformatoréw, osdb
zajmujecych sig keztatceniem nauczycieli, twércéw programéw nauczania 1
autoréw podrecznikéw, stwierdza eig, ze wielu uczniéw i ich nauczyciell
ukierunkowuje swa pracg na cele znacznie bardziej ograniczone: mianowicie
na przyswojenie wiadomoéci i sprawnoséci wymienionych w programie i podrecz-
niku oraz nabycie umiejetnosdci stosowania ich w pewnych epecyficznych sy-
tuacjach, Te aspekty ksztalcenia matematycznego, ktdrych nie dato eig WZQ-
czyc do podrgcznika i zbioru cwiczen i ktérych nie bada sig¢ w czasie egza-
minéw, nie maje szans ne zajgcie istotnego @miejeca w nauczaniu matematyki
na tym poziomie,

Opis ten wydaje si¢ odpowiadaé w wigkszym nawet stopniu praktyce nau-
czania matematyki ne niZaszych szczeblach, Lekcja matematyki jest tu ukie-
runkowana wytgcznie na jak najszybsze, nejtrwalsze 1 najbardziej niezawod-
ne opanowanie przez ucznidéw tatwo dajgcych sig@ okredlié sprawnoéci i wie-
domoéci wraz z ich stoeowaniem w stereotypowych sytuacjach, a umiejetnosci
nauczyciela i jakosé jego pracy mierzy sig stopniem osiggnigcias tego celu,
wyrazasjacym sie zaréwno poprawnoécia odpowiedzi uczniéw, jak i liczbg ucz-
niéw, ktdrzy osiagngli wymagany etopiefrs opanowania meterialu. Przy tym
etwierdzié ‘trzeba, ze wzorcem dla tak zorientowanego nauczania jest na ogét
podrecznik, nastawiony catkowicie na "przyetgpne® wprowadzenie okredlonych
programem pojeé, ich wiesnoéci, operacji, regul postepowania itp. oraz do-
etarczenie materialu éwiczeniowego ulatwiajgcego ich opanowanie.

18



Ten stan rzeczy pozostaje w oczywistej éprzecznodci z zyekujgcymi co- .
raz ezerszg akceptacje poetulatami, jakie wysuwa eig w stosunku do pow-
ezechnego ksztaicenia matematycznego miodziezy do lat 16, & wiec keztal-~
cenia majecego stuzy¢ nie tylko przygotowaniu do ezkéi wyZezych ezczebli,
Tu keztatcenie wgskich eprawnoéci 1 umiejetnoéci powinno byé jedynie érod-
kiem dla osiagnigcia celdw znacznie ogélniejezych i wazniejszych, ktére
ogdlnie echarakteryzowaé mozna jeko rozwijanie aktywnodci umysiowych 1
intelektualizacja postaw, Méwi o tym Z, Krygowska:

Sformulowania w rodzaju "rozwijanie otwartej postawy wobec proble-
méw", “wprowadzanie w procees matematyzacji"itd. stanowiag tylko punkty o-
rientacyjne dla procesu nauczania i punkty zbieZnoéci r62n¥ch drég tego
procesu, nigdy nie osiggane definitywnie, 5@ to cele specyficzne ksztai-
cenia matematycznego, do ktérych dazymy w kazdym okresie nauczania, jeze~
11 mu chcemy nada¢ charakter rozwijajacy. Cala tejemnica nauczania mateaa~
tykl tkwi wigc w umiejgtnodéci ciggiej orientacji ne te cele realizacji ce-
léw bardziej bezpodrednich /K rygowskae 1976/.

Kezdy, kto zna ezkole, wie, 2e na radykalng zmiang orientacji nau=-
czania 1 jego oceny nie moze wpiyngé ani formutowanie ogédlnych celéw
ksztalcenia matematycznego, anl instruowanie nauczycieli, jak je realizo-
wad, jezeli takiej nowoczesnej orientacji nie bedzie reprezentowal podrecz-
nik, uzyweny w klasie przez uczniéw 1 nauczyciela. Jezell wiec za giéwny
cel nauczania stawlamy eobie ksztalcenie u uczniéw pojeé 1 rozumowan typu
" matematycznego, to podrgcznik musi przede wszystkim wprowadza¢ w pojecie
i rozumowania typu matematycznego, nie zaé tylko wprowadzaé i wyjadniaé
nowg terminologie oraz instruowaé¢ o sposobach oeiggania okreslonych wyni-
kéw w okredlonych sytuacjach. Podrecznik muei dostarcza¢ wzorcéw dla ta-
kich aktywnodcil uczniéw, przez ktére bedzie ele "rozwijaé otwarte postawa
wobec probleméw®, ktére bedq “wprowadzadé w proces matematyzacji® itp. Tyla
ko wéwczae istnieje szansa, 2o zniknie przepasé migdzy postulowanymi 1
realizowanymi celami nsuczania matematyki,

Postulat aktywnoéci ucznie w proceeie nauczania (a wigc i uczenia
sig) jest od dawna zaliczany przez pedagogiké do podetawowych zasad naucza-
nia. Pedagogika ujmuje jednek tg¢ aktywnoéé ogélnie, jeko poznawczg, w kté-
rej "podetawowg role odgrywajg poréwnywaenie, analiza 1 eynteza, gbstraho-
wanie 1 uogdélnienie, rozumowanie indukcyjne i dedukcyjne® /U r ba ficzyk
1960, 8.105/. Odkryciem dydaktyki matematyki jest to, 2e organizowana przez
nauczyciela aktywnoéé ucznia moze byé podyktowana przez operacjs tkwigce
w samej matematyce., Moze wigc ona skladaé sie z “czynnoédci konkretnych,
wyobrazonych, czy pomyédlanych, ktére mopglyby eig staé bgdZ pierwezym ogni-
wem przyspieszonej] w proceeie nauczania interioryzacji, prowadigcej do ab-
etrakcyjnych operacji wystepujecych w danej eytuacji matematycznej, bedi
moglyby siuzyé jej upogledowieniu czy etapowej konkretyzacji myéli ucznie
- tatwo gubigcej sig w rozumowaniu bez takiej chwilowej stabilizacji -
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czy wprawieniu w ruch tego rozumowania, do czego wiadnie jakaé konkretna
czy wyobrazona czynno$c¢ wystarcza, itp.," /K ry gows ka 1977, 5,93/,
Do prawidlowego doboru takich aktywnodci prowadzi wigc "dydsktyczna anali-
za danej sytuacji matematyczne] /.../4 majaca na celu ujawnienie tych czyn-
noscl /.../" (tamze), Viprowadzone przez Z.Krygowsks dydaktyczne pojgcie
czynnodciowego nauczania matematyki jeet wigc pojgciem istotnie nowym,nie
mieszczacym elg w ogélnym pojeciu nauczania opartogo na aktywnosci ucznibw.
“Czynnoéciowe nauczanie matematyki jest postgpowaniem dydaktycznym uwzgled-
niajgcym stale 1 konsekwentnie operatywny charakter matematyki réwnolegle
z psychologicznym procesem interioryzacji prowadzgcym od czynnodci konkret-
nych i wyobrazeniowych do operacji abstrakcyjnych® ( tamze, =£.127),

Przez aktywnoéé matematyczng ucznia rozumieé tu bedziemy aktywnodc
skierowang na ksztaltowanie pojec¢ 1 rozumowanh typu matematycznego, stymu-
lowang przez problemy abstrakcyjne lub problemy teoretyczne dotyczace sy-
tuacji konkretnych,

2.2. Aktywno§¢ matematyczna doroslego i dziccka

Aktywno$c matemptyczna dziecka 10-12-letniego jest rézna zaréwno od
aktywnosci matematycznej ucznia klas poczgtkowych, jak 1 od tej, do kté-
rej zdolny jest uczer klasy VI 1 wyzszych, Wynika to z bardzo istotnej
zmiany, jaka zachodzi w tym okresie w myéleniu dziecka: z my$lenia “kon-
kratnego" staje si¢ ono mydéleniem “formalnym® czyli “hipotetyczno-deduk-
cyjnym™, Oznacza to, 2e "logiczne operacje zaczynajq byé transportowane
z pleszczyzny konkretnej manipulacji na piaszczyzng samych idel, wyrazo-
nych w jakimkolwiek jezyku /.../, ale pozbawionych oparcia w percepcji do-
éwiadczeniu czy nawet przedwiadczeniu®™ /P 1 @ g e t 1966, s.6§/. Odrgb-
nos$¢ aktywnoscl matematycznej dziecka w tym okresie bgdzie si¢ wigc za-
znaczacdwiema istotnymi cechami: po pierwsze - stale rosngcg dostgpnodcia
rozusowafh abatrakcyjnych, i po drugie - brakiem dodwiadczenta i nawykéw
nlezbg¢dnych do operowania takimi rozumowaniemi na sposéb dorostego, Nie-
ktére aktywnosci, stanowiace u dorostego jeden akt mysli, u dziocka w tym
okresic beda si¢ skiadaly z oddzielnych etepéw, z ktérych kazdy wymaga po-
konanias innych trudnodci, Tak na przyklad dostrzezenie wspélnej struktury
kilku sytuacji (dla wykorzystania tej obserwacji i nabytego dodwiadczenia
w rozwiyzaniu nowego problemu) 1 jej ogélny opis (rysunkowy, werbalny czy
symboliczny) stanowi u dorostego praktycznie jeden akt: uwazamy uogélnie-
nie za cokonane, gdy zostanie opisane,>zaé posiugiwanie sig uogélnienienm
utozsamiamy z postugiwaniem sig jego zewngtrzng formg. Tymczasem dodwiad-
czenle uizy, e u dziecké w omawienym okresie dostrzezenie wspélnej struk-

4 Krtopki w nawiasach ukbénych wskazujg opuszczenia w cytowanym tekécie,
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tury 1 moZzliwoéé jego wykorzystania w nowej sytuacji wystgpuje przed umie-
jetnodcig opisania tej struktury w jakimkolwiek jezyku, w szczegélnosci w
konwencjonalnym jezyku matemetykl zawierajgcym zmienne, a tekZe umiejetno-.
écia skorzystania z takiego gotowego opisu, Stwierdze to wyrainie J.Bruner-
/B runer 1964, s.41/:

Gdy dziecko jest jeszcze w eteple operacji konkretnych potrafi ono
uchwycic intuicyjnie 1 konkretnie wiele podstawowych pojeé z zakresu ma-
tematyki, nauk przyrodniczych, humanistycznych i spoiecznych, lecz jedy=
nie w kategoriach operacji konkretnych, Mozna wykezac, ze dzieci w piatej
klasie potrafia opanowac¢ gry matematyczne, ktérych reguly oparte sg na me--
tematyce wyzsze): istotnie, umiejg one dojé¢, w drodze indukcji, do tych
regul i nauczyé sig stosowac je w praktyce, Jednakze bytyby bezradne, gdy--
by ktod$ proébowal narzucié im formalny, matematyczny opis tego, co robily,
chocla2 w swoim zachowaniu doskonale potrafig Zierowac si¢ tymi reguiami
/ees/. POZniej, gdy dzieci osiagng odpowiedni etap rozwoju 1 nabgdg wpra-
«#y w operacjach konkretnych, bgdzie czas zapoznaé je z niezbednym apara-
tem forwalnym /.../. Najwaznlejszym elementem nauczania pojgc podstawowyctn
jest pomaganie dziecku w stopniowym przechodzeniu od myélenia konkretnego
do uzywania bardziej odpowiednich sposobéw myélenia. Jednak prézne sg sta--
rania, by dopigé tego przez podawanie wyjasnlehd formalnych, opartych na
logice: jest ona obca umysltowl dziecigcemu, e jej implikacje sg dza niego
Jelowe, Nauczanie matematyki odbywa sig przewaznie w ten wiaénie sposéb,
Dziecko, zamiast uczy¢ sig rozumieé istote stosunkéw matematycznych, uczy
sig¢ stosowacC pewne techniki czy recepty, bez zrozumienia ich sensu 1 wza-
jemnego zwiazku, Nie sa one przetiumaczone na jego sposdéb mydlenia, Otrzy.-
mawszy niewtasciwe poczatki, dziecko latwo uwlerzy, ze najwazniejeze dle
niego, to "by¢ doktadnym", chociaz dokladnoéc ma wigcej wspdlnego z ra -
chunkemi niz matematyka.

2.3. Aktywnosci umyslowe dziecka rozwigzujgcego zadanie matematyczne

Powierzchowna obserwacja lekcji matematyki w szkole podstawowej pro-
wadzi do wyréznienia rozwiazywania zadahh jako najczesciej wystgpujace] ak--
tywnoscl uczniéw, Doplero glgbsza analiza tego procesu pokazuje, jak bar-
dzo jest on niejednorodny, z jak wielu réznych aktywnodci umyslowych sig
skiada, jak bardzo zalezy zaréwno od charakteru zadania jak 1 od indywidu -
alnego poziomu rozwoju umysiowego ucznia,

Rozréznimy tu nastgpujace rodzaje aktywnosci umysitowej ucznia 11 -
12-letniego wyst@pujece przy rozwiazywaniu zadahh matematycznych:

1) schematyzacjg i a) przedstawienie rysunkowe, b) opis werbalny
sklerowany na matematyzacjg, ¢) opis symboliczny - sytuacji realnsj lub
fikcyjnej,

2) rozwigzanie izolowanego zadania,

3) dziatanie prowadzace do dostrzezenia 1 wykorzystanis analogii
sytuacjl lub zadania z poznana wczeéniej sytuacje lub rozwigzanym wczeé-
niej zadanienm,

4) dzialanie prowadzgce do dostrzezenia i wykorzystania wspélnej
struktury kilku sytuacji lub zadan, bedZ wspdélnej metody postgpowania,
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5) ogélny opis dostrzezonej wczedniej wspélnej etruktury kilku eytu-
acjli lub zadeh, bgd2 wepélnej metody postgpowania, ‘

6) stosowanie ogdlnego opisu metody postgpowania do rozwigzania zada-
nia posiadajecego strukture pozwalajaca na zaestosowanies tej metody,

7) odczytywanie tekstu: a) opieu eytuacji, b) zadania, ¢) rozwigze-
nia, d) opisu ogdélnego rodzaju sytuacji, zadania lub metody postgpowania,

Wyréznione aktywnoécl stanowig etapy przygotowania ucznia do matema-
tycznego podchodzenia do probleméw, zardwno rzeczywietych jak i teoretycz-
nych. Nie sg@ to etapy w sensie chronologicznym, gdyz jakakolwiek zamierzo-
ne i1zolacja tych aktywnoéci bytaby pryncypialnie bigdna. Sa@ one jednak
czeéciowo uezeregowane wedlug przyjetego, na podstawie licznych obserwa-
cji, wzrastajgcego etopnia trudnosci dla ucznia 11-12-letniego. Tak np.
konetrukcja czy tez odczytanie ( i wykorzystanie) ogélnego opieu wspélne]
struktury jest - jak to juZ wspomnielidmy -~ trudniejsze od jej dostrzeze-
nia, a nawet wykorzystania tej obserwacji. Swiadom tych trudnoéci, e jed-
noczednie koniecznosci stopniowego ich pokonywania dla wyksztalcenia u
uczniéw otwartej postawy wobec probleméw 1 wyposazenia ich w niezbedne
umiejetnosdci heurystyczne, nauczjciel moze do pewnego stopnia manipulowac
tymi aktywnoéciami przez odpowiedni dobér zadart 1 eposobu ich sformulowa-
nia, Pokazemy to na przyktadach,

2.4. Rbine poziomy aktywnosci na jednej lekcji matematyki (przyklad)

Przyktadem organizowania przez nauczyciela aktywndéci réznych pozio-
méw przez formuiowenie seriil zadar dotyczgcych tej semej sytuacji jest ne~
stgpujaca propozycja dydaktyczna, wyprébowana zreszte w klasie /T u r n au
1974/,

Dzieci majg do dyspozycji wzér jak na rye.1, ezeblon jak ne rys.2,
pepier i oléwek,

Problenmn I, Wyobraz eobie, ze jesteéd malarzem pokojowym .Doeta-

%eé zaméwienie pokrycie éciany tye oto wzorem za pomocg otrzymanego ezab-
onu,

Rozwigzanie tego problemu przez dziecko bgdzie si¢ ekladeé z naetg-
pujacych po sobie przewidywar, préb ich realizacji, korekty przyjetych hi-
potez, az do ustalenia slgorytmicznego progremu postepowania. Niektérzy
uczniowie bgds - by¢ moze ~ prébowall uproécié, zracjonalizowaé znalezio-
ny juz progrem. Po zaekoficzeniu tej pracy dziecko bgdzie umiato na 2gdanie
zedemonstrowa ewojg metodg, nie bedzie jednak przygotowane do jej opisa-
nia. Bgdzie to wigc aktywnodé typu 4,

Sformulowanie opisu wykrytej metody postgpowania, tj. aktywnoéc ty-
Pu 5, wymaga pokonania innego typu trudnoéci, do czego konieczna jest
motywacja w postaci nowego interesujgcego problemu, Opis powinien byé two-
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rzony z perspektywa wykorzystania go w sposéb jedynie wiasciwy:dla utrwe-
lenia dokonanego odkrycia lub przekazania go innej osobie., Drugi problenm
bedzie wigc problemem komunikacji.

ProblemnlII, Juz wiesz, jak rysowaé ten wzér, Lecz masz tez po-
mocnika, ktéry bgdzie sig posiugiwal tym samym szablonem, Musisz nu wytlu-
maczyé ewojg metodg. Sprébuj sformulowac dla niego instrukcje, mozliwie
krétke 1 tatwya do zrozumienia,

. Problem jednoznacznego opisu operacji wykrytej w wyniku poszukiwad
czy ekeperymentu, badz poznanej w drodze obserwacji w dotychczasowym nau-
czaniu stawiano u nas wyraZnie dopiero na poziomie klas licealnych, W tej
formie moze on byé postawilony juz znacznie wczesniej.

Dyskusja nad zaproponowanyml przez uczniéw opisami moze dytyczyc za-
réwno opisywanego elgorytmu (jego poprawnodéci i prostoty) jak i samego o=
pisu (jego jednoznacznodci, jaesnoscil, zwigzlosci, uzytej terminologii,
symboliki itp.). Begdzie to wiec aktywnodc¢ skierowana na éwiadome tworze-
nie przez uczniéw ogdlnego sformulowania, Uzyte litery i symbole Lgdg na-
turalnym wynikiem potrzeby i jako takie powinny byé przez uczniéw bez tru-
du zaakceptowane 1 rozumiane,

Po rozwiazaniu podobnego P r o b 1 e m u III, dotyczacego innego or-
namentu (rys.3), uczniowie otrzymujg problem 1IV.

Problemn IV, Jdaka jest istotna réznica migdzy plerwszg a dru-
ge instrukcja?

Odpowied: na to pytanie (o réinicy decydujg obroty czwartego rzgdu i
trzeciego rzedu w grupach pierwszego i drugiego ornamentu) wymaga odczy-
tania tekstéw obu instrukcji dla dokonania ich analizy i poréwnania, Jest
to wigc aktywnosc 7 z naszej listy, Trzeba podkredlié, 2e lektura nie ma
tu na celu przyswojenia okredlonej wiedzy, ale jest etapcm pracy badaw-
czej, Zrozumienia tekstu przez ucznia nie musi sprawdzaé nauczyciel; zro-
bi to sam uczen, poréwnujec swéj wynik z wynikami kolegdw. Rozwiazujac ten
problem uczniowie raz jeszcze przckonaja sige o celowosdci precyzyjnego opi-
su i dogodnoéci opisu symbolicznego, )

Vireszcie problem wymagajecy korzystania z gotowego opisu ogdlnego
(tu: instrukcji kredlarskiej), & wigc aktywnodci 6:

Problem VvV, Narysuj dwa proste wzory zbudowane z odcinkéw, kté-
re mozna by rZsowaé za pomocg ezablonu wediug tych samych instrukcji, kté-
re przygotowated dla otrzymanych wzoréw,

Rozwigzanie moze polegac na wyclgciu w szablonie dowolnej figury o
brzegu ztozonym z odcinkdw 1 narysowaniu fragmentu ornamentu tym ezablorem
wedlug jednej z instrukcji, Wprawdzie uczefh bedzie tu odczytywal nie tekst
nowy, ele dobrze znany, bo wtasny, jednak rozwigzanie zadania bedzie wyma-
galo postuzenis sig tym tekstem, 1 to w sposéb autentyczny: nie bedzie tu
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ani potrzebne, ani mozliwe odwolywenie sig do innych zrédet informacji,
(np. przykladéw wzorcowych), co dzieje silg czgsto, gdy uczefi ma wykonaé
zadaniae wedlug danego ogdlnego przepisu, definicji czy twierdzenia, kté~
rych nie moze zrozumiec.

2.5. Trudno$ci dziecka w rozumieniu pisanego tekstu matematycznego

Czytanie 1 pisanie jest - jak okredlil Wygotski-'abstrakcja drugiego
stopnia”, Siowo méwione "zastgpuje”(tj. desygnuje) okreédlony przedmiot,
stan lub pojecie (tj. myél), Stowo pisane zastgpuje zas (tym razem w dos-
townym sensie) stowo méwione. Fakt ten jest zapewne giéwnym powodem, choc
nie jedynym,dla ktérego czytanie i pisanie jest umiejgtnodcig daleko
trudniejsza od siuchania 1 méwienis,

Przy wypowiedzi ustnej jest obecny siuchacz - jej adresat. Dialog od-
bywa sie¢ wigc zawsze w okreslonych warunkach spotecznych, ktére w duzej
mierze steruja wypowledziami. Rozméwca przez swoje natychmiastowe reakcje
na wypowiedzi wptywa na tresé¢ i formg nastepnych, ulatwiajgac konstruowa-
nie wypowiedzi optymalnych dla ich funkcji komunikatywnej. Piszacy nie ma
czytelnika, ktdéry by mu nes goraco pomagal w konstrukcji tekstu. Moze go
sobie jedynie wyobrazic¢, a kontrole nad komunikatywnoscig tekstu musi prze-
jac¢ sam., Czytelnik z kolei nie moze tekstu przystosowac¢ do swoich potrzeb,
musi go odczytaé i zrozumieé w postaci zamydlonej przez autora, nie zaw -
sze dla niego optymalnej.

Innym wazkim czynnikiem wpiywajacym na wigksze trudnoséci odbioru prze-
kazu pisanego jest brak wystepujacych przy méwieniu ubocznych Srodkéw wy-
razu, takich jak mimika 1 gest,

Wreszcie, w przypadku uczniéw 10-11-letnich, czynnikiem czesto decy-
dujzcym o mozliwodci lub niemoznosci zrozumienia tekstu jest stopien opa-
nowania techniki czytania, Jezelil wzigé¢ pod uwage, ze dziecko takie ma za
soba 10 lat nauki latwiejszej sztuki méwienia i sktuchania i tylko 3 lata
nauki trudniejszego czytania, to jasna sig¢ stanie doniosto$é tego czynni-
ka, Wiadomo z praktyki, ze wiele dziecl klasy IV nie czyta biegle. Te za$
nawet, ktdére technike gtodnego czytania opanowaly zadowalajgco, zbyt wie-
le wysilku musza podwigcic na samo odczytywanie tekstu, by wystarczyio go
na logiczng analize tekstu w celu zrozumienia tresci.

W rezultacie, jak wykazaly préby, dla wigkszodci dzieci w tym wieku
tekst matematyczny, a wigc taki, w ktérym wystepuja sformulowania -ogélne
(tym bardziej, gdy uzyto w nim zmiennych) nie jest w pelni zrozumialy, tj.
jego rozumienie nip wystarcza dla poprawnego wykorzystania zawartych w nim
informacji. Autorzy podrecznikéw, w ktérych znajduja sig tego rodzaju u-
stepy, bgdZ ignorujg te fakty, bad2 tez éwiadomie podrgcznik uczniowski
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adresuje w czeéci nie do ucznia,lecz do nauczyciela (cel takiej decyzji
nie bylby wcale sam przez sig oczywisty i wymagalby osobnej analizy).

Dla . przykiadu zacytujemy fragment podrgcznike dla klasy III H.,Moroza:
Nasza matematyka /1975, 8.48/:

Niech s oznacza liczbg elementéw zbioru Z, b liczbe elementéw zbiloru
0. Zbiory Z 1 D nie majg elementéw wspdlnych, W zbiorze Z U D jest a + b
elementéw. W zbiorze DUZ jest b+a elementdw, Wiemy juz, Zze tworzac zia-

czenle DUZ otrzymalismy ten sam zbidédr, wigc liczba a + b jest réwna licz-
bie b+a. Te wlasnosé ma kazda para liczb.

ZvuD = DuUZ
a+b = b+a

Dodawanie liczb jest przemiehne.

Dobraliémy tu celowo przyklad ekstremalny, Tekst zawiera bowiem sfor-
mutowane z uzyciem zmiennych rozumowanie oparte na przechodniogci réwnos-
ci, z pewnodcig w tej formie i w lekturze niedostepne dla wig-
kezoéci dzieci trzeciej klasy.

A oto tekst zadanis z tego samego podregcznika:

Elementami zbioru P sa pary liczb, Elementami zbioru L sg liczby, Su-
ma liczb zapisanych na poczatku czerwonej strzatki réwna sie liczbie za-
pisanej na koficu tej strzalki, Wykonaj rysunek w zeszycie, Narysuj wszyst-
kie strzetkil i uzupedinij brakujgce liczby. Czy istnieje w zbiorze L licz-
ba, do ktérej nie dochodzi zadna strzatka? Czy w zbiorze P istnieje para
liczb, z ktérej nie wychodzi zadna strzatka? Wyjednij, dlaczego? (s.11 )

Jest to zadanie w peini dostepne dla wigkszodci dzieci III klasy, jed-
nak pod warunkiem, Ze rysunek bedzie z nauczycielem zanalizowany, a kazde
polecenie formulowane oddzielnie 1 zarez realizowane lub badane. Nie wy-
daje sig jednak, by tekst ten mégl stanowié¢ podstawg dla samodzielnej prea-
cy ucznia: zawiera zbyt wiele informacji, polecen 1 pytan na raz,

Nie tylko wigc zmienne i ogdlne sformulowania stanowia dla dziecka
przeszkode w zrozumicniu tekstu, ale takze brak opanowania techniki czyta-
nia, pozweslajgcej analizowac tekst i korzystaé w pracy z odpowiednio wybra-
nych jego fragmentéw, Dodajmy, 2e z tg trudnodcia,w odpowiednio zmienionej
skali, nie moze sig¢ uporac takze wielu uczniéw szkoty $redniej.
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2.6. Podsumowanie

Wnioskil wypiywajace z rozwazah na temat aektywnosci matematycznéj uczniat

1. Tradycyjne nauczanie matematyki, nastawinne na szybkie 1 trwale
vpojenie uczniom wiedzy 1 umi;jetnoéci matematycznych, nie realizuje for-
mulowanych obecnie celéw ksztaicenia matematycznego, w szczegélnoscl nie
rozwija u uczniéw aktywnodci intelektualnych, typowych dla matematyk<,

2. Pomi~dzy poznaniem matematycznynm dorosiego 1 dziecka, nawet w od-
niesieniu do jodnej i tej samej sytuacji problemowej, wystgpuje glebokie
réznice, W szczegdlnodci przekaz jgzykowy, majpcy dla dorostego zasadni-
cze znaczenie, odgrywa w przypadku dziecka wchodzgcego dopiero w okres
myélenia abstrakcyjnego role daleko mniejsza. Usilowanie wprowadzenia w
myé$lenie abstrakcyjne za podrednictwem formalnych wyjasnied koficzy sig na.
0gél opanowaniem niernzumianych i izolowanych technik 1 recept.

3. Podstawowg droge stopniowego przechodzenia od mydlenia konkretne-
go do abstrakcyjnego jest rozwiazywanie probleméw dotyczacych sytuacji kon-
kretnych, gdzie pnszczegélne operacje m>ga byé imitowane z pomoca odpowied- -
nic dobranego materialu, Stworzona sytuacja problemowa powinna przy tyc
umozliwiaé stopniowanie abstrakcyjnosci pytarn a takze poszukiwanie rozwia-
zah z réznym stopniem ogélnosci i rdéznymi édrodkami,

3. PODRECZNIK A KSZTALTOWANIE POJEC MATEMATYCZNYCH

3.1. Pojecia matematyczne i ich ksztaltowanie n dziecka;

Pojecie matematyczne wigze sig¢ dla matematyka nierozerwalnie z jego
definicja. Zdaje on sobie wprawdzie sprawe z tego, e pewna liczba pojeé
teorii, ktéra sig zajmuje, to pojecia niezdefiniowane, rozumiane "intui-
cyjnie” w przypadku teorii naiwnej, i przyjetych formalnie jako pierwot-
ne w torii aksjomatycznej, jest 'ilch jednak niewiele 1 na ogél nie one,ale
wtadnie te zdefinlowane sa przedmiotem badanh. Matematyk widzacy nauczanie
tylko w perspektywie uprawianej przez siebie nauki ‘na ogét niechetnie i
tylko pod naciskiem pedagogiczne] argumentacji o niedostepnosci definicji
dla ucznia godzi sig na operowanie w nauczaniu licznymi pojeciami bez ich
definiowania; zwlaszcza tam, gdzie okredlenie jednych za pomoca innych da-
je sig sformulowaé¢ w sposéb pozornie 2atvy. Kiedy indziej za$, gdy defini-
cja okazuje sig dostgpna (uczef, po zapoznaniu sig¢ z nig, umie w Yatwym
przypadku rozstriygnaé, czy bodany obiekt pod nia podpada) matematyk ten
jest sktonny uwaza¢ takie zrozumienle i zapamigtanie definicji za réwno-
znaczne z poznanicm przez ucznia pojgcla. Stosuje przy tym analogig z wia-
sng aktywnoécig badawczg lub samoksztalceniowg.
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W ietocie, definicje zdaje eig byé podstewg wszelkich rozumowad ma-
tematycznych, zwiaszcze w poczetkowym stedium rozwoju teorii. Niewatpli-
wie tez na pewnym etapie .rozwoju myélenia w ogéle i dojrzelosdci matema -
tycznej dafinicja moze by¢ gléwnym. eposobem poznawania nowych pojeé, nie-
kiedy nawet ich tworzenia. Zanim jednek etap ten nadejdzie, elementarne
pojecia matematyczne mueza sig keztattowaé na qrodze nieformalnej, zblizo-
nej do tej, na ktérej powetajg { inne pojecia dgblne. Droga ta moze, ale
nie ausi, byé zorientowana na okreélong definicje matematyczng; moie, ale
nie muei, byé take definicjg zamknigta. Juz dzié wiadomo, 2e w okresie re-
form "pierwezej fali", ktérych jednym z najwazniejszych haseit byto maksy-.
malne zblizenie nauczania ezkolnego do matematyki-nauki, popeiniono wiele
biedéw przez niewzaesciwg interpretacje tego hasta, a m, in, przez prze-
sadng 1 jednostronng orientacje formowania pojeé na ich "wspéiczesne® uje-
cie w matematyce. Obecnie zarysowuje eig w niektérych oérodkach dydaktyki
matematyki (np. IOWO w Utrechcie), a takze w nauczeniu w niektérych kra-
jach (np. w Anglii i Holandii), wyreina tendencja do tworzenia dla pojgé
matematycznych bardzo ezerokiej bazy intuicyjnej, nie usystematyzowane]

w zamierzony sposéb zgodnie z okredlong teorip maetematyczng, i to nie tyl-
ko w ezkole elementarnej, ale réwniez na poczatku nauczania dredniego.
Byé moze, etap ten nalezaloby uznaé nie za keztaicenie matematyczne, ale
za watep do niego, lub - jak proponuje Z, Semadeni /28/ - utworzo-
ne w ten sposéb pojecie za prematematyczne (autor ten podkresla jednoczes-
nie, Ze prematematyka jeet zarazem fragmentea i sposobem uprawiania
matematyki). W kazdym jednak razie uwaza ei¢ dzid coraz powszechniej, ze
etap ten jest konieczny ponifej pewnego stopnie dojrzaltodci uczniéw (kté-
rej moment bywe przyjmowany erbitralnie i1 bardzo réznie), a w stosunku do
niektdrych pojeé nawet na wyzszych szczeblach nauczania.

- Nie wnikejac giebiej w istote rozumienis pojeé matematycznych - przed-
miot jednego z najtrudniejszych probleméw psychologii poznania i dydakty-
ki matematyki, zauwazmy, 2e rozumienie to wymags dysponowania dostatecznie
ostrym kryterium rozrézniania obiektdw podpedejgcych i nie podpadajacych
pod pojecie, W "dojrzatej” metematyce role te peini definicja, Co situ-
2y za kryterium rozrdzniania na etepie prematematycznym? nie wydaje sie,
by znelezienie peirej odpowiedzi na to pytanie bylo tatwe. W literaturze
opisano liczne fekty bezblednego operowania przez uczniéw abstrekcyjnym
pojeciea, & wiec rozréznienia obiektéw wchodzgecych i nie wchodzacych w je-
go zakres,mnimo 1% zadne jednozneczne i obiektywne kryterium rozrézniania
nie zostalo do kofica sformulowane /P @ p y 1968, rozdz.2, F r e u d e n-

-t h a1 1973, 5.410/. Mozna przypuszczaé, Ze kryterium rozrdézniania ma réz-
ny charakter w przypadku réznych pojeé, a takze dla réznych ucznidéw; ze
zelezy ono rémnie: od sposobu wprowadzenis pojecia.
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Niewgtpliwie, prematematyczne poznanie pojecla opiera eig¢ ne przykie-
dach 1 tek zwanej definicji ostensywnej (czy - jak jg nazywa H. Freuden-
thal - demonstratywnej), to jest wekazsniu z jednoczesnym nazwaniem., Jed-
nek zaréwno liczba i funkcje przykladéw, jak 1 rrlae innych (ezczegélnie
werbalnych) faktoréw w tym procesis moge byé bardzo rézne: od jedynego
przykladu pesradygmatycznego - po bardzo liczne przykitady i kontrprzyklady:
poréwnywane pod wzgledem réznorodnych cech, od analizy calkowicie nirwer-.
balnej (na przykiad w toku gry lub manipulacji) - po ezeroke slowng ana-
lizg cech, zestawianie w mowie lub na piémie cech wepélnych itp. Wspomniecd
toz wypada o bardzo istotnej roli, jeke niekiedy odgrywa tu schemat gra-
ficzny, eyntetyzujacy zaobserwowane cechy ietotne lub wepélne, zjawiajacy,
eig nieraez catkiem 8pontanicznie. Mejac ne uwadze calg te rdznorodnoéé
drég poznania, tatwo zrozumieé, jak rézne muszg byé w poszczegdlnych przyy=
padkach kryteria rozrézniania. Rozréznianie moze wigc polegaé m.in, na pos-
réwnywaniu przykladu badenego z parasdygmatycznym, na catkowicie lub czgé--
ciowo werbalnej analizie jego cech, na pordéwnywaniu go ze schematem gra-
ficznym 1itd,

Przyswojenie nowego pojgcia matematycznego nie dokonuje sige w drodze:
Jednorazowego, krdtkotrwalego aktu poznawczego, ale w diugotrwaiym 1 skomi-
plikowanym procesie, w wielu przypadkach trwajecym nieprzerwanie. Dla wier-
lu pojgé elementarnych majacych liczne 1 réznorodne naturalne zasstosowanica
w matemétyce, 8 przede wszystkim pozes matematyka (jak pojecie liczby natu.-
ralnej, poejecie proporcjonalnodci, pojgcia elementarnych figur geometrycz:-
nych), procee ten moze przebiegaé niemal samorzutnie, pod warunkiem dostam-
czenia uczniowi wystarczajacéj liczby ckazji posiuzenia sig tymi pojgciamii;
rzecz jasna, prawidicwe pokierowanie nim przyczyni sig do bardziej pogie--
bionego uksztaltowania tych pojec¢. Natomiast w innych przypadkach, gdy pos=
jecie jest tylko obiektem badan lub sluiy specjalnym celom w waskim zakre:-
sie sytuacji (co najmniej ne rozwezanym poziomie), np. pojecie dzielnika
lub liczby ujemnej, konieczne jest specjelne programowanie procesu jego
ksztattowania, Wydaje ele przy tym, choé brak na to dowodém eksperymental-
nych, 2e proves ten nie moze byé éciédniety w naprzéd zatozonym okresie cza—
su bez powaznego uszczerbku dla jego efektéw. Przeciwnie, sgadzié¢ mozna -
zaréwno na podstawie Obserwacji nauczania jak 1 wynikéw badah psychologicz-
nych - 2e jak najwczedniejsze jego rozpoczecie 1 diugotrwale kontynuowanie,
uwzglgdniajgce stadia rozwojowe mys$lenia uczniéw, przyniesie najlepsze e~
fekty .w poetaci poje¢ gigboko i trwale przyswojonych, g

Méwigc naujogdlniej, ne proces ksztaltowania pojecia skledaje eig réz-
norodne aktywnoéci ucznia 1 dokonywane przez niego obserwacje oraz rozwig-
zywanie przez niego réznorodnych probleméw, w ktérych to pojecie wystepuje,
najpierw implicite, potem explicite, Z pewnnécig wazng role odgryms w tya
proceeis jezyk, a wigc stowne oplsywanie 1 nazywanie pojgé. Jdednak co do
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momentu i sposobu uzycia tu jezyka wystepuje znaczne réznice pogladéw.
Wediug jednych (np. D 1 6 n e e) wstgpna faoza procesu kezteltowania poje-
cia musi przebiegad niewerbalnie, s przedwczesne u2yc16 stownych opiséw
lub nazw proces ten bezpowrotnie znieksztatca. Wedlug innych (psychologo-
wie i pedagodzy radzieccy) elowo powinno od poczatku towarzyszyé aktyw-
nodci ucznis, gdvz jest niezastgpione dla racjonalizacji i radykalnego
przyepieszenia procesu ksztaltowania sig pojeé: Wielu dydaktykdw zajmuje
poZycje poSrednig pomiedzy tymi dwiema skrajnodciami, uwazejac, 2e zache-
cenie uczniéw od poczatku do opisywania w dowolnaj formie swych czynnodci
oraz obserwacji, lub leplej - stwarzanie sytuacji, w ktérych tekie opisy
8@ w raturalny sposéb umotywowans, sprzyja procesowil tworzenia i ugrunto-
wywanis pojeé.

3.2. Rola podrecznika w ksztattowaniu po;gé matematycznych u dziecka

W zakresie keztaltowanis pojeé podrecznikowi (czy eorii podrecznikdw)
przypede szczegélnie wazna rola. Mozna w rim bowlem zawrzeé przemyslany i
opracowany w szczegétach program dydaktyczny (stowo "program”™ rozumiemy
tu szeroko, @& nie jedynie w sensie teorii nauczania programowanego), sty-
mulujacy 1 organizujacy aktywnodcl uczniéw skierowane na uksztaltowanie
odpowiedniego pojecia. Przy zalozeniu, ze podrecznik jest przez ucznia
studiowany w zasadzie w kolejnodcli stron, oraz przy rezygnacji z narzu-
conej logiczna hierarchig kolejnoéci tekstu na rzecz kolejnodci wladciwe]
dydaktycznie, moina w ten sposdb zaprogramowaé proces diugotrwaly, a wiec
dydaktycznie najkorzystniejszy, Jasne jest, ze tak dokladne zaprogramowa-
nie procesu keztaltowania wielu pojeé naraz, a nastepnie konsekwentns re-
alizowanie tego programu w klesie przez nauczyciela, tylko w rzadkich
przypadkach bytoby wykonalne, Nauczyciel na ogél czedéciowo tylko planuje,
czedclowo zad improwizuje ewoje dzialanie w klasie. Mozliwoé¢ bezpodred-
niej reakcji nauczyciels na zachowanie uczniéw, a wigc wystgpowanie sprze-
zenia.zwrotnego pomigdzy organizatorem aktywnodci a ;0] realizatorami, ma
tu oczywiste zalety, Sadzié jednak nalezy, ze proces ogdlnie kierowany
przez dydektycznie prawidiowo ckonstruowany i zawarty w podreczriku pro-
gram, a w ezczegbélach korygowany przez nauczyciela, majacego ciagly kon-
tekt z uczniami, bylby najbardziej efektywny,

Stosunek autoréw podrgcznikdéw matemetyki dla pierwszej klasy ponad-
poczatkowej do oméwionych tu spraw jest, jak iatwo przewidzieé, bardzo
rézny. Gdy chodzi o role sformulowan siownych spotkaé moina zaréwno pod-
reczniki, w ktérych stowna a niekiedy takze symboliczna definicja pojgcia
zjawia sig@ wkrétcu po pierwszych przykirdach, jak i takie, gdzie nie ma
Zzadnych ogdlnych sformulowar okreélajacych pojecie, a tekst stowny zawlera
Jedynie polecenia i pytesnia. Takie pod wzgledem stosuniu do procesu ksztal-



towanis pojgcla spotykamy rozwigzanie ekrajne: z jednej strony - zamyka-
jece wprowadzenie pojecia (lub zgrupowsnia pojeé) na niewielu stronach pod~
recznika, bez powracanie do tego tematu (poze zastosowaniami), z drugie}
- rozkladajgce ten proces na niewielkie dawki, przewidziane do realizacji
w okresie rocznym lub kilkuletniam,

3.3. Wprowadzenie liczb dodatnich | ujemnych w wybranych podrecznikach

0m6Wimy kilka przyktadéw wprowadzenia w podreczﬁikach dla poziomu
zblizonego do omawianego pojeé liczb dodetnich 1 ujemnych oraz dodawania
i odejmowaria takich liczb., Ten wybér pojeé dla egzemplifikacji ma swe u-
zasadnienie w charakterze tych poje¢ oraz w braku tradycji ich wprowadza- "
nia na tym poziomie,

W przeciwiefstwie do terminologii dotyczece] wielu innych pojeé, jek
liczby naturalne, elementarne figury geometryczne czy prawdopodobiesstwo,
terminy zwigzane z liczbami ujemnymi i dodatnimi niemel nie maje zastoso-
wah poza matematyka. Jedyng chyba eytuacje, w ktérej uczed klasy czwartej
ma okazje uzycia w eposéb naturalny znaku 1 sltowa "minus® (a takze "plue®))
jest odczytywanie. skali termometru., Model ten nie ma zresztg bezpodrednie--
go zastosowania przy wprowadzaniu dziater, gdyz dodewanie temperatur nie
ma fizycznego sensu, Wszelkie inne, tworzone 'dla celdéw dydaktycznych za-
stosowania tych termindw noszg wyrazne znamiona sztucznodci, przejrzystej
takze (a moze tym bardziejl) dla uczniéw. Zeuwszmy, 28 nawet w mechanice
elementarnej, gdzie uzycie "liczb skierowanych” (jak nazywa sig je w pod-
recznikach angielskich) wydaje sig najbardziej naturalne, w praktyce cze-
sto sig bez nich obchodzimy, preferujec okredlenia " w przéd -~ wstecz"”,

" w gére - w dét" itp.

Konwencjonalny charakter tych pojec stwarza szczegélne trudnodci ich
umotywowania, co powinno sprawic, Ze sposéb ich wprowadzenia bedzie szcze-
gélnie ostro ukazywat koncepcj@ dydaktyczng -autora, PoniswaZz pojecia te
zostaly do nauczania na tym poziomie wprowadzone niedawno i trak tradycji
w sposobie ich ujmowanis, wielu indywidualnych ujeé mozna sig wigc spo-
dziewa¢ w réznych podrgcznikach, Przejdimy do przykladéw.

Przykitad 1,

Dwa podreczniki francuskie (typu “fiches de travail®”) /G a 1 1 o n
1973/ -~ G i /Bernarda 1571/ - B8° wprowadzaja liczby calkowite w
sposdéb podobny. Obydwa ujecia stredcimy razem, zwracajac uwage na‘réznice
miedzy nimi,

5 Dla unikniecie nieporozumieﬁ wyjadniamy, 2e podrecznikl te sg prze-
zmaczone dla klasy “sixiéme™, a wigc pierwszej klessy szkoly $redniej, kté-
rej 11-12-letni uczniowie maja za soba S lat nauki ezkolnej. Klase ta od-
powiada jednak podanej we wstepie charakterystyce pierwszej klasy ponad-
poczatkowej. 31



Punktem wyjécia jest zabawa w wycigganie z woreczka zetonéw dwéch
koloréw. Liczby wyciagnigtych 2etondéw tworzg pary, dla ktérych = w réznej
kolejnodci - wprowadze sig dodawantie i1 podzial na klesy réwnowaznosci.
Podrecznik G poleca wyciaga¢ Zetony ( czy tez wyobrazic sobie ich wyciage-
nie) bez jakiejkolwiek motywacji, bez motywacji tez kaze teczyé dwie kup-
ki wyciggnigtych Zetonéw, co prowadzi do dodawania par liczb naturalnych.
v/ podreczniku B wyciggenie Zetondw jest elementem g ry: zetony wyclgga
sig losowo, 2etony czerwone dajg punkty wygrywajgce, zetony niebieskie -
przegrywajace, To na pozér drobne uzupelnienie dostarcza naturalnej moty-
wacji dla klasyfikecji par, a nastepnie dla ich dodawania. Klasyfikacja
par jest w obydwu podrecznikach oparte na przypisaniu kazdej parze licz-
by z "indeksem”, ktérym w podrgczniku G jest litera r (rouge - czerwony)
lub n (noire - czarny) wskazujaca nadmiar zetonéw (np. 2’, 3"), zas$ w pod-
reczniku B - litera G (gagnant - wygrywajacy) lub P (perdant - przegrywa-
jacy) wskszujaca wartos¢ (wielkoéé straty lub.zysku) danej pary dla graja-
cego (np. 2G, 3P). W obydwu ujeciach méwi sie o wypisywaniu wezystkich
par réwnowaznych na jednej karcie, nazwanej odpowiednim symbolem: w B
jest to liczba drukowana kolorem czerwonym lub niebieskim (zgodnie z do-
minujacym kolorem zetonéw), w G - liczba z “indeksem", W kazdym z podre-
cznikéw ten srodek pogladowy odgrywa jednak inna role. W B o wypisywaniu
par na kartach tylko sig m 6 w 1, nie zachgcajac ucznia do realizacji te-
go, a nawet nie przedstawiajac karty z wypisanymi na niej parami (przed-
stawione na rysunkach karty sg p u 8 t @), Od razu tez karta zamienia sie
w pojecie abstrakcyjne, gdyz symbolem *karta 2" ("2" czerwone), "karta 3"
{"3" niebieskie) nadaje sig znaczenie odpowiednich z b L1 o r 6 w par.
Odpowiednie pytania maja tez zwrécic uwage ucznia na nieskorczonodc tych
zbiordéw. To pojecie i ten symbol liczby calkowitej zostaja zachowane do
konca ksigzki (a wigc i nauczania w tej klasie). W G natomiast uczen kon-
kretnie wypisuje pary na przygotowanych rysunkach "kart“, a po niewielu
cwiczeniach informuje sie go, ze odtad karty FANES 4 beda si¢ nazywaly od-
powiednio 4% 1 37, zaé kilka wierszy dalej - ze 4%, 37, 0, 2 1tp. sa no-
wymi liczbami, zwanymi liczbami catkowitymi,

W obydwu ujeciach wprowadzono kilka pogladowych modeli zbioréw par
liczb naturalnych. Oto przyklad éwiczenia z podrgcznika B,

Oto tabela, W plerwszej kolumnie wypisano pierwszoligowe druzyny pil-
karskie, W drugiej kolumnie podano liczbe zdobytych przez druzyne bramek,
W trzeclej kolumnie podano liczbe bramek zdobytych przeg przeciwnikéw. Dla
St-Etienne odczytamy pare (57,213 i zanotujemy wynik 36 , tj. 36 bramek
wilecye] (en plus). Dla Red-Star odczytamy pare (30,32) i zanotujemy
wynik 27, tj. 2 bramki m n i e j (en moins),

i. Uzupeinij tabele.

2, Ktére pary sa réwnowazne? Napisz zbidér E otrzymanych wynikéw.

3. Uporzadkuj elementy E od wyniku najkorzystnisjezego do najmniej
korzystnego. -
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4, Jak w fiszce 59 napisz pary na narysowanych przez siebie kartach.
Uwagal Kolory czerwony i niebileski mozesz wybraé na dwa sposoby. Okresl
dokladnie kazdorazocwo swéj wybér, W kazdym z tych dwu przypadkéw uporzad-
kuj wyniki od najkorzystniejszych do najmniej korzystnych,

(Nie cytujemy tabeli, o ktérej mowa w éwiczeniu),

Podczae gdy w podreczniku B te pogladowe modele wystgoujg niezalez-
nie od eiebie, a dostrzezenie ich wepélnej struktury pozostawia sig inwen-
cj1 ucznie (co najwyzej sugerujgc to uzyciem podobnej symboliki), to auto-
rzy podrecznike G starajq sie te wspélna strukturg ukazaé, czy to przez
formg graficzna tekstu, czy to explicite, Dla pokazania tego zacytujemy
dostownie poczatkowy fragment wprowadzenia do liczb caikowitych z podre-
cznika G.

1 a) W worku sa zetony 2 a) Na parkingu liczymy
czerwone 1 czerne., Wycliaegnij z nie- wjezdzajace i wyjezdzajace semochody.
go garsés Zetondédw, np, trzy czerwo- Po uptywie kazdej godziny zapisujemy
ne 1 pieé czarnych, Przedstaw wybra- wynik za pomoca pary liczb natural-

ne Zzetony za pomocg pary nych,
(3 ; 5)
3 _czsrwone ¥ czarnych" Przyktaa:

* W ciagu godziny wjechaly trzy samoclo—
Gdyby$ wyciagnal 5 2etonéw czerwo- . dy, pieé wyjechalo; ten ruch samocho-

nych 4 3 czarne, nupisaitbyd pare diw przedstawimy za pomoca pary (3;5).

(3 ; 3) i Co przedstawia para 25;3\?

Co przedstawia para (0;0)?
5 czerwonych 3 czarne

b) Wyciagnij dwie gar- b) Oto dwa kolejne wyniki:
écie Zetondw; przedstawiajqa je pa- 1. godzina 53;5;
ry np. (3;5) 1 (7;1), Zlacz te dwle 2. godzina (7;1
gardcie w jedng. Ile masz 2etonéw Ile samochoddéw wjechaio w ciagu tych
czerwonych? Ile masz 2etondéw czar- dv.5ch godzin? 1lle samochodéw wyjecha~
nych? MNapiszesz: 10 w cilaggu tych ¢wu godzin? Jaka

para przedstawia ten wynik? Napiszesz:

(3;5) (7;1) = (10;8)
Znak Jest znakiem dodawania par liczb naturalnych.
Para (10;6) jest s umag p a r (3;5) 1 (7;31).

Jest jasne, 2e zaréwno przez réwnolegie rozmieszczenie opiséw tych
dwu sytuac)i na jednej stronie, jak 1 przez dobér liczb, autorzy skierowu—
ja uwage ucznie na istotne analogie migdzy tymi sytuacjami, dle ktérych
wspélny model matematyczny etanowil zbiér par liczb naturalnych z dodawa-~
niem [:] o Niecoldalej o tym izomorfizmie méwi sig wyraznie. Mianowicie po
wprowadzeniu kart z parami réwnowaznymi, ktére dla "zabawy Zzetonami"” maje
nazwy 4r, 3" itp., zed dla “zabawy w garaz® - "4 wigcej", "3 mniej” 1itp.,
uczehh otrzymuje polecenie: "SprawdZ na kilku przykiadach, 2e karta 4" za-
bawy zetonami i karta "4 wigcej" zabawy w garaz zawierajg te same pary,

Odtad bedziemy o;naczaé te karty 4% . Anglogiczny teket odnosi si¢ do dru-—
glego rodzaju kart,
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Zauwazmy od razu, 2e w poleceniu "sprawdz na kilku przyktadach® wy-
raza si¢ brak ufnoéci w mozliwoéé samodzielnego dostrzezenia i intuicyj-
nego rozumienie przez ucznia izomorfizmu tych sytuvacji konkretnych: wéw-
czas takie sprawdzenie jest czynnoscia niepotrzebng az do émiesznoéci, Je-
20li w istocie uczeh tego izomorfizmu nie dostrzegl, jest wgtpliwe, czy
sprawdzenie incydencji kilku par do tego sie przyczyni.” (W tym podreczni-
ku zaznacza sig wyrazna tendencja do podsuwania uczniowi uogdélnied em-
pirycznych).

Wprowadzenie dodawania liczb catkowitych jest w obydwéch podreczni-
kach poprzedzone sprawdzeniem na przykiadach, bez Zadnego wsparcia intui-
cji, zgodnodci dodawania bar.z réwnowaznoscig per, 1 w obydwu dodawanie
liczb catkowitych okredla sig przez dodawanie dowolnie wybranych par ze-
pisanych na odpowiednich "kartach®, Zacytujemy fragment tekstu G.

W tej tebell mozesz zauwazyé, Ze jezeli tworzysz sumg pary z karty 2
i pary z karty 6, otrzymasz parg z karty 4 , Dla streszczenia tych wyni-
kéw mozesz napisac:

2" 6' = 4
(fs jest s u m g liczb catkowitych 2 1 6*.

+

jest znakiem d o d awania w 2Z,
Po serii cwiczed znajdujemy nastgpujacy scramatyczny przepis dodawa-
nia liczb catkowitych,

Jsk obliczyé 11 @ 8* 7

13° 8~ ?
(1;12) (13;5) (14;17)
\\\‘\\!!//k///
N (14317)

Uzupeinij:
11'@ 8* = ...

W dalszym tekscie tego podrgcznika nie wspomina sig o mozliwos$ci do-
dawania liczb caikowitych bez podrednictwe par eni o kanonicznym wyborze
par,

Inacze) w podreczniku B, ufajgc najwidoczniej, Ze uczeh sam szytko
odkryje inny algorytm dodawania, juz w czwartym cwiczeniu po wprowadzeniu
dodewania poleca sig:

"Tym razeam bez posiugiwania eig paremi uzupeinij:...®
(tu nestepuje przyklady rachunkowe).

W okredleniu dodawania par 1 dodawania liczb calkowitych w zadnym 2
tych podrecznikéw nie uzyto zmiennych. Podczas qdy w B nie uzywa sie ich
do kofica (poza marginesowo potraktowanz ogélna definicjes odejmowania),
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takze dla sformulowsnia -praw dodawania (przemiennodci, lacznosci, neutral-
noscli 0), to w podreczniku G prawa dziatad juz w nastepnbdj "fiszce® formu-
tuje sig z uzyciem zmiennych (ktérymi zreszte autorzy posiugujg sig od
poczatku).
Ocdejmowanie w podrgczniku G wprowadza sle za pomocg formalnej defi-
nicji:
a-ba=a+ opp(b)
(“opp" od opposd znaeczy “"przeciwna do"), dowodzagc nastqpnie, ze
(a-b)+bea.
Nieco wiecej troski o motywacje dla definicji tego dzialenia ukazu-
je podrecznik B, gdzie wprowadza sig odejmowanie wychodzac od réwnan po-

stact
X + asb,

pozwalajepc uczniowi w toku éwiczen odkry¢, 2e rozwigzeniem tego rdéwnenia
jest liczba b + opp(a).

Opracowanie tego tematu w obydwu podrgcznikach koficzy si¢ rozszerze-
niem zakresu wprowadzonych poje¢ na liczby dziesigtne., Ujeclie to ma cha-
rakter formalny, Jest to w istocie klasyczna konstrukcja grupy liczb cai-
kowitych z dodawaniem, uproszczona przez pominigcie niezbgdnych dowodow
i uprzystepniona przez liczne wprowadzajgce 1 ugruntowujgce numeryczne
éwiczenia 1 przyklady, Jedynie w podreczniku-8 czyni sig¢ wysiiek dla do-
starczenia odpowiedniej dla wieku uczniéw motywacji, jaka jest gra,w kté-
rej wprowadzane pojegcia majg wyrainy 1 naturalny zwiazek z miarg sukcesu
lub porazki. W podrgczniku G zabewa zetonami noze mieé tylko znaczenie ma—
nipulacyjnej konkretyzacji operacji, ktdre prowadza do nowych pojeé, Mani-
pulacje te bgdzie zreszta uczefi wykonywal zapewne tylks w wyobrazni, Po-
dobna role konkretyzacji operacji formalnych odgrywaja inne poglgdowe sy-
tuacje, prezentowane w przykladach i cwiczeniach, Vprawdzie niektére z
nich sa przedstawione tak, jakby mialy 1lustrowaé praktyczne zastosowanie
wprowadzonych pojeé (par liczb naturslnych i liczb z "indeksem"™), jak na
przyklad vyjezdzajace i wjezdzajgce na parking eamochody, wyetiadajacy z
autobusu i wsiadajgcy do niego pasazerowie, ale sztucznodé tych sytuacji
i probleméw jest przejrzyeta Slusznie wigc autorzy nie chcg sie na nich o-
pierac.

W obydwu podrecznikach temat ten zostal ujety w sposéb niems. 2warty.
W B jest on zawarty w kolejnych "fiszkach” 87-96 na kohcu podregcznika,
w G pomigdzy "fiszkami® na temat odejmowania liczb catkowitych a poczpt-
kowymi umieszczono "fiszki" ne temat geometrii ("dlugoéé odcinka®, “przy-
blizanie dtugosci™, “dlugoéé okregu”); jest to jednak nieistotne rozcig-
gnigcie w czasie ksztaltowania pojgé dotyczecych liczb calkowitych. Wpraw-
dzie “fiszki® moge byc realizowane w klasie w kolejnodci zaplanowanej przez
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nauczyciela, a wigc niekoniecznie zgodnej z ich numeracje, nale2y jednak
sadzié, ze numeracje jest odautcrskg propozycje tej kolejnosci, Zgodnie

z nia, wprowadzenie po raz pierwszy pojeé¢ liczby caltkowitej oraz sumy i
réznicy liczb catkowitych nestepi w ciagu kilku lub kilkunastu lekcji pod
koniec roku ezkolnego. A z charakteru zade® mozna wnosié, %e - wediug tej
koncepcji - uczniowie powinni nabyé juz pewnej wprawy ﬁaoperowaniu nowymi
liczbanmi.

Wybér tej konstrukcji liczb caikowitych dla zapoznania po raz pierw-
6zy 2 pojeciami liczby dodatniej i ujemnej uczniéw 1l-letnich budzi po-
wazne zaetrzezenia, Umotywowanie tej konstrukcji, gdzie na umownoéé i ob-
coéé terminologili naktads sie jeszcze maetematyczne wyrafinowanie tej dwu-
otapowej definicji, stwarza ezczegélne trudnodci. W tej sytuacji od opre-
cowania tego tematu w podreczniku oczekiwaé mozne szczegdélnego pietyzmu
i uwzglednienis uznanych zasad dydaktyki, Nie znajdujemy tego jednak w
2adnyrn z cytowanych podrgcznikéw,

Konstrukcja paer oraz réwnowaznodéé par moglyby byé umotywowane na
przyktad odpowiednio okreélong gra, ktére prowadzitaby do tworzenia par
liczb naturalnych, zeé znalezienie etrategii prowadzacej do wygranej wy-
magaloby dostrzezenie réwnowaznoéci par, Gra taka powinna byé rozgrywana
konkretnie i dostatecznie diugo. Innym érodkiem motywacji mogioby byé wie-
lokrotne notowanie przez ucznidw stanéw poczgtkowych i kofAcowych zmian réz
nych wielko$cl tam, gdzie istotne gg tylko wielkodé i kierunek zmiany; dostrze-
zenie przez ucznidéw, Ze notowanle stanu poczetkowego i kofcowego jest zbe-
dne, byloby odkryciem liczb dodatnich 1 ujemnych, TakZe rozciggnigcie
ksztaltowania tych poje¢ w dtuzszym okresie czasu przez rozrzucenie zwig-
zenych z nimi ektywnodci w wigkszej liczbie “fiezek" bytoby psychologicz-
nie korzystniejsze, a dodatkowo umozliwialoby naturalne powigzanie tych
pojeé z innymi (np., rozbudowang tu naukg o zbiorech i relacjach, wéréd
nich relacjach réwnoweznoédciowych, a takze translacja).

Przyktad 2

W podrecznikach serii /SMP/ pojecia liczb dodatnich, ujemnych oraz
ich dodawania i1 odejmowania oprecowano w dwéch etapach w tomach B i C (ko-
lejne tomy tej serii sg oznaczone wielkimi literami aelfabetu).

W keigzce B wprowadza sig "liczby skierowane®, zapisywane ze znaskiem
+ lub -, jako uniwersalne symbole, ktérych mozne uzyé w wielu réznych sy-
tuacjach, Rozdzial ten rozpoczyna sig od nastgpujgcego przykiadu i éwicze-
nia,

Oto poranny fragment rozkiadu dnia pewnego ucznia.
7.45 Przebudzenie
8.00 Vstawanie
8,30 Wyjécie z domu
8.35 Wetapienie po Billa



8,40 Wsiadanie do autobusu

8,55 Przybycie do szkoly

9.00 Sprawdzenie obecnodci

9.15 Apel

$.35 Pierwszas lekcja

Poniewaz chlopiec ten me trudnodcl z dostatecznie wczesnym wstawa-

niem i punktualnym przybyciem do szkoiy, przypigi sobie ten rozkiad nad
tézkiem, Aby latwie] mu bylo dotrzeé na czas do szkoty, chce wiedzieé,
ile czasu mu zostaio przed “"godzing zerowa™, to jest sprewdzeniem obecnos-
ci, Dlatego jego rozkiad wyglade teraz tak:

75 7,45 Budzik mnie budzi

Liczby 60 8,00 Mu e z ¢ wstaé

oinut 30 ‘8,30 Wychodze do szkoiy

przed 25 . 8,35 Wstepuje po Billa
sprawdzenien 20 8,40 Wsiadam do autobusu .
obecnoéci 5 8,55 Przychodze do szkoly -

0 9,00 Sprawdzenie obecnoéci

Liczby minut no 25 9.15 Apel
sprawdz, obecn, 35 9,35 Pierwsza lekcja

1.(a) Przerysuj ten rysunek w zeszycie, zostawlajac miejsce na umie-
szczenie nastgpujecych zdarzen w witasdéciwych miejscach:

1) 8.15: éniadanie,

11)  8.25: czyszczenie butédw,
111) 8.50: odjezd autobusu,
iv) 9.10: zejscie na apel,
v) 9.30: koniec apelu.

(b) Przyjmdjec czes przybycia do szkoly za "godzine zero®, podaj
liczbe minut, jakie zostaly przed przybyciem, lub liczbe minut po przyby-
ciu, dla kazdego zdarzenias, )

2. Wykonaj podobny rozklad pokazujacy twoje czynnodci poranne, Zde-
cyduj, co bedzie twojg "godzing zero” i dla kazdej czynnodci zapisz licz-
be minut przed lub po godzinie zero,

Dalsze ¢éwiczenia dotyczg - innych sytuacji:

- czlowiek stojacy nad wodg na wysokim brzegu, w ktérym jest wej-
dcie do groty, pod powierzchniz wody piynacy nurek,

- okreslenie wieku kolegéw wzgledem wiasnego,

~ okredlenie szerokosci i diugosci geograficznej,

- okreslenie temperatury ciata rdznych ssakéw wzgledem temperatu-
ry ciata cziowieka,

Po nich czytamy:

W przykladach z poprzedniego paragrafu wszystkich pomiaréw dokony-
wano poczgwszy od newnego punktu odniesienia, niekiedy zwanego "zerem”,
Kazdy punkt moina wybrac jako zero; jest to sprawa umowna,

Uzywalidmy stéw jak “przed™ 1 "za", "nad™ i "pod“, "na wschéd",
i "na zachéd", "na péinoc” 1 "na poludnie®, "miodszy" 1 “"starszy”. Sicwa
te okredlaja nam kierunek odczytywanych liczb, w te lub w tamtg strong od
zersa,

Ten schemat pojawia sig tak czesto, Zze wymyélono nowy zbiér liczb.
Ten zbiér moze byé uzyty we wszystkich tych sytuacjach i nazywa sig zbio-
rem "liczb skierowanych”, Liczby po jednej stronie zera bgde sig ngzywac
dodatnimi 1 begda miasiy “"+*; liczby po drugiej stronie bgda sig nazywaly
ujemnymi 1 beca miaty =",

Na przykiad na rysunku 2, gdzie zerem jest 9,00, przybycie do szko-
ty mozna przyja¢ za "5, e apel za "15.

Po kilku cwiczeniach w opisywaniu réznych sytuacji z pomoca liczb do-
datnich i ujemnych rozdzia} ko..ézy sig rozszsrzeniem osi liczbowej w lewo
od zera.
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W ksigzce C pojecia te opracowane sa na nowo, pozornie bez zwiazku
z wprowadzonymi w ksiazce B. Bazg pojeciowg dla liczb calkowitych i dzia-
tan na nich stenowil tu jeden model o charakterze geometrycznym - ruchy
pionka wzdluz liniowej planszy,

I
|
|

Ruchy w prawo i opisujece je liczby nezywa sig "niebieskimi®, ruchy 1 licz-
by w lewo - "zielonymi®, Liczby "niebieskie” i “zielone™ to “shift numbers",
co mozna by przelozyé na polski jako "liczby-ruchy". W zwiazku z grami roz-
grywanymi na tej planszy, gdzie ruchy sa wyznaczane rzutem kostkami z wypi-
sanymi na $cienach "niebieskimi”™ i “"zielonymi® liczbami, ujawnia si¢ poje-
cia sumy liczb catkowitych oraz liczo przeciwnych, Dopiero wéwczas przywo-
tuje sig wprowadzone wczedniej liczby skierowane i pokazuje sie mozliwosé
ich uzycia dla okredlenia ruchdéw pionka, "Liczby skierowane“ i “liczby -
ruchy" staja si@ synonimami, Rekonstruuje sie tez o$ liczbowa pokazujac,
ze ruch zaczynajacy sie w O kofczy sig w punkcie, ktéremu przypisana jest
liczba tego ruchu, Dodawanie - juz jawne - liczl caikowitych oparte jest
do konica na modelu geometrycznym: sktadaniu przesuniec¢ wzdiuz osi.
Osobliwo$cia jest tu sposdéb ujeciz odejmowania, Wychodzac od réwnos-
ci oczywistej *3-*3=01i wczedniej odkrytej *34+4°3=0 autorzy sugeru-
ja, 2e - *3 znaczy to samo co + ~3.
Sprawdza sie to na kilka snalogicznych przykladach, 8 potem w nastepuja-~
cych cigagach réwnosci:

(a) (b)

- *2-t*2=:0 *4-t*a-=0 *a+Ta=o0
t3 U ts .t 4. %32 *4+ "2 2%

*a- 2= 4. t2. 4+ T2 = "2

g . *o = 4 - %1 = 44 "1 =3

*6 - *2= *a *4 .0 = *4+0 =*a

7 - %2 = Y4 - "1 = *a 4 =*s

*6 - *2 = *4 . "2 = *4 4+ Y2 = %5

+4_-3= *a 4tz 2ty

Narzuca sig przy tym uczniowi nasiqpujace wnioskowanie przez analogig:
“Poniewaz liczba, od ktérej odejmuiemy *2, jest za kazdym razem o jednost-
ke wigksza, wydaje sig rozsgdne oczekiwaé, ze wyniki takze beda za kaz-
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dym razem o jednostkeg wigksze". Rozumowanie to jest oczywiscie bilegdne:
monotoniczZnos$é réznicy wzgledem odjemnej jest tu zalozeniem, a nie wnio-
skiem, Zalozenie to jest przy tym oparte na ryzykownej analogii, dla kté-
rej nie wida¢ intuicyjnej podstawy. Uczefi do kofica nie dowiaduje sie tu,
coznaczy odjaé, zmuszony jest zadowolic sig umiejgtnodcia numery-
cznego w y k o nywanila odejmowania, Takle potraktowanie odejmowa-
nia razaco odbiega od ujecia wczedniejszych pojec,

Ujecle to jest przykladem rozwijania pojeé w réznych aspektach intui-
cyjnych, a nie - jak to postuluje aktualny program szkoly dziesieciolet-
niej w Polsce oraz programy niektdrych innych krajéw - w sposdb pojeciowo
i logicznie jednolity, Wymaga to zapewne wigkszej 1loéci czapu, ale pro-
wadzi do wyksztalcenia prawdziwych, gieboku rozumianych pojec, a nie jedy-
nle ich formalnych nemiastek, W pierwszym etapie wprowadza sig¢ liczby do-
datnie i ujemne jako abstrakcyjny schemat wielu réznych sytuacji., Schemat
ten poznaje uczen nie z gotowego opisu, ale w drodze kierowanej polecenia-
mi i pytaniemi s c hema tyzac3j i, Wazna role w tym procesie odgry—
wa zebieg, ktéry przy powierzchownym spojrzeniu moze robié wrazanie banal-
nego ¢wiczenia rachunkowego. Jest to miasnowicie polecenie skonstruowania
nowej skali przy innym wyborze zera., Dzigki temu uczer udéwiadomi sobie
bardzo dobrze, ze punkt O jest uniwersalnym punktem odniesierla, ktory w
praktyce moze byé przyjety rozmaicie, zaleznie od potrzeby i wygody.Udwia-
domi to sobie lepiej niz z lektury koficowego komentarza., Brak tu natomiast
aktywnodci nastawionych na ujawnienie dowolnosdci wyboru z w r o t u do-
datniego i ujemnego, co dla uksztattowania tych pojec .jest réwnie wazne.

Ten pierwszy etap prowadzi wiec do wytworzenia w umydle ucznia liczb-
schematéw, nie zwigzanych zadng - poza narzucajgcym sie porzedkiem - struk-—
tura. Uzyte tu konkretne sytuacje nie daj@ tez intuicyjnej podstawy dla
wprowadzenie dziatan na nowych liczbach, Nie jest to wigc jeszcze schema-
tyzacja typu matematycznego, ktdra odioZono do drugiego etapu,

Drugi etap ksztaltowania tych pojeé przebiega inaczej niz pierwszy,
Zamiast wielu konkretnych modeli i szukania dla nich wspélnej struktury
algebraicznej, mamy tu tylko jeden model paradygmatyczny, model geometrycz-—
ny, dla ktdérego struktura grupy addytywnej jest bardzo naturalna, a elemen-
ty, transformacje i ich sktadanie tatwe do konkretno-graficznego przedsta-~
wienia, Badajac ten model, uczen najpierw czesciowo odkrywa jego struktu-
r¢, potem stwierdza, ze daje sie on opisacé przy pomocy poznanych wczesniej
liczb dodatnich i ujemnych, a wigc, 2e wykryte dziatania mozna wykonywac w
zbiorze tych liczb, wreszcie uzupeinia badanie struktury, teraz juz jako
struktury zbioru liczb catkowitych,

Poréwnujac'to ujecie z ujeciem prezentowanym w Przykladzie 1. nie mo-
zemy zapominaé, 2ze obrano tu croge dydaktycznie latwiejszg, ale matematycz-
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nie nie tek "czysta”, tatwo tu pojecia arytmetyczne oprzeé na intuicji
geometrycznej, znacznie trudniej je na tej drodze zdefiniowaé (sutorzy
zresztg takiej prdby nie podejmuje). Niezaleznie jednak od odmisnnoéci
koncepcji neukowej, koncepcja dydaktyczns, w niektérych ezczepgétach wegt-
pliwa, w catodci wydaje eie blizeza wspéiczesnym pogladom na dydaktyczne
programowanie precesu ksztaitowanie poje¢ matematycznych,

Przyktad 3

Opracowane obecnie przez zepél w Pafstwowym Instytucie Pedagogicznym
w Budepeszcie /Mu nkalapok/ 2z roku 1976 stanowig zeadaptowana do
ostatecznie zatwierdzonego programu wersje wczedéniejezego wydania ekspery-
mentalnego, wyprébowaneg> na szeroke skale. Podrecznik ten, rozwijajacy
zatem przemys$lang 1 sprawdzong koncepcje dydaktyczna (ktérej giéwnym twédr-
ca jest T, Varga), jest tym bardziej interesujacy. Poniewaz przy tym ma-
terialy te tworzone byly réwnolegle z progremem nauczania i w tym samym
zespole, analize opracowania w nich liczb dodatnich i ujemnych poprzedzimy
rzutem oka na rozwinlgcie tego tsmatu w opracowanym w tym Instytucie pro-
gramie nauczania matematyki /Orszégoa Pedegogilel Intézet/.

Ksztaltowanie tych poje¢ rozpoczyna si¢ w klasie II tematem "04 licz-
bowa. Rzut oka na liczby dodatnie i liczby ujemne™ 1 trwa az do klasy VII
(w klasie VIII - ostatniej klasie szkoly podstawowsej program nie przewiduje
explicite 2adnego tematu arytmetycznego). W klesie III program zawiera:
"Termometr, Diug i majatek. Liczby ujemne, Dodawanie i odejmowanie z uzy-
ciem narzedzi rachunkowych, w prostyci przypadkach®, za$ w klasie IV "Mo-~
dele liczb ujemnych (temperatura, diug i majetek, miniony czas itp.). Miej-
sce na osi liczbowej liczb ujemnych, zera, liczb dodatnich; poréwnywanie
liczb, Dodawanie 1 odejmowanie liczb ujemnych 1 dodatnich w prostych przy-
padkach®. Jednekw w ymaganiach temet ten pojawia sige po raz
pierwezy w klasie IV w nastgpujgcym eformuowaniu: "Znajdowanie na osi
liczbowej miejsc liczb ujemnych 1 dodatnich. Porzedkowanie liczb dodatnich
i ujemnych wediug wielkodci. Rozwigzywanie ﬁroatych zadan na dodawanie i
odejmowanie z liczbami ujemnymi®, W klesie V dochodze jedynio: mnozenie 1
dzielenie w obrebie liczb celkowitych oraz pojecie wartosci bezwzglednej,
8 w klasie VI dziatenie na liczbach nie tylko catkowitych. Ale dopiero pro-
grem klassy VII w kcntekécie dzialah na liczbach rzeczywistych méwi o "ksztai-
towaniu algorytméw”, co pczwals wnosié, 2e wczeéniej uczniowie powinni wyko-
nywa¢ dzialania opierajgc eig na modelach i za pomoce przyrzadéw /oei liczbo-
wej, suwaka/,

Jdek wigc widaé, program przewiduje bardzo niespieszne i nieformalne
keztaltowanie omawianych pojeé, a jewng elgorytmizecje dziaten dopiero w szée-
tym roku tego procesu, Sted juz widaé, jak bardzn koncepcja ta odbiege od
wciaz aktuslnej gdzie indziej tredycji.
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Przyjrzyjmy sig teraz opracowaniu tych pojgé w podreczniku/»M u n -

k alapok& 1976/ dla klasy III, a wigc drugiego roku ich ksztaltowa-
nia. Znaki + i - , slowa “"dodatni” i “"ujemny", oraz dodawanie i odejmowa-
nie liczb catkowitych pojawiaja sie¢ tu po raz pierwszy, co urssadnia pPOrdy—
nanie tego wlasnie podrecznika z innymi, przeznaczonymi dla nieco wyzszych
klas, a takze inicjujecymi naukg o liczbach caikowitych, Dodajmy tez, ze
budowa i jezyk >»Munkalapok<¢ dla klas II-IV, a takze dla klasy V o przej-—
éciowym programie, nie rdéznia sie od siebie w sposéb istotny,

Kazda strona tego podrecznika 6 ("munkalap” - "karta robocza") prowa--
dzi ucznia przez kilka (na ogél trzy) aktywnodci nie pozostajace z soba w
zadnym zwigzku tematycznym, Na 14 stronach (prawie 10% caloﬁci) znajduja
sig aktywnoséci dotyczace interesujacych nas pojeé, Nie sa one przy tym roz—
rzucone réwnomiernie, ale zgrupowane w szesdciu seriach, w kazdej na sasiecd-—
nich lub prawie sgsiednich stronach., Przeplataja si¢ w nich cztery typy
probleméw: 1. zmiany temperatury (serie I i II), 2, dilug i majatek (serie
11, III i Iv), 3. poréwnywanie liczb catkowitych (serie III 1 IV), 4. do-
dawanie i "ukryte® odejmowanie (dobierznie brakujacego sktadnila) liczb
catkowitych (serie III, IV, V i VI). Problemy tego samego typu wystepuja-
ce w rdznych seriach czgsto sa do siebie bardzo podobne; uczeh begdzie wigc
rozwigzywal podobne problemy, ale z do3é znacznym interwalem czasowym, a
nie "na jednym oddechu", jak w tradycyjnym nauczaniu,

Kazda z tych aktywnosci przedstawia sig@ uczniowi jako seria prostychn
zadan na zastosowanie rachunku {(nu liczbach naturalnych) w nowej sytuacji
praktycznej lub z praktyka blisko zwiazanej. Znak liczby nie kreuje nowegp
pojecia, jest tylko symbolem uzytym dla skrétowego opisania tej sytuacji,
dla eliminacji nadmiaru sidw, Na tym etapie nie ma wigc nie tylko jawnego,,
ale nawet ukrytego formalizowania pojeé zwiazanych z liczbami dodatnimi i
ujemnyni, Ich ksztaltowanie dokonuje sie na drodze naturalnych rozumowan,
ktére dopiero w przysztosci znajda swoje formalne odbicie w definicjach i
algorytmach, ]

Dotychczas pokazane ujecia byly badz wynikami poszukiwania $rodkow dys-
daktycznych dla pogladowego sparafrazowania definicji matematycznych (licz—
by caikowitej jako zbioru par liczb naturalnych lub jako miary wektora
wzgledem osi), bad#z koncepcjami opartymi na opisie i analizie naturalnych
sytuacji konkretnych, nie pretendujacymi do zgodnosci z jakakolwiek teoria
matematyczng. Przykiad, ktéry prezentujemy jako ostatni, ukazuje podejéjz
catkiem odmienne, )

6 «
Obszerny fragment tekstu przytaczamy w Aneksie 1, s.127,
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Przyk=tad 4

) Jest to ujecie pochodzace =~ "Mathématique Moderne” vol., 1 /Papy'ego/,7
Rozdzial “liczby catkowite wymierne" nastepuje tu bezposrednio po wprowa-

dzeniu numeracji dwéjkowej, gdzie précz zwyklej symboliki pozycyjnej sto-

suje 3ig przedstawienie liczb na “abaku”: w

3] Q0|0 0|0 O |

Ilustruje sig w ten sposéb manipulecje zetonami, ktére uczniowie w kla-
sie moga wykonywaé konkretnie, dodajgc i odejmujgec liczby w tym systemie,
Jako opis konkretnych manipulacji uczniéw nalezy tez rozumiec tekst, kté-
ry w calosci przytaczamy w Aneksie 3.

Po takim wprowadzeniu liczba catkowita bgdzie dla ucznis "liczba kolo-
rowa" lub "liczba (naturalna) ze znakiem", Na nastgpnej stronie, w zwiaz-
ku ze zmisna zneku i symbolem -a, méwi si¢ nawet wyraznie: "Nie zapominaj,
2e a oznacza 1 i cz b g catkowitg wymiernag, to jest
liczbe naturalna zaopatrzone w znak . O~
znaczamy przez -a liczbe a ze zmienionym znakiem (lub kolorem)."

Czy jest to wigc tylko ujecie stosowane prred laty, krytykowane g na-
wet skompromitowane jako niepoprawne matematycznie, i - zdawaloby sig -
zarzucone, a tu oddwiezone jedynie nowymi $rodkami dydektycznymi? Wydaje
sig, 2e eutorowi przyswiecata tu inna idea, ktérej z sobie wiadomych po-
vwodéw nie rozwingl: idea "neutralizacji konfliktu", ktéra prosta droga pro-
wadzi do pojecia grupy. Zauwezmy, ze wprowadzono tu nie oddzielnie liczby
dodatnie i liczby ujemne, ale oc razu pary "antagonistycznych" liczb prze-
ciwnych. Matematycznie mozna by te konstrukcje ujgé jeko zanurzenie péi-
grupy liczb naturalnych w grupie "catkowitej”. O istnieniu u autora takiej
intencji swiadczy nie fylko "bitwa" jako model wprowadzajacy, oraz uwaga
na koricu ustepu, ale takze fakt, 2e dodawanie wprowadzono od razu wraz z
nowymi liczbami. Bylo to zreszta koniecznodcia, gdyz w operacji dodawania
kryje sig sens "antagonizmu", Wydaje sie, ze konsekwentne trzymanie sig
tej idei mogloby dac dydaktycznie interesujace i matematycznie poprawne
wprowadzenie tych pojec.

Wprowadzenia dokonasno tu jednorazowo, w zwartym wykiadzie, Jest to
rzeczywiscis wklad, gdyz ten tekst, w przeciwieAstwie do tekstéw z poprzed-
nich trzech brzykladéw, nie organizuje jewnie Zzadnej aktywnodci ucznia:
nie ma w nim pytan ani polecen, a jedynie i n f o rmac j e ., Nie znaczy
to, rzecz jasna, by autor nie uwazal aktywnonsdci za pozadana; nie zelicze

jednak najwidoczniej stymulacji i organizowania takiej sktywnodci do zadan
podrecznika,

7 Zob, odnosnik na s.31.
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Pojecia liczby catkowitej 1 sumy scharakteryzowane tu zostaty wykg-
cznle na przyktadach, a w przytoczonym w calodci teksdcie tego paragrafu
- nawet w sposdb niepeiny. Dopiero bowiem w uwadze wyjadniajace] do ¢Ewi-
ccefi méwl ei@: "Zeuwaz, ze - IIOL 1 -~ IIII oznaczaja liczby ¢ tym samym
znaku, reprezentowane przez zetony tego samego koloru., Dodajeny je zwy-
czajniel" Takle ujecie razgco odbiega od formulowanych w innych miejscach
precyzyjnych definicji; dla przykiadu zacytujemy definicje 1loczynu liczb
catkowitych:

“Iloczyn dwdch liczb caltkowitych wymiernych jest iloczynem ich war-
toéci bezwzglgednych, zaopatrzonym znakiem +, jezeli czynniki maja ten
sam znak, znakiem -, jezeli czynniki nie maja tego samego znaku",

Mozna zrozumiec¢ powody takiego zréznicowania tekstu, trudno jednak
uznaé¢ to za metodologicznie i dydaktycznie poprawne,

O.adwione przyklady pokazuja ogromna rdéznorodnosé decyzji autoréw
podrgcznikéw, podejmowanych w dazeniu do optymalnego sprostania trzem
sprzecznym nieraz postulatom: zgodnosci z teoria matematyczna, oparcia
poje¢ na modelach wzigtych z naturalnego $rodowiska ucznia i doboru $rod-
kow dajacych najsilniejsza motywacje. Decyzje te staja sie jeszcze trud-
niejsze, gdy trzeba dostosowac podrecznik do narzuconego z géry sztywne-
go i szczegdtowego programu, wyznaczajacego kolejnos$c¢ i zakres wprowadza-
nych pojec.

3.4. Podsumowanie

Sposoby wprowadzania w podrgcznikach dla omawianego poziomu pojecd
matematycznych odpowiadaja, co uwidoczniono w dokonanym przegladzie ujegcd
liczb dodatnich i1 ujemnych, wystepujecym obecnie trzem filozofiom naucza-
nis matematyki, Wedtug jednej z nich (reprezentowanej m.in., przez H.Freu-
denthala) nauczanie to powinno Stuzy¢ zdobywaniu przez uczniéw umiejet-
nosci schematyzowania i opisywania w kategoriach matematycznych otaczaja-
cej ich rzeczywistosci, Jakakolwiek wewngtrzna globalna struitturyzacja ma-
tematyki lezgcej u podstawy tego opisu jest ze wzgledu na ten cel obojet-
na, a jej narzucanie przeszkadza w osiagnieciu ramierzonych efeltdw
ksztatcenia. (Dopuszcza sig jednak lokalna organizacje dedukcyjne niewiel-
kich fragmentéw teorii matematycznych, 1 to nie nazbyt wczesnie). W szcze-
gélnodci zgodno$é wprowadzanych pojec matematycznych z ich definicjami
w okredlonej teorii matematycznej jest z punktu widzenia tekiej koncepcji
nieistotna., Daleko wigksza role odgrywa bogactwo naturalnych modeli tych
pojg¢, stuzace ich gigbokiemu intuicyjnemu rozumieniu i umozliwiajace ich
szerokie stosowanie w réznorodnych sytuacjach, Zwolennicy tej filozofii
nie przywiazuj% tez w swych podrecznikach wagi do tego, aby pojecia wpro-
wadza¢ w sposéb ma t ematycznie elementarny, tj.
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aby érodki propedeutyczne dawaly sie latwo przelozyc¢ na formalizm zgodny

z okredlong teorig matematyczna, ¥Wysilek swéj kileruje natomiast na i n-
tuicyjnie elementerne wprowadzenie pojec, tj.uzyski-
wanie ich w drodze bezpoérednich, prostych abstrakcji z okreslonych natu-
relnych sytuacji konkretnych. Prowadzi to niekiedy do pojeé z matematycz-
nego punktu widzenia delekich od elementarnosci, co wyklicza ich ewentu-
alng pézniejsze formalizacje ne wyzszym szczeblu nauczania, formalizacje
zgodng 2z wyksztalconymi intuicjemi. Ten brak ograniczen formalnych deje
asutorowi podrecznika niemal nieograniczona eswobodg w doborze $rcdkéw dy-
daktycznych 1 konkretnych modeli pojec, stwaerza jednak réwnoczesnie poten-
cjalne niebezpieczernstwo powigkszenia trudnodci w péiniejszym dostrzega-
niu réznicy pomigdzy pojeciém naiwnym a pojgciem matematycznym w rozumie-
niu wepdiczesnym, tj, pojeciem poprawnie zdefiniowanym w terminach matema-
tycznych,

Pozostale dwie filozofie neuczenia matematyki stawiaja ukezywanie
uczniowl matematyki w ksztalcile, jaki nadejg@ jJej ogdélne struktury,za gidaw-
ny cel nauczenia, realizowany od najniszego szczeble szkoily, Przy tym
jednak, wediug jednego kisrunku (np, G, Papy) podstawg dla ebst.ahowania
.tych etruktur stanowic powinna naturalna rzeczywistodc, chociaz dle po-
trzeb dydaktycznych odpowiednio ograniczona i wyidealizowana, wedlug dru-
glego - sytuecje konkretne lub abstrakcyjne, sztucznie dla tego celu spre-
perowane 1 mozliwie odlegie od rzeczywistosci naturalnej, przeszkeizaja-
cej - jak twierdza zwolennicy tego kierunku - prawidiowemu abstrahowaniu
struktur przez zawarty w niej ladunek intuicji., W podrgcznikach tworzonych:
zgodniz z tymi koncepcjami ksztaicenia matematycznego pojecia wprowadza-
ne sg w sposéb wyraznie ukierunkswany na okreslone ich ujecia w matema-
tyce, a wiec uzyte w podreczniku $rodki dydaktyczne maja siuzyé propedeu-
tyzacji Fego wybranego ujecia, Zalo*enie takie narzuca doborowi tych sro-
dkéw $cisie ograniczenia, zwiekszajac znacznie trudnosci w dobrej dydak-
tycznie reslizacji zamierzen sutore., Ujecia do nich dnstosowane cechuje
tez czgsto nienaturalnos¢ warstwy motywacyjnej.

Kazda z wymienionych trzech filozofii ksztelcenie matematycznego ma
swych goracych zwolennikéw, ktérzy w jej obronie posiuguja sie przekonu-
jacymi argumentami., Nie podejmujemy tu préby rozstrzygnigcia tego sporu,
poprzestajgc na dokonenym przegledzie niektdrych implikacji tych koncep-
cji dla wprowadzania pojg¢ w podregcznikach matematyki, wyjeéniajecym - jak
sgdzimy - powody, dla ktdérych pierwszg z nich uwazamy ze najodpowiedniej-
szg na poziomie pierwszej klasy ponadpoczatkowej,
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4. ROZUMOWANIA PREMATEMATYCZNE A TEKST PODRECZNIKA

4.1. Rozumowanic prematcmatyczne jako propedeutyczma forma dowodu

W analizie trudnodci przedstawienia w tekscie podrecznika matematy-
ki dla omawianego puziomu rozumowan stanowiacych odpowiednio przystoso-
wane wersje dowodéw matematycznych, posiuzg sig wprowadzonym przez Z,
Semadeniego /1976/ pojeciem rozumowania prematematycznego,
ktére tu rozumieé bgdziemy nieco szerzej.

DgZzgc do mozliwie peinego zblizenia matematyki nauczanej na dowol-
nym szczeblu szkoly do matematyki sensu stricto, dydaktycy réznych kra-
jow wypracowali, giéwnio w clagu ostatniego cwiercwiecza, wiele Srodkéw
konkretrych (graficznych i manipulacyjnych), pozwelajgcych na takie przed-
stawienie rozumowa’ ogdélnych i abstrakcyjnych, Zze staja sig one dostegp-
ne czy to dla dziecka czy dla doroslego niematematyka. Rozumowanie takie
prowadzi sig zazwyczaj w szczegdlnym przypadku (okredlonym explicite lub
przez dobér sytuacji konkretn:j), ale tak, ze nie korzystas sig z zadnych
specyficznych cech tego szczegélnego przypadku, Przy tym poszczegdélnym
krohkom w tekim rozumowaniu towarzysza na ogél pewne czynnosdci rysunkowe
lub manipulecje wykonywane na materiale konkretnym, zastgpujace w pewnyn
sensia konstrukcje werbalne lub symboliczne, dokonywane w konwencjonal-
nej procedurze dowodzenia,

Dla konstrukcji rozumowad prematematycznych szczegdlnie dobrze na-
daje sig kombinatoryka, na co zwrécilt uwagg P. Nowickl w swej (niepubli-
kowanej) pracy doktorskiej, Dla przykiadu rozwazmy problem liczebnodei
iloczynu kartezjahskiego dwéch zbioréw skonhczonych (w sformulowaniu zro-
zumiatym dla dzieci - liczby mozliwych kombinacji par tanecznych, stro-
jow itp.). Ustawienie prz:z dzieci zetondw reprezentujacych clementy da-
nych zbioréw wzdiuz bokdw prostokata, a nastépnie probne tworzenie par
przez przesuwanie tych Zetonéw réwnolegle do odpowiednich bokéw, prowa-
dzi do odkrycia przez wiele dzieci, ze liczba wszystkich par jest réwna
1loczynowi liczb elementéw danych zbioréw, Matematyk dokona z latwosécia
formalizacji tego rozumowania w konwuncjonalnym jezyku, a jednoczesénie
odbilorca-niematematyk ma pelne poczucie jego ogélnosci i logicznej spdj-
noéci,

Niektére z takich rozumowan moga by¢ prowadzone juz przez dzieci
klas poczatkowych, inne wymagaja pewnej dojrzalos$ci, sg wroszcie i takie,
ktdre zachowujgc swéj prematematyczny charakter, tj. wniosku ogélnego o-
partego na rozumowaniu w szczegélnym przypadku z konkretna rzalizacjg po-
szczegdlnych krokdéw, przy tym dejgcym sig sformalizowal, dostepne sg do-
piero dle osoby w matematyce zaawansowane]. Liczne przyklady takich ro-
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zumbwan znalezé mozna w przeznaczonych dla rdznych ezczebli nauczantia
ksiazkach G.Papy ego.

Niemal wszystkie przyklady rozumowarn prezentowanych jako rozumowania
prematematyczne, badZ po prostu wystgpujacych w podrecznikach szkolnych
i odpowiadajgcych powyzszejcharakterystyce takich rozumowar, to rozumowa-
nia éajace si¢ sprowadzié do wprowadzonego przez Z. Krygowska schematu
"uzmiennienia statej" lub do naturalnej rekurenéji. W pierwszym przypadku
wystepuje w nich liezby, lub skoficzone zbiory, bedace podstawa rozumowa -
nie. Akt jego uogélnienia sprowadza sig do uswiadomienia sobie nieistotnos-
ci wyboru danych liczb.czy liczebnosdci zbiordéw, do "uzmiennienia" tych
stalych, Podlten schemat podpada powyiszy przykiad, W drugim przypadku,
po wykonaniu kilku krokéw polegajacych na zwigkszeniu danej liczby o 1,
nastepuje usdwiadomienie regularnosci tego przejécia, z konkluzja "tak sa-
mo bedzie za nastepnym razem i tak daslej", By¢ moze,do prematematycznych
zaliczyc¢ by mozna takze niektére rozumowania geometryczne, oparte na intu-
icyjnym rozumieriu wlasno$ci symetrii i inoych przeksztatcern, W podrecz-
nikach dla klas poczatkowych 1 nizszych klas szkoly éredniej nie spotyka
sig¢ ich jednak niemal wcale, Jak sig wydaje, sa one po prostu zbyt trud-
ne dla tego poziomu,

4.2. Rozumowania prematematyczne a podreciaik uczniowsk

Jsk wspomnielismy, rozumowania prematematyczne pojawily sig przede
wszystkim jako parafrazy dowodéw matematycznych dostgpne dla dzieci w
pierwszych latach nauczania., Tworzono je, aby sprostac postulatowi refor-
my nauczania, iz poznanie matematyczne powinno od pierwszych lat by¢ opar-
te na rozumieniu, nie za$ na wierze i pamieci, Niemal powszechnie unikano
przy tym uproszczonych dowodéw werbalnych, zastepujac je réznymi formami
opartych na konkrecie rozumowan prematematycznych. Na podstawie dotychcza-
sowych dos$wiadczeh mozna bcwiem sadzié, ze w wieku 10, 11, a moze nawet
12 lat rozumowania prowadzone werbalnieﬁadi przy uzyciu symboliki matema~
tycznej sa na ogéx niedostepne 1 jedynie ich forma prematematycznes moze
by¢ przez wigekszosé dzieci zrozumiana, Jako wniosek z tej hipotezy przy-
jac trzeba, ze tylko prematematyczne rozumowania maja racje bytu w ucz-
niowskim podreczniku matematyki dla tego poziomu,

Rozumowania prematematyczne sa jednak integralnie zwigzane z kon-
kretnymi manipulacjami, ktdérych na tym poziomie nie mozna pominaé ani za-
stgpié opisem czy rysunkiem., (Czesto wielokrotne i niemal mechaniczne po-
wtarzanie przez ucznia pewnych czynnosci prowadzi do odkrycia przez niego
weznej -~egularnosci). A podrecznik z natury rzeczy nie zawiera niczego
poza tekstem i rysunkami. Zatem podrgcznik nie moze zawieraé peinych ( w
sensie psychologicznym) rozumowan prematematycznych,
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Logiczna i rozsgdna bylaby w tej sytuacji decyzja rezygnacji z pod-
recznika jeko érodke przekazu matematyki (wraz ze stanowiacymi jej inte-
gralna cze$¢ dowodami). Uczniowie pracowaliby wéwczas pod kierunkiem nau-
ceyciela, wyposazenl w rdznorodne érodki konkretne i - ewentivalnie - zbidr
zadan, W istocle, tendencja do zastgpowanis w najmiodszych klasach trady-
cyjnych podrecznikéw matematyki zbiorami zadah wystgpuje w dwiscie juz
od szeregu lat, Co prawda, motywacje wydaje sig¢ tu byé takze dgzenie do
maksymalnej indywidualizecji precy z uczniami, ktdérej przeszkadza jednoli-
ty dla wszystkich przekaz wiadomos$ci za poérednictwem podrecznika. Teki
zbiér -zadah jest czesto przez wydawce “obudowywany" zestawem réznorodnych
materiatdédw demonstracyjnych 1 manipulacyjnych, ktérych uzyciem kieruje w
klasie nauczyciel (np./B r e +t d e nb a c h 1972/).

Takich rozwigzen dla pierwszej klasy ponadpoczatkowej nie spotyka sig
na rynku wydawniczym tam, gdzie klasa ta nalezy juz do szkoly sredniej,
ktérej wysoke ranga obliguje autordw do tworzenia "uczonych" podrecznikéw,
Natomiast np. eksperymentalne podreczniki wegierskie ™ u n k a 1 a p 0 k&
dla klasy IV, V i VI sa w istocie zbiorami zader usystematyzowanych przez
autoréw w sposdb dydaktycznie zamierzony, lecz nieskoniecznie w sekwencje
logiczna. ’

Dla ilustracjl oméwimy trzy kolejne strony podrecznika do klasy V,
ktére zawiera Aneks 2(3.13(). .

Wszystkie trzy strony zawieraja zadania zwiazane z dzieleniem, jed-
nak kazda ma nieco inny charakter. Strona 45 zawiera trzy podobne zadania
na podzial proporcjonalny, Nie ma tu zadnego wzoru rozwigzywania takich
zzdath (mozna przypuszczaé, ze nie sa to pierwsze zadania tego typu). Na
stronie 46 sa trzy zadénia, z ktérych kazde ma inny cel dydaktyczny:

1. ma zwrécié uwagg na monotonicznosdc ilorazu jeko funkcji dzielnika
wzglednie dzielnej, 2. kontrastuje statos$c iloczynu (a wigc odwrotna pro-
porcjonalno$é) i statoséé ilorazu réznic (a wiec proporcjonalny przyrost)
ze stalosdcia sumy, wreszcie 3. ilustruje rozdzielnos¢ ilorazu wzgledem
sumy, Strona 47 jeost znowu monograficzna: wszystkie trzy zadania sa po-
$wiecone pewnemu schematowi rozumowania opartego .na proporcjonalnosci dwu
wielkodci, Przy tym zadanie 1, jest rozwigzane 1 stanowi przyktad wzorco-
wYy.

Braek tu jakichkolwiek uogélnien czy w syntetyczny sposéb sformutowa-
nych praw, regul itp, Nie ma ich nie tylko bezpoérednio po wprowadzajz-
cych przyktacach i zadaniach, ale tskze nigdzie w tej ksiazce. Autorzy po-
zostawili najwidoczniej ﬁauczycielowi troske o taka synteze (o ile w ogé-
le uwaza si¢ jg@ 2a potrzebna czy pozadana).

W punkcie 3, na stronie 46 i w punkcie 1, na stronie 47 znajdujemy
wzorcowe przykiady, ktére stenowig w istocie szczatkowg postac rozumowan
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prematematycznych, Tu i tem operacji dzielenia odpowiada wykonywany na

rysunku podzisl figury geometrycznej na odpowiednia liczbg réwnych czes-
ci, co prowadzi nastepnie do dalszych konsekwencji. Brak tu jednak samych

rozumower, pokazano jedynie na rysunku ich efekty, Rozumowanie musi uczen

odtwnrzy¢é sam, moze z pomoc@ nauczyciela., I w tym aspekcie podrgcznik dc-

starcza wigc uczniowi

Istnieje jednak
wienia w podreczniku
matycznych, Pokazemy

zadenie ("Odtwérz rozumowanie:"J, a nie informacje¢.
w niektoérych przypadkach mozliwodé nie tyle przedsta
ile stymulowania przez podrecznik rozumowan premate-
to, analizujac najpierw w aspek:zie takiej stymulacji

fragmenty kilku podrecznikdw, a nastepnie prezentujac ujecia, ktérych sty
mulujace efekty powinny byé - zgodnie z hipoteze - wigksze,

Przykitad

1 /Neunzdig-Sorger 1969, s,33/

Zadanie: 330 - 214 =[] Odpowiednie réwnanie: 214 +{J = 330

Co chceny miec Co

Q0 &8

00 ®ed

mamy

O &
/////////////////%V//////////ﬁg//é Musiny dodaé & czarmych zetonsw

Q0 &&
O

Otrzymujemy: 10 czarnych, 1 niebieski

OO @00009 i 2 czerwone zetony

00000

Zastepujemy i otrzymujemy:

@ OO @@ i2 niebieskie, 2 czerwone zetony.

WV//M Musiny dodaé 1 niebieski zeton

Otrzymujemy: 3 niebieskie,

OO ®® OO @@ 12 czerwone zetony

= ’ / < _ . .
//////7////1 //////////// Musiny dodac 1 czerwony zeton

QO &® |00
&

%® Otrzymujemy: 3 niebieskie
@ li 3 czerwone zetony

O Q
///////%/é//é?oéé/ \Razem dodalisny: 1 czerwony, 1 nie-
///////// ! / GO //_é bieski i 6 czarnych Zetonéw,

R ////’,"",:/,'

Rczwizzanie: D = 11%
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To wprowadzenie algorytmu odejmowania przez uzupeini@nie odjemnika
(przykladdw takich jest w podreczniku kilka) na form¢ opisu realizacji
zadania za pomocy zetondéw. Opis ten jeat przy tym tworzony réwnolegle w
dwu formach: 1. “filmu", tj. serii rysunkdw 1ilustrujacych ukiady Zzetonéw
po kazdej manipulacji, 2, w formie werbalnej,

Mozna sobie wyobrazic nastgpujaca formg pracy z tym tekstem: uczed
zastania tekst, ustawia zetony zgodnie z réwnaniem 1 wykonuje kolejne ma-
nipulacje semodzielnie: po kazdorazowym ustawieniu Zzetonéw odstanie kolej-
ny fragment tekstu, poréwnuje swéj uklad z narysowanym, ewentuslnie odczy-
tuje tekst stowny. Taka forma sanodzielnej pracy wymagaiaby od ucznie bara
dzo dojrzatej motywacji, jakiej trudno oczekiwaé u dziecka niespelns
10-letniego. Bgdzie to wigc mozliwe w najlepszym razie w ramach pracy "réw-
nym frontem” pod kierunkiem nauczyciela, Tekst ten, zawilerajacy pelny wer-
balny opis rozumowania prematematycznego z ilustracja rysunkowa kazdego
kroku, nie wyzwala wigc rozumowania prematematycznego u dzieci,

Ten podstawowy walor dydaktyczny mozna by zad$ latwo uzyskac, usuwajac
catkowicie lub czgéciowo tekst sitowny 1 pozostawiajac uczniowi wigkszosé
rysunkéw do uzupelnienia., Na przyklad, mozna by ten fregment ujac¢ nastgpu-
jaco:

Pomagajec sobie Zetonémi, uzupeinij rysunki,

Chceny mied Mamy Musimy dodp¢

00 oo °°
O o 00D «e

Dodaj
czarne

OO gg% OO%::::: zamien

@ .
dodaj
8 g % @ riut.gl.neskie

Rysunkl moga hy¢ tak dobrane, Zze o poprawnos$ci swego rysunku lub biledzie
uczef dowiaduje sie juz w nastgpnym kroku (sprawg samokontroli przy samo-
dzielnej pracy ucznia z podrecznikiem oméwimy oddzielnie).
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Przykted 2/Neunzig-Sorger 1969, 8.53/

Naryeuj kreds kwadrat ne podiodze klasy. Obierz punkt na jego brzegu
nie bedacy wierzchotkiem i obejdi raz kwadret. 1d2 przeciwnie do ruchu

wskazéwek zegaral
!obrét Poruszasz sie tak:
- kwadran- Na bokach nie zmieniesz kierunku, W kazdym
"’ﬂ sow wierzcholku musisz wykonaé¢ obrét kwadranso-
® w lZwo wy w lewo. Gdy znajdujesz sig ponownie w
gE > . punkcie wyjsécia, masz ze sobg cztery obroty
gﬁ ¥§¥Knex kwedransowe w lewo, razem peiny obrét,

1, Obejdz kwadret zgodnie z ruchem wekazéwek zegara 1 opisz swojs
droge!
gez. Narysuj ne podlodze tréjkat réwnoboczny, Obejdz boki tego tréjke-
te zgodnie {niezgodnie) z ruchem wskazéwek zegera, wychodzac z dowolnego
punktu nie bgdacego wierzchotkiem, Opisz ewoje drogel
' Jak duzy jest obrét w kazdym wierzcholku?
Jak duzy jeet taczny obrét po powrocie do
punktu wyjdcia?
i Poréwnaj 2gczny obrét w przypadku kwadratu
l z obrotem w przypadku tréjketa rdwnoboczne-
. gOl
3. /Anslogiczne - zadanie z dowolnym trdjketem/B
4, /Analogiczne zadanie dot, kwadratu, tréjketes réwnobocznego i do-
wolnego na rysunku/
5, /Zadanie dotyczgce obiegu wzdiuz okrggu narysowanego na podiodze/
6. /Zadenie dotyczace obiegu wzdiuz dowolnej krzywej narysowanej na
podtodze/.

Tekst ten ma inng strukture niz tekst 2z poprzedniego przyktadu., Zada-
nia dla nczniéw sa poprzedzone przykladem wzorcowym: opis calej realizacji
wydanego na poczatku polecenia poparty schematyczng ilustracja rysunkowg,
a tekze krétkie rozumowanie i jego konkluzjag. Na tym przykladzis uczen
bedzie wzorowal swoje dzialanie (taks wydaje sie byé intencje Autordw) i
zwiazane z nim rozumowanie w nastepnych zedaniach,

Jezeli wstepny przyktad jest dla ucznidw w peini zrozumialy (czego
tu nie bedziemy dyskutowacd), to ujecie takie zdaje sig wystarczajgco sty-
mylowaé odpowiednia aktywnosdc¢ i zwigzane z nia rozumowanie prematematycz-
ne. A jednak tak nie jest, Zeuwazmy bowiem, ze przyklad wzorcowy nie ilu-
struje rozwiazania Zzadnego problemu, ktérego tu nie sformulowano., Uczen
nie moze w zadnym punkcie przewldzieé, ani co powinien obserwowac, ani do
jakich wnioskéw z poczynionych obserwacji bedzie zmierzal, Pozostaje mu
uwaznie odczytec cely ten tekst, i - przypuszczalnie - odczytywacC go jesz-
cze parokrotnie przy rozwigzywaniu zadan, aby mozliwie wiernie nas$ladowac
cale postepowanie,

A

8 .
Teket w newiasach uko$nych wewnatrz cytatu jest streszczeniem odpo-
wiedniego fragmentu oryginaku,

Ten fregmeat budzi zastrzezenia rstury dydaktycznej., Jak wynika =z
dalszych zadan, Autor zmierza do dalekiego uogélnienie tej pierwszej ob-
serwacj*. Powinien wigc wniosek (obrét o kat pelny) oprzec ns powrocie we-
darowca do poprzedniej pozycji, a8 rachunek (4 katy kwadransowe daja kat pet
ny), mozliwy tylko w nielicznych przypadkach szczegdélnych (w dodatku wazny
tylko w niektérych geometriachi), wykorzystaé dla uvzupeiniajacej weryfika-
ciil tego wniosku.
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A tymczasem temat ten mozna oprzeé na problemie poréwnywania katéw
obrotu przy obieganiu réznych krzywych i tamanych, Mozna by wiec zaczaé
od okreslania katdéw obrotu dziecka stojacego w drodku tarczy "zegara™ i
nosem wskezujgcego godziny, potem obserwowa¢ dwa takie "zegary”, wreszcie
skojerzyé obrét "wekazéwki™ z obrotem dziecka oblegajacego rézne krzywe
norysowane na “tarczy zegara®, Szczegdlne wiasnoécl niektérych przypadkén:
i ich zgodnos$¢ z wnioskiem ogélnym, dotyczgcym pelnego oblegu, zjewilyby
sig wowczae same w sposéb naturalny. Tekst takl méglby sie skladaé z sa-
mych poleceri i pytah, bez wzorcowego rozw:gzania, Uzytecznodé wzorcowego
rozwigzania nie budzli zastrzezeh, gdy celem jest nauczenie pewnego posteg--
powania algorytmicznego; jest ono jednak zbgdne lub nawet szkodliwe, gdy
chodzi o stymulacjge pojeciowego rozumowania u ucznidw,

4.3. Prematematyczne nzasadnlenla rozdzielno$cl mnoienh wzglgdem dodawania
w wybranych podrecznikach

Nastgpne przyktady prezentuja wprowadzenie w réznych podrecznikach
rozdzielnosei mnozenia wzgledem>dodawania liczb naturalnych, tatwy dowdd
tego prawa, oparty na elementarnych wiasnoscisch operacji monogosciowych),
daje sie¢ latwo przeksztaicic w rozumowanie prematematyczne, wykorzystuja--
ce silng pogladowodé kraty prostokatnej. Slad tej idei znajdujemy tez we
wszystkich cytowanych podrecznikach, jednak z punktu widzenia aktywizacji
czytelnika ujgecia saq rézne,

Przyktad 3 /3. Hayen 1976, 8,143/

1, Kaseta "super-8" zawiera 15 m filmu,

a Pani Mueller nakrecils w czasie urlopu 6 filméw i zemierza je sklre-
i¢ razem, Jaki diugi bedzie film urlopowy?

b) Urodziny sfilmowano na 3 filmach. Jakidlugi jest film urodzinowy?

c) Filmy urlopowy i urodzinowy maja by¢ sklejone. Czy zapeinia one
rolke 120-metrowga?

d) Z ilu czedci sktada sig ten film? Policz na tej podstawie diugosdc:

filmu,
 0—0—0—0 o0 0-00-00e
2. o000 6—© OO0OO00Cee

000 eeo 0O0O000o0e

Przedstaw tak samo: a) 5¢7+4+7 = (5+4)°7
b) 4+5+4+3 a 4¢(5+3)

Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:
(e+b)-c = a*cebec 1 ce(a+tb) = ceas+cebd
Przyktad:(d+2)e3 = 4234223 4  30(442) = 304432
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Wprowadzenie rozdzielnoéci podzielono tu na trzy czeéci: zagadnie-
nie praktyczne, przedstawienie geometryczne, sformuitowanie ogélne w za-
pisie algebraicznym, Jedynie ilustracjes geometryczna zawiera implicite
rozumowanie premstematyczne prowadzace do dostatecznie ogdlnej konkluzji.
Jednak polecenie ("Przedstaw tak samo...“) nie zmueza ucznia do odtworze-
nia tego rozumowania, Moze on rekonstruowa¢ rysunki mechanicznie, zmie-
niajac tylko liczbe kulek stosownie do danych, Zagadnienie praktyczne
(nie bedziemy tu wnikac w jego aspekt motywacyjny) prowadzi jedynie do
odkrycia, ze diugosd filmu mozna znaleé dwiema drogami. Jest jednak wat-
pliwe, czy uczen samodzielnie uogélni to odkrycie choéby tylko w sensie
transferu na inne sytuacje, e takze, czy dostrzeie jego zwigzek z punk-
tem 2 i ogélnym sformulowaniem prawe rozdzielnodci,

Przyklad 4/Hayen 1976/
Gerd, Petra i Silke poznali w czessie pobytu za granice trzech ucz-

niéw z Angliii trzech 2z Francji., Do kazdego chcg po powrocie wysiaé kart-
ke z pozdrowieniami, Ile kartek zostanie wystanych?

4

Petra liczy:
De?t 3+2 przyjaciél zagranicznych, Wiec bedzie 4+ (3+2) kartki:
4+ (342 3 2
e 45 4\. Y
= 20 o
Udo liczy inaczej:
Bedzie 4.3 kartek do Anglii i 4.2 kartek do Francji:

4
(4-3)+(4+2) N
- = 12 + B 1
s 20 .

Petra i Udo otrzymali ten sam wynik: 4°(3+2)=(43)+(4-2), o

e o 0 [ 2

o o & [ I

o o 0 o o

[ 2 4 o o &

L

Czy sposoby liczenia Petry i Udo zawsze prowadze do tego samego wyniku?
SprawdZz to ne jeszcze jednym przykiadzie:
25 (4+11) (25+4)+{25-11)
= feoo/ LRy 4
Widzisz, ze: 25-(4+11) = (25-4)+(25-11),

Te regularnodc wystapi takze we wszystkich innych st-sownych przyktadech
takze w przypadku sum o wigkszej liczbie skiadnikdw:

Jezeli mesz jakasé liczbe pomnozyé przez sumg, mozesz /.../. W obu przy-
padkach otrzymasz ten eam rezultat, (Prewo rozdzielnodci),
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Mnozenie jest r o 2z d z 1 e 1l ne wzgledem dodawania,
Dla wszystkich liczb naturalnych w miejscu a, b, ¢ zachodzi:
. as(b+c) = (asb)+(acc)
a Q\i/} q\?,b , a\?/c
b+c a*b asc
+ 3
a¥(b+c) (a*b)+(asc)

Jest istotna réznica migdzy przedstawieniem rozwiazania zagadnienis
praktycznego tu il w poprzednim przykladzie, T, zaréwno tekst werbalny
jak 1 dwa schematy graficzne pozwalajg od razu dostrzec ogdlnodé rozumo-
wania ( choé oczywidcie, co do jej samodzielnego dostrzezenis przez czy-
telnika nie mozna mieé zadnej pewnodci); tam intencji tekiej sig nie do-
strzega. Autor psuje jednak w dalszya ciagu ewentualny efekt dostrzezeniza
przez ucznia ogélnego prawa, rozmawiajgc z nim tak, jakby zobaczyl tylko
2godnoéé wynikéw w tym szczegdinym przypadku., Kaze mu w i er z y ¢, 2e
regularnodé na charakter ogélny, nie biorac jakby pod uwage tego, Ze uczeifi
mégt juz samodzielnie nabrad przekonania o jej ogdlnosdci. Autorowi jakby
bardziej zalezato tu na dobrym formalnym zrozumieniu przez ucznia eamego.
twierdzenia, niz na prematematycznym doprowadzeniu go do tego twierdzeniaa,

Przyktad 5/6alion 1973, Fiche 330

a) Oto dwa kwadraty. SprawdZ, 2e lewy kwadrat jest magiczny, piszac
w pustych okienkach znaIezione sumy,

Pomnéz przez 3 wszystkie liczby z pierwszego kwadratu: napisz ilm-
czyny w odpowiednich okienkach drugiego kwadratu.

s Y
L A
T r~=7
16 21| 20—~ ! 60 —" .
ezl L.d
] 1 ] 1
23|19 15— ! —
[l - -
(=5 R
18| 17 zz—»i : —
| I | eaad
el r'l"gr‘l"\r‘l"\ [ [ r‘lﬂ"'l'n‘l—l -
' Uy .: n ! | | 1 Vo :: “ | ' I
Lo lodduodlos Lo SR | S N

Czy otrzymany kwadrat jest magiczny?

10 Por, odnodnik na s,34.
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b) Uzupeinij ponizszy schemat, Z lewej masz policzyc iloczyn 18 przez
210+2) : 18+(10+2). Z prawej mesz policzyé sumg liczb (18.10) 1 (182
18+10)+(18-2).

[18] x (+A)
- =

~ s

v
L I N J

Te dwa rachunki prowadza do znelezienia dwoma sposobami liczby kwa-
dratéw tej kratki, zawierajacej 1B rzedéw po dwa czarne kwadraty i 18
rzedéw po 10 czerwonych kwadratoéw,

2 { TTT )

[

10+2)

'3

10 ¢

g —

—

i8

¢) /Cwiczentla, ktérych celem jest weryfikecja rozdzielnoéci ne dal-
szych przyktadach czysto rachunkowych/.

d) Vitesnoéé zilustrowana tymi éwiczeniami jest rozdzielnod$cia mnoze-
nia wzgledem dodewanisa,

Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania
znaczy
dla dowolnych liczb a, b, ¢

a+(b+c) = (aeb) + (asc) 41 (b+c)ea = (bea) + (cea)

Uzyte na poczatku kwadrety magiczne graja tu rolg wybitnie motywacyj-
ng. W tym kontekdcie nie wiaza sig one bezposrednio z rozdzielnoscia, Do~
pieroc w punkcie b) znajdujemy premateuatyczna podstawg dla rozdzielnodci,
pokazang jednak bezproblemowo i z wysunieciem schematu rachunkowego na
plan pierwszy. (Czy uczeh, ktdéry zrozumiat schemat rachunkowy, bedzie zgie-
bial rysunek i tuwarzyszgcy mu tekst, ktdry moze wzigé za dalsze objasnie-
nie tego schemetu?), W dodatku najwazniejszy moment rozumowania (wyniki
nuszg byé réwne,bo obydwa deje liczbg tych samych kwadracikéw) zostal tu w
ogdle pominigty,
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A wigc 1 w tym renomowanym podreczniku brak autentycznej stymulacji
u ucznie prematematycznego rozumowania prowadzgcego do odkrycia prawa roz-
dzielno$ci, a caly nacisk polozono na zrozumienie przezeh zwigzenych =z
rozdzielnoscia algorytmdw,

Przyktad 6/F111loy 1975, s8.26/

W pewnym zakladzie pracuje 3 garncerzy. Dzien pracy trwa 8 godzin,
Pierwszy garncarz wytwarza 3 dzbanki na godzine, W tym samym czaeie drugii
wytwarza 5, a ostatni 2 dzbanki,

4 Chcemy sig¢ dowiedzie¢, 1le dzbankéw wytwarzaja wezyecy trzej w ciagw
nia.

Produkcje dzienna:

Pierwszy garncarz 3+8 = 24

Orugi garncarz 5.8 = 40
Trzeci garncarz 2+8 =_16
Ogdien 80
Plierwezy Orugi Trzeci
\zfmn sesB¥|D8
‘L‘idr_‘? R R R AR R
go0C |s8wBE |0V
6o |ssved | 0D
g |9 vy |00
oD |vB 888 (DY
00 |ev80 8|00
_ i |lovvew |00
MoZemy réwniez‘policzyé nastepujaco:
Cetkowita produkcja na godzine 3+5+28=10
Liczba godzin 8
Catkowita produkcja dzienna 10 - 8 = 80

W dalszym cigagu znajduje sie podobne wprowadzenie rozdzielnodci mnozenien
wzgledem odejmowania oraz c¢wiczenia na zastosowanie rozdzielnodci w pos--
tacl gotowych schematéw do wypeinienia, np.

6c13+2-13=([J+[J)13=[]+ 13=

Rozumowanie wypunktowane tu ukiadem tekstu moze byé nastepujaco
streszczone: czy obliczymy oddzielnie dzienna produkcje kazdego z garnce—
rzy 1 dodamy otrzymane liczby, czy tez obliczymy najpierw ich 1gczng pro—
‘dukcje w ciagu godziny, a potem w ciggu dnia, musimy otrzymaé te samg li-
czbg, bo liczymy ze kazdym rezem te same dzbanki, Rozumowanie to moze
by¢ zinterpretowane geometrycznie na znajdijacym sig obok rysunku, czego
jednak autorzy nie zrobili, Niemniej rozumowanie to jest silnie przekonu-
jece i mogloby byé uznane za wystarczajace prematematyczne uzasadnienie
prawa rozdzielnos$ci, gdyby zjawilo si¢ u ucznia, chocby tylko w odniesie-
niu do tego konkretnego przypadku, Autorzy nie zostawiaja uczniowl jed-
.nak pola do dziatania, nie tylko dyktujac caly schemat rachunku, ale wyko-
nuiac nawet kazde wyliczenie., I tu bierne odczytanie przez ucznia tekstu
i zwrécenie przez niego caiej uwagi na technikg rachunku wydaje sig naj-
bardziej prawdopodobne,
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Przyk¥ad 7/362wicki: Matematyka w klasie III, WSiP
1976,6.33/

Zuchy staty na zbidrce w dwuszoeregu, W kazdym szeregu bylo 5 chtop-
céw 1 4 dziewczynki. Jak obliczyé, ile bylo zuchdw na tej zbiodrce?

e ™ o %
dE;} ) 3 . . . o '
- . . . . . . . . .
| -
v~ <
(5+4)
I sposéb II sposéb
2+ (5+4) = 2*9 = 18 25 + 2°4 = 13

Przy obu sposobach obliczen otrzymaliémy ten sem wynik. Na zbiérce stalo
18 zuchdéw, Mamy wigc réwnoscé:

20 (5+4) = 205 + 24

Viidzimy, ze aby pomnozyé 2 przez sumgliczb 5 i 4, mozenmy pomnozy¢ 2 przez 5,
nastepnie 2 przez 4 1 otrzymane iloczyny dodac, Jest to wiasnosé r o z -
dzielnodci mnozenia wzglegden dodawa nia.
Taka wlasnos$¢ maja dowolne liczby a, b, c:

as(bsc) = asb + arc

W/ poprzednichk przyktadach krata prostokatna stenowila dodatkowa ilu-
stracje, czy newet model sytuacji wystepujacej w zagadnieniu realnym, na
ktérym oparte bylo wprowadzenie rozdzielnosci, lub tez byia uzyta niezale-
znie od tego zagadnienia, Tu autor postarai sig o wybdr takiej sytuacji
realnej, z ktéra geometryczny uktad elementéw liczonego zbioru jest inte~
gralnie 2zwiazany, jest przez to bardziej naturalny niz w tamtych przykia-
dach, liybér to wigc na pozér dydaktycznie korzystny,

B Jednak w perspektywie gleboko pojmowanych celdw ksztaicenia sprawa
przedstawia sig¢ inaczej, Jednym z najistotniejszych momentdéw myélenia ma-
tematycznego, ktdérego rudym:anty nalezy wpajec¢ od pierwszych lekcji mate-
matyvki, jest inodelowanie,tj, konstruowanie wtasciwego modelu dla sytuacji
realnej lub sbstrakcyjnej., Gdyby nawet uznaé za przedwczesne préoy ssmo-
dzielnego konstruowanie przez uczniéw klasy III modelu geometrycznego dla
iloczynu sumy przez liczbg, to i tak przeciwstawienie badenej sytuacii
abstrakcyjnej (tj. wyrazonej tylko w liczbach i dzielaniech) czy realnej
je] modelowi geometrycznemu jest w sSwietle tego celu nauczania dydaktycz-
nie korzystniejsze niz doprowadzenie do zlanis si¢ ich w umysle dziecka.
Jest to przykled ilustrujacy gloszong przez dydaktykéw matematyki (sle nie
przez pedagogdwl) dewize, e nie zawsze lepsze jest to, co dle dziecks w
danym momencle latwiejsze,

Pod wzgledem problemowodci i mozliwodci etymulowenia prematematycz-
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nego rozumowania dziecl ujecie to jest podobne do wystgpujecych w innych
przykiedach, sprawy tej nie bedziemy wigc tu oddzielnie dyskutowaé.

Przybk=%ead B8, Aneks 7(3.14ﬂprezentuje podwigcony rozdzielnos-
ci paragraf radzieckiego podrecznika dla klasy IV pod redakcje A,I, Mar-
kuszewicza /1970/. Dla nalezytego zrozumienia dydaktycznych aspektdw te-
go ujecia konieczne jest uwzglednienie nastepujacych faktéw,

1, Podrecznik realizuje liniowg koncepcje nsuczanie: co raz opraco-
wane, powinno byé przez ucznia zapsmigtane (co najwyzej wymaga powtérze-
nia) 1 moze byé nestgpnie w dowolny sposéb wykorzystane,

2. Wzér na pole prostokagta jest tematem programu klasy III 1 nie
jest w klesie IV powtdrnie opracowywany, a jedynie stosowany w kilku za-
daniach poprzedzajgcych ten paragraf.

3. W podreczniku tym w jednym z pilerwszych paragraféw wprowadza sig
pojecie zmiennej (jako litery, za ktdrg mozna podstawié nazwy, w szcze-
gélnoéci nazwy liczb), a w dalszych - oceng logiczng formy zdaniowej i
pojecie termu (zwanego tu wyrazeniem liczbowym lub wyraszeniem ze zmienny-
mi) z licznymi éwiczeniami na znajdowanie warto$ci liczbowej terméw przy
réznych podstawieniach, Nie ma jednak niczego, co przygotowaloby ucznia
do rozumienia ogélnego prawa w zapisie literowym (pierwszym Zapisanym w
tej formie prawem jest priemiennoéé dodawania).

Tekst wprowadzajacy prawo rozdzielnosdci mnozenia wzgledem dodawania
jest w istocie d ow o d e m tego prawa opartym na przestankach geome-
trycznych: wzorze na pole prostokgta i (intuicyjnie oczywistej) addytyw-
nosci pola; fakt, ze w dowodzie tym miejsce zmiennych zajmuja stale, nie
zmienia jego logicznej struktury, a rozumowanie moze byc priéz ucznia na-
tychmiast uogélnione przez “"uzmiennienie statych”. W zadaniu 546 propo-
nuje sig nastgpnie czytelnikowi przeprowadzenie analogicznego rozumowania.,
prowadzacego do prawa rozdzielnos$ci mnozenia wzgledem odejmowania,

Dowdd ten rézni sig istotnie od prematematycznych uzasadnien tego
prawa, jakie znajdujemy w innych podrecznikach, Rozdzielnos$é nie wynika
tu bowiem z przestanki, ktérejp rawd z 1iwo $¢ jest bez-
posrednio widoczna, ale z twierdzenia (wzoru na pole
prostokgta) nalezgcego do przyswojonej juz w i e d z y . Akceptacja takie-
go rozumowania wymaga od ucznia postawy zaufania do wyuczonego twierdze-
nis, pozwslajgcego nie tylko stosowac je w szczegdlnych przypadkach, ale
takze "przetwarzac" na nowe, ogélne wnioski. llystepuje obewa, czy dla wie-
lu uczniéw, bedacych dopiero w okresie przejsciowym ze stadium mydlenia
konkretnego do stadium my$lenia formalnego, hipotetyczno-dedukcyjnego, ro—
zumowanie to nie jest niedostepne i moze byc tylko werbalnie przyswojone.



4.4. Prawo arytmetyczne jako réwnowainos¢ programéw rachunkowych

OdpowiedZ na nasuwajgce sig pytanie, czy mozliwe jest takie ujecie
w podreczniku dls ucznia rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania, ktére
nie posiadatoby wad oméwionych w zwigzku z cytowanymi przyktadami, wymage
dydaktycznej analizy tego tematu, .

Term arytmetyczny (réwniezstaly, a tym bardziej zawierajacy zmienne)
posiada poza swym czysto logicznym sensem nazwy czy funkcji nazwo-nazwo-
wej takze wazny sens operacyjny: jest programem rachunku, To drugie zna-
czenie jest dominujace dla dziecks, ktére niemal od pierwszych lekcji ma-
tematyki uczy sie realizowaé takie programy,., Dodajmy, nauczyciel czgsto
wymaga od ucznia slownego odczytania z wyrazenia kolejnych krokéw progre-
mu, zanim ten zacznie rachunek, Znak réwnoéci uczen czgsto traktuje jako
znak zakofczenia kolejnego etapu realizacji programu rachunkowego, nie
myslac wcale o identycznod$ci liczb okreslonych napisanymi wyrazeniami,
(Swiadcza o tym m.in., znane bledy popelniane czesto przez uczniéw). Czy-
nione niekiedy wysilki w kierunku zwrécenia uwagi ucznidw na identycznos-
ciowy sens znaku réwnosci odnosze ne ogdél maty skutek, gdyz nie sa zgod-
ne z cata frazeologia arytmetyki szkolnej i charakterem wigkszo$ci cwi-
czen rachunkowych,

W tej sytuacji prezentowanie prawa rozdzielnosci (czy innej wiasnos-
ci dzialan) przede wszystkim jeko twierdzenia o réwnodci (czy raczej réw-
nowarto$ciowosci) terméw bytoby dla uczniéw nienaturalne, a jego efekty
bytyby watpliwe., Prawo to powinno byc¢ przez uczniéw pojmowane takze jako
réwnowaznodc dwéch programéw rachunkowych, pozwalajgca zawsze jeden z tych
programéw zamienié¢ na drugi (domys$lne, bo oczywiste: bez zmiany wyniku).

Poglad, 2e trzeba najpierw nauczy¢ "zwyczajnie” praws rozdzielnosci,
a potem uczyc, jak i gdzie sig je stosuje, nie wydaje sig¢ situszny. Daja-
cym si¢ obserwowad efektem takiego: nauczania jest to, 2e uczniowie ucza
sig¢ rachunku i rozwiazywania zadanh niezaleznie od poznanych wczedniej praw
arytretycznych, czgsto nie zdajac sobie wcale sprawy z tego, 2e ich poste-~
powanie jest $cisle zwiazane z tymi prawami,

Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wprowadza sig zwykle w ten
sposéb (tak jest we wszystkich cytowanych przykladach), ze znajduje sig
dwa wyrazenia okreslajace miare pewnej wielkodci (liczebnoéé zbioru, pole
figury itp.); ich réwnosé jest oczywiste ze wzgledu na to, Ze ozraczaja
te samg miarg tej samej wielkosci. Podejsdcie to zyska jedynie na natural-
nosci, gdy je ujmiemy jako réwnowaznos$c programéw rachunkowych prowadza-
cych do tej miary, pod warunkiem jednak, Ze zastosowanie tych programéw
zostanie odpowiednio umotywowaﬁe. Stanowiace punkt wyjsécia sytuacje prob-
lemowe powinny byé¢ tak skonstruowane, by ten lub temten program rachunku
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okazywal sig¢ najbardziej naturalny,majbardziej racjonalny, lub z jeszcze
innych wzgleddéw najodpowiedniejszy. Wéwczas uczern begdzie mial okazj¢ od--
krycia obydwu wystepujgcych w prawie rozdzielnoéci progreméw rachunku,
a nastepnie ich réwnoweznosdci. Bedzie wtedy te programy dobrze odrézniai,
mejac przy tym swiadomos$¢ zardwno koniecznodci adekwatnego do sytuacji
wyboru, jak i mozliwodéci zastapienia jednego z tych programéw drugim,

Dodajmy, Ze wyprdbowana i czgesto stosowana sytuacja, jaka jest szcze-
gélny dobér danych w rachunku, najlepiej pamigciowym (np,18+27+18-73),
gdzie zmiane programu rachunku zgodnie z prawem rozdzielnosdci skutecznie
utatwia wykonanie rachunku, stanowi jedynis motywacje dla zmiany progra-
mu rachunkowego. Ten typ motywacji moze wigc byé wykorzystany dopiero wiw-
czas, gdy prawo rozdzielnodcil jest juz uczniom znane,

A oto dwa przyklady sytuacji motywujacych odkrycie i zastosowanie
odpowiednich programéw rachunkowych,

Przyktad 1

Rozwazmy dwa zadania dotyczace produkcji dowolnych wyrobdéw liczonych
na sztuki.

Zadanise 1, Dzienna produkcja robotnikdw A, B jest réwna odpo-
wiednio 9, 6. Oblicz taczna produkcje tych robotnikéw w ciagu: dnia, ty-
godnia, miesiaca, roku,

1 :aturalny i najracjonalniejszy zarazem jest nastgpujacy program wy-
iczen,

Produkcja dzienna: 9 + 6 = 15,

produkcja tygodniowa okoto: 6+15 = 90,

produkcje miesieczna okolo: 25+15 = 375,

produkcja roczna, okoto: 12-365 = 4380,

Koniecznosc znalezienia sumy 9 + S determinuje dalsze postepowanie: mno-

zenie tej sumy przez liczbe dni czy miesigcy. Obliczanie za kazdym razen

oddzielnie produkcji robotnikéw A, B i dodawanie tych liczb byloby wysoce
nieekonomiczne (zwigksza wydatn1e ‘Liczbe wykonywanych dzialan).

Zadanie 2, Dzienna produkcje robotnikdéw A, B jest rodwna odpo-
wienio 9,6, Oblicz tygodniowa produkcje kazdego z nich oraz obu razen.

Tym razem wyliczenla przeprowadzimy nastepugaco

tygodn1owa produkCJa A:6+9 = 54,

== -"- B:6+6 = 36,

-"- -"- obu:54+36 = 90
Tu z kolei zgdanie obliczenia oddzielnie tygodniowej produkcji A i B wy-
zmaczylo kolejnoéé rachunkdw.

Jezeli po rozwiazaniu tych zadan uczen spojrzy na wyniki obydwu,stwier—
dzi, ze lgczna tygodniowa produkcje obliczal dwukrotnie dwoma sposobanmi,
ktore daty - oczywiscie - ten sam wynik, Przy tym kazdy z tych sposobow
byt odpowiedni w kontekécie odnosdnego zadania, a Zaden nie ma uniwersalnej
przewagi nad drugim, Tak wiec w tym typie motywacji wybér programu rachun-
kowego jest podyktowany struktura pytan postawionych w zadaniu.

Przykiad 2

Uczenh otrzymuje prostopadioscienne pudetko i zadanie obliczenia pola
jego powierzchni bocznej. (Pudetko moze przedstawiaé pokéj mieszkalny,kto-
rego s$ciany maje byé pokryte tapetami; trzeba obliczyé¢ iloscé tapety
Stwierdza, Zze sSciany sa prostokatami, mierzy wigc ich boki, mnozy i sumuje:

asc + bsc + arc + bec
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Nastepnie polecamy odcigcie podstaw i rozcigcie powierzchni bocznej wzdiuz
jednej krawedzi, Uczniowie dostrzegaja, 2e otrzymena figura jest prostoke-
tem, jej pole mozna wigc obliczy¢ jak pole prostokgta., Jeden z bokdw jest
réwny a + b + a + b, drugi - ¢, pole jeet wiec réwne

(a+b+a+b)ec

I tu odkrywane przez ucznidw programy rachunku sa adekwatne do sytua-
cji, w ktérej uczniowie zostali postawieni, Dopdki widoczne sg cztery pros-
tokaty wchodzace w sklad powierzchni bocznej - wladéciwe jest obliczenie
pola kazdego z nich i dodanie otrzymanych liczb., Gdy za$ okezalo sig, ze
te cztery prostokgty tworza jeden duiy prostokat - naturalne jest oblicze-
nie.od razu pola tego duzego prostokata, co wymaga tylko niewielkiego prze-
tworzenia uzyskanych wczesniej danych., Rozwiazujgc to zadanie uczen nie
tylko odkryje dwa programy rachunkowe (réwnowazne w sposéb oczywisty),ale
uswiadomi sobie tez mozliwo$c¢ zamiany jednego z nich na drugi (szczegélny.
dobér liczb a,b,c moze tu dostarczyc dodatkowej motywacji).

Odkladajac na razie kwestig wykorzystania oméwionych sytuacji w pod-
reczniku dla wprowadzenia na tej drodze rozdzielnosci mnozenie wzgledem
dodawania, oméwmy jeszcze motywujece formy uzycia do tego celu modelu o
niezaprzeczalnie wielkiej wartosci dydaktycznej - kraty prostokatnej.

Model ten moze wigc byé uzyty w postaci s t atyczne j (tj.jako
gotowy rysunek, ukiad klockéw itp.), przeznaczony do obserwacji, badz w po-
staci dynamiczne j, co znaczy, ze jest on catkowicie lub czes$-
ciowo konstruowany lub przeksztalcany przez ucznia, Nizej przedstawimy
szczegétowo przykiad modelu dynamicznego.

Z drugiej strony krata moze by¢c uzyta jako model b e z po $red -

n i, gdy problem dotyczy np. znajdowania liczby wezidéw lub oczek kraty,
badz jako model po $ r e d ni, kiedy wgzly lub oczka kraty reprezentujg in-
ne obiekty ktérych dotyczy problem, Obydwa te sposoby uzycia kraty mozna od-
nalez¢ w cytowanych wyzej przyktadach,

Model ten moze peinic rézne funkcje dydaktyczne., W szczegdlnosci moze
byc uzyty na e tapie odkrywania przez ucznia wystepuja-
cych w prawie rozdzielnos$ci programéw rachunkowych, badZ po ich odkryciu,
jako drodek po gt ebia jacy rozumienie tego prawa i u t rwa l a-
j & cy Jje w pamieci,

Pokazemy, jak mozna kratg¢ prostokatnga wykorzystac jako model dynamicz-
ny, posredni w procesie odkrywania przez uczniéw rozdzielnoéci mnozenia
vizgledem dodawania, Takie jej wykorzystanie wydaje sig najpeiniejsze i naj-
bardziej efektywne.

Niech produkowane przedmioty, o ktérych mowa w zadaniach 1 i 2, beda
reprezentowane kostkami. W toku rozwigzywania zadania 1 polecamy uczniowi
przedstawic¢ szeregami kostek produkcje dzienng robotnikéw A 1 B, a nastgp-
nie ich produkcj¢ tygodniowa. Powstang wdéwczas dwa uklady kostek:

|

Roiwiazujac zadanie 1, uczen bedzie kazda operacje int;rpretowal na tym
modelu:

~ znajdujg¢ tygodniowa produkcje A - mnozg dzienna produkcje A przez
6 dni - mnoze liczbg kostek w rzedzie przez liczbg rzedéw, itd.,
Podobnie, rozwiazujac zadanie 2 - bgdzie interpretowal rachunek na modelu
kostkawym; s

_ - znajduje¢ dzienna produkcjg obu robotnikéw - dodaje dzienne produk-

cje A 1 B - dodajg liczby kostek w pierwszym rzedzie, itd,

Odkryte przez ucznia w wyniku analizy rozwiazad tych zadanh prawo roz-
dzielnosci zinterpretuje on w tym modelu np. nastepujaco:
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Klocki sg@ utozone w dwie kolumny tej samej diugosci., Zeby znaleié :ick
liczbe mozna:

- pomnozyé dlugoéé szeregu w kazdej kolumnie przez diugosc kolumny 1.
dodaé iloczyny, .

- dodac¢ diugodci szeregéw w jednej i w drugiej kolumnie i pomnozyé
sumg¢ przez wepélng diugodé kolumny,
{Nie chodz1i tu o doktadny opis sZowny calego postgpowania w jezykowo zaam-
knigtej formie, ale o uswiedomienie sobie samego procesu rachunkowego,
wsparte choéby tylko demonstracja).

Ls.SQmmdadn~nnummyunn|nennuﬂnnqmnugo przez podrecznik

Obecnie zajmijmy sig mozliwodcia zawarcia przedstawilonych tu idei dy--
daktycznych w tekscie podrecznika, Przypomnijmy: tekst powinien co najmniiej
stymulowac¢ odkrycie przez ucznia prawa rozdzielnos$ci jako réwnowaznosci
dwéch programéw rachunkowych odnoszacych sig do tej samej sytuacji okreslio—
nego typu., Przy tym taka funkcja tego tekstu powinna byé¢ niemal niezawod—
na; znaczy to, 2e konstrukcja przez ucznia blednego programu powinna byé
praktycznie niemozliwa, a stymulacja powinna byc¢ skuteczna dla kazdego norr-
malnie rozwinigtego dziecka w tej klasie,

Sformulowanie w sposdéb przystepny zadath typu 1 i 2 z przyktadu I, a3
takze przygotowanie uczniowi schematu rozwigzania (np. w postaci tabelki
do wypetnienia) praktycznie wykluczajacego bledne rozumowanie, nie przed--
stawlaja trudnoéci, Nie bedzie tez trudne opracowanie ciagu informacji, pyy-
tah 1 polecen rozwijajacych sytuacje problemowa z przykitadu II. Takze mami-
pulacje kostkami, prowadzace do konstrukcji modelu typu kraty prostokgtnezj,
moga by¢ zastgpione czynnodciami rysunkowymi na papierze kratkowanym, dajje—
cymi sig latwo opisac stownie lub przekazac¢ w postacl rysunku,

Istotna trudnos$c stanowi natomiast znalezienie pisemno-rysunkowej
formy skutecznej stymulacji u ucznia reflekgji nad otrzymanymi wynikami,
reflekeji prowadzacej do dostrzezenie migdzy zastosowanymi programami ra—
chunkowymi zwiazku semantycznego (réwnowaznos$ci) i formalnego. Jak pokazu:-
je doswiadczenie, na formulowane w tekscie pblecenia w rodzaju "Poréwnaj...!”
jek 1 pytania typu "Co wspélnego dostrzegasz...? " reaguje jedynie czesc ucz-
niéw omawianego poziomu nauczania, Wyjscia z tej trudnodci trzeba wigc szu.-
ka¢c we wiasciwym doborze polecerh i pytah, na ktére prawidiowo reaguje wick.-
szo$é uczniéw: poleceh wykonania okreslonych czynnodci (manualnych, grafi-—
cznych, rachunkowych itp.) i pytan odnoszacych sig do konkretnych (takze
pisemnych werbalno-symbolicznych lub rysunkowych) sytuacji, na ktére moznz
odpowiedziec krétko i jednoznacznie.

Refleksje¢ nad rozwigzaniami zedah 1 i 2, prowadzgcg do konfrontacji
dwéch sposobéw obliczania produkcji tygodniowej i uswiadomienia ich roéwno-
waznoéci, mozna by stymulowac nastgpujacym tekstem,

PNa jakie pytanie odpowiadaies w zadaniu 1 i w zadaniu 27?
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Drzewa przedstawiajg dwie drogi rachunku, Ktérg stosowaleé w zadaniu
1, a ktéra w zadaniu 27

Uzupeinij:

9 - to dzienna produkcje robotnika A

6 - to ...

Wypelnij puste okienka, Wpisujec kazdg liczbe okresl jej znaczenie.

Vi gérne okienka tych drzew wpisz dowolne liczby tak, by w okienkach
potaczonych byiy liczby réwne, \\

—

Czy jeste$ pewien, ze wykonujac dziatania otrzymasz w dowolnych okien-
kach réwne liczby?

VWWypeinij pozostale okienka i sprawdZ, czy miates$ racje.

Jezeli otrzymane wyniki ¢ie dziwia, przypomnij sobie, jakie znacze-
nie mialy poszczegélne okienka,{

Jezeli rozwiazaniu zadah bedzie towarzyszyia konstrukcja przez ucz-
nia modelu na kracie prostokatnej - refleksja powinna byc skierowana tak-
ze na ten model, VWreszcie podobna serig polecer i pytan mozna skierowacd
ucznia na analize dwdch programéw wyliczenia pola powierzchni bocznej
prostopadioscianu.

Pokazalismy w ten sposéb mozliwos$c¢ stymulowania za pomocg tekstu pod-
rgcznika rozumowania prematematycznego, prowadzgcego do odkrycia wtasnos-
ci ogdélnej wraz z jej uzasadnieniem. Zrobilismy to na przykladzie twier-
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dzenia, posiadajacego latwe do konstrukcji i silnie przekonujace uzasadnie-
nia prematematyczne, Takie sprzyjajace okolicznosdci nie towarzyszg wielu
innym twierdzeniom ogélnym wprowadzanym w nizszych klasach szkoly podsta-
wowej, Nalezg do nich m,in, cechy podzielnodci liczb, Stosowane dotaed w
podrecznikach klasy V w Polsce iw zachodnioeuropejskich podrecznikach dlas
szkoly dredniej dowody, polegajace na odpowiednim rozktadzie liczby na su.-
mg¢ iloczynéw, se zbyt trudne dla klasy IV, gdyz wymagaje sprawnego posilu--
giwania sig wlasnodciami dzialan oraz korzystaenia z twierdzen o podzielnosé-
ci terméw. (Nb, dowody te znalazly sig w podrecznikach “Matematyka dla
klesy IV" H, tabanowskiej, WSiP 1977 a takze W, Zawad6wskiego,WSiP 1978).
Dowody te moga by¢ przerobione na rozumowania prematematyczne dajace sie
konkretyzowac manipulacyjnie lub rysunkowo, jednak zbyt zlozone, by mozna
je stymulowac poleceniami i pytaniami w sposdéb réwnie przystepny, jak w
przypadku rozdzielnodéci mnozenia wzgledem dodawania, Z drugiej strony ich
wylozenie nie aktywizuje mys$li ucznia, nie przynoszgc tym samym zadnych
efektoéw,

Jest jednak pomiedzy realizowanymi przez czytelnika poleceniami i od--
powiadaniem na pytanie a wykladem forma poérednia: dielog, ktérego osoby
stawiaje i rozwiazuja zadania, pytejg i odpowiadaja, popeiniaja biedy i po--
prawiaje je, nie dowierzaja, dziwig sie¢ i przekonuje wzajemnie,

Dialogowany tekst, zawlerajecy prematematyczny dowéd podzielnosci przz
3, prezentujemy w Aneksie 8 (s449). Te formg tekstu podrecznika zajmujemy
sie szerzej w rozdziele VII,

4.6. Podsumowanie

Rozwazania tego rozdzialu podsumujemy w nastgpujacych punktach:

1. Dowody matematyczne, nawet proste, przedstawione w konwencjonalnym
sloﬁno-symbolicznym jezyku matematyki, sa niedostgpne dla duzej czesci
uczniéw 10-12-letnich, _

2. Dostepne na tym poziomie sa rozumowania, cho¢ ogdélne i swoiscie
écisle, jednak zintegrowene z wykonywanymi réwnoczedsnie operacjami konkret.-
nymi, opisywane niekiedy w jgzyku siowno-symbolicznym odnoszacym sig do
tych operacji konkretnych, niekiedy zaé niewerbalnie - poprzez same te ope-—
racje, h

3, Przedstawienie tek rozumianych rozumowah prematematycznych w pod-
rgczniku dla ucznis jest niemozliwe, gdyz ich konkretno-operacyjna’ istota
pozostaje w sprzecznoécl z naturg tekstu jako formy przekazu, Z drugiej
strony ich opis (a wigc takze opis wykonywanych przy tym operacji konkret-
nych) w formie wyktadu (nawet ilustrowanego rysunkqmi) jest dla ucznia w
tym wieku zbyt trudny w odbiorze,
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4, Tekst podrgecznika moze natomiast stymulowac u ucznia rozumowanie
prematematyczne za pomocg odpowiednio skonstruowanej serii polecefi i py-
tan,

5., Rozumowania prematematyczne zbyt zlozone na to, by mozna je bylo
w taki sposéb stymulowaé, moge byé dostepnie dla ucznia opisane w formie
dialogu, operujgcego potocznym jezykiem ucznie 1 zawierejgcego niekonwen-
cjonelne sformulowania, wyrazenia emocjonalne, Wypowiedzi btedne itp., @
wiet z uzyciem drodkéw dodajgcych mu autentycznoéciil.

5. PODRECZNIK A NAUKA ROZUMIENIA TEKSTU MATEMATYCZNEGO

5.1. Tekst matematyczay l;jego- rozamienie

Od szkoly 2ada sig wspdbdlczednie, by uczyts, jak sig uczyé, podrecz-
nikoh szkolnym za$ wyznacza sie funkcje przygotowania do samoksztaicenia.
W. Oko#h, méwigc o funkcjl samoksztaiceniowej podrecznika, stwierdza, 2e
"ta droga jest réwniez udostepnienie uczniowl podstawowych technik ucze-
nia sig: czy to z tekstéw pisemnych, czy ..." /W.0 k o f,1973,5.78/. A
“ta technika nie jest dana uczniowl wraz z alfabetem, trzeba si¢ jej stop-
niowo i systematycznie uczyé" /Z.K ry gows k a 1977, s.15/. Prawds
ta, uznana przez dydaktyke ogdélna, wydaje sie mieé szczegdlna wage w przy-
padku matematyki, Lektura tekstu matematycznego wymaga w wiekszym niz
gdzie indziej stopniu wysilku, niejednokrotnie twdrczego, szczegdlnej kon-
centracji uwagi, umiejetnosci szybkiego zapamigtywania znaczenia licznych
symboli i terminéw i - co najistotniejsze - stosowania specjalnej techni-
ki lektury, 2. Krygowska (op.cit.) pokazuje, na jak ogromne trudnosci na-
potyka uczer, nauczany matematyki zewsze przez bezposredni kontakt z nau-
czycielem, gdy po raz pierwszy staje wobec zadania przyswojenia sobie no-
wych treéci z podrgcznika, Podaje tez przykiady, swiadczasce o skutecznosci
konsekwentnych dzialan nauczyciela w kierunku przygotowanis ucznia do ta-
kiej lektury, Przykiady te dotyczg tylko poziomu liceum; postulat takiego
ukierunkowania nauczania na tym poziomie jest oczywisty i calkowicie real-
ny. '

W/ perspektywie jednolitej szkoly 10-letniej w Polsce, gdzie jedyny
wyrazny przedzial wystapi pomiedzy trzecim a czwartym rokiem nauczanis,
nasuwa sig pytanie, w jakim momencie wtadciwe bedzie rozpoczecie nauki
studiowania tekstu matematycznego. Wybér optymalnego momentu ma tu znacze-
nie bardzo istotne z wielu wzgledéw.

Praca nad tekstem matematycznym wymaga dostarczenia uczniowl odpowied
niej porcji takiego tekstu w podreczniku, Tekst taki bedzie zad z natury

1 Propozycja ta zostala szerzej rozwinigta w 7.4,



rzeczy informujgcy, a nie sterujacy aktywnosdcia poszukiwawcza ucznia, co
radykalnie obnizy jego, warto$c¢ dydaktyczng z punktu widzenis uczenia sieg
samej matematyki, Jezeli wigc praca nad takim tekstem na danym poziomie
miataby by¢ i tak nieskuteczna, lepiej jezyk podrecznika dostosowadé mak-
symalnie do jego funkcji aktywizujacej. Z drugiej strony istotne sa efek-
ty tej pracy w momencie opdézczenia szkoly przez ucznia,a niew toku nauki;
nie ma wigc powodu rozpoczynac¢ jej wczedniej, niz jest to niezbedne dla
osiggnigcia celu w terminie. Jednak dotgd nie wiadomo, jaki czas jest na
to potrzebny, ani tez,czy wczesne rozpoczynanie tej pracy przynosi lepsze
efekty.

Tekst matematyczny jest jakby kondensatem rozumowar 1 wnioskéw, uzys-
kanych przez autora na skomplikowanej, nieciaglej i nieliniowej drodze
my$li, w jego wkasnym jezyku, na ogét réznym od konwencjonalnego jezyka
tekstu. Zrozumienie takiego tekstu (operatywne, a nie tylko formalne, we-
dtug rozréznienia 2, Krygowskiej) wymaga pracy idacej jakby w odwrotnym
kierunku: przetworzenia go na wtasng mysl i wlasne widzenie czytelnika,
na sformulowania niekonwencjonalne, formalnie niepoprawne, peine skrétéw
i niedoméwieﬁ, za to dla niego peine tresci, dajace gigbokie poczucie zro-
zumienia, Matematyk wykonuje te prace w odniesieniu do tekstéw elementar-
nych, a takze dotyczacych znanej mu dobrze dziedziny, sprawnie i bez wy-
sitku, niemal automatycznie, jak muzyk, odczytujacy i "styszgcy" z nut
utwér muzyczny, nawet bez instrumentu, Uczniowi brak tej sprawnoséci, auto-
matyzm musi zastapic sSwiadoma i zorganizowana praca, nie obejdzie sig tez
bez instrumentarium, Na to jednak, by wysilek ten mégt byé skuteczny, by
doprowadzil do odprgzajacego poczucia zrozumienia, uczeh musi rozporzadzad
"wtasna" matematyka, bedaca jakby ukladem odniesienia dla matematyki od-
cyfrowywanej z tekstu, zespotem nieformalnych struktur, w ktéry wizczone
musi byc¢ kazde nowe pojecle czy rozumowanie,

Rozumienie jako wlaczenie w system struktur myslowych zostalo wielo-
krotnie i w rézny sposéb zbadane i opisane przez psychologéw (R.Skemp opie-
ra na tym cala koncepcje uczenia sig). Ten aspekt rozumienia matematyki
ma wazkie implikacje dydaktyczne, takze w przypadku rozwazanego przez nas
problemu, Trzeba bowiem przyjaé, ze praca nad tekstem, nauka przekladania
tekstu matematycznego na jezyk wlasny czytelnika, nie moze przyniesc wia-
$ciwych efektow, jezeli p rz e d t em w umysle tego czytelnika nie wy-
tworzyly sig struktury pojeciowe, do ktérych mégiby sig on odwolac., Z ko-
lei proces dydaktyczny, prowadzacy do wytworzenia tych struktur, rdie moze
byé oparty na teks$cie konwencjonalnym, chocby utatwionym, zawierajacym jed-
nak elementy wymagajace owego przekladu i pozostajgce bez niego pustynm
ciggiem sidéw i symboli,

Wiasciwe ksztaicenie rozumienia tekstu matematycznego powinno wiegc
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by¢ poprzedzone etapem przygotowawczym, w ktérym uczeh przyswaja sobie
pojgecia i wzorce rozumowad ze podrednictwem przyktadéw, wiasnej aktywnos-
ci odtwarzajacej lub poszukiwewcze]j, wreszcie - jezyka obrazowego, jak
najblizszego potocznemu, nie wolnego od koniecznych niedoméwiert 1 wielo-
znacznoéci, operujacego wszelkimi érodkami wyrazu, jakie okazg sig przy-
datne, Na tym etapie pozadane begdzie stopniowe i ostrozne przygotowywanie
ucznia do biernego i czynnego posiugiwania sig¢ specyficznymi érodkami i
zwrotami konwencjonalnego jezyka matematyki, jak zmienne wyrazenia kwanty-
fikatorowe itp, Tu wreszcie rozpoczac mozna rozwijanie poczucia koniecz-
noéci uécidlania wypowiedzi (przez stwarzanie sytuacji motywujacych te po-
trzebg) i nauke korzystania z niektérych $rodkéw uécidlania, A wigc za=
miast pracy nad tekstem matematycznym, stopniowe przyzwyczajanie do opero-
wania pojedynczymi skladnikami jezyka matematyki, wraz z motywacja ich u-
zycia oparta na naturalnej potrzebie,

Obserwowane trudnodci uczniéw pozwalaja uznad, ze ten etap przygoto-
wawczy, rozpoczety w klasie pierwszej, nie moze byé zakohczony na szczeb-
lu poczatkowym, w kazdym razie przy obecnie realizowanym programie i aktu-
alnym stylu nauczania, Konieczne wydaje sig¢ jego przediuzenie na pierwsza
klase ponadpoczatkowa, albo i dalsze, Uznanie tej koniecznodci musi miec
zasadniczy wplyw na jezyk i strukturg podrecznikéw dla wspomnianych klas,

W dalszym ciagu tego rozdziatu omdéwimy dwa zagadnienia dotyczace jg-
zyka podrecznikéw matematyki dla rozwazanego poziomu: zagadnienie wyraza-
nia ogdélnos$ci oraz zagadnienie uzycia zmiennych,

5.2. Sposoby wyrqilnia ogblnoéci w “ekécie podrecznika

5.2,1, Charakter matematycznych twierdzen ogélnych, jako takich for-
malnie jednorodnych, okazuje sig wysoce zréznicowany ze wzgledu na ich na-
iwne rozumienie pojeciowe, Wyréznimy trzy typy twierdzen: dotyczace wlas-
nosci obiektéw, zbioréw i operacji. Oczywiscie, nie jest to podziait ze
vzgledu na logiczna budowe twierdzen: zbiér i operacja sa - formalni¥ bio-
rac - obiektami, operacja moze by¢ okreélana jeko relacja, a wiec zbiér,
itd, Kryteria tego podziaiu leza w sferze aktywno$ci dziecka badajacego
prawdziwos¢ wypowiedzi ogélnej,

Dla sprawdzenia np, wypowiedzi "Klocki zéite maja diugoéé 5" wystar-
czy siggnac¢ po klocek 26ttty i zmierzy¢ jego dilugo$é, a nastgpnie powtdrzyd
te czynnoéé Jeszcze parokrotnie (dzieci uwazeja weryfikacjg kilku losowo
wybranych przypadkéw za zupelnie wystarczajgca). Zupeilnie podobnie prze-
biegaé bgdzie sprawdzenie wypowiedzi “"Liczba majaca w rzedzie jednosci ze-
ro jest podzielna przez pigc“, Sg to typowe t w i e rdzenia o o-

biektach,. Inaczej jednak bedzie przebiegad weryfikacja wypowiedzi
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“Liczba podzielna przez 6 jest tez podzieln@ przez 3", Tu nie mozna po
prostu "siggnac" po liczbeg podzielna przez 6 dla zbadania jej wlasnosci,
Liczbe taka trzeba badz skonstruowaé (jako wielokrotnos$é 6), bgdz tez zna-
le#¢ badajac podzielno$é kilku liczb przez 6. Dla sprawdzajacego te wypo-
wiedZ dziecka od poczatku na pierwszy plan-wysuwa sig zwigzek w ¥ a s n o-
§ ¢ i podzielnosci przez 6 z podzielnoscig przez 3, lub inaczej - podzel-
noéc przez 3 jawi sig jako witasno$c z b i o r u liczb podzielnych przez
6. Twlerdzenie to zaliczamy zatem do t w i erdzeh o zbio-
rach, Typowym przykladem tw ierdzenia o operaciji
jest wypowiedZ "Suma nie zalezy od kolejnosci skiadnikéw". Tu prymitywne
dziecigce sprawdzanie wypowiedzi polega na wielokrotnym wykonywaniu doda-
wania i poréwnywaniu wynikéw, Dla dziecka twierdzenie to wyraza wtasnosé
wykonywanej operacji, nie zas$ obiektu czy zbioru,

Elementarne twierdzenia o obiektach sg analogiczne do zdan jezyka
potocznego i twierdzen formulowanych w innych naukach., Aby sig o tym prze-
konaé¢, wystarczy poréwnac powstie przyktady z nastepujacymi wypowiedzia-
mi:

"6semka" jeZzdzi do Bronowic,

Czlowiek miody jest pelen energii,

U ssakdéw temperatura ciala jest stata,

Analogia ta sprawia, Zze do zrozumienia takich twierdzen dziecko przygoto-
wuje sig, odkad swiadomie zacznie posiugiwac si¢ mowa. Twierdzenia te ro-
zumiane sa tez przez dzieci bez trudu i bez specjalnych zabiegéw dydak-
tycznych, Oczywiscie, nierzadko trafiajg sie biedy i trudnosci typu logicz-
nego (jak nierozréznianie implikacji i réwnowaznoséci, czy czesty blad:
"Przekatne réwnolegioboku sa réwne; na przyktad przekatne prostokata").
Nie sa to jednak biedy ani trudnosci specyficzne dla matematyki., Ich stop-
niowa eliminacja moze byé¢ celem nauczania nie tylko matematyki, ale takze
jezyka polskiego i innych dyscyplin szkolnych, Twierdzenia o obiektach

(w wiekszoséci sa to twierdzenia o tresci geohetrycznej) formuiuje sie w
podrecznikach na ogél czysto werbalnie (tj. bez uzycia zmiennych) i bez
wczesniejszego specjalnego przygotowania do ich rozumienia. Z wyzej omd-
wionych wzgleddw wydaje sie.to catkowicie stuszne,

Operacja (np.dzialan;e arytmetyczne, przeksztalcenie geometryczne)

w mysleniu pojgciowym nie jest obiektem., Jest wktasnie operacja na obiek-
tach, procesem odbywajacym sig wedtug okreslonego programu. Operacja na-
biera sensu w momencie jej wykonywania, nazwa jej jest za$ jedynie hasiem,
sygnaiem do rozpoczecia kryjacego sie pod nia procesu, Rozumiec twierdze-
nie o operacjach znaczy wigc rozumiec, w jakich przypadkach i jakie zmiany
programu dopuszcza to twierdzenie, Formulowanie twierdzen o operacjach tak,

jakby operacje byiy obiektami, nie.odpowiade takiemu pojmowaniu operacji
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i nie sprzyja prawidlowemu rozumieniu tych twierdzen, Zresztg takle wer-
balne, a dostatecznie proste sformulowanie tych twierdzen bez uzycia zmien-
nych jest mozliwe tylko w najbardziej elementarnych przypadkach, Juz czy-
telne (bez diuzszej i wymagajace] przygotowania analizy tekstu) sformuto-
wanie rozdzielnos$ci mnozenia wzgledem dodawanie bez uzycia zmiennych nie
wydaje sie realne. . :

Powszechnie w matematyce przyjeta forma twierdzen o operacjach wyma-
ga ‘uzycia termdéw, zbudowanych ze zmiennych i symboli funkcyjnych, Na przy-
kiad, rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania sformulujemy nastgpujeco:
dla kazdych a, b, c, a-(b+é) = a*b + ar*c
Jest to w istocie twierdzenie o réwnosci funkcji okreélonych termami
a.(b+c) i a,b+a,c, Dla matematyka i dla kazdego, kto jezyk ten opanowal
i umie spontanicznie “przeozyé" to sformutowanie na takie, gdzie mowa o
programach rachunku i zamianie jednego programu na inny, jest to sformulo-
wanie - ze wzgledu na zwiezlo$é, przejrzystosé i jednoznacznoéé - bodaj
optymalne, Jest ono dla matematyka tak naturalne i jasne, ze wielu autoréw
nie waha sig tak ujmowaé twierdzenia w podrecznikach matematyki nawet dla
najnizszych klas, Np, w podreczniku T, Jézwickiego dla klasy III /J 6 2-
wicki 1976, s.33/ czytamy: "Taka wlasnosc meja dowolne liczby a,b,c:

a » (b+c) = a*b + a.c",
Tymczasem jednak trudnoséci ucznidéw w rozumieniu jezyka zawierajacego zmien-
ne sg daleko wigksze niz moze sig wydawad (do sprawy tej powrdcimy w nas-
tepnym paragrafie) i sprawiaja, ze sformulowania takie czesto pozostaja
dla nich martwe,

Tak wigc rozumienie przez dzieci twierdzed ogélnych o operacjach w
konwencjonalnym sformuiowaniu napotyka na trudno$ci z dwéch powodéw: ta-
kiego ich ujmowania, jakby byly to twierdzenia o obiektach, oraz uzycia
w tych sformutowaniach zmiennych, '

Twierdzenia o zbiorach, choé nie stwarzaja tych trudnos$ci natury po-
jeciowej, sa réwniez formulowane w matematyce najczesciej i najchetniej
z uzyciem zmiennych, a sformutowania te sa przenoszone do podrecznikéw
szkolnych bez nalezytego uwzglednienia braku u dzieci przygotowania do ich
rozumienia,

5.2.2, Jasne jest, ze uswiadomienie ogdlnosci jakiegos$ zwiazku nie
zawsze i niekoniecznie musi byé wywolane informacjg werbalna (np.w posta-
ci odpowiedniego twierdzenia)., Powinno stanowié =zasade dydaktyczna
takie organizowanie procesu formowania sie pojeé, by $wiadomodé regularnos.
ci zwigzkéw zjawiala sie u ucznia samorzutnie, a jej werbalizacja stanowi-
ta jedynie formalny wyraz tego juz dokonanego aktu. Werbalizacji tej moz-
na tez zaniechac¢, jezeli z jakiché wzgledéw bylaby ona przedwczesna, nie-
pozadana, lub jezykowo zbyt trudna,
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Takie podejscie znajdujemy w podrgczniku dla IV klasy szkoly meksy-
kanskiej /F 1 1 1 oy 1975/. Rozdzielno$c¢ mnozenia wzgledem dodawania
wprowadze sig tu na jednym przyktadzie (przyklad ten cytujemy in extenso
w rozdziale 4,855 ) jednak w sposéb pozwalajacy na dostrzezenie przez ucz-
nia ogélnogci tego prawa, Nastgpnie, bez jednego nawet stowa méwiacego o
tej ogdélnodci, proponuje sig uczniowi rozwigzenie zadah przez wypetnienie
"okienek", do czego skorzystanie z prawa rozdzielnos$ci jest konieczne,

Oczywiscie, nie ma zadnej pewnosci, Ze pierwszy przyklad wprowadzaja-
cy.rozdzielnod¢ doprowadzi ucznia do samorzutnego uéwiadomienia sobie roz-
dzielnodci jako ogélnego prawa. Przypuszczenie takile wydaje sie nawet nad-
miernie optymistyczne, Rozwiazujac pierwsze cwiczenia moze on dziataé nie
opierajac sig na tym prawie, ale stosujac formalng analogie¢., Mozna jednak
przypuszczac¢, ze dalsze przyklady ukazujace pojeciowy aspekt rozdzielnos-
ci, a takze dalsze zastosowania tego prawa w réznorodnych ¢éwiczeniach,
beda stopniowo ksztaltowaly i ugruntowywaly w umysle ucznia $wiadomosc tej
og6lnej regularnoséci, ktéra kiedyé wyrazi w stowach lub symbolach. Wyzej
méwilismy o tym, dlaczego na tym poziomie moze byé uwaZzane za niecelowe
siowne formulowanie tego typu twierdzeh ogélnych, a takze przedstawianie
ich w postaci algebraicznej. Byc¢ moze, tymi wtadnie wzgledami autorzy te-
go podrecznika motywuja swoja rezerwe wobec wypowiadania w jakiejkolwiek
formie twierdzen ogélnych, gdy w innych podrecznikach dla tego samego, a
nawet nizszego poziomu sformulowan takich nie brak. Mogli jednak skorzys-
ta¢ z réznych sposobéw pkierowania my$li ucznia na tg regularnosc, ktéra
ujawniajg w przykladzie, i ulatwic tym samym jej odkrycie. Sposobami tymi
zajmiemy sie obecnie,

5.2,3. Nie ma skuteczniejszego sposobu stymulowania mydlenia ucznia
nad postawienie mu pytania, na ktére bedzie chcial odpowiedzieé, a nie
bedzie mégt zrekonstruowaéd odpowiedzi przez formalne nasladowanie wzorca.
Méwiac inaczej, przez postawienie go w sytuacjli problemowej. Pytanie moze
by¢ sformulowane explicite lub sugerowane implicite przez kontekst werbal-
ny, graficzny lub inny konkretny,

My$l ucznia mozna skierowaé na ogdlnosé zwigzku wprowadzonego na jed-
nym przyktadzie poleceniami i pytaniami znuszajacymi do zmiany wystegpuja-
cych w przykladzie stalych na inne i prowadzacymi w konsekwencji do udwia-
domienia nieistotnod$ci ich wyboru, do ich "uzmiennienia”. Metodg te omawia
Z. Krygowska /1977 a, s.156/,

Przypusémy dla przykltadu, ze rozdzielno$é iloczynu wzgledem sumy zo-
stala pokazana za podrednictwem kraty prostokatnej na przykitadzie:

20 (5+4) = 2¢5 + 2+4

Oto polecenia i‘pytania, jakie moglyby po tym nastapic.
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- Zamiast 2 rzeddéw wez 3, Liczby kratek w rzedzie nie zmieniaj. Na-
pisz podobnie, jak obliczysz dwoma sposobami liczbg kratek.

- Zmieh jeszcze raz liczbe rzeddéw. Czy mozesz zastosowac te same spo-
soby obliczenia liczby kratek? Napisz je.

- Zmieh liczby kratek w rzedzie: zamiast 5 i 4 wez 3 i 6,

Czy znowu mozesz tek samo obliczaé liczbe kratek? Napisz, jak bedziesz ra-
chowai,

- Zmieh jeszcze raz liczby kratek w rzedzie i napisz dwa sposoby obli-
czania liczby wszystkich kratek,

Szczegédlnie istotny jest tu samodzielny wybdér danych przez ucznia,
ktérego brak w najblizszym temu ujeciu podrgczniku /Ne unz i g a-5 o r-
ger a/. Dowolnosé tego wyboru leﬁiej uséwiadomi uczniowi ogélnosdé twier-
dzenia niz informacja o tej ogdlnosci, na przykiad taka, jak w podreczni-
ku dla klasy III /T.J 6 2w ickiewgo/.

"Taka wtasnod$é maje dowolne liczby a, b, c: a-(b+c)= a*b+as-c ",
nawet jezeli z podobnymi sformulowaniemi uczen spotkal sig juz wczesdniej.

Sytuacja problemowa zorientowana na percepcje regularnoéci moze byc
tez zwigzana z odpowiednio dobranym schematem graficznym, Stworzy ja pyta-
nie, jakimi liczbami badZ znakami mozna wypélnié "okienka" schematu (zob.
§ 4.3) dla otrzymania okre$lonych wynikéw badz speinienia okredlonych wa-
runkéw, Nawet jezeli odpowiedZ ucznia sprowadza sig do przyktadowego wy-
peinienia "okienek", daje to okazje¢ do zorientowania sige przez niego zaréw-
no w swobodzie wyboru liczb jak w koniecznych ograniczeniach., Problem ten
moze uswiadomic¢ mu ogdlnoéé twierdzenia, mimo ze nigdzie w siowach nie zo~

stanie to wyrazone,

8.3, Uzycie i rozumienie zmiennych a tekst podrecznika

5.3.1, Zmienna ma dwa aspekty znaczeniowe: liczby (punktu itp,),kté-
rej wartosci nie znamy lub nie chcemy okreslac, oraz miejsca pustego, w
ktére mozna podstawic dowolny term., W nauczaniu szkolnym zawsze kladziono
duzo wigkszy nacisk na pierwszy z tych aspektéw, Rozwigazujac réwnanie uczen
mysli o niewiadomej jako o poszukiwanej nieznanej liczbie; odpowiedz daje
w formie réwnosci " x = ,..", ktérg rozumie tak: oto nieznana dotad wartosc
liczby x okazuje sie réwna ... (Zauwazmy, ze nie mialoby sensu myéleé w
tym kontekscie o x jako miejscu pustymlz. Zmienne w sformulowaniu twier-
dzen ogélnych sz rozumiane jako "dowolne" liczby (punkty itp.), a wiec ta-
kie, ktérych aktualna wartosc¢ nie ma znaczenia dla prawdziwosci =zdania.

Mamy tu na my$li nauczanie tradycyjne, dotychczas niemal powszech-
ne., Trzeba jednak wspomnie¢ o prébach wprowadzania od poczatku pojecia réwno-
wazoscl warunkéw, gdzie np. réwnanie 2x = 4 1 x = 2 byly dla ucznia réwnowaz-
nymi warunkami z miejscem pustym x,
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Najczgéciej wykonywane przez ucznia podstawienia, to podstawienie za
zmienne symboli stalych (na ogélt liczebnikéw), co ten aspekt znaczeniowy
zmiennej dodatkowo umacnia: "x jest liczba, ne przykiad 5", Nierozumie -
nie sensu podstawiania 1 brak technicznego opanowania tej operacji ujawnia
sig w szkole wéwczas, gdy za zmienne trzeba podstawic inne zmienne lub
termy zlozone, Oto kilka przykladéw:

- trudnosci z obliczeniem wyrazu ciggu o numerze n+1,

- trudnos$ci z zastosowaniem twierdzenia Pitagorasa, sformulowanego
z uzyciem liter A, B, C na oznaczenie wierzcholkdéw tréjkata, do tréjkata,
w ktérym oznaczenia wierzchoikéw sg inne, a tym bardziej gdy "koliduja”

z tamtymi oznaczeniami,

- traktowanie relacji m+n| n jako odwrotnej do n‘ m+n,

Niedostateczne rozwiniecie u ucznia formalnego aspektu zmiennej i po-
leganie na jej "naturalnym" rozumieniu (jako niesprecyzowanej blizej, za-
szyfrowanej nazwy) kryje w sobie jeszcze inne powazne niebezpieczernstwo.
Liter w tekdcie matematycznym uzywa sig¢ czesto takze w roli stalych: ja-
ko chwilowych nazw ad hoc okredlanych obiektéw (uzytych w roli przykladdw
w éwiczeniach itp.) Wéwczas litera taka funkcjonuje inaczej niz zmienna;

w szczegdlnodéci w.catym kontekscie oznacza jeden i ten sam obiekt., W tym
mozna upatrywac przyczyng czesto obserwowanego zbyt trwalego wigzania
przez ucznidw zmiennej z jej intuicyjnym sensem w okreslonym kontekscie.
Zwigzane z tym trudnos$ci dobrze ilustruje u wielu ucznidéw wystepujace nie-
rozumienia twierdzenia o indukcji, gdy dla sformulowania zalozehd i tezy
uzyto tej samej litery, 1 zdecydowana poprawa tego rozumienia, gdy w za-
tozeniu dziedzicznodci uzyto innej zmiennej niz w tezie twierdzenia.

Swobodne i poprawne postugiwanie sig przez ucznidw jezykiem matematy—
ki wymaga wigc, by obok "naturalnego” ksztalcic formalny aspekt zmiennych
i technik¢ biernego jak i czynnego operowania nimi,

Przede wszystkim konieczne jest dobre rozréznianie przez ucznidéw
zmiennych i statych., Nie sprzyja temu stwarzanie sytuacji, w ktdrych ta
sama litera jest jednoczesnie staia 1 zmienna. W podreczniku H, Mo r o -
z a "Nasza matematyka" dla klasy III sytuacje takie spotykamy wielokrot-
nie (najwidoczniej jest to éwiadomie przez Autora stosowane), Oto przyklad
/Mo r oz 1975, s5,66/:

"Oznaczmy litera A zbidér wszystkich dziewczynek jednej klasy, litera
B zbiér wszystkich chtopcéw tej klasy. /. ../ Mozemy wigc napisac:
Al]JB = BUA
W zbiorze A jest a elementdéw, w zbiorze B jest b elementdw /%../
wigc liczba a+b jest réwna liczbie b+a. Tg wlasnosc ma kazda para liczb.
AUs=8 A
a+b=Db4+a
Dodawanie liczb jest przemienne,

-

Skoro Autor uwaza za celowe i potrzebne takie sformulowanie praw
przemiennoéci dodawania zbioréw i liczb, to byloby lepiej, gdyby uzyil
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w przykltadzie innych liter (lub siéw, skrétow itp.) na oznaczenie wyste-
pujgcych tam zbioréw i liczebnikéw, inne zas zarezerwowal dla pelnienia
roli zmiennych,

Podobnie jest w wielu innych podrecznikach., Oto jeszcze jeden przy-
kiad: .

W podreczniku /B e r n e r d 1971/ dla klasy “de-sixiéme" na stro-
nie 13 sformuowano definicje iloczynu karteziaﬁskiego H zbioréw K i B
w Pezpoérednim nastgpstwie przykladu, gdzie A = {2,3,4,5} , B={4,5,6,7,9
zad H jest iloczynem kartezjahskim tych zbiordw,

Wdrazanie uczniéw do rozrézniania zmiennych i statych powinno byc
prowadzone $wiadomie w ramach ksztalcenia ich jezyka matematycznego, Pod-
recznik ma tu wazne i oczywiste zadanis do spelnienia, choé wprowadzenie
explicite poje¢ zmiennej i termu, jak to czyni podrecznik dla klasy V
/JH ay en 1976/ (zob.,Aneks 5), éwiadczy chyba o zbytnim przejeciu sig
nimi, Wydaje sig, ze we wstepnym etapie wprowadzenia liter do jezyka pre-
ferowanie niektdérych liter do roli zmiennych jest dydaktycznie uzasadnio-
ne, Konieczne oswajanie ucznidéw z relatywnym cherakterem zmiennych i para-
metrdéw mozna odloiyé na pézniej, Wreszcie w niektérych podrecznikach spot-
ka¢ mozna sformulowania, przedstawiajace zmienna jako zaszyfrowana, ale
ustalona liczbe. Oto przykted iaczerpniety z "Mathématique Modérne 1"
Papy“ego /P a p y 1964, s.320/.

~ Pomys$l pewna liczbg catkowita wymierna.

-Oznacany ja przez a,
Uwagal Jezeli pomyslaied 2, a = 2 = +2,

W/ ten sposéb Autor przygotowuje czytelnika do rozumienia zwiazkdéw ogdlnych
sformutowanych z uzyciem liter:

(-8)=a, (-@e)+(-b)=-(a+b)itp.
Mozna przypuszczaé, 2e zabieg ten w istocie ulatwia uczniowil rozumienie
tych zwigzkdéw jako réwnowaznosdci programéw rachunkowych. Rodzi sig jednak
obawa, ze nie uiatwia on, a moze nawet utrudnia, przyswojenie formalnego
aspektu zmiennej, ‘a takze wiaczenie zmiennych do czynnego jezyka matema-
tycznego ucznia, Wymaga to zbadania i ewentualnego opracowania $rodkéw
przeciwdzialajacych tym skutkom,

5.3.2., Jako prematematyczne zastepniki liter w roli zmiennych stosu-
je sig obecnie szeroko dawno juz przez niektdérych dydaktykéw zalecane pus-
te “"okienka", w ktore uczen moze wpisywac cyfry lub inne symbole. Przy ich
pomocy zapisuje sige roéwnania, nieréwnosci i inne formy zdaniowe, a takze
formuluje sig twierdzenia ogélne. Umieszcza sig je nie tylko w tekscie li-
niowyn, ale takze w réznego rodzaju grafach i schematach, gdzie zastepuja
wegziy lub oznaczenia krawedzi,

Rozpatrzmy kilka przykiaddéw wprowadzania w podrecznikach twierdzen
ogdlnych z uzyciem "ckienek",
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Przyk?%ad 1, W podrgczniku “Mathematik B5" /R o 1 1 e r 1974/
dla sformuiowania niektdrych zwigzkdéw migdzy dzialaniami autorzy uzywaja
"okienek" trzech ksztattow: okragie, kwadratowe i tréjkatne, przy czym
z kazdym ksztaltem zwigzany jest inny kolor: bialy, czerwony lub zielony,
ktérym "okienko” jest zamalowane13. Wewnatrz “"okienek” niekiedy wpisane
s@ liczby, Oto definicja odejmowania, sformulowana przy uzyciu tej symbo-
liki,

W klasie 5 wéréd 42 dzieci jest 24 chilopcéw, Ile jest dziewczynek w
tej klasie?

24
24 + ,,, = 42 lub .
ch dz - 42

Gdy pytamy nie o laczng liczbe chlopcéw i dziewczynek, a wiec o sume,ale

o liczbe chiopcéw albo o liczhe dziewczynek w jakiej$ klasie, to zadanie
A

przeksztalca sie
@ albow zadanie | 24
73 N

w zadanie +

Wtedy piszemy cCa

/e+o/ Zwipzek miedzy liczbami 24, 18 i 42 mozna napisac na cztery rézne
sposoby jakc sume i na dwa sposoby jako réznice. Mozesz to zobaczyd na

rysunku, / . ) ) \
24=-¢>=@- 24

"Okienka" zdaja sig sluzyc¢ tu przede wszystkim ulatwieniu tego, co

Z. Krygowska nazywa “uzmiennieniem” stalych: uswiadomieniu sobie przez
ucznia, ze liczby uzyte w przykladzie sa nieistotne (moglyby one by¢ za-
stapione jakimikolwiek innymi), wazne sa dziatania i ich kolejnos$c¢. Pa-
trzacemu na ten rysunek najpierw rzucaja sige w oczy kolorowe "okienka",
potem dopiero napisane w nich liczby. Nie ma jednak w tym podreczniku
¢wiczeh,w ktédrych aktywnos$¢ ucznia polegataby na rysowaniu lub wypelnia-
niu "okienek”, Dodajmy jeszcze, ze "okienka! wystegpuja w tym podregczniku
jedynie w poczatkowej partii. Najpierw réwnolegle‘z nimi, a potem wylacz-
nie, uzywa sig¢ jezyka konwencjonalnego z literami w roli zmiennych, Brax
przy tym jakiegokolwiek pomostu laczacego aba te jezyki., "Okienka" nie
zostaty wigc swiadomie uzyte jako srodek przygotowujacy ucznia do rozunis-
nia zmiennej,

Przyk=2ad 2, Wksigzce Neunzigea-Sorgera dla kla-
sy 1I1 /1969/ rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wprowadza Sig na-
stepujaco:

1) pokazuje sie pogladowo, Ze 3+4 + 3e5 = 3¢ (443),

2) poleca sig analogiczne sprawdzenie, ze 4+4 + 4¢5 = 4¢ (445),

a nastepnie 5¢4 + 55 = 5e¢(44+5),

13 ze wzgledéw technicznych nie moglisdny uwzglecnic¢ kolordw w ~iniej-
szym tekscie,
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3) Nasze wyniki mozemy lgcznie przedstawic nastgpujgco:

e 4+ [Jes =[] (4+5).

W pierwszym zadaniu w kazdym okienku byta liczba 3. Sprawdz, ze moga tam
sig znalezé takze liczby 2, 6 1 8,

4) polece sig sprawdzenis prawe rozdzielnodci w dalszych trzech przy
padkach (dwie liczby stale), .

5) poleca sig taczne przedstawienie tych wynikéw w formie "reguty
jake wyzej”, '

Uczeh nie tylko odczytuje tu wyrazenie z "okienkiem®,ale posituguje
sie¢ tez "okienkiem” czynnie w dwu aktywnosdciach:
1) wpisuje w “okienko" liczebniki (lub je sobie tam wyobraza, przepisuje
réwnosc zastepujac "okienko" liczebnikiem itp.» 2) komponuje formg zdanio
wg Zz "okienkami"” w roli zmiennych, Obie te aktywnodci sa najwyrazniej swi:
domie przez eutoréw uzyte jako przygotowanie do operowania zmiennymi,

Przyk12%ad 3. W nauczaniu 1 podrgcznikach matematyki'dla niz-
szych klas coraz czeéciejlstosuje sie réznego typu grafy, w ktérych nie-
ktére lub wszystkie stale (w wierzchotkach lub przy krawedziach grafu)za-
stepuje sig "okienkami”, Graféw takich uzywe sig najczegséciej dla formuto-
wania i rozwigpzywania zadah rachunkowych, rzedziej dla formulowania twier
dzeh ogdlnych, A tymczesem one wlasdnie zdaja sig najlepiej oddawac opera-
cyjny charakter tych twierdzed,

Przyktady takich graféw ilustrujacych niektdre wiasnodci dzialan zna
lazly sie w "Naszej matematyce"” dla klasy III H, Mo r o z a /1975/. Uzy
to ich tu jednak dla sformulowania dodatkowych éwiczen prowadzacych do we
ryfikacji odpowiednich twierdzer, nie zad jako konsekwentnie stosowany
srodek, Nie bgdziemy wigc ich tu cytowaé, ale oméwimy od razu w szerszym
kontekscie,

- a) Rozdzielnoé¢ mnozenia wzgledem dodawania moze byé rozumiana jako
réwnowaznosc nastepujacych drzew,
a b < a b c

Przedstawlajg one dwa rézne programy, a przy tym kolejnosci dodawania i
mnozenia oraz "rozdwojenie” sig¢ galezi mnozenia przez ¢ przy przejéciu z
pierwszego do drugiego sa tu dobitnie uwidocznione w samej formie graficz
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nej.(zapis algebraiczny nasuwa na my$l przede wszystkim obecnosé lub brak
nawiaséw, co jest nieistotna formalna cechg tego jezyka). Uswiadomienie
sobie, ze programy te, choé¢ rézne, dajqa zawsze ten sam wynik, bedzie wy-
sterczajaco peinym i ogélnym zrozumieniem rozdzielnosci,

b) W przeciwiefistwie do drzew, nastepujscy “organigram okienkowy” skuw-
tecznie kamufluje twierdzenie, zgodnie z ktérym "okienko'® powinno byé za —~
stapione ‘znakiem rdéwnosci.

0-0-0 0-0-0
o.o-0g o0

Obowigzuje tu konwencja: "okienka®” polaczone lamang zawieraja te samg li--

[]
[

czbg. Uczerh wybiera dowolnie liczby x, y, z, a nastepnie wykonuje wskaza:-
ne dziatanie, wypeilniajac "okienka" ich wyniﬁami. Gdy po kilku prébach
stwierdzi, ze w okienku zawsze “wychodzi® rdéwnosc¢, analizuje schemat.
i odkrywa w nim rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania, Konstruowanie
przez ucznidéw takich organigraméw dla poznanych juz twierdzern wydaje sig
by¢ réwniez dobrym céwiczeniem pogiebiajacym ich rozumienie,

c) Niektérzy dydaktycy (np. T.J.F 1 e t c h e r ) prébuja lansowac
szersze wykorzystanie diagreméw przemiennych, schematéw stworzonych dla
teorii kategorii a znajdujacych zastosowania w rdéznych dzialach matematy--
ki. Oto teki diagram w wersji "okienkowej“ dla prawa rozdzielnosci mnoze.--
nia wzgledem dodawania, )

~

Y
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Schemat ten ujawnia réznice dwu programéw rachunku w sposéb réwnie wyrai-
ny jak drzewa i podobnie moze by¢ wykorzystany dla celéw dydaktycznych,

d) Dla uéwiadomienia ogélnodci zwiezku arytmetycznego, a jednoczes-
nie istotnodci zalozen, przy ktérych jest on prawdziwy, uzy¢ mozna niekie-
dy takze graféw funkcyjnych. (Krewedzie takiego grafu reprezentuja funk-
cje, ktérych nazwy wypisane sa przy nich, wierzcholki .reprezentuja argu-
menty i wartoéci tych funkcji). Oto przykiad tekiego grafu.

Wypeiniajac “okienka" tego grafu uczen przekona sie, Ze "okienka"
przy petlech moze wypeinié tylko zerem (a wigc O, 1 tylko O ma tg wtasnosé
2e a + O = a), zad pozostate liczbami przeciwnymi (liczby a, - a, i tylko
takie, maja te wlasnodé, ze a + (-a)=0).

Jak widaé z powyzszych kilku przyktadéw, rozmaitodc form uzycia
“okienek” jest duza., W kazdym przypadku stanowia one bardzo dobry érodek
przygotowania ucznia do rozumienia zmiennej, przede wszystkim w jej aspek-
cie formalnym, oraz formy zdaniowej i jej oceny logicznej, do nauki opera-
cji podstawienia (utatwionej technicznie, co nie jest bez znaczenia w na-
uczaniu dzieci), wreszcie - do formulowania twierdzen ogélnych. Metodyka
uzycia "okienek" nie jest jednak opracowana, a zastosowania tego $rodka
nosza cechy improwizacji, a nie opartego na analizie eystemu,

Zwrocimy tu jeszcze uwage na pewien istotny szczegédl. Jak zadwaiylié-
my, litera moze byc¢ rozumiana jako “zaszyfrowana" stata lub jako miejsce
puste. "Okienka" mialy pierwotnie tylko ten drugi sens: wlasdnie dla jego
ukonkretnienis zostaty wprowadzone, Ostatnio w podrgcznikach mozna spot-
ka¢ uzycie "okienek" w rachunku algebraicznym w taki sam sposdb, jak uzy-
wa sie liter, Na przyklad rozwigzenie réwnania

2 .[::] +3 =5
(...

Wydaje sie, ze jest to juz nadu zycie tego $rodka nie przynoézece
korzyéci dydaktycznych, a by¢ moze takze utrudniajace rozumienie zmiennej,

zapisuje sig
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5.4. Podsumowanie

Nasze rozwazania na temat wykorzystania podrecznika dla nauki rozu-
mienia tekstu matematycznego prowadza do nastepujecych konkluzji,

1. Podrgcznik metematyki adresowany do ucznia pierwsze] klasy ponad-
poczgtkowej nie moze by¢ napisany w konwencjonalnym jezyku matematycznym
dorostych, gdyz bedzie wéwczas dla wigkszodcl czytelnikéw niezrozumialy,

Z drugiej strony, konieczna jest systematyczna i diugotrwala praca nad
opanowaniem przez uczniéw tego jezyka i podrecznik jest w niej waznym
érodkiem nauczania. Jednak moment podjecia tej pracy nalezy ustalic eks-
perymentalnie, a dotychczas nie wiadomo, czy przypada on na pierwsza kla-
s¢ ponadpoczatkowa.

2. Nauke rozumienia tekstu matematycznego nalezy poprzedzic¢ przyswo-
jeniem soble przez uczniéw podstawowych pojeé i wzorcéw rozumowarh matema-
tycznych za podrednictwem przyktadéw, wiasnej aktywnodci 1 zrozumialego
dla nich jezyka bliskiego potocznemu, Ten etap wstepny obejmowadé tez po-
winien przyzwyczajenie do operowania pojedynczymi skiadnikami jezyka mate-
matyki,

Szczegblng wage nalezy przywiazywaé do nauki operowania zmiennymi,

a waznym etapem posrednim jest uzycie "okienék" zamiast liter,

3. Nie ma rozumienia matematykl bez rozumienia ogélnego charakteru
wtasnosci pojec. Jednak dla wyrazenia ogélnoéci nie zawsze wystarcza je-
zyk potoczny, zas konwencjonalny jezyk matematyki zawierajgcy zmienne jesit
dla wigkszosci uczniéw 10-12-letnich niezrozumiaty, Dlatego ogdlnodc nale--
2y udwiadamiac¢ uczniom nie tylko przez ogélne sformulowania, ale takze
przez ujecia problemowe zorientowane na percepcje regularnosci.

6. PODRECZNIK A MOTYWACJA UCZENIA SIE
6.1. Motywacja a tradycyjoy podrecznik matematyki

Wbrew gloszonym od dawna zasadom dydaktyki ogdélnej, wbrew hastom re-
formy nauczania ostatnich dziesigcioleci, dominujaca wciaz w praktyce
szkolnej motywacja uczenia sig@ jest oparta na formalnym przymusie i oce-
nie wystawianej przez nauczyciela, a w wyzszych klasach takze -~ przynaj-
mniej dla czes$ci ucznidéw - na ambicji przejscia do szkoly wyzszego stop-
nia, Ten typ motywacji szkola zdaje sig ksztaltowac od pierwszych lekcji:
dzieci znacznie czeéciej i z duzo wigkszym entuzjazmem chwale sig przed
rodzicami "piatkami” niz relacjonuja swoje prawdziwe osiggnigcis, odkry-
cia, czy napotkane, a nie rozwiazane problemy,
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Radykalna zmiena tego dominujgcego charakteru motywacji uczenia sig
wydaje sie byé koniecznym warunkiem powodzenie reformy szkoly ukierunko-
wane] ﬁa intelektualng aktywizacje kazdego ucznia. Realizacja tego postu-
latu bedzie jednak niezwykle trudna, Migdzy innymi dlatego, ze jest ona
zwigzana z przelameniem zakorzenionych w calym systemie szkoly wielolet-
nich tradycji, a takze ze zmiang metod i form nauczania na tyle, by mo-
gty sig¢ zrodzié i okrzepnaé dostatecznie eilnie motywacje wewngtrzne u
witkszodci ucznidéw, Korzenie tych tradycji lezg zeé prewdopodobnie jesz-
cze glebiej niz system szkolny: w warstwie spoleczno-kulturowej. Dominu-
jacym czynnikiem motywacyjnym jest dla dziecka obecnoéc i reakcja nauczy-
ciels, Zadanie rozwigzuje sig nie dlatego, ze jest ciekawe, 2e jest to
pora nauki, ze inni koledzy je rozwigzujg itp. (choé te wzgledy moga
stwarzaé¢ dodatkowg =zachete), sle przede wezystkim dlatego, ze zadal je
nauczyciel. Taki jeet akceptowany przez dziecko, nauczyciela, rodzicéw,
kolegéw uklad stosunkéw migdzy uczniami 1 nsuczycielem, Dziecku (jezeli
ukladu tego éwiadomie nie lamie) nie przychodzi nawet do glowy odsunigcie
otrzymenego zadania i zajecie si¢ innym, bardziej 1ﬁtereeujecym, ale nie
zadanym przez nauczyciels: tu nie me szansy "wykezania sig”. Rzecz jesns,
nauczyciellswoim postgpowaniem moze ten uklad w pewnym stopniu modyfiko-
wac, zachecajac uczniéw do wiekszej semodzielnosci; nie jest jednak w
stanie radykslnie go zmienié: jego decyzja pozostanie dla dzieckas naj-
wazniejszym motywem dzialania.

Na to, by podrecznik stanowil sam przez sig¢ motywacje dla lektury
i pobudzonej nig aktywnosdci, przyjdzie czekac¢ jeszcze dlugo, jezeli w o-
gdle osiggniecie takiej postawy u wigkszodéci uczniéw jest realne. Nie-
mniej wydaje sie, e podrecznik moze odegre¢ role instrumentu stymulujg-
cego pewng zmiang tej postewy, Jezeli jego jezyk, forma i tresc bede op-
tymalnie dostosowane do psychiki 1 zainteresowan wspéiczesnych dzieci, a
wigec i1 zréznicowane, od powiednio do indywidualnych réznic migdzy dzieénmi,
to podrecznik ma szanse stac sig lekturg, dajace okezje do przygody inte-
lektualnej, pobudzajecg wyobrainig, skianiajece do stewiania pyted i u-
partego szukania odpowiedzi na te pytania, krétko - lekturg aktywizujace
umys} i uwalniajgca go od:przesadnego trzymanie sie¢ autorytetéw,

Dgzenie do naedanie podrgcznikowi tekiego wlasnie charakteru spotyka-
my u wielu asutoréw, przy czym stosowane $rodki bywaje bardzo rézne. Be-
dzie o nich mowa w dalszej czgsécl tego rozdzielu.

Postulat uwzglednienia w strukturze podrgcznika jego roli motywujg-
cej jest nowy 1 ponieked sprzeczny z dotychczesowym charakterem nie tyl-
ko podrecznikéw szkolnych, ale newet literatury popularnonaukowej. Pod-
recznik lub ksiezke popularnonaukowg bierze do reki ten, kto musi lub
chce sig czegod nowego nauczyé lub dowiedzieé. A wigc motywasja z zeloze-
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nia poprzedza i stymuluje lekturg. Nie tak dawno Z.My 8 t a k ow e k i
/1964 , 5.332/ pisal: “"Podrecznik ma /.,./ sluzyé do utrwelania 1 wykon-
czania tego, co juz zostalo przezyte i jako przeizycie psychiczne istnieje,
niekiedy w formie bardzo swoistej, w systemie personalnym ucznia“. A da-
lej /8.336/: "Zadnego uprzyjemniania, 2adnego gadulstwa, zadnego odwoly-
wania si¢ do motywéw drugoplanowych: dobra artykulacje, sprawiajeca, ze
podrgcznik jest przejrzysty, zwiezloéé, zmuszajeca do myslenia, jasnosé

1 precyzja - oto cechy dobrego podrecznika”,

Zatozenie takie ( zauwazmy - bardzo utatwiajace napisanie podrecz-
nika) przyjelo wielu asutoréw podrecznikéw matematyki dle omawianego po-
ziomu w catym éwiecie, w tym takZe autorzy ksigzek najnowszych, dostoso-
wanych do awangardowych programéw i mieniacych sie podrecznikami nowoczess-
nymi (w sensie dydaktycznym).

Nalezy do nich podrecznik /S e rvais 1969/14, ktérego autorzy
w przedmowie stwierdzaja wyrainie, 2e swoja ksiazke uwazeja za nowoczes=
ng, a jednoczesnie zakiadaja a priori silng spontaniczng motywacje ucz=-
nia-czytelnika, pozostawiajac nauczycielowi dobér dérodkéw dla ewentualne-
go uzupelnienia jej niedostatku, Oto w "Przedmowie do miodego czytelnike~
czytamy:

Niewatpliwie pragniesz i8¢ naprzéd! Masz racje. Chcielibyémy ci po-—
méc w nauce, Bedziesz odczuwal zadowolenie, ‘stajgec sig coraz sprawniej-
szy. Bedziesz dumny ze swoich osiggnieé. Wiele zalezy od ciebiel /.../
Chcielibysmy, aby$ rozsmakowal sig w tej aktywnodcli twérczej.

Za$ w "Przedmowie do nauczyciela” autorzy stwierdzaja:

Korzystajac ze swej swobody, nauczyciel bedzie mégl dostosowaé nau—
czanie do uzdolnied kazdego ucznia, pomagajac mu w uczeniu sig matematy-—
ki, W klimacie twérczej aktywnosci bedzie mog: pobudzié ich intuicje w
odgadywaniu odpowiedzi i pomystowoéé w odkrywaniu drogl postgpowania,
czuwajac przy tym nad rozwijaniem u nich zmysiu samokontroli.

W podreczniku tym formalno-dedukcyjna struktura matematyki odgrywa
bardzo istotna role. Od poczatku wprowadza sie aksjomaty teorii mnogosci:,
potem aksjomaty geometrii, od poczatku dowodzi sie twierdzen, zaczynajac
od twierdzeh oczywistych, Autorzy, nie poprzestajac na tym, staraja sig
wyjesdnic czytelnikom ogélne pojecie aksjomatu, definicji, twierdzenia,
dowodu (nb, dowéd twierdzenia oczywistego leplej siuzy temu ostatniemu cre-
lowi niz dowdd twierdzenia nieoczywistego). Najwidoczniej jednak nic so-
bie nie robimc z do$¢ powszechnego przekonania, ze giéwnym 2rédiem trud-
nodci uczniéw w uczeniu sle tak ujetej matematyki jest brak motywacji, aw-
~torzy méwia tu do czytelnika tak, jakby ten byl przejety pasja poznaw-
czg, Oto na str.7 sformutowano 1 udowodniono pierwsze twierdzenie o zbio-
rach, do czego jedyng motywacje stanowi naetgpujecy wstep:

14 Odnosi sig tu nota na s, 38,
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Czy z powyzszych aksjomatéw i definic)]i mozna wywnioskowac, 2e ist-
nieje co najmniej jeden zbidr utworzony z dwu przedmiotéw? Z pewnosdcig
nie watpisz w istnienie takiego zbioru, bo poznates$ go przed wprowaedze-
niem aksjomatéw! Prewdziwie interesujgce jest dopiero to, ze aksjomaty 1
definicje pozwalaje udowodnié ten fakt rozumowaniem. Masz wgtpliwodci?
To proste,

Tu rozpoczyna sig dowdédd zapowiedzienego twierdzenia,

Niewgtpliwie, jest to metodologicznie jedynie wlaééiwa motywacja
dowodu, Intuicyjna oczywistod¢ twierdzenie uwypukla jeszcze dodatkowo
takg wtadnie role dowodu: pokazenie wywiedlnodéci twierdzenis z aksjoma-
téow 1 definicji. Zupelnie nie prébuja jednak autorzy umotywowad rzeczy
najistotniejszej: podjecia problemu wywiedlnodci., Zakladajg, 2e jest on
"prawdziwie interesujgcy" dle czytelnika, nie troszczac sie o speinienie
tego zatozenia,

Coraz mniej jednak wspélczesnych pedagogéw, dydaktykéw matematyki
i autoréw podrecznikéw akceptuje takle stanowisko. W. O k o A /1968/ je-
den z czolowych naszych dydaktykdw, pisze wyraznie o samoksztatceniowej
funkcji podrecznika:

Te droga /do samoksztalcenia/ jest przede wszystkim budzenie i roz~
wijanie zdolnoéci poznawczych czlowieka, jego zainteresowan oraz pozytyw-
nej motywacji w procesie uczenia sie. Tym postulatom moze sprostac pod-
recznik, w ktérym przejewie sig bowiem bogata inwencje w doborze tresci,
w taczeniu teorii z praktyka, w bogactwie "otwartych” sytuacji, ktdre
zaciekawiaje, pobudzajg do samodzielnego my$lenia i dzielania, dajac za-
razem uczniowi wiele satysfakcji i stwerzajec tym samym przestanki do
dalszego twérczego wysilku,

We wczeéniejszym zad artykule adresowanym do nesuczycieli autor mé-
wi jeszcze dobitniej /1966, 8.9-16/: ",,.chodzi przeciez o to, aby siegal
on /uczen/ do podrecznika nie pod presjg otrzymania zlego stopnia, lecz
réwniez dle pewnego minimum ukontentowania /.../, jakie daje wedréwka w
éwiat peten zadziwiajgcych zjawisk z dobrym przewodnikiem w reku”.

" 62. Srodd motywacli w wybranych podrecznikach

O motywujgcym charakterze podrecznika decydowaé beda jego jezyk, for-
ma i tredc, Aspektom formalnym poswigcimy ostetni rozdziei tej pracy, tu
- zajmiemy sig blizej tresdcia.

Na treéc szkolnego podrecznika matematyki skladaja sie z reguly
trzy warstwy: ’

- warstwa matemetyczna,

~ warstwa praktyczna, obejmujgca zastosowania matematyki, i

- warstwa motywacyjna, obejmujpca wezystko, co jest skierowane na
obudzenie zainteresowania u czytelnikg; nie zawsze daje sig ona oddzie-
1i¢ od warstwy praktycznej, e takze matematycznej.

Przyjrzyjmy sig blizej tej ostatniej warstwie na przykladach wybre-
nych z kilku podrecznikéw,
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Najczeécie] bodaj stosowanym érodkiem motywacyjnym jest interesuja-
ce (w opinii autora) eytuacjea realna, majgca pewien zwigzek z opracowywa-
nyml pojeciamli matematycznymi., Zdarza silg, Ze jest to przyklad zastosowa-
nie matematyki, czedclej jednak tak nie jest, a zwigzek tej sytuscji z
matematykg ma charakter raczej drugorzedny.

Przyklad 1

W podreczniku /SMP, 1969, book 1/w rozdziale 5 "Kat" znajduje sieg
ustegp zatytulowany "Radar 1 polozenie”, Zawilera on m.in, nastgpujaca zwig-
zlg informacje o zasadzie dziatania radaru,

Ekran redaru, Wielu z nas widzialo obracajgce si¢ ante-
ny urzadzed radarowych na statkach lub stacjach raderowych na ziemi, Urzg-
dzenie radarowe wysyla fale radiowe, ktdére odbijaja sig@ od napotykanych
po drodze przedmiotéw 1 sga z powrotem odbierane przez obracajgca sie an-
teng. Na podstawie czesu, jakiego potrzebowala fala radiowa, by dotrzecd
do przedmiotu i wrdcic¢, urzadzenie radarowe wyznacza odleglodé tego przed-
miotu, Kierunek, w jskim zwrécona jest antena w momencie odbioru odbitej
fali, daje kierunek tego przedmiotu, Przedmiot pojewia sig na ekranie ra-
daru w postscl jasnego punktu, ktdérego polozenie odpowiada pozozeniu
przedmiotu, Skale na ekranie pozwalaja na szybkie odczytenie odleglodci
1 potozenie przedmiotu wzgledem stacji radarowej.

Ta techniczna informacja na temat urzgdzenia, stosowanego powszech-
nie w lotnictwie 1 nawigacji, jednego z tych, ktére wciaz fascynujg pros-
tota zasady dzielania 1 precyzja osiagnigta dzieki bardzo skomplikowanym
rozwigzaniom elektronicznym, siuzy tu jedynie jako pretekst do calej se-
rii ¢wiczel rachunkowych 1 rysunkowych, Oto kilka przyktadéw taekich cwi-
czer,

Zréb liste 12 miast i wsi w promieniu 25 mil od twego domu, Posituz
sie mapg dla znalezienia ich odlegloséci 1 kierunkéw wzgledem twego domu
i zaznacz 1ich polozenie nea diagramie podobnym do ekranu radaru.

Dwa sgmoloty wylatuja z lotniska w tym samym czasie. Jeden lecl na
azymut 330" z predkoscia 600 km/h, drugi kieruje si¢ na wachdd z predkos-
cia 1000 km/h, Narysuj diagram i zaznacz na nim pozycje obu samolotdéw po
(a) 6 min, (bs 12 min, (c) 18 min, (d) 24 min, Jaka jest ich wzajemna
odlegtos¢ oraz azymut samolotu lecacego na wschéd wzgledem drugiego, w
kazdym z tych przypadkéw? Juz bez rysowania podaj ich wzajemng odlegiosc
i azymuty po 1/2 godziny od opuszczenia lotniska.

1

Zadania te maja, oczywiscie, niewiele wspdlnego z rzeczywistymi za-
stosowaniami wiadomos$ci o katach i ich mierzeniu: .obstuga lotnisk nie
zajmuje sig takimi problemami, a tym bardziej dla ich rozwigzania nie po-
stuguje sie radarem, Tak wiec, poza zastosowaniem samych p o j e ¢ ka-
ta i jego miary dla opisu dzialania radaru, ta informacja techniczna na-
lezy do warstwy motywacyjnej podrecznika. Nawigzanie do dzialtania radaru
i uzycie zwigzanych z nim terminéw technicznych ulatwia sformulowanie za-
dan, jednoczesnie zad bedzie pobudzaé wyobraznig uczniéw, stwarzajac ko-
rzystny klimat psychiczny dla ich wykonania: zamiast wykonywac "nie wia-
domo po co* rachunki i rysunki, uczeh bedzie odtwarzal wyglad ekranu rada-
rowego 2z poruszajacymi sig na nim $dwiececymi punktami-samolotami,
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W tym samym podreczniku /SMP, 1969/ wykorzystano w celach motywacyj-
nych fakty zaczerpnigte z historii matematyki. Nie stanowip one tu, jak
w niektérych innych podrecznikach matematyki, oderwanych od reszty tekstu
interludiéw czy osobnych rozdziaiéw: sa uzyte wladnie jako motywacja 1;
pretekst dle nastgpujgcych po nich przykiadéw 1 cwiczer matematycznych, |

Ne .44 znajdujemy tu nastepujeca wzmianke historyczng: !

W czasach starozytnych w wielu krajach uzywano jedynie najprostszych
typéw utamkéw, tj. ulemkéw o liczniku 1. Znaczy to, 2e utemek ma nad kre-
ska 1, jek % ’ % i % . (Liczba pod kreska nazywa sig mianownikiem). W pié-
mie hieroglificznym Egipcjen z liezby III (trzz) tworzono ulamek (jedneg
trzecia), piszac nad nig symbol <= , co wygladaio tak:- . Grecy, ktdrzy
postugiwali sig literami jeko liczbami, tworzyli z (' (trzy) utamek doda-
jac kreseczke: M. : :

wéréd zadah na s.45 znajdujemy nast@pujace:

Egipcjanie napisaliby % + % dla oznasczenia % . % + % jako % .
Zauwaz, 20 kazdy mianownik ‘pojawia sig@ tylko raz. ZnajdZ sposéb zapisesE
nia w ten sposdb utamkéw (a) g . (b) % . (c) % . (d) ; . Czy egdzisz, ze
kazdy utamek mozna tak zapisac? Sprébuj znalezé taki, ktérego nie mozna |
tak zepisac. i

Jest to bardzo dobre éwiczenie ugruntowujace pojecie i wlasnosci sJ-
my ulamkéw, typu, jaki nieczgsto wystegpuje w podrecznikach: rozkiad utam-
ka na sume innych przy doéc¢ silnie ograniczajecych warunkach nalo:onyché
na sktadniki. (Cwiczenia tego typu byly natomiest zawsze bogato reprezeﬂ-
towane w podrecznikach w dziale poswigconym arytmetyce liczb naturalnyoh),
Oczywiécie, mozna je sformulowaé bez odwolywania si¢ do matematyki eterd—
zytnych., W tym kontek$cie staje sig ono jednak nieporéwnanie ciekawsze,i
szczegélnie dla tych, ktérych fascynuje odkrywanie faktéw z 2ycia naszycﬁ
przodkéw, Pokazuje, ze pewnych rzeczy o ich sposobie rachowania mozna sfe
dowiedziec teoretycznie; mozna je wywnioskowac z innych faktéw, zaczerp-
nigtych z oryginalnych tekstéw. Moze wiec byé wykorzystane nawet do proJ
pedeutycznego wprowadzenia w ideg@ aksjomatyzacji /jednak chybs nie ne o-
mawianym poziomie nauczanie/. Bez tego kontekstu byloby‘tylko jeszcze ]
Jednym rachunkiem wykonywenym "nie wiadomo po co". E

Chetnie stosowanym $rodkiem motywacji jest pigkno. Slowo to nasuwa
na myél przede wszystkim fotografie i rysunki réznych obiektéw architek-
tpnicznych, przyrodniczych, artystycznych, ktérych piekno daje sie cze-
$ciowo wyjadnic wkasnoéciami geometrycznymi ich kszteltu, a wigc gléwnie
symetrig. Zacytujemy tu niebanalny przykiad wykorzystania symetrii w ce-
lach motywacyjnych,

W nauce o symetrii w podrgczniku' cytowanym wyzej /SMP,1969/ wyko~
rzystano, rzecz jasna, takZe symetrie w erchitekturze i sztukach plas-
tycznych, zaréwno w celach motywacyjnych jak 1 dle konkretyzacji pojed.
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Nie ograniczono sig tu jednak do standardowych przykiedéw fotografii,
reprodukcji 1 rysunkéw, na ktérych uczed ma znajdowac symetrie, Na s,2183
znajduje sig nastgpujecy przykiad.

Wiekszo$¢é ludzi woli, gdy budynek lub drzewo posiada plaszczyiﬁe
symetrii, Lecz gdy ktéry$ z tych przedmiotéw (lub obydwa) stanowi element
rysunku, wola oni, by nie wystgpowaly one jako elementy centralne (zob.
np. rysunek...) . Czy mozesz to wyjasnié?

To nietypowe pytanie moze stac¢ sig doskonale umotywowanym punktem
wyjsécia najpierw do gitgbokiego namysiu, potem do dyskusji w klasie nad
réznorodnymi konsekwencjemi posiadania przez figure plaszczyzny symetrii,
co bylo zapewne intencja autoréw,

Nie docenia sig zazwyczaj motywecyjnej roli abstrakcyjnego pigkna
tkwiacego w samej matematyce. Poglad, Ze uczniéw interesuje i podoba sig¢
im tylko to, co ma zwiazék 2z konkretna rzeczywistoscia, nie odpowiada
prawdzie, Wielu ucznidw Zywo reaguje na rézne regularnosdci bynajmniej
nie geometrycznego charakteru, nieoczekiwanie proste wyniki lub wnioski
(na przyklad zero uzyskane w wyniku dtugiego rachunku), nieoczekiwane a-
nalogie bad% paradoksy. Zauwazmy, ze to samo raduje 1 dojrzalego matema-
tyka, tyle ze w materiale o wiele bardziej zaewansowanym.

Szczegdlnie dobitnie pigkno moze by¢ wyrazone w graficznych schema-
tach sytuacji abstrakcyjnych, Srodek ten zostal ogromnie rozwinigty 1
do perfekcji doprowadzony przez G, P a p y’e g o w jego sitynnych pod-
regcznikach “Mathéhatique moderne”,. Negujac catkowicie wartos¢ zastosowan
w ksztatceniu matematycznym, autor ten uwaza pigkno za jedyne autentycz-
ne uzasadnienie nauczania i uczenia sig matematyki., Podrgczniki jego wy=
rézniaja sig wielkg 1llodcia duzych wielobarwnych rysunkéw, z ktérych nie-
ktért sa w istocie pigkne; nie jako dzielo sztuki, ale w swym abstrakcyj-
nyn wyrazie, Oto dla przykiadu rysunek, ilustrujacy suriekcje zbioru liczb
parzystych na zbiér liczb naturalnych, a wigc "przykrywalnosc" zbioru
przez witasny podzbiér wiasdciwy /o g ) yﬂgeas.ZOO/.
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Coraz czesciej ostatnio wystgpujacym w podrecznikach czynnikiem mo-
tywacji sq opisy gier, Przyklad taki cytowalidmy w rozdzisle 3 na s.31
Ograniczymy sie wiec jedynie do kilku ogélnych uwag. Gry jeko $rodek na-
uczania matematyki majacy szerokie zastosowanie doceniono niedawno, a
wigc metodyka poelugiwania sig tym érodkiem nie zostsla jeszcze wypraco-
wana. Gry dydaktyczne mozna ogélnie podzielic nama t ematyczne,
tj. takie, gdzie “posuniecia” gry, 8 takze poszukiwanie strategii wygry-
wajacej, maje bezpodredni zwigzek z matematyka (jak w cytowanym przykta-
dzie), paramatematyczne, przez charakter "posunigé® i ro-
zumowan w toku gry sprzyjajace- ksztatceniu wystgpujgcych w matematyce
sprawnos$ci umyslowych, cho¢ bezpodrednio z matematyke nie zwiazane, i
notywacyjne, stuzace jedynie motywacji nekazanego regulami
rozwiazywania zadarn matematycznych, .

Spotykane w podrecznikach opisy gier speiniaje jedng z dwu funkcji:
podjecia gry przez czytelnika, bedZ sformulowania zwipzanego z grg pro-
blemu., Powody tego zréznicowanis moge by¢ rézne, Jednym z nich wydaje sie
by¢ fakt, ze niektére gry sg zbyt mato atrakcyjne, aby warto bylo podej-
mowac ich rozgrywanie, stanowié jednak niebanalne i komunikatywne wpro-
wadzenie w problem matematyczny, Dotyczy to przede wszystkim gier mate~
matycznych, ktére najczedciej spotyke sie w podrecznikach,

Gra matematyczna wydaje sig byc dobrym punktem wyjscia do wprowa=-
dzenia. pojec¢ matematycznych o charekterze konwencjonalnym, nie dajacych
sig tatwo upogladowic sytuacjami realnymi w sposéb pozbawiony sztucznosd-
ci. Gra, jako sytuacja z netury konwencjonalna, e jednoczeénie dzieciom
bardzo bliska, nigdy nie czyni niemilego wrazenia czegod nienaturalnego,
stworzonego jedynie na uzytek .zkoty, a wigc nieciekawego, Dobér rekwi-
zZytéw i regul moze byc casitkowicie podporzedkowany wzgledom dydaktycznym
i motywujacym, dajgc autorowi swobode podobng do tej, jaeka posiada,wpro-
wadzajac pojgcia catkowicie abstrakcyjne, a wigc bez odwoiywania sig do
pozamatematycznych érodkdw upogladowienia 1 motywacji.

Nalezy przypuszczac, ze ten sposéb wprowadzania pojeé, a takze wy-
krywania ich wlasnosci, znajdzie w podrecznikach dle omawianego poziomu
szersze zastosowanie. Rzecz jasna, jak wszedzie w dydaktyce tak i tu,
jednostronnos¢ i przesada bylaby szkodliwa. Mamy tu na my$éli jednostron-
nos¢, polegajaca na ogreniczaniu upogladowienia pojecie do samej gry i
unikeniu ujawnienia jego realnych korzenil , oraz przesad¢ wyrazajaca .
sig w usilowaniu wprowedzenia za poérednictwem gry jak nejwigkszej licz-
by poje¢ czy wlasnodci. Za przykled wtadciwego wykorzystania tego érodka
uwazamy Cytowane w rozdziale III (przyktad 2) wprowadzenie liczb dodat-
nich i ujemnych w podrecznikach SMP,

15 .
Tendencje taka obserwuje si¢ ostatnio w zakresie wczesnego wpro-
wadzenia pojec¢ probebilistyeznych,
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Méwigc o motywacyjnej warstwie podrgcznika mamy tu stale na my$li
motywacje dla uczenis  sig¢ matematykil i aktywnodci matematycznej., W daw-
nych podrgcznikach matematyki spora cze$¢ ich tresci pozamatematycznych
mialta przypisana jeszcze inng funkcje, W intencji realizowanis réznorod-
nych ksztalcgcych i wychowawczych celéw wprowadzono w nich liczne sytu-
acje nie dla ukazania_zastosowaﬁ matematyki, i nie dlatego, ze lezaly
one w kregu zainteresowen uczniéw, a wigc mogly dzislaé¢ motywujaco, alce
wtadnie po to, by dopiero zainteresowaé¢ nimi ucznia lub przekazaé mu o--~
kredlone pozematematyczne informacje. Usilowania takie - jak wiadomo z
codziennej praktyki szkolnej - okazuja si@ najczesciej chybione: nie
zmieniaja w sposéb istotny pozamatematycznej wiedzy ani zainteresowan
ucznia, tym bardziej zad$ nie motywuja go w kierunku aktywnodci matema-.
tycznej, nierzadko zasd dzialaja‘wrecz odstreczajaco.

Doniostodé motywacji "ku matematyce” dla wynikéw ksztakicenia matea-
matycznego kaze zrezygnowa¢ w podreczniku matematyki z wszelkich trescci
précz tych, ktére jej wyraznie sprzyjaje, a tym bardziej z tych, ktdree
by mogly prowadzié¢ do jej ostebienia., W szczegélnodécli nalezy zrezygnowvac
: wprowadzenia do niego jakichkolwiek tresci pozamatematycznych, ktéryc:zh
zadaniem nie byloby ksztatcenie matematyczne lub ksztalcenie pozytywnyych
postaw wzgledem aktywnodci matematycznej,

6.3. Podsumowanie

W naszym przeglgdzie drodkdéw motywacji spotykanych w podrgcznikacch
wymieniliémy nastgpujace:

- sytuacje realne z kregu spraw interesujacych dzieci, bez ich upsro-
szczenia lub wstgpnej matematyzacji, w tym sytuacje zaczerpniete z hissto-
rii nauki,

- sytuacje fikcyjne strukturalnie zbliZzone do realnych, jednak w sto-
sunku do nich uproszczone lub przez sam opis wstgpnie zmatematyzowane,,
bed% tez jawnie nierealne, typu bajek (zob. przykkad 4 w rozdziale III,
s.50) lub fantastyki naukowej,

- niespodzianki: nieoczekiwanie proste wyniki lub wnioski i inne irc-
gularnodéci formalne, sprzecznosci, pozorne lub bedgce wynikiem ukryteg.o
btedu w rozumowaniu, b

- sytuacje formalno-graficzne,

- gry dydaktyczne,

Lista ta zapewne nie jest peina. Mozna tez przypuszczeé, ze w mia-—
r¢ doskonalenia podrecznikéw pojawiaé sie beda nowe $rodki, dotad nie-
znare, badZ stosowane tylko w bezpodrednim przekazie ustnym, Na przykiad
wydaje sig mozliwe 1 celowe wprowadzenie do podrgcznikéw diuzszych opo-
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wiadan, prezentujgcych ciekawg dla ucznidw sytuacje 1 zwigzang z nig
problematyke, ktérej opracowanie mogioby odbywac sie juz poze podrecz-
nikiem, w pracy samodzielnej lub dyskusji ucznidéw z udzielem nauczyciele,

U poszczegélnych autoréw wystepuje zazwyczaej naturalna predylekcja
do pewnego typu $rodkéw motywujacych. Nadaje to podrecznikowi swoisty
chargkter 1 uletwis neuczycielowl wydanie subiektywnej oceny, czy ksiaz-
ka mu sig podoba czy nie, co czgsto decyduje & jej wyborze dla uzytku
uczniéw, Jednek w aspekcie podagogicznym takg predylekcje oceniac trze-
ba negatywnie, Podrecznik moze bowiem motywowac kezde g o ucznia
tylko pod warunkiem, ze tresci motywujgce bgde na tyle zréznicowane, iz
kazdy uczeh znajdzie w nim to, co do niego przemewia najsilniej, co naj-
bardziej pobudza jego ciekawos$é i -cheé¢ jej zaspokojenia, Codzienna prak-
tyka szkolna pokazuje, ze uczniowie maja tu bardzo rézne upodobania. Pod-
recznik motywujacy ogét uczniéw (a nie autoral) cechowaé musi réznorod-
no$c tredci warstwy motywacyjnej.

7. DYDAKTYCZNA STRUKTURA I JEZYK PODRECZNIKA MATEMATYKI

Przeobrazenie formy i budowy podrgcznikdéw uczniowskich stanowi je-
den z charakterystycznych symptoméw reformy nauczania matematyki doby po-
wojennej, Obok kultywowanej przez stulecia i utrzymujacej sig¢ do dzisiaj,
mimo radykalnych zmian tresci nauczania, formy ksigzki naukowej, pojawi-
1o si¢ wiele typéw materisiéw drukowanych (niektérym trudno nawet daé
miano ksigzki) odbiegejgcych od tego wzorca, sz po takie, ktdrych caly
tekst sktada sig z pytan i polecen, brak zad bezposredniego przekazu wie-
dzy., Pierwszym bodicem dla tych zmian byly postulaty reformy, a przede
wszystkim postulat meksymalnej sktywizacji ucznia, wyzwalania jego ini-
cjatywy, dostarczania mu materieiu i okazji do samodzielnych poszukiwen
i matych odkryé, Postulatom tym nie odpowiadal tradycyjny podrecznik, w
ktérym dominowal przekaz gotowej wiedzy. Trzeba bylo znalezé formule zu-
petnie nowa. Jak jednak zwykle bywa wéwczes, wkrétce zjaewil sie
drugi, rownie silny, & nie zawsze pozytywny bodziec - konkurencja rynko-
wa, prowadzace niejednokrotnie do ukrywania malo -wartodciowych lub powie-
lanych koncépcji w atrakcyjnej formie zewngtrznej., Bez watpienia jednak
prad ten przyniésl rozwiazania o niepodwszalnej wartodci dydaktycznej,
ktorych dlady sa juz widoczne w niemal wszystkich wspéiczesdnie wydawanych
podrecznikach, i ktére stanoWia wazny etap rozwoju nauczanie matematyki,

Szkic ten nie ma byc peinag monograficzna analiza struktury 1 jezyka
wydawznych na $wiecie podrgcznikéw matematyki do pierwszej klasy ponad-
poczatkowej. Zamierzenie takie bvloby nierealne,chocby ze wzgledu na nie-
dostepnosc wielu zrédel, Dokone jedynie przegladu charakterystycznych
rozwigzah na podstawie wybranych spodréd dostepnych podrgcznikéw europej-
skich,
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7.1. Podr¢canik tradycyjny

Pod wzgledem struktury tFadychny ezkolny podrecznik matematyki nie
rézni sie istotnie od podregcznika akademickiego, Tresd¢ jest tu usystema-
tyzowana w porzadku logicznym i podzielona na czedci, ktdre dalej bedzie-
my umownie nazywaé rozdzialami, Kazdy rozdzial rozpoczyna sie przekaza-
niem nowych informecji skiadejacych sige z definicji, twierdzen 1 dowodéw,
po czym nastgpujg zadania, W podreczniku znajdujemy tez na ogél przykia-
dy, uwagi wyjadniajgce itp., stanowigce dydaktyczngq warstwe podrgcznika.
Sq one jednak jaekby uzupeinieniem zasadniczego schematu i sa mu catko-
wicie podporzgdkowane, W tekécie tradycyjnego podrecznika znajduja sie
wyréznienia, uwydatniajgce fragmenty szczegélnie wazne lub przeznaczone
do zapamigtania: nowe siowa lub symbole, definicje, twierdzenia, reguiy
algorytmiczne, wzory aslgebraiczne itp, Wyrdznia sig wigc to, co z jednej
struny stanowil ostateczny i do pewnego stopnia sformalizowany rezultat
precy matematyka (ukazanej w teksécie podrecznika lub nie), z drugiej za$
strony nadaje sig do bezposredniego zastosowenia w zadaniach, Te wyréz-
nione fragmenty sg bardzo cze¢sto uwazane, zaréwno przez uczniéw jak i
przez nauczycieli, za minimum wiadomos$ci, ktdédrego opanowanie jest wystar-
czajgce jako pozytywny efekt nauki, W ten sposéb tradycyjny podrgcznik
ktadzie nacisk na okreélons tradycyjnym programem wiedze matematyczna,
catkowicie lub w znacznej mierze przemilczajgc drogeg, na ktérej uczen do
niej dojdzie, podpowiadajac nawet niejako droge nakrdétsza - pamieciowe
opanowanie wyréznionych fragmentdw,

Ukazany obraz tradycyjnego podrecznika matematyki jest dodc¢ skrajny,
Od czaséw, gdy jedynym szkolnym podrecznikiem gemetrii byly "Elementy”
Euklidesa (w Anglii podobno jeszcze w XX wieku)ldokonano w podrecznikach
wiele dydaktycznie pozytywnych zmian, wprowadzono fragmenty, majece za
zadanie pobudzenie czytelnika do samodzielnych poszukiwer 1 rozumowan,
doczynne j lektury, jednakze przy zachowaniu tradycyjnej struktu-
ry.

Przyktad 1

Przedstawimy tu w skrécie rozdziat 4 podrgcznike /S e r v a i s
1969/16 zatytulowany®Ptaszczyzna, punkty i proste.

Podrozdzial 4.1. "Zbiory w geometrii plaskiej" jest pogladowym i lo-
kalnie-dedukcyjnym przygotowaniem do dalszej czes$ci, juz w ujeciu aksjo-
matycznym, Rozpoczyng sig on dialogowym opisem eksperymentéw rysunkowych:

1, ZBIORY PUNKTOW

Eksploracja
a) Wieez juz rézne rzeczy z geometrii, Przejdziemy je ponownie
przy pomocy rysunkéw,wykorzystujec przy tym wiadomosdci o zbiorach,

16 Odnosi sig do niego note ne s. 38,
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Poléz ewéj arkusz rysunkowy na p t a s k i e j powierzchni,

- Czy masz odpowlednie oléwki?

Zaznacz p un k t vy, ,

Ile mégibyd ich zaznaczyc?

- DuZo,szeszcza jezeli bgde je robil bardzo male,

- Co jest najdokladniejsze?

- Mate punkciki,

- Ale jezeli bedziesz je rysowal malehkie jak koniec_iglty, jak je
zobaczymy? . .

- Z trudem bgdzie je widac. , .

e« - Zeby dobrze widzie¢ punkty, bedziemy je zaznaczac doéc¢ duze, pa-
mietajec wcipez, 2e reprezentujg one punkty bardzo male, znajdujace sie
w 8rodku naszych kropek,.

- Wyobra% sobie, 2e wszystkie punktz twojego arkusza zostaly zazna-
czone, Czy arkusz zostel calkowicie wypeiniony?

- Tak, calkowicie.

-Plaszczyzna twojego rysunku j e s t zbioremn
punk¢tadw,

\

Dialog wkrétce sig koficzy, a tekst nabiera charakteru coraz bardziej
formalnego.
4. CZWOROKATY

Definicje
Niech a,b,c,d beda czterema punktami, takimli Ze zadne trzy sposréd

nich nie sa wspéiliniowe, Sunma
B4 Bd U U [
bokach
e [ . [T [
1t kolejnych wierzchotkaeach a, b, ¢, d.
Czworokat abcd jest réwnolegiobokiem wtedy 1 tylko wtedy, gdy pros-

jest czworoketem o

te
ab i «cd
bc 1 da

sg wzajemnie rozlaczne, gdyz jezeli bylyby one réwne, punkty a, b, ¢, d
bytyby wspé2liniowe 1 nie mogiyby by¢ wierzcholkemi czworokgta.

Podrozdzial 4.1, koriczy sig nastepujacym podsumowaniem,

- Wszystkiego tego,co bylo dotad, juz sig uczyled, Chcielibydmy tylko
to przypomniedé, ustalajac z tobe fakty geometryczne, ktdre wyrazilidmy i
zapisaliémy. Wtasnosci, jakie zauwazy{iémy, moga byC przedstawione w teo-
rii dedukcyjnej, ktéra rozpoczniemy w nastepujacym paragrafie, zajmujac
sig najpierw najprostsezymi z nich, Badanie wlasnosci wymagajacych wigksze-
go zasobu wiedzy odlozymy do wyZezych klas.

Poczatek podrozdzielu 4,2, to wstep, gdzie po oméwieniu zestosowan
geometrii w nauce i praktyce autorzy nastepujgco (w dwu zdaniach!)przygo-
towuje czytelnika do pierwszych aksjomatoéw.

W geometril ptaskiej rozwesza sig¢ dang plaszczyzng, ktéra jest zbio-
rem wszystkich punktéw i ktdéra zawiera wszystkie proste, o ktérych mowa.

Aby skonstruowec geometrig ptasks w sposéb dedukcyjny, przyjmiemy
za prawdziwe pewne aksjomaty dotyczace prostych, ktoére daja ptaszczyinie
struktureg.

. Po tym wstepie jest juz niemal ciyeto akademicki wykdad teorii, prze-
rywany jedynie metodologicznymi komentarzami, Oto kilke fragmentéw,



2, PIERWSZE AKSJOMATY GEOMETRII
Aks jomat G,

Istniejq punkty, ich zbiér jest plaszczyzne.

Plaszczyzng bedzieamy oznaczac przez i a punkty malymi literami a,
b, ¢,...3 zmienne punktowe to x, Y, Z,...

Aksjomat G, "

Kazda prosta jest podzbiorem wladciwym plaszczyzny.
Probloas T Tt neaenae
Czym moze byé czg$c wspédlna prostej A 1 prostej B8?
Na rysunku odpowiedZ jest widoczna: mozna miec, zaleznie od przy-

padku
[ ‘10

ANB = A 2°

A(‘\B-V{a} 3° AnB =9

h

<4

® /)

no

Co mozemy wydedukowaé z aksjomatéw?
1% Jezeli prosta A i prosta B zawieraja pare (a, b), mamy na podstawie
aksjomatu G4.

A B

2° Czy jest mozliwe, zeby proste A i B mialy jedyny punkt wspélny?
Niech A bedzie prosta. Na podstawie aksjomatu G3 nie jest ona pusta.
Oznaczmy przez a jeden z punktéw prostej A 1itd.

Podobny charakter ma podrozdziat 4.3 po$wiecony rownolegtosci. Roz-
dziat koficzy ustgp zatytulowany "Synteza 4% zawierajacy wszystkie aksjoma-
ty, definicje i twierdzenia. W tek$cie tym znalez¢ mozna szereg fragmentoéw
i szczegdidw redakcji, Swiadczacych o pewnym wysilku gutordéw w kierunku
aktywizacji czytelnika, Zastosowana na poczatku forma dialogu moze byé u-
wazana za wzorzec dla dialogu wewngtrznego i moze by¢ zacheta do samodziel-
nego przeksztalcania dalszego tekstu w taki wewngetrzny dialog, Jest to je-
dnak typowy dialog lekcyjny, gdzie pytanies stawia na ogéit nauczyciel, kté-
ry z kolei "styszy" tylko odpowiedzi wlasciwe, to jest takie, jakich ocze-
kuje, badz odpowiada sam. Nie jest to dialog prawdziwy, w ktérym zdarzaja
si¢ blgdne wypowiedzi, watpliwosci, spory itp. Dialog 6w jest wigc jedynie
dialogowa forn{ wykladu, nie zmieniajaca istotnie charakteru tekstu, Inny
moment o aktywizujacym charakterze stanowig problemy, (niekiedy nawet wy-
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réznione tekstem pdigrubym na wstepie fragmentéw rozumowar, Mialyby one
duze znaczenie, gdyby uczeA prébowst na nie odpowiedziec, zanim przystgpi
do kontynuowania lektury. Autorzy nie sugerujg jednak tekiego postepowa-
nia ani explicite, ani ukladem tekstu, problem najpewniej wigc odegre ro-
le daleko mniejsza: informacji o celu nastgpujacego po nim rozumowania.
(Nie podejmujemy tu ani merytorycznej ani szers{ej dydak!ycznej dyskusji
nad cytowanymi fragmentami), )

* Jak wspomniano,w podreczniku tradycyjnym zadania umieszcza sig na zs-
konczenie kazdego rozdzialu. Ma to istotne znaczenie dla ucznia, bowiem
wigkszoéé zadah podrecznikowych to ¢wiczenia na bezpodrednie zastosowa- -
nie jednej definicji lub twierdzenia, bad2 c¢wiczenia na zsstosowanie frag-
mentu teorii, Zadania te umieszczone s@, rzecz jasna, po tym rozdziale,
ktéry zawiera definicje i twierdzenia potrzebne do ich rozwigzania., Uczen,
ktéry wie z dodwiedczenia o tekim rozmieszczeniu zadan, znajduje sieg wigc
w sztucznie uproszczonej sytuacji: spos 6b rozwiazania mo2e przeciez zpa-
lez¢ w nie tak obszernym materiale jednego rozdzialu, Korzystajac wigc z
podrecznika tradycyjnego, uczefi niewiele bedzie mial okazji do samodziel-
nego rozwigzywania zadan-probleméw, bez 2adnej sugestii co do zakresu po-
jeé 1 twierdzen, ktére trzeba bedzie wykorzystad.

Ksigzka W, S e r vais 1w tym wzgledzie zawiera innowacje, neu-
tralizujaca do pewnego stopnia niektére niekorzystne aespekty tradycyjnej
struktury podrecznika, Rozdzial 20, zatytulowany “Zastosowania i zadania",
zawiera zbidr réinorodnych i interesujacych zadeh, nie przypisanych 2ad-
nemu z poprzednich rozdziaiéw. Pomimo tego, Ze zadanias sklasyfikowano tu
na "Zadania odnoszace sig do zbiordw i relacyj , “Zastosowania dzialan
numerycznych, zaatosowanie‘réwnaﬁ”,'“Syatem metryczny” i “Procenty 1 ka-
pitalizacja prosta”, wiele zadan wymaga od ucznia znacznej samodzielnosci
w znalezieniu sposobu rozwigzania, w licznych przypadkach - interesujacej
matematyzacji przedstawionej w zadaniu sytuacji. Zadania takie w dawnych
podrecznikach wystepowaly rzadko,

Nasuwa sig pytanie, jakle jest prawdziwe przeznaczenie tego typu pod-
recznike matematyki, traktowanego jeko $rodek nauczenia dzieci w wieku
11-12 lat? Czy jego autor, zwracajacy sig niekiedy wprost do czytelnika,
ma naprawde na my$li samodzielng prace matego ucznia? Na pytanie to trud-
no odpowiedzieé bez konsultacji autors. Z cala pewnoscig mozna jednak
stwierdzié¢, do czego podstawg daje setki opserwowanych'przez nas lekcji,
Ze w praktyce nsuczania prace ucznia z tekstem podrecznika, zaréwno w kla-
sie jak- i w domu, wystgpuje ogromnie rzadko., Podrecznik ten pelni wigc
przede wszystkim role podrecznika dla'nauciyciele i zbioru zadah dla ucz-
nia, Tej pierwszej takze nie wypelnia dobrze. Jak méwi G, W a 1l us i n -
ski (Manuélisation d’une réforme, =Cahiers pédagogiques”, 132, 1975), "aby
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byé w zgodzie z programem (a nawet szczegdlowymi instrukcjami, ktére ko-
misje ministerialna uwazaa za stosowne zrqdagowaé),'podrecznik musi ob-
jac wszystko, Wytwarza w ten sposéb u nauczyciela priekonanie, Zze przejécé
caty program znaczy to, czego wymagal inspektorat generalny: wszystko po-
wiedziec; a przeciez uczyé, to wybieraé, doprowadzic¢ do ujewnienia w réz-
norodnej postacl niektdrych istotnych idei", Podrecznik tradycyjny na tym
ézczeblu_nauczania nie tylko nie pomege realizacji po nowemu pojmowanych
celéw ksztalcenia, ale - byé moze - jest w niej nawet przeszkoda. Miejsce
jego miel zajaé podrecznik o zupeinie odmiennej strukturze,.
Przykztad 2., Inny rodzaj podrecznika typowo tradycyjnego,
akademickiego stanowi opracowany pod kierunkiem A,I. Ma r k us z e wi-
c z a /1970/ podrecznik dla klasy IV 10-letniej szkoly radzieckiej (zob.
Aneks 7). Nie realizuje on, jak podrecznik z poprzedniego przyktadu, am-
bitnej koncepcji matematycznej, niewiele jest tez sladéw poszukiwania przez
autordéw srodkdéw motywacji i aktywizacji czytelnika: pewna liczba zadan
mogacych zainteresowa¢ ucznia, zartobliwe ilustracje. Tekst pozwala sieg
domys$lac, 2e giéwnym celem przyjetym przez autoréw bylo szybkie i trwale
opanowanie przez uczniéw okredlonych programem umiejetnosci i wiedzy, Nie
sgdzimy, by ten podrecznik (poza tekstem zadan) mégt stuzyé samodzielnej
pracy uczniéw; nie wiadomo jednak, czy takie bylo zamierzenie autordw.

7.2. Tekst sterujgcy praca ucznia

7.2.1, Okreslenie to, pochodzace od Z, Krygowskieji7, stosuje sie do
specjalnej formy podrecznika, dla ktérej pierwowzorem byly francuskie,
“fiches de travail", Nie nalezy wigc ich myli¢ z bardzo réznorodnymi ma-
teriatami drukowanymi obecnie na $wiecie pod podobna nazwa: “worksheet",
"ArbeitsblEtter","robogie listki", "zeszyt cwiczen“., Jest wéréd nich wie-
le materiatéw p o m o c ni c zy c h towarzyszacych wlasciwemu podrecz-
nikowi, jak nasze zeszyty cwiczen dla klas poczatkowych, Tekst sterujacy
jest natomiast tekstem zasadniczym, stuzacym za podstawg pracy ucznia,

W przeciwienstwie do podrgcznika tradycyjnego, w ktérym dominuje p r z e~
k a z wiedzy, tekst sterujacy przede wszystkim o rganizugje ak-
t ywno 8 ¢ ucznia, steruje nia, wyreczajac do pewnego stopnia nauczy-
ciela. Przekaz w takim tekscie wystepuje w rozmaitych proporcjach, az do
catkowitego jego braku, nigdy jednak w przewadze.

W swej zasadniczej warstwie tekst sterujacy sklada sie wiec 7z pole-
cefd, pytan i zadan. Ta jego cecha oraz funkcjonowanie niejako w zasteg p-
stwie nauczyciela nasuwaja naturalne skojarzenie z tekstem programowanym,
Nie ulega watpliwoéci, ze znacznie od tej formy starsza metoda nauczania
programowanego wywarla silny wplyw na ideg i postac tekstéw sterujacych,

17 A .
Inna stosowana w literaturze nazwa.to "teksty semiprogramowane"
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Sa jednak pomiedzy tekstem programowanym i sterujacym giebokie réznice,
ktérych tu nie bgdziemy ezczegdiowo enalizowac¢™, ograniczajec sie do omée:
wienia tylko niektérych. ‘

Tekst sterujecy w ewym zalozeniu ma organizowaé autentyczng aktywnoéc
matematyczng ucznia, takze aktywnoéc poszukiwawcza, prowadzgce do formowa-
nia sig pojeé 1 odkrywania ich wtesnosci, (Zeiozenie tekie formuluje eig
m.in, w przedmowach do wielu podrgcznikéw tego'typu, np. /Bernard
1971/) .Tekst sterujacy dopuszcza wigc - ns co zwraca uwage Z, Kfygoweka
/1977p,8.80/ - “"sytuacje otwarte, ktére trudno byloby programowaé bezpoé-
rednio®, Tymczasem w metodzie nauczania progremowanego przewiduje sig na o-
g6t tylko realizacje bardzo prostych poleced i odpowiadanie ne bardzo ie-
twe pytania, a jedno i drugie sprowadza sig zszwyczaj do reprodukcji po-
danej bezpodrednio przedtem informacji; ma to niewiele wspdlnego z praw-
dziwe aktywnodcig matematycznea.

Tekst sterujacy jest podstawe pracy ucznia, jednakze nauczyciel okre-
$la sposéb jego wykorzystania., Moze to byé praca indywiduelna ucznidw, ale
takze praca w zespotach lub praca "rdéwnym frontem"™ z catlg klase.‘Nauczy-
ciel moze tez w dowolny sposéb przeplataé prace z tekstem innymi formami
lekcji: dyskusja, wzorcowym rozwipzaniem zadania na tablicy itp,-Tymcza-
sem nauczanie programowane jest metodg w zasadzie nie dopuszczajacg inwen-
cji nauczyciela; uczeh powinien pracowac¢ wediug programu i zgodnie z za-
taczong instrukcja.

Program zapewnia uczniowi mozliwoé¢é natychmiastowego jednoznacznego
sprawdzenia kazdej odpowiedzi, Stawia to uczacego eig@ od poczetku w sytue
acji sztucznej, niepodobnej do tej, jeka towarzyszy jakiejkolwiek pracy,
tym bardziej pracy twérczej. Mozna przewidywad, 2e powoduje to niekorzyst-
ne nawyki i postawy; m.in. zwalnia ucznia od obowiazkéw samodzielnego spraw-
dzenia odpowiedzi, a wigc i stalego poszukiwanis sposobéw sprawdzania -
tak waznego, o ogélnoksztaicacych walorach, celu nauczania matematyki. W
tekstach sterujacych nie me odpowiedzi na pytania ani rozwigzat zadai, w
kazdym razie w bezpodredniej formie,

Obok giebokich réznic, tekst sterujacy me z progremowanym wiele cech
wspélnych, przede wezystkim formalnych, Jednym z wynalazkéw nauczania pro-

gramowanego Pyly zadania polegajgce ne uzupelnieniu luki w tekécie, wplsae-
niuv stowa lub znaku w przygotowang ramke itp. Ten pomysi zostat w tekstach
sterujgcych bardzo rozwiniety, dajec poczgtek nieznanej dawniej, & bardzo
juz rozpowszechnionej formie zadan i cwiczen dla ucznia. Znaczna czeéc ze-
darn w wielu podrecznikach tego typu pole&g mianowicie na uzupeinianiu wol-
nych miejsc w tabelkach, okienkach réznych schematéw, czy wypowiedziach

is Zob,/Sznajder 1977/

92



pkredlaniu, dorysowywaniuig. Pozwala to na znaczne ograniczenie wykonywa-
nia przez ucznia wielu czynnoéci, z problemem matematycznym w matym stop-
niu zwigzanych, a absorbujecych jego uwege i pochltaniajgcych wiele czasu.
Bposdb ten umozliwia tekze niejednokrotnie znacznie krétsze 1 jasniejsze
dla ucznia formulowanie zadan, niz wypadioby to w formie werbalnej. Kréf-
kie “uzupeinij tabelgl” nalezaloby niejednokrotnie zastapié diugim i ze-
witym opisem warunkéw, dajecych sig natychmiast odczytac¢ z tej tabeli. Ta
forma zadaf, spreparowana dla celdw dydaktycznych i poza nimi niespotyka-
pa, stosowana w nadmiarze, moze jednask przyniedé brakil w wyksztalceniu,
’uk: nieumiejetnodé redagowania odpowiedzi i prowadzgcych do nich rozumo=
warh, semodzielnego konstruowania wyrazert symbolicznych itp. Wydaje sie,
ge niedopuszczenie do nich jest sprawa wladciwej organizacji nauczania i
goordynacji stosowanych metod oraz $rodkéw, .

Innym, formalnym aspektem tekstéw sterujgcych, wzorowanym najpewniej
na tekstach progremowanych, jest podziait tekstu na niewielkie fragmenty,z
ktérych kazdy zawiera na ogél informacje i polecenia prowadzace do okres-
lonej aktywnos$ci, oraz kilka zwiazanych z nia pytan, éwiczen i zadan., Jed-
nostka tematyczne zlozona jest z kilku, niekiedy wielu, takich fragmentéw,
w niektérych ujeciach wystepujacych kolejno, w innych -~ przeplatajgcych
ple. Podziat taki nie jest, jak w teksclie programowanym, integralng czes-
poiea metody; z tekstem sterujacym nie jest zréezta zwiazana Zzadna okreslo-
ne metoda czy forma nauczania,Na pewno jednak ulatwia on uczgcemu sig or-
genizacje wlesnej pracy 1 orientacje w jej posteple, nauczycielowi zad -
grientacje w pracy uczniéw i porozumiewaniu sig¢ z nimi odnoénie wynikéw
Qrsz trudnosci.

7.2.2. Wydawane w réznych krajach podrgczniki typu tekstéw steruja-
oych, mimo omdéwionych tu cech wspélnych, réznig sie od siebie dosdc znacz-
nie.Oméwimy cztery serie takich podrecznikéw dle klas ponadpoczatkowych,
ktére wybrane zostaty jako najlepsze sposrdd dostgpnych, kazda za$ posia-
de odrebny charakter. Pozwoli to na ukazanie szerokich mozliwos$ci 1 per-
spektywy dalezego rozwoju tej formy ksiazki dla ucznia. Ze wzgledu na
przedmiot rozprawy, skupimy uwage na pierwszych poﬂrecznikéch kazdej serii,
przeznaczonych dla pierwszej klasy ponadpoczatkowej, ograniczajac uwagi
ne temat catej serii tylko do uwag niezbednych dla naszych celéw.

Przyktadil/Bernard 1971/.

Jest to typowy komplet "fiches de travail®: pojedyncze kartki forma-
tu A4, z ktérych kazds ma numer i tytul, zilgczone grzbietem klejonym w
taki sposéB, 2e kazda moze zostaé bez trudu oddzielona. Te szczegély nie

-

19 Bedg to wyniki krétszych lub dluzézych rozumowarn; w tekécie pro-
gramowanym - czynnosci nie wymagajace czesto 2adnego rozumowania.
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pozostaja bez znaczenie dla sposobu postugiwania si¢ podrecznikiem, Ucz-
niowie moga bowiem wyjmowaé poszczegélne kartki i wpinaé je do skoroszytu
pomigedzy czyste kartki papieru., Cze$¢ zadar wykonuje wprost na kartce dru-
kowanej{ czgdéé zaé catkowicie lub czedciowo ne czystym paplerze.

Material rzeczowy jest podzielony na tematy, realizowane w jednej
lub kilku kolejnych kartkach. Spis tresci ujawnia pogrupowanie tematoéw:

Zbiory - relacje (kartki 1-22), Liczby naturalne (kartki 23-30),
Dziatania (kartki 31-49), Geometria (kartki 50-62), Relacje (kartki 63-64),
Miara (kartki 65-77), Relacje numeryczne (kartki 78-82), Miara (kartki
83-85), Relacje numeryczne (kartka 86), Liczby caitkowite wzgledne (kartki
87-96).

W kazdej z tych grup dokonano jeszcze jednego podzialu przy pomocy
liczebnikéw znajdujacych sig w zywej paginie kartek; np., pierwsza grupe
podzielono w ten sposéb ne cztery czesci. Jest to ukled podobny do tego,
jaki wystepuje w podrecznikach tradycyjnych, Powielanie niektérych dzia-
¥6w nie ma nic wspélnego z nauczaniem spiralnym: kazdorazowo wystegpuje tu
zupelnie nowa tematyka, Przeplatanie réznych dziatéw spotyka sig za$ tak-
ze w podrecznikach dawnego typu.

Dla ukazania charakteru tekstu w Aneksie 4(3.135)prezentujemy fragmen-
ty kartek obejmujacych grupe tematéw: "Relacje numeryczne", Idea dydaktycz-
na jest tu bardzo wyraZna : zredukowaé¢ do minimum przekaz informacji w tek-
écie i odbiér informacji w procesie uczenia sig, ksztalcenie pojeé oprzeé
na samodzielnej, choc¢ sterowanej, konstrukcji przyktadéw przez ucznia.
Niestety, realizacja tej idei w tym i w wielu innych tekstach sterujacych
budzi powazne watpliwosci. Zwréémy uwage na nejistotniejsze wady tego uje-
cia,

1) Mimo 2e definicja odwzorowania liniowego jest sformulowana cai-
kiem ogdlnie (éwiczenie 6 w "Przykladach odwzorowan liniowych"), uczed
jest stale kierowany na wycigganie ogdélnego wniosku na podstawie pordéwna-~
nia kilku przypadkéw szczegdlnych, Nie znajdujemy najmniejszej nawet su-
gestii w kierunku rozumowania ogdlnego,- choéby na wpél intuicyjnego, opar-
tego ne paradygmatycznym przykladzie.

2) Cwiczenis nie stanowia ciagu zblizajacego ucznia stopniowo do po-
jecia; przeciwnie, maja charekter oderwany i trzeba watpicé, czy uczen bez
interwencji ze strony nauczyciela dostrzeze laczace je pojecie odwzorowa-
nia liniowego. Na addytywnosc¢ jako szczegélna wiasnoéc odwzorowania zwra-
ca sig uwage tylko w ¢éwiczeniu 1 "Przykladéw ..."., Dalsze przykiady, to
juz tylko s t o s owa nie addytywnosci, bez sprawdzenia, czy charak-
ter odwzorowania na to pozwala, a takze bez zasygnalizowania chociazby,
ze stosuje sie te samg wlasnosc, ktéra przedstawiono w éwiczeniu 1. Uczenh
najpewnfej nie dostrzeze nawet, Ze stosuje catkiem niebanalng wlasnosé
funkcji numerycznej, gdyz jedyny kontrprzyklad pojewia si¢ dopiero w ¢wi-
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czeniu 6 1 w formie malo etrakcyjnej (pytanie "Czy te odwzorowania sa li-
niowe?" pozwala przewidywac¢ odpowiedZ negatywna, ktéra zatem nie bedzie
dla ucznie zaskakujgca). Niespéjnoéé przykladéw podkredlaCwiczenie 7 ;
opisane tu operacje majg dos¢ odlegly zwigzek z addytywnoscig odwzorowa-
nia liniowego. .

3) Dydektycznie poprawna droga do nowego pojecia poprzez przykiady,
to wyodrgbnienie i scharakteryzowanie przez ucznia tych przykladéw, kté-
re wchodza w jego zakres spodréd wielu réznorodnych sytuacji, zawieraja-
cych tskze kontrprzykltedy. Drogi takiej uczedi,eterowany tym tekstem, nie
przechodzi. Rozwiazuje kolejno podobne do siebile (pod wzgledem matematycz—
nej struktury) zadania, by w przewidzianym momencie poprostu dowiedzied
sig z czym mial caly czas do czynienia,

Speinienie wezystkich postulatéw formulowanych wspélczednie wobec
neuczania matematyki nie jest tatwe, nawet w Zywym nauczaniu, tym bardziegy
w drukowanym tekécie, majacym sterowaC procesem uczenia sig, Nie wydaje
si¢ jednak, aby autorzy tego podrecznika w ogdle postawili -sobie takie
zadanie. Koncentrujac sig¢ na nowej, atrakcyjnej i posiadajaecej niewatplii=
wie duze zalety dydaktyczne formie tekstu, poprzestali na realizacji w
nim najprostszych, latwo sprawdzalnych celéw nauczania: opanowania przezz
uczniéw algorytmicznych sposobéw postgpowania w okredlonych sytuacjach.
Wede te posiada wiele innych podrgcznikéw tego typu, m.in. cytowane juz:
wczesniej podreczniki E.G e 1 1 o n.

Manualne czynnosci pracujacego z tym tekstem ucznia sprowadzaja sige
w wigkszoéci do wypeilniania cyframi lub symbolami wskazanych miejsc teke
stu lub rysunku, Niekiedy jednak uczeh powinien napisaé diuzsza wypowiedfZ
stowng (np. w éwiczeniu 1, "Analizy odwzorowania liniowego“). Ma to oczys~
widcie zaletg: uczenl przyzwyczaja sig do formulowania swych mysli i redas=-
gowania wypowiedzi na pidmie.Czy jednak wysitekucznia bedzie owocny, jezeilld
- co jest bardzo prawdopodobne - liczne bledne wnioski, uzasadnienia itp..
nie pozostang skorygowane? Obserwowano liczne lekcje matematyki zorganizom-
wane jako semodzielna praca ucznidéw z tekstem sterujacym, gdzie wielu ucz-
nidéw nie tylko biednie formuiowalo wnioski, ale =zupeinie biednie wykony—
wato polecenia zawarte w teksécie i blednie rozwigzywalo zadania, co nie
byto zauwazone przez kierujacego praca -nauczyciela, Budzi to watpliwod—
ci co do situsznodci stosowania takiej formy nauczania, Jest to jednak za-
gadnienie wykraczajace poza temat tej pracy.

- »

Przyktad 2/Hayen 1976/

Podrgczniki te formatem, oprawa, technika druku, ani szata graficz-
na nie réznig sig¢ w sposéb zauwazalny od tradycyjnych podrecznikéw szkol-
nych, Nawet prZekartkowanie ksiazki nie pozwala w niej dostrzec zadnego
nowatorstwa, gdyz brak tu miejsc ﬁustych do wypeinienis przez ucznia, tak
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charakterystycznych dle *fiches de travail®, Ich sterujacy charakter u-
jawnia dopieEo eam tokst, Ksiazki sa wydans bardzo starannie i atrakcyj-
nie, zawieraja barwne ilustracje; nejwidocznie] sg@ przeznaczone do wielo-
krotnego wykorzystania, Tekie zatozenie ausiaio w pewns] mierze okreslic
charakter polecert dla ucznia. Jezeli bowien wszelkie teksty, rysunki 1
tabelki, ktére ma uzupeinié, uczeh musi nejpierw przeryeowac lub przepi-
sa¢ w zeszycie (to polecenie otrzymuje w kazdym takim przypadku), tego
typu zadania nie moga byé zbyt liczne, a fragmenty przeznaczone do sko-
pioweania w zeszycie - zbytnio rozbudowane. Sterowana takim tekstea praca
ucznie w swym zewngtrznym wyrazie bedzie wigc z koniecznosci miala charek-
ter zupelnie “tradycyjny" i - naturalny: bedzie polegals na pisaniu, ry-
sowaniu i wykonywaniu ré2nych czyﬁnoéci z uzyciem wskazanych materisildéw.
Posiada to oczywidcie wady, ale tez wiele zalet; sprawa te poruszana by-
la w ogélnej charakterystyce tekstéw sterujacych.

Opiszemy doktadniej podrecznik Gamma 5, Mathematik Grundband fOr
Orientierungsstufen, Gesamtschulen und Realschulen. Zawiera on osiem roz-
dziatéw, z ktérych kazdy podzielony jest na podrozdzialy (od 6 do 13).
Précz tego na korficu podrecznika umieszczono indeks alfabetyczny termindw
oraz wykaez symboli z podaniem ich znaczenia - dodatkowe atrybuty- podrgcz-
nika typu "naukowego®,

Oto tytuly rozdziaidw:

1, Liczenie i rachowanie, II Przedstawienie liczb, III 2ginanie i ryso-
wanie , IV Mierzenie wielkodci, V Réwnania i nierdwnosci, V Figury syme-
tryczne, VII Mierzenie zawartosci, VIII Wiasnodci dzialefi,

Jest to na pozdr tradycyjnie stosowany ukiaed tresdci, gdzie kazdy te-
mat zostal opracowsny w sposdb zwarty i wyczerpujgcy, zaé geometria, dla
urozmaicenia, przeplatasi¢ zarytmetyke 1 algebra. Jednak wniknigcie w
tresc poszczegdlnych rozdziatéw ujawnia, 2e ujecie to umozliwia stopniowe
i rozciggniete w czasie keztaltowanie niektérych pojeé. Rozdziat I - to
erytmetykes “pojeciowa”, gdzie wszelkie rachunki i rozumowenia oparte sa
ne modelach geometrycznych 1 innychs O formalnym aspekcie arytmetyki, a
wigc sposobach zapisywania liczb i zwiazanych z nimi algorytmach poréwny-
wania liczb i wykonywania dziatan méwi sie dopiero w rozdziale II. W obu
pierwszych rozdziatach sformulowania dgélne sg czysto werbalne (bez uzy-
cia zmiennych); przy tym wyraznie unika sig tu sformulowarn o zawilej struk
turze, W rozdziale V wprowadza sig explicite pojecia zmiennej (jako miej-
sca pustego), termu i formy zdaniowej, ktére w rozdziale VIII bgda'uzyte
w sformulowaniu prew dziatan. Tek wiec np. prawa dzialan, ktére w rozdzia-
le I sg sygnalizowane w ¢wiczeniach réchunkowych, a nastegpnie nieformalnie
stosowane przezucznia przy rozwigzywaniu rdéwnah i1 nieréwnosci, ostatecznie
formutuje si@ na samym koricu kursu, Jest to wiec uktad dyktowany nie prze-



de wszystkim loglczna strukturg materiatu, jak bylo na ogét w dewnych pod-
recznikach matematyki dla szkoly éredniej, lecz wzgledami dydaktycznymi,
dostosowany do wspéiczesnej wiedzy o drogach rozwoju mydlenia matematycz-
nego ucznia, .

Wigkszodéé rozdzieldéw (poza "geometrycznymi®: III, IV i VI) koficzy sie
paragrafem “Zadania rézne"”, Kazdy taki paragraf zawlera zadania o tresci
abstrakcyjnej lub konkretnej na zastosowanie wiadomod$ci i umiejetnoéci ob-
jetych danym rozdziatem, Ani tu ani gdziekolwiek indziej w tym podreczni-
ku nie znajdujemy problemdéw, pod wzgledem trudnosci przystosowanych do moz-
liwosci ucznia, ale nie zwigzanych bardziej lub mniej wyraznie z okresdlo-
nym zakresem materiatu. Niemniej, wsrdéd "zadad réznych” jest wiele nieba-
nalnych, dobieranych i formutowanych z widoczna troskg o ich aspekt motywa-
cyjny. Se tu zadania o tres$ci praktycznej, $cidle zwiazanej z zyciem co-
dziennym mieszkaricéw miasta w RFN. Sg tez zadania-zagadki oparte na po-
zornym paradoksie, wymagajace odkrycia i wyjas$nienia bigduw rozumowaniu,

Doktadniejsze oméwienie rozdziaiu V zatytulowanego "Réwnania i nierdw-
nosci" zawiera Aneks 5.

W podrecznikach sprzed reformy jedyna forma uwzglednienis réznic in-
dywidualnych pomigdzy uczniami-czytelnikami bylo wyrdéznienie np, gwiazdka
zadah trudniejszych, niekiedy z okreéleniem stopnia trudnosdci, a takze
wtaczenie do podrecznika materiazu "nieobowiaikowego", badZ wykraczajacego
poza program, badZ stanowiacego pogiebienie wiadomosci, uznane przez auto-
ra za zbyt trudne dla przecigetnego ucznia, Odzwierciedlala ona zwiazany z
cata éwczesna koncepcja  nauczania matematyki podzial ucznidw na niezdolnych,
przecigtnie zdolnych i szczegdlnie uzdolnionych matematycznie. Z géry re-
zygnujac z nauczenia czegokolwiek ucznidéw niezdolnych, przeznaczano podrecz-
nik giéwnie dla ucznidw “"przecietnie zdolnych", zapewniajac im przede
wszystkim odpowiedni zaséb éwiczen sprawnosdciowych, stuzacych opanowaniu
wskazanych przez program umiejetnosci. Niemal wszystko, co interesujace
i wymagajace samodzielnego my$lenia, bylo dostegpne. jedynie uczniom "szcze-
gélnie zdolnym". .

Wspdiczesna koncepcja nauczania matematyki, traktujgca to nauczanie
jako systematyczny rozwéj okreslonego typu my$lenia i operowania podstawo-
wymi pojeciami matematycznymi u wszystkich ucznidéw, w miarg ich indywidu-
alnych uwarunkowarn psychicznych, zmusza do catkowitego zarzucenia tego
tradycyjnego podzialu oraz jego uzewngetrznienia w podreczniku,

Autorzy seril Gamma wprowadzili zupeinie inne rozréznienie tekstu,
dla ktérego podstawa sa nie rdéznice "zdolnodci®, ale - jak sig zdaje -
gidéwnie réznice zainteresowan i rytmu pracy. Wprowadzono mianowicie naste-
pujgce znaki rozrdznienia:
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5 material podstawowy
‘6 I rozszerzenie
t7 1I rozszerzenie

zadanie czes$ciowe w ramach rozszerzenia
material dodatkowy podstawowy
°@) material dodatkowy I rozszerzeniea
97 material dodatkowy II rozszerzenia, ¢ )

. Niestety, autorzy nie wyjaséniajg blizej zased stosowania tej symboli-
ki, a tekst réwnieznie pozwala na jej peine rozszyfrowanie. Zastosowanie
tej symboliki zilustrujemy przykiadami.

W cytowanym wyzej paragrafie 8 rozdziaiu V zadania 4 c)i d) nalezs
do "I rozszerzenia". Mozns by sig domys$laé, 2e nieréwnodci z mnozeniem
wykraczaja tu poza standardowg wiedzg ucznia. Jednak przeczy temu zadanie
5 a), nalezace do "materialu podstawowego“, TakZe zadanie 16 nalezy do
"I rozszerzenia®”, ale‘'zadanie 17 do "materialu podstawowego®™. Rozdzial ten
nie zawiera zupelnie "materiaiu dodatkowego®, Ta ostastnie kategoria lepiej
na ogét daje sig dopasowa¢ do odpowiednich zadan. Trudno jednak zrozumiec,
dlaczego dwe zadania paragrafu "Zbiory wynikéw"™ uznano za "materiai dodat-
kowy I rozszerzenis”, gdy brak tu"l rozszerzenia"™ w "materiale podstawowym?

By¢ moze pierwotny zamysl nie zostal konsekwentnis zrealizowany, Jed-
nak sama idea rozréznier wielowymiarowych (tu - dwuwymiarowych) wydaje sig
uzyteczna. Powody, dla ktérych uczeh moze potrzebowac dodatkowych zadan
lub informacji, sg rézne, Powodem moze by¢ rozbudzone zainteresowanie i wy-
wolana nim ched rozszerzenia lub poglebienia wiadomodci, zastosowania po-
siadanych wiadomosci w nowego typu sytuacjach itp, Wéwczas odgailezienie
zasadniczego tekstu powinno mied charakter "rozezerzenia™. Powodem moze
by¢ jednak takze niedostateczne zrozumienie pojecia czy wiasnosci, niepel-
ne ich wyabstrahowanie z podstawowych przyktadéw, niewystarczajace opanowa-
nie nowego elgorytmu itp, W tym przypadku pozadane odgelgzienie, to "mate-
riatl dodatkowy", rozszerzajecy zasadniczy tekst raczej ilodciowo niz jakos-
ciowo. Decyzja (ucznis lub nauczyciela), czy nalezy kontynuowaé lekture
tekstu zasadniczego, czy tez wejs¢ na jedno z jego odgatezieh, i na ktére,
bytaby tu w zalozeniu nie funkcja staiych (przynasjmniej w’ pewnym okresie)
predyspozycji ucznia, ale funkcja jégo sktualnej i zmiennej potrzeby, Ta-
kie rozréznienie zaspokejatoby (w stopniu, w jakim to jest w ogéle mozli-
we) potrzeby uczniéw szczegdlnie uzdolnionych, ale takze tych mniej bys-
trych, zapewniajac im prawidiowy rozwéj metematyczny, nie dopuszczajac do
frustracji spowodowanej niezrozumieniem., Rzecz jasna, prawilidiowa, dydaktyc:
nie skuteczna realizacja takiej teorétycznej koncepcji jest bardzo trudna,
wymaga wielu lat eksperymentéw i pracy nad tekstem, Préby wprowadzania roz
galezierh w tekstach sterujacych sa, jak dotad, podejmowane w $wiecie jedy-
nie sporadycznie, Jedng z nich zawiera cytowana wyzej rozprawa doktorska
M. Sznejder,
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Przyktad 3/Paling 1971/ (zob. Aneks 6).

Wediug informacji na odwrocie strony tytulowej “"seria ta ma zapewnid
materiat dla S-letniego kursu. Ksiazki nr 1, 2 1 3 wraz z Zeszytami pracy
dla kezdej z nich zawieraja material dla pierwszych trzech lat. Ksiazka
nr 4 i Zeszyt pracy 4, wraz z dwunastoma lub wigcej kéiatkami tematyczny~
mi (Topic books) dostarcza pracy w czwartym i piatym roku”,

Wynika sted, ze integralna czes¢ tego kompletu stanowia, précz czte:-
rech podrecznikéw,"ksiazki tematyczne” - niewielkie momotematyczne broszu--
ry popularnonaukowe, Nie bedziemy ich tu analizowac¢, gdyz przeznaczone s:a
dla wyZszego poziomu nauczania, Trzeba jednak podkreslié, ze jest to bar--
dzo interesujaca i warta szerszego wyprdébowania forma zréznicowania lek-
tury matematycznej ucznia, umozliwiajgca jego kontakt z niemal autentycz--
na ksiagzka naukowa, & wigc zaoewniajgca, jak Zadne inna, jego przygotowa. -
nie do pracy samoksztaiceniowej,

Przypomnienia wymaga fakt, ze - inaczej niz w wielu innych krajach
europejskich - szkole s$rednig w Anglii rozpoczyna uczen w 11 (a nie 10)rro-
ku zycia, po 6 (a nie 5 lub 4) latach nauki w szkotach nizszego szczeblaa.
Warto o tym pamietac przy omawianiu zakresu materiaiu i sposobu jego ujje-
cia, przeznaczonego - jak nalezy przypuszcza¢ - dla masowych “modern schraols?

Nieliniowg, zlozona strukture ksigzek nr 1, 2 i 3 ujawnia juz spis
tresci. Nie tylko bowiem poszczegdlne tematy nie sa zamkniete w utozonycch
kolejno rozdziatach, ale powracaja'wielokrotnie, niektére we wszystkich
trzech ksigzkach: sa one niejednokrotnie tak splecione z soba, ze spis ttres-
ci nie wskazuje‘okreélonych ustgpéw lecz "obszary" podrecznika, w ktérycch
dany temat wystepuje. Na przykitad "Systemy numeracji" znajdziemy na strco-
nach: 43-47 ksiazki 1, 13-15, 16, 26-30, 32-33, 46, 69-72, 105 ksiazki :2
i 9-16, 19, 34, 51, 83 ksigazki 3,a wiec lacznie w 14 “"obszarach", Ale rna
strony 19-20 spis tresci w ksiazce 3 wskazuje nie tylko pod hasitem "Systte-
my numeracji", ale takze pod hasitami "Dziatania", "Narzedzia rachunkowe""
oraz (strone 12) "Uzycie nawiasoéw", Te cechy spisu tresci odzwierciedlas-
ja oryginalna budowe podrecznika, a nie tylko - jak mozna by przypuszcza.:
- samego spisu tresci.

Gidwne tematy, przewijajace sig na ogét we wszystkich trzech ksiaz-
kach, to "Liczby i dziatania", "Figury", "Miary", "Wykresy i statystyka"..
Czytelnika nawykiego do tradycji wywodzacej sie z “"kontynentu" uderza tu
brak nawet $laddéw systematyzacji materiaiu opartej na ujeciu dedukcyjnyn-.
Kazda sytuacja jest analizowana przy uzyciu roéznorodnych srodkéw matema~
tycznych, wprowadzanych zreszta na ogdél catkowicie intuicyjnie, bez jakiep-
kolwiek formalizacji, chocby w postaci definicji, podporzadkowanych jedy-
nie praktycznym kymogom sytuacji i wzgledom dydaktycznym.

Niezaleznie od tytuldéw rzeczowych, w tekdcie sa cztery rodzaje tytu-
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16w, ktére mozna by nazwaé dydaktycznymi, a ktére uprzedzajg czytelnika

o charakterze pracy:1) "Temat do rozmowy" (w ksigzkach 1 i 2) oraz "Do
dyskusji* (w ksiezce 3), 2) "Cwiczenia”, 3) "Przeglad wiadomosci" (Review),
4) "Aktywnodé” (Activity). “Tematy do rozmowy" i "Do dyskusji" - to se-
ria informacji, poleceh i pytan, wprowadzajaca nowe pojecie, metode, al-
gorytm itp. Po niej nastegpuja z reguty 'Cwiczegia“, begdace bgdz Zatwynmi
zadaniami na zastosowasnie przede wszystkim dopiero co zdobytych wiadomos-
ci} badZ dalszymi przykiadami ilustrujgcymi pojecie czy utatwiajecymi je-
go wyabstrahowanie itp. W pordéwnaniu z “Tematem do rozmowy", ktéry ma 2z
reguly charakter otwartego problemu, "Cwiczenie™ sa zadaniami raczej spraw
nosciowymi, przy wykonaniu ktdérych uczer korzysta niekiedy z gotowych ry-
sunkéw, schematéw itp, z "Zeszytu pracy”.

"Aktywnoéci” stanowia najbardziej oryginalng, niespotykang gdzie in-
dziej formg., Maja one bardzo niejednorodny charakter., W wigkszo$ci polega-
ja na wykonywaniu praktycznych pomiaréw lub obserwacji, se jednak 1 inne,
o charakterze bardziej teoretycznym (Aktywnos$é 4). Kazda wymaga od ucznia
pewnego wysitku, czasem jednak bedzle to tylko wysilek fizyczny (Aktywnosé
10), kiedy indziej prawdziwy wysilek umystowy prowadzacy do wynalezienia
metody wykonania zadania (Aktywno$é 2, S, 7, 9). Rzecz jasna, realizacja
tych aktywnosdci nie jest obowigzkowa i uczniowie beda je dobieraé wedilug
wtasnych zainteresowaf,

Podobnie jak w przypadku serii Gamma , uczern nie pisze ani nie ry-
suje niczego w podreczniku, Tabelki do wypeinienia, teksty do uzupeinie-
nia itp. przepisuje najpierw w zeszycie, Niektére zadania wykonywane sa
w dotaczonym do kazdej ksigzki Zeszycie pracy. Zeszyt nie zawiera jednak
zadah ani zadnych innych teksto., jedynie materialy: rysunki, tabele, kon-
tury do wycigcia i sklejenia itp. Jest wykonany najprostsza technika na
tanim papierze, gdyz uzyty bedzie tylko jednorazowo, gdy podrecznik stuzyc
bgdzie w ciggu kilku lat, )

Podregczniki nie zawieraja rozwiazan Zzadnych zadan. Do kompletu nale-
23 jednak takze wydane osobno dla kazdej ksigzki zeszyty odpowieédzi. Za-
wieraja one tylko odpowiedzi dajace sig sformutowac jednoznacznie oraz re-
alizacje jednoznacznych poleceri, nadajace sie do przedsfawienia w druku,
Opracowano je tak sumiennie, Ze nawet dla zadania 1 z cytowanego w Aneksie
"przegladu wiadomo$ci” znajdujemy”odpowiedZ™ w postacl rysunku czterech
odcinkéw odpowiedniej diugosci. Nie wiadomo, czy.zeszyty odpowiedzi prze-
zmaczore sa dla ucznia, czy tez (to przypuszczenie wydaje sie bardziej praw-
dopodobne) posiada je tylko nauczyciel,

Na koniec warto podkres$lié, ze prezentowane w tych ksiazkach podejs-
cle - adedukcyjne - jest bardzo silnie zorientowane na ujawnianie zwigzkéw
matematyki (pojmowanej naiwnie i intuicyjnie) ze $rodowiskier i praktycz-
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ng dziatalnoscia cztowiska, W ksiazce 1 sa na przyklad cale oddzielne uste-
Py, poswigcone produkcji i dystrybucji mleka i pieczywa. W tym ostatnim
“tematu do rozmowy" dostarczaja nastgpujgce pytania:

Z czego robi sie¢ make?
Gdzie jest najblizszy miyn?
Skad pochodzi pszenica? ZnajdZz te miejsca na mapie.

Za$ wsréd cwiczen znajdujemy i takie:

Znajdz w ksigzce kucharskiej, jakie skiadniki sa potrzebne do wyrobu
nalednikéw,

Zapisz ilos$ci skladnikéw potrzebnych na podwéjng iloéé nalednikéw.
Znajdz tgczny koszt tych skiadnikéw,

Podejécie to, niewgtpliwie dostgpne dla wszystkich uczniéw, przy tym
silnie motywujace i aktywizujace, ma niezeprzeczalne walory pedagogiczne.
Mozna mu jednak postewic¢ zasadniczy zarzut: zupeinie nie uczy rozumowan
ogdlnych typu matematycznego, a wigc nie odpowiada scharakteryzowanej w
4,1 koncepcji prematematyki, Ani takich rozumowarn, ani Zzadnych pytah na-
prowadzajacych nie znajdujemy bowiem nawet w ksigazce 4, Jednakze dla oséb
uznajacych, ze w ksztatceniu masowym jest to zbedne, a i tak dla czesci
uczniéw niedostepne (pogladu tego nie podzielamy), zarzut ten upada, gdyz
uczniowie o uzdolnieniach ponad przecigtna sa przyjmowani do szkéi innego
typu, gdzie otrzymuja wyksztalcenie matematyczne na wyzszym poziomie. Byc¢
moze, takimi wiadnie wzgledami kieroweli sie autorzy tej serii.

Przykzad 4

Podreczniki wegierskie/"Munkalapok’” stanowia przykiad skrajny z pun-
ktu widzenia ilosciowego stosunku przekazu wiedzy do polecerr i zadan: brak
w nich warstwy informadyjnej (dysponujemy podrecznikami do klasy VI wiacz-
nie). Uczniowie nie posiadaja przy tym zadnej innej ksigzki, ktéra moglaby
peinié¢ role kompendium wiadomos$ci. Z drugiej jednak strony "Munkalapok",
to nie po prostu zbidr zadah, ale s e r i a zadah.i polecern stymulujacych
réznorakie aktywnodci ucznidw, posiadajgca ztozona strukture dydaktyczna,
stanowiaca wiec niewatpliwie rodzaj tekstu sﬁerujecego.(Fragmenty tych pod-
recznikéw prezentuja Aneksy 1 i 2, zas$ dydaktyczng strukture oméwiono na
wybranym przyklsdzie w rozdziale III), )

Podrecznik taki stawia wysokie wymagania nauczycielowl, ktéry musi
organizowaé¢ cata aktywno$¢ poznawcza uczniéw, lgcznie z formulowaniem o-
kreslerh odkrytych pojec¢, wystawianiem twierdzern, opisem algorytméw itp.,
nie mogac Pprzeé sig w tej bracy na podrecznikowych wzorcach, Bedzie to
dla niedos$wisdczonego nauczyciela niewagtpliwe utrudnienie pracy. Podregcz-~
nik taki nie daje tez podstawy do nauki rozumienis tekstu matematycznego.
Z drugiej jednak strony pamigta¢ trzeba, ze podrecznik, w ktérym brak tych
sformutowari, nie bedzie stwarzat okazji do przedwczesnego uczenia sie¢ ich
przez uczniéw, czesto blokujacego rozumienia., Podreczniki te wyprébowywane
byly dotychczas jedynie w czes$ci szkél wegierskich, przez odpowiednio przy-
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gotowanych nauczycieli. Nie jest jednak ogdlnie znana metodyka pracy z ni-
mi; nie wiadomo tez, czy prowadzone sa tam systematyczne badania nad for-
mami ich stosowania w hauczaniu lub efektywno$écia nauczania przy ich uzy-
ciu, Trudno wigec na razie odpowiedzieé, czy zalety tej wysoce oryginalnej
formy podrecznika dominuja nad wadami. Nasze dotychczasowe rozwazania upo-
wazniaja jednak do wysunigcia pewnych teoretycznych zastrzezeri. Otéz pod-
recznik taki moze stanowic podstawg nowoczesnega i peinowartosciowego na-
czarfia matematyki w klasach poczatkowych, gdzie panowac¢ powinna swobodna
aktywnos$é dzieci, nie oparta na le kturze formalnych tekstéw i niekoniecz-
nie prowadzaca do ich tworzenia i reprodukcji. Jednak juz pierwsza klasa
ponadpoczatkowa, w ktérej powinno nastepowac¢ stopniowe przestawianie sig
uczniow na myslenie bardziej ogélne i abstrakcyjne, a takze ich przyzwy-
czajanie sie do operowania jeiykiem coraz bardziej formalnym, wymaga pod-
recznika innego, a nie zachowujacego ten sam aformalny i wolny od przeka-
zu charakter, Tym bardziej dotyczy to klas wyzszych,

Krytyka ta nie umniejsza jednak wysokiej wartosci tej koncepcji pod-
recznika, Mozna sadzic¢, ze "Munkalapok" wywra na przyszle podreczniki dla
klas poczatkowych takze w innych krajach podobny wpiyw jak podreczniki
Papy ego wywarly na produkcje ksiazek dla szkcly sredniej.

7.3. Jezyk i forma graficzna podrecznika

Formalna strona podrecznikéw, doskonalona zardéwno koncepcyjnie jak i
technicznie od stuleci, doprowadzona zostalta do duzej perfekcji. Istnieje
dzié wiele nowych technik w zakresie skladu i druku, $rodkdw graficznych,
nowych mozliwosci operowania kolorem, ktére umiejetnie wykorzystane pozwa-
laja w duzej mierze ulatwic specyficzna,a przez to trudna lekturg tekstu
matematycznego, Wymienimy kilka z tych érodkdéw.

Tekst, zaréwno werbalny jak i symboliczny, bywa rozmieszczony na stro-
nie nie liniowo, ale tak, Ze tworzy pewna strukturg dwuwymiarowa, Dodatko-
wo niektére czesci takiego tekstu lgczy sig liniami lub strzatkami, wska-
zujacymi powiazania, czy po prostu rézne kierunki lektury, Najprostsza ta-
ka strukturg jest tabela prostokatna, stosowana juz dawniej (zob.cytat na
s. 33). Dstatnio obserwuje sie znacznie wieksza swobode w jej doborze,gtéw-
nie pod wplywem rewolucyjnych pod tym wzgledem ksiazek G. Papy ego.

W tekscie mozna dokonywac¢ wyréznien, ktorych réznorodnosc jest prak-
tycznie nieograniczona. Ustalenie niektérych konwencji dotyczacych wyrdz-
nien moze znacznie ulatwid czytelnikowi orientacje w tekdcie: pomdc odroz-
ni¢ nowy termin od poznanego wczesniej, definicje od twierdzenia, zmienna
od statej, ¢wiczenie od problemu itd.
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Szczegélnie cenna jest mozliwos$c wyrédznief zs pomoce koloru, Identycz-
nosc koloréw jest przez czytelnika zauwazana na pierwszy rzut oka wczes-
niej niz identycznodé ksztaltéw (np. liter czy rysunkéw). Umozliwia to
bardzo czytelne wigzanie z soba nawet odlegiych fragmentéw tekstu, a tak-
ze, co jeszcze istotniejsze, tekstu z rysunkiem, Mozliwe jest wiec na przy-
ktad réwnolegle definiowanie operacji, relacji itp. za pomoca rysunku /np.
z uzyciem strzatek), symbolicznie i werbalnie, bez koniecznodci umieszcza—
nia tekstu tuz przy odpowiednich czesciach rysunku, opisywania rysunku z
pomocg liter, czy ianch, dawniej stosowanych érodkéw, Wystarczy, aby po-
szczegblne fragmenty tekstu byly wydrukowane tym samym kolorem, co odpo-
wiadajgce im czedcl rysunku., Srodek ten jest wciaz jeszbze za mato stoso--
wany; prewdopodobnie jest on,z jednej strony, niedoceniany przei autoroéw,,
z drugiej za$ strony, nadal zbyt kosztowny.

Wszystkie te $rodki nadaja sig réwnie dobrze dla przekazu wiedzy,jahk
i dla przekazu poleceri, pytah i probleméw stuzacych aktywizacji matematyycz-
nej ucznia., Te ostatnig ich role trudno byloby przecenié. Im wigcej tru--
du musi ucze wlozy¢ w samo zrozumienie polecenia, pytania czy problemu,,
tym stabszq wykaze aktywnod¢ matematyczng. Podrecznik aktywizujacy wymagga
wigc wiasdciwego wykorzystania w maksymalnym stopniu wszelkich technik 1
$rodkéw poligraficznych utatwiajacych lekturg.

W niektdérych podrgcznikach, wydanych w okresie reformy, zaznacza siig
wyraznie tendencje do ograniczania tekstu na rzecz rysunkéw i réznego ro>-
dzaju schematdow, Wraz z jednoczesnym szerokim wprowadzeniem jezyka symboo-
licznego daje to w niektérych przypadkach efekt zaskakujacy (np. w podreicz-
nikach G. Papy’ego ): liczne strony, ,na ktérych zﬁajduje sie kilka wier—
9zy druku i jeden lub dwa duze, wyraziste rysunki. Tekstu jest stosunkowwm
niewiele takze w niektdrych podrecznikach semiprogramowanych {zob. Anekssy
1,2,4); tu jednak miejsce jego zajmuje material do pracy dla ucznia (ta-—
belki i inne schematy do wypeinienia, uzupelnienia itp.). Wielu sutoréw,,
ze swoboda, ktéra w tradycyjnych podrecznikach nie byla mozliwa, wykorzyss-
tuje tez rézne okazje do zastapienia rysunkiem (niekiedy humorystycznym))
informacji werbalnej (zob. Aneks 2, s.1D), Wszystko to tlumaczy sig nas-
tepujaco:

- od dawna stwierdzonym faktem, ze diuzszy tekst werbalny z zakresu
matematyki przedstawiony w pidmie jest dla wielu ucznidéw 10-11-12-letnicln
niedostgpny, a wiec nie nadaje sie¢ do skutecznego przekazu wiedzy, a tym
bardziej dla aktywizacji ucznia, r

‘- dazeniem do zmiany tradycyjnej roli podrecznika szkolnego: prze-
ksztatceniem go w ksigzke, ktérej czytelnikiem bedzie przede wszystkinm
uczef, .

Zaréwno wynalezienie zupeinie nowyéh graficznych $rodkéw wyrazu, jak
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i reduktja tekstu na rzecz tych s$rodkéw, maje w zamierzeniu autoréw uiat-
wié lekture, usprawnié prz-'-az zewartej w ksiazce informacji, a przez to
wzméc jej funkcje aktywizu "ca. Tendencje ta wydaje sig najzupeiniej situsz-
na: nowa forma podrecznikéw byla nie tylko charakterystycznym symptomem
reformy, ale w duzej mierze przyczyniia sieg do jej sukcesdw, Niemniej, jak
kazda tendencja, znalazla ona i zbyt gorliwych realizatoréw, takze wéréd
swych twércéw, M.in, w ksiazkach G. Papy’ego znéjdujemy i takie werbalno-
symboliczno-graficzne sformutowsnia, ktdérych rozszyfrowanie przedstawia
pewna trudnodc¢ nawet dla matematyka obeznanego z jezykiem tego eutora, a
co dopiero dla ucznia, Czy praca nad rozszyfrowaniem takiego sformutowania
ma istotna wartoéé ksztatcaca? Jakimi nalezy postuzyé sie $rodkami motywa-
cji, by ucznia nia dostatecznie zainteresowaé? Pytania te pozostawimy o~
twarte,

Duze zmiany, w poréwnaniu z podrecznikami tradycyjnymi, zauwaza sig
takze w stylu tekstu werbalnego podrecznikéw, Przede wszystkim uderza sto-
sowana obecnie niemal powszechnie druga osoba liczby pojedynczej, w miej-
sce dawniej uzywanych form bezosobowych, Poniewaz jednoczeénie autorzy 2z
nieco wigksza swobodg postugujg sie wyrazami i zwrotami potocznymi, stwa-
rza to u czytelnika klimat intymnego kontaktu z autorem ksiazki, w sposdéb
oczywisty sprzyjajacy odbiorowi informacji i przejéciu do dziatania. W miej-
sce dlugich, rozwinigtych i "okragiych” wypowiedzi czesto spotyka sig tez
krotkie, zwiezle zdania, zawierajace pojedyncze informacje, polecenia lub
pytania; kazde rozpoczynajace sie a linea, Zdecydowanie bardziej odpowiada
ta forma aktywizujacej funkcji ksigzki, ‘

Nastawienie na maksymalna aktywizacje ucznia, migdzy innymi poprzez
lekturg, nie jest rdéwnoznaczne z rezygnecjg z przekazu wiedzy za posred-
nictwem podrgcznika. Tendencja taka, niekiedy obserwowana (zob.np/M u n -
kalapok/), nie wydaje sig stuszna: przekaz wiedzy stanowi integralny
sktadnik kazdego nauczania, a podregcznik jest jednym z najlepiej nadaja-
cych sige do tej roli érodkéw nauczania. Totez dostrzega sig tez w podrecz-
nikach prdby poszukiwania nowych $rodkéw werbalnego przekazu, ulatwisja-
cych aktywny jego odbidér, Nie omawiamy tu takich od dawna stosowanych za-
biegéw, jak wtracone pytania, polecenia sprawdzenia przykladu itp.,Zapre-
zentujemy natomiast (zob. par.7.4.) formé dialogu, forme daﬁniej nieznana,
ktéra,by¢ moze, stanie sig w przyszlosci waznym rodzajem przekazu podrecz-
nikowego.

Bardzo rézne jest podejdcie autordw réznych podrecznikéw dla omawia-
nego poziomu do zakresu wprowadzanej w nich terminologii i symboliki ma-
tematycznej, Do pewnego stopnia podreczniki odzwierciedlaja tu tendencje
aktualnie panujace w pogladach na role terminologii i symboliki w naucza-
niu matematyki w ogdle, jednak, zwlaszcza ostatnio, wystepuje w tym wzgle-
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dzie znaczna rozbieznosé. W podrgcznikach dostosowanych do tradycyjnego
nauczania w szkole mas?wej, symbolikg ograniczano do niezbednych symboli
dziatan i relacji arytmetycznych i niewielu symboli geometrycznych, Préby,
poprzedzajgce pierwszg fale reform,wykazaly nieoczekiwana latwoéé uczniéw
w przyswajaniu biernym i czynnym wielu symboli matematycznych, Spowodowa-
2o to zachwyt naed mozliwoscig radykalnego "unsukowienia™ szkolnego jezyks
matematyki 1, w konsekwencji, wprowadzenie do niektérych podrecznikéw o-
gromne] liczby symboli i terminéw z zakresu logiki, nauki o zbiorach, aryt-
metyki, geometrii, algebry abstrakcyjnej, topologii, analizy 1 innych,

(Do pewnego stopnia widoczne to jest we fragmentach cytowanych w Aneksach
31 4), Podjgta w ostatnich latach krytyka tych reform zaatakowala i ten
aspekt "modernizacji™ nauczania. Prowadzone ostatnio badania (m.in, w
IREM w Strasbourgu) wykazaty bardzo powierzchowne,ayntaktyczneitylkorozu-
mienie symboliki przez uczniéw, ktdérzy operujac ‘nig poprawnie w sytuacjach
typowych (przez formalne nadladowanie wzorcéw), stwarzali pozory zadowala-
jacego jej rozumienia, Obserwacje takie spowodowaly juz pojawienie sig ten-
dencji przeciwnej: unikania symboliki na rzecz tekstu werbalnego,

Sadzic nalezy, ze prowadzona obecnie gleboka dyskusja nad ogélnymi
celami ksztalcenia matematycznego mas i jego programem pociagnie za soba
takze wyjasnienie roli symboliki matematycznej w tym ksztalceniu, a wiec
1 proporcji warstwy werbalnej i symbolicznej 'w podreczniku uczniowskim.

Inne jgzykowe aspekty podrecznika matematykl oméwiono takze w rozdzia-
le 1Iv,

7.4. Werbalna warstwa podrecznika

Dla realizacji funkcji samoksztaiceniowej podrecznika, tj. “"budzenia
1 rozwijania zdolnodci poznawczych czlowieka, jego zainteresowarn oraz po-
zytywnej motywacji w procesie uczenia sig” (W. O k o A , zob, s,B80), szcze-
gélnie na poziomie klas poczatkowych i pierwszej klasy ponadpoczatkowsj,
role réwnie istotng jek tres$é zdaje sie odgrywac forma tekstu werbslnego.
W niewielkim stopniu wplywa ona na zewnetrznag atrakcyjnoéé ksiazki, tatws
do uzyskania za pomoca réznych $rodkéw graficznych, decyduje natomiast o
prawdziwym efekcie lektury, a wié¢c realizacji celéw nauczania. Bezosobowa,
"sucha", maksymalnie zobiektywizowana forma tekstu podrecznikéw typu aka-
demickiego dostosowana byta do ich giéwnej funkcji - przekazu wiedzy goto-
wej do opanowania i stosowania, Usprawiedliwianie takiej formy tym, ze pod-
recznik stuzy do “"utrwalania i wykarnczania tego, co juz zostalo przezyte
i jako przezycie psychiczne istnieje /.../ w systemie personalnym ucznia”
(Mystakowsk i,zobh g79)jest na omawianym poziomie i w istniejgcym
systemie szkolnym pozbawione realnych podstaw, o czym méwilismy wczesdniej.
2 drugiej strony, jak pokazalismy w 7.1, latwo tekst podregcznika "ubarwic”
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réznymi wstawkemi, nie zmieniejgc przy tym istotnie jego przekazujgcego
charakteru, Konieczne jest wigc znalezienie takich form tekstu, ktére
umozliwialyby wyzwalanie u czytelnika aktywnoéci poszukiwawczej lub prze-
kazywaty (bo przekaz jest niezbgdny!) wzorce takisj aktywnodci, nie za$
jej gotowe produkty. .

O tym, 2e nie mozna polegac na spontanicznej aktywnodci poszukiwaw-
czej u czytelnika i trzeba ja stymulowaé przezu.nprowadzanie do tekstu érod-
kéW sktywizujgcych heurezg, wiedziesno ju: dewno. Ograniczano sie jednek
do pytah i polecen (a nawet, jek widzielidmy w przykladzie 1 na .87 catych
dialogéw) w tr gacanych do tekstu (czesto w nawiasach), a wiec
odgrywajacych jawnie drugorzedna role. To przypuszczelnie tiumaczy
czeéciowo ich niewielks skutecznodé: uczen, czytajac podrecznik, ne ogél
pomija wszystkie pytania: “"dlaczego?" Jeszcze istotniejszy wydaje sig jed-
nak brak w tradycyjnym, nawet udoskonalonym, tekécie wzorcéw autentycznej
aktywnodci poszukiwawcze].

Wystepowanie bardzo istotnej, glebokiej réznicy migdzy twérczosdcig
matematyczna, a jej ostatecznym produktem nie ulega watpliwosci dla zad-
nego matematyka. Rdéznica ta jest, by¢ moze, gilgbsza w matemetyce, gdzie
dedukcje jest jedyng akceptowana metoda argumentacji, niz w naukach en-
pirycznych, I byé moze, dlatego wlasdnie czesto empiryczne czy na grani-
cy empirii lezace postgpowanie matematyka w fazie prowadzonych badah jest
przezeh jaekby wstydliwie ukrywene, nie pozostawiajac newet dladu w osta-
tecznej relacji wynikéw tych badar, Nawet bowiem te ujecia, w ktérych "do-
chodzi" sie do twierdzed i dowodéw zemiast je wprost referowaé, prezentu-
j@ konstrukcje pseudoheurezy -dokonane ex post, a wigc wéwczas, gdy wias-
ciwa prace badawcze zostals zakoficzona, Posiadajg one duze znaczenie moty-
wujace dla czytelnika, dostarczajec mu satysfakcjl wepéltworzenie, nie
moge jednak stanowié wzorcédw dla eutentycznej precy poszukiwawczej.

Przedstewianie w tekscie podrecznika matemafyki przyktaddéw natural-
nego postepowania badawczego, zewiersjgcego hipotezy oparte na przyktadach,
rozwazanie szczegdlnych przypadkéw, élepe zautki, biedy,momenty emocjonalre
itp, nie ma wigc tradycji. Nie jest tez latwe, jezeli wzigé pod uwege for-
malne rygory, ktdérym podlega tekst podrecznika., Uwaza sig, ze tekst ten
nie powinien w niczym uchybiaé poprawnosci jezykowej (w sensie zgodnodci
z przyjetym standardem) i naukowej (w sensie terminologii i frazeologii).
Stosowanie sie do tych rygoréw przy prezentowaniu niepewnych lub biednych
hipotez, sformuloward tymczasowych, w dalszym ciggu poprewianych i uzupet-
nianych itp,, byloby rezgco niestosowne, zresztg nie zawsze mozliwe.

Srodkiem nie stosowanym dotad ne ‘szersza skale, ktéry - jak sadzimy
- stanie sig w przyszlodéci giéwng forma przekazu werbalnego w podreczni-
kach dle kilku najnizszych klas, sg wypowiedzl dzieci - rdéwiednikdw czy-
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telniks ksigzki, Sporedycznie formg te mozna spotka¢ w ostatnio wydawa-
nych podrecznikach, jednak w roli bardzo ograniczonej. Na przyktad w pod-
reczniku R o 1 1 e r a /1974/ wystepuje chlopiec (przedstawia go za kaz-
dym razem rysunek-karykatura), zwany Max Schlaumeier (Schleumeier znaczy
po niemiecku chytrus), wypowiadajacy serig twierdzen, z ktérych niektére
sa falszywe, Po zacytowaniu twierdzed Maxa sutorzy zwracajg sig¢ do czy-
telnika: "W ktdrych przypadkach Max ma racje? Czy moZzesz uzasadnic te
prawdziwe wypowiedzi? Jaek mozesz w pozostalych przypadkach, za pomocsg
przykladu, przekonaé Maxa, 2e si¢ myli?" Sekwencja ta powtarza sig w pod-
reczniku wielokrotnie, Autorzy posiuzyli sie tu wig: uczniem w jednym tyl-
ko celu: dla formuiowania zadah polegajacych na wykrywaniu twierdzeh fal-
szywych; zadarn tego typu, bardzo waznych dla wdrazania ucznidéw do aktyw-
nosci poszukiwawcze], nie bylo w podrecznikach tradycyjnych. W kubanskim
podreczniku Z, D i b a /1973/ rola takich wypowiedzi jest inna: dzieci za-
daeja pytania lub daja polecenia czytelnikowi, a takze objasniaja wykonywa-
ne czynnos$ci, rysunki, teksty symboliczne itp. Funkcje wypowiedzi bohate-~
réw podrecznika moga by¢ jednak daleko bardziej réznorodne:

1) najwazniejsza, bo najbardziej chyba rewolucjonizujaca tekst pod-
recznika, funkcja tego srodka, to udramatyzowana imitacja naturalnego pro-
cesu heurystycznego. Przyktad takiego “glodnego" zespolowego rozwigzywa-
nia serii zadah, prowadzacych do odkrycia ceéhy podzielno$éci przez 3, za-
wiera aneks 8 (s.149), Przedstawiony tu proces sklada sig¢ z nastepujacych
faz:

- zaprezentowanego przez Agnieszke sposobu konkretnego rozwiazania
pierwszego z iadaﬁ,

-~ rozwiagzania tego samego zadania innym sposobem przez Tomka,

- upraszczajacego sposéb Agnieszki pomysiu Dyzia, nasuwajgcego moz-
liwoé¢ uogdélnienia tego sposobu,

-~ blgdu w rozumowaniu Tomka, spowodowanego czysto formalnym uogdlnie-
niem pomysiu Dyzia dla zastosowania go w nowej sytuacji,

~ zademonstrowania przez Agnieszkg prawidlowego zastosowania pomysiu
Dyzia w tej sytuacji, ’

- odkrycia przez Dyzia mozliwosci jeszcze jednej racjonalizacji w
sposobie postgpowania Agnieszki, znowu dajgcej sig 2atwo uogdélni¢ i prze-
diuzyc.

Oczywidcie, jest to jedynie imitacja pracy zespolowej, nie zaé rekon-
strukcja pracy jekiegod asutentycznego zespolu uczniowskiego, Autofzy sta-
rali sig jednak nadac¢ tej imitacji mozliwie najbardziej naturalny charak-
ter, @ jednoczednie uwzglednié¢ w niej rdzne charakterystyczne momenty dla
prawdziwe] aktywnosci badawczej. Oto niektdre z nich:

- ogélna metoda rodzi sig stopniowo w drodze upraszczania i ulepsza-
nia postgpowania odnoszgcego sie do szczegdlnego przypedku,
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- préba uogélnienie ujawnia u jednego z uczestnikéw rozmowy przed-
wczesng 1°powlerzchowng formalizacje zaproponowanej przez innych metody
postepowania,

- sposéb zaproponowany w wyniku bigdnego rozumowania sam okazuje sig
poprawny, a przy tym wyzwela nestgpne odkrycie.

Szczegdélnie doniosie znaczenie dydaktyczne ma - jak sgdzimy - przy-
taczanie w takich dialogach wypowiedzi bedacych wynikiem blednego rozumo-
wania, P

Bigdy uczniéw byly w nauczaniu tradycyjnym traktowane jako karygodne
lub co najmniej kompromitu;ece (ucznia 1 nauczyciela). Blad popeiniony
przez ucznia ne lekcji nalezalo jak najszybciej “zlikwidowac", tj. przy-
najmniej poprawié, a w najlepezym-przypadku wyjadnié “winowajcy", na czym
blaed polegat. Nauczyciel, jezeli zdarzylo mu sig popeini¢ biad w obecnos-
¢i uczniéw, stosowal na ogél rézne wyblegi, by sige do tego nie przyznac.
Blad w podrgczniku byl nie do pomydlenia, Wszystko to przyczynialo sig do
fatszywego ukazywania uczniom oblicza metematyki traktowanej jako aktyw -
noéé poznawcza, w ktérej bledy stanowia naturalng koniecznoéc.

Btad w rozumowaniu jest jedng z cenniejszych sytuacji dydaktycz-
nych. Informacje zdobyte dzigki analizie bledu bgda gigbiej 1 frwalej przy-
swojone niz droge bezposdrednig, Biad jest bowiem dla ucznia zdarzeniem
nieoczakiwanym 1 niepokojacym, stwarzajecym specyficzng sytuacje problemo-
wa. Blad jest sam przez sie intrygujacy, jego analize nie wymega wiec zad-
nej dodatkowej motywacji, Blad jest niejednokrotnie - jak twierdzi Z,
Krygowska /1977, 5.74/ - okolicznodcig "blogosiawiong”. Doéwiad-
czony nauczyciel zemiast czeka¢ na takl "blogostawiony® bted, celowo go
prowokuje. '

Bledy cytowane w rozumowaniach prezentowanych w podreczniku i nastep-
nie analizowane w tekdécie powinny wigc w pierwszym rzedzie zdjgé¢ z biedu
jego pigtno w éwiadomodci uczniéw 1 nauczycieli.

Mimo 2e rozumowanis prezentowane w podreczniku w jekiejkolwiek for-
mie nie zastgpia (w sensie dydaktycznym) rozumowar prowsdzonych przez sa-
mych uczniéw, to jednak podrgcznik powinien speiniac wazne role uzupeilnia-
jeca. Dialogi w podreczniku moge by¢ bowiem tak konstruowane przez autora,
by wystapily w nich szczegélnie pozadane dydaktycznie biedy, ktére w nau-
czeniu niekoniecznie by sig ujewnily, nawet gdyby byly obecne w myéli nie-
ktérych ucznidw. Do takich bledéw naleza na przyklad:

-~ biedne zastosowanie formelnej reguly,

- powolanie sig w rozumoweniu na szczegdlny przypadek, rysunek itp.,

- nieocsetroizne uogélnienie pojedyﬁczych faktéw,

- przeoczenie jednego z dopelniajacych sig przypadkéw,

i wiele 1innych.
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2) Précz udramatyzowanych zespotowych "odkryé* forma dialogowa nada-
je sig bardzo dobrze dla prezentacji wzorcowych rozwiezanh zadah.

Wystepujace w tradycyjnych podrecznikach matematyki i zbiorach zadan:
przyktadowe rozwigzania odnosily slg gidéwnie do zadath typowych, tj. pod-
padajacych pod okredlony schemat i dajgcych sie rozwiazywacé réwniez wedilu:g
pewnego wspdlnego dla nich schematu, Przykledowe rozwigzania mialy tu na
celu pokazanie tego schematycznego sposobu rozwiezania, & wiec pokazanie,
jak m o 2z n 8 rozwigzywac zadania tego typu, Byly one jednsk najczedciej
przyjmowane przez uczniéw jsko instrukcje postgpowania, ktére na l e z y-
stosowaé, Taks interpretacja byla zreszta naturalna, gdyz podrecznik nie
dawal przykladéw innego postgpowania, W realizacji wspéiczednie pojmowa-
nych celéw nauczania matematyki zadania typowe straciiy swe znaczenie, W
ksztalceniu u uczniéw otwartej postewy wobec problemu, poszukiwania réz-
nych drég jego rozwiazania i wyboru najlepszej w danej sytuacji, przyswo-
jenie nawyku stosowania typowych metod do typowych zadah jest wrecz prze-
szkodg. Zmienic¢ sig powinien w tej sytuacji charakter rozwigzan przykla-
dowych, ktére mialyby uczyé w pierwszym rzedzie poszukiwania drég rozwig-
zania, nie zed stosowania jednej wybranej spoéréd nich, Trudno o lepsza
forme tak rozumianego przykiadowego rozwiagzania niz imitacja zespoiowej
dyskusji nad zadaniem, w ktérej po serii préb, takze biednych, wylaniaja
elg rdzne sposoby podéjécia, nastgpnie krytykowane, odrzucane lub przyjmo

wane, ulepszane itd, Oto przykiad takiej "dyskusji“zo

Jakle wymiery moze mieé prostokat o polu.3 razy wigkszym od pola te-
go prostokata?

5em

| 8cm
Tomek ¢ Pole prostokata na rysunku obliczam mnozec 8 ., 5.
Pole bedzie 3 razy wieksze, jezeli kaida z tych liczb pomnoze przez
3, Boki nowego prostokata obliczeg tak:

3.8cms= 24 cm
3. 5cms= 15 cm

Agnieszka: Twéj prostokat bedzie mial pole
24 . 15 cn? = 360 cm?

a ten ma 2
8, 5cn”™ = 40 cm

360 nie jest 3 razy wigksze od 40, ale ez 9 razy wigksze |
Dyzio: Zamiest liczyé, mozna taki prostokat od rezu narysowac:

~

2 »

20 Wszystkie przyktady w paragrafie 7.4 pochodzg z podregcznika
/Turnau 1978/
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.
. 8em 8em 8wm

Pole tego prostokata obliczg tak:
(3 .8).5=24.5=120

Agnieszka: Mozna tez narysowac tak:

5em

S5un

Scn

i
|

8um

A teraz pole bedzie réwne:
8. (3.5)=8.15 s 120

Tomek: Vliem, dlaczego Zle liczyiem:
mnozytem przez 3 k @ 2 d y b o k,
a nalezy pomnozy¢ t y 1l ko jeden,

3) Seria rysunkéw komentowanych w wypowiedziach dzieci stanowi lep-
sza forme wprowadzenia do gry dydaktycznej niz siowna instrukcja.

Vi nowoczesnym nauczaniu do bardzo waznych érodkéw dydaktycznych na-
leza zadania rozwigzywane manipulacyjnie, odnoszgce sige do materiaiu kon-
kretnego, oraz gry. Stowne opisy regul gry czy manipulacji, zwykle z ko-
niecznosci rozbudowane, nie stanowia dla ucznidéw nizszych klas wystarcza-
jacego ich wyjadnienia, Najskuteczniejsza jest tu, jak uczy doswiadczenie,
demonstracja, ktérg w podreczniku zastgpié¢ mozna serig rysunkéw z objasdnie-
niami, Z oméwionych wyzej wzgledéw najkorzystniejsza forma tych objasnien
zdaje sie byé komentarz dzieci - “"wykonawcdéw" opisywanych czynnosci,badZ
"partneréw" opisywanej gry. WloZzone pomiedzy objagnienia, ich watpliwos-
ci i pytania dotyczgce trudniejszych szczeg6idw poiwola na peiniejsze 1
trwalsze zapamigtanie reguil.

Oto dla przykiadu wprowadzenie do gry, bedacej jednym ze #rddeit ab-
strakcji liczby dodatniej i ujemnej,

pionek na osi., Agnieszka ukryla swéj skarb, Tomek go szuka z pomoca
“szperac a". . Tomek wydaje szperaczowi rozkazy. Agnieszka przesuwa pio-
nek @ i mowi "zimniej” lub “cieplej”. '

Ai:;eszka i Tomek graja w "poszikiwanie skarbu", "Skarb", to biatly
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Ruchy szperacza bgdziemy przedstawiac strzalke. Ne przyklad rysunek

. N

pokazuje, 2e szperacz przesungl sie o 5 jednostek w przéd.
Rysunek

pokazuje, ze szperacz przesunal sig ¢ 3 jednostki wstecz.
Obserwujmy gre.

Tu jest
d3) skarb, a tam
szperacz Tomka

Idz o 3 w przéd,
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( Id2 o 5 wsteczv

®
C

@ Id2 o 6 wstecz!

—@ O— ' =

(Goracol Wygrale>l
-.—./\V - ,

Tomkowl udalo sig wygraé¢ w czterech ruchach, s Tobie jak pdjdzie?

_rech ruchachl




4) W wypowiedziach dzieci mozna wprowadzaé rézne dorazne umowy i o-
znaczenia. ,

Uczen powinien jek najwczeséniej przyzwyczajac sig do wystepujacych
bardzo czgsto w aktywnosci matematycznej na kazdym poziomie czynnodci o-
znaczania, nazywania i echematycznego przedstswiania dla chwilowej potrze-
by. Nie uczyt tego podrgcznik tradycyjny, w ktdrym umowy takie byly narzu--
cene. I tutaj autentyczna aktywno$¢ uczniéw w klasie moze byé w podreczni--
ku nasladowana proponowaniem oznaczefi i nazw przez wystepujece w nim dzie--
ci. Podane w tej formie bgde one uczniom blizsze (zostaly wprowadzone jak--
by przez nich samych), a przy tym bedas zachpte do samodzielnego wprowadza--
nia innych oznaczen 1 nazw, gdy znowu okaze sig to potrzebne,

A oto kilka takich "propozyecji”,

A. Jako racjonalizacje zespoiowego liczenie ziarnek maku w makéwce,
Dyzio proponuje:

“Mam pomysil Ulatwimy sobie liczenie take tabelke i zwykiymi pionw-
kami",

1000 100 10| 1

Tomek szybko domy$la .sig sensu tej propozycji:
"Juz wiem! Odlicze dziesigé¢ ziarenek i poioze pionek w rzedzie dzie--
siatek,
Znowu odlicze /.../
Pionki bedeg pamigtaé, ile razy odliczylem po dziesigé ziarenek”.

B. Agnieszka zapisuje wyniki pracy dzieci przygotowujacych kwiaty
2 papieru dla dekoracji pochodu, Norma, ustalona przez dzieci, wynosi 10
sztuk, .

Oto lista Agnieszki i komentarze Adasia oraz Dyzia,

. W poréw-

vezeh | fulatew | peniv

Adas 13 3

Robert 6 4

Agnieszka 15 S

Matgosia 13 3 0, Bogdan

Bogdan 7 3 tez dostanie
dodatkowy punkt;
tak jak jal
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Czy Adas$ ma racjg?
Ile punktdw dostanie Agnieszka? Robert?

Zaznaczaj dodatkowym

znaczkiem, np. - (minus): "

gdy liczba oznaczaniedopei-
nienie normy,

5) Dziecko moze zapytaé o wszystko.

W nauczaniu masowym, a wiec przy ogromnym zrdznicowaniu ucznidw pod
wzgledem sprawnosdci 1nte1ektualnej-w rozmaitych jej aspektach, sprawa
pierwszorzednej wagi jest nieskrgpowanie w zadawaniu przez nich wszelkich
pytan, Nie sprzyjajg temu, niestety, silna wcigz tradycja nauczania auto-
rytatywnego, powszechne positugiwaenie sig ocena szkolna jako giéwnym $érod-
kiem motywacji, wreszcie bardzo obszerne programy, stwarzajgce na lekcjach
stala atmosfere pospiechu, Uczen, ktéry nie wahe sig podniesc regki, gdy
umie (lub sadzi, e umie) odpowiedzieé na postawione pytanie, nie przyzna
sig do tego, ze czego$ nie siyszal, nie zrozumiail, nie wie, watpl itp,

A wiadomo, e w matematyce utrata jednego szczegéiu moZe byé powodem zu-
peinego niezrozumienia catosci.

Oczywidcie,swobodnych pytan ucznidéw i wyczerpujacych odpowiedzi na
nie nie zastapi zaden podrecznik, niezaleznie od formy podania tekstu.
Jednakze posiugiwanie sig odpowiedziami wkiadenymi w uste dzieci stwarza
mozliwodé¢ formulowania wszelkich pytan, takze tych z pozoru naiwnych czy
niemadrych, ktérych wtracanie w tekst odautorski czyniloby wrazenie nie-
powazne, ze szkoda dla funkcji informacyjnej podrecznika. Dajace sig prze=-
widzie¢ watpliwodci i trudnosci zrozumienia w sytuacjach na pozér oczywis-
tych podrecznik moze wiec¢ uprzedzic¢ przez postawienie - za posérednictwenm
fikcyjnego ucznia - odpowiedniego pytania, by je nastgpnie za pomoca od-
powiednich $rodkéw wyjaéﬁié. Nie ulega watpliwosci, ze wyjasdnienia na py-
tanie, ktdére “"zostato mu z ust wyjete" uczen przeczyta z wigkszym zainte-
resowaniem niz informacje nie umotywowana w taki sposdb.

Duze znaczenie moze miecC réwniez wzorcowy niejako charakter tych py-
taf: moga one stanowi¢ zachete dla uczniéw do odwaznego stawiania pytad
zawsze, gdy cos wyda im sig niejasne,

A oto kilka przyktaddéw takich "naiwnych” pytan.

A, Mamy odczytac liczbe, ktéra ma 7 tysigcy 13 setek 1 Bl dziesiatek,
Zapisujemy ja w tabelce:

1000 100 10 1

7 13 81 0
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Porzadkujemy zapis tak, aby w kazdej kolumnie byla jedna cyfra:

!

1000 100 10 1

7 13 81 0
9 1 1 0

Agnieszka: A skad te cyfry?
8. Dla obliczenia iloczynu 32 . 1,45 wykonano nastgpujace operacje:

1. 1,45 , 100 = 145
2, 32 . 145 = 4640

Pozostaje wykona¢ operacje
3. 4640 : 100

Tomek: Wystarczy przecinek przesunaé o 2 miejsca w lewo. Ale gdz:iie
jest przecinek?

6) W wypowiedziach (lub zwerbalizowsnych myélach) dziecka naturalne
sg przypomnienia wiadomosci aktualnie potrzebnych,

W podrgcziiiku tradycyjnym bardzo rzadko wystgpowaly powtdrzenia uméwi,
regut, zasad itp.,, czesto niezbgdne dla peinego rozumienia tekstu. W celiu
odtworzenia ich uczen musial (najczes$ciej na wyrazne polecenie nauczyciella)
odszukaé¢ te wiadomosci w innym miejscu ksiazki., Repetycje bylyby w pod-
reczniku o strukturze ksiazki naukowej, nie nasladujacej jednakze procesu
dydaktycznego, czyms obcym i sztucznym, W podreczniku, ktéry ma byc prze--
wodnikiem ucznia w jego pracy, repetycje rzeczy wyjatkowo waznych lub ak--
tualnie potrzebnych beda w peini zgodne z jego struktura i funkcjami. Szcze-
gélnie naturalny charakter beda miaty powtérzenia w formie przypominaniea
sobie odpowiednich wiadomosci ogdélnych lub przyktaddéw przez ucznia-obser--
watora,

Oto kilka przykiaddw,

A, Dyzio: Jedna ésma kwadratu moze miec¢ rézne ksztaity,

Agnieszka: Ale zawsze musi byc jedna z oémiu r 6 w n y c h czesci..

8. Jak znale¢lidmy 1 , 2 4
10 10 1 10 % 307

Tomek: Najplierw pod z i el il i $dmy 30 przez 10 ...
Agnieszka: ... a potem wynik pomnozylidmy przez 1, przez 2 i przez
4,

Dyzio: W klasie III zapisywalismy to tak:

-2

/110\/\
30
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Wymienilidmy te funkcje dialogowej formy tekstu, ktdére sktualnie
wydaja nam sig najistotniejsze 1 ktére zostely swiadomie wykorzyetane w
eksperymentalnym. podreczniku /T u r n a u 1978/, Nalezy jednak egdzié,
20 dalszy rozwéj tej formy ekspresji ujawni jeszcze dalsze, byé moze waz-
niejsze jej zastosowania,

7. Podsumowanie |

W wyniku przeprowadzonej analizy podrecznikéw wyrdznic mozna dwa za-
sadnicze typy:

1) podrgcznik tradycyjny, zbliZzony charakterem i budowg do akademic-
kiego (oczywisécie z odpowiednim dostosowaniem poziomu), w ktérym_dominu-
je przekaz gotowej wiedzy i ¢éwiczenia dla jej utrwalenia,

2) tekst sterujacy praca ucznia, nastawiony na ektywizacje czytelni-
ka za pomoca proponowanych mu zadah i probleméw, gdzie przekaz zostatl
zredukowany do niezbednego minimum,’

Nasuwa sig wniosek, Ze ten drugi typ podrecznika powinien w przysz-
tosci wyprzec podrecznik tradycyjny z klas mlodszych, w szczegélnosci z
pierwszej klasy ponadpoczatkowej.

Nowe podr¢czniki matematyki operuja wieloma nie stosowanymi dawniej
technikami druku, bogatsza szata graeficzng, itp. Inny jest tez ich jezyk:
blizszy potocznego, mniej.formalny,a za to bardziej komuniketywny,Odchodzi
sl@ juz od niedawnej mody na szerokie wprowadzanie symboliki matematycz-~
nej od pierwszych lat nauczania, Stosowanie réznych srodkéw w podreczni-
kach nie wyszlo jednak jeszcze ze stadium préb, a rozmaite, nie zawsze
najlepsze pomysiy, reklamowane przez wydawnictwa, wchodze do praktyki na-
uczania, nieraz ze szkoda dla wynikoéw,

- Jednym z nowych $rodkéw jest zaproponowana przez nas dialogowa forma
tekstu. Jednak dopiero badania eksperymentalne pokazg, czy posiada ona
oczekiwane zalety.

8. ZAKONCZENIE

Dokonana analiza wybranych podrecznikdéw w niektérych ich aspektach,
ktéra doprowadzila do wyodrgbnienia i opisu ich wad i zalet ze wzgledu
na przyjeta za naczelna funkcjg matematycznej aktywizacji czytelnika, po-
zwala na sformulowanie niektérych zasad konstrukcji podrecznika aktywizu-
jacego dla pierwszej klasy ponadpoczatkowej. Czeéciowo dokonano tego w
formie bezpoérednich wnioskéw, w ramach poszczegélnych rozdzialéw., Wnio-
ski te zostanag zebrane i uzupelnione,
8.1, Okres okolo dwudziestu lat wdrazania nowych koncepcji nauczania
matematyki na wszystkich poziomach pozwolil na jasne uswiadomienie nie do-

116



cenianego dawniej faktu, 2e latwo jest zmienié tresdc nauczania, lecz niez-
miernie trudno zmienié nauczanie jako takie, Zbyt powszechnie nauczanie,
zwlaszcze na nizszym ezczeblu, jest identyfikowane z wy uczanien.,
Zbyt wiele (poza tradycje) jest czynnikéw sprzyjajacych takiemu rozumieniu
nauczania (m.in, w strukturze 1 bazie materialnej systemu oéwiaty), by mo-
zna bylo dokonaé¢ tu ezybkiej 1 na ezeroke skale reformy, stosujec jedynie,
mozliwe zreezta w ograniczonym tylko zakresie, doksztelcanie nauczycield
i zachgcanie ich do radykalnej zmiany stosowanego dotad przez nich (i wo-
bec nichl) postgpowania dydektycznego, Konieczne jest zastosowanie $rodka,
ktéry nie tylko uletwiaiby naucianie-aktywizacje, ale tezuniemo 2z -
l1iwdilal nauczanie-wyuczanie. Wydaje sle, Ze wobec powszechnego, silne-
go wzorowania sig nauczycieli w 6Fganizowaniu nauczania na podreczniku ucz.--
niowskim, mozliwe jest cméciowe przynajmniej speinienie tego postulatu
przez odpowiednia konstrukcje podrecznika.

Najprostszym sposobem takiej blokady wyuczania bedzie wyeliminowanie
z podrgcznika lub znaczne zredukowanie materiaiu nadajacego sie do wyucza--
nia, Material taki tatwo wskazac: zwigzle sformulowania regut (definicji,
twierdzef, algorytméw), wzory wyrazone jezykiem symbolicznym, sekwencje
zadah rozwiazywanych standardowo ( postegpowaniem dajacym sig ujac w algo-
rytm lub prawie algorytm), stereotypowe rysunki, Nie znaczy to, 2e zwiez-
te sformulowania definicji i twierdzen, symboliczne zapisy, metody algoryt.-
miczne itd, majg byc wyeliminowane z nauczania: byloby to pozbawianiem u-
cznia waznych i1 wygodnych dla przyswojenia, przexazu i stosowania form
wiedzy matematycznej. Chodzi jedynie o podanie ich w taki sposéb 1 w takim
miejscu, aby nie nadawaly sig do wyuczania, albo ich wyuczanie nie mogio
juz zaszkodzié aktywizacji matematycznej ucznise. Mozna w tym celu stosowac:
réwnoczeénie rézne zabiegil odnoszace sig¢ do struktury podrecznika, jego
tekstu i $rodkéw graficznych,

1) Reguly ( definicje, twierdzenia, algorytmy) powinny by¢ sformulo-
wane mozlwle pézno (ze wzgledu na moment nieformalnego wprowadzenia pojgc,.
do ktoérych sig odnosza), a w kazdym razie po diugiej sekwencji zadan, roz-
wigzywanych pojeciowo, a wigc bez ich pomocy. Na przykiad algorytmiczne
reguty dzialah na ulamkach powinny byc¢ wprowadzone dopiero po diugiej sck-
wencji zadan wymagajecych wykonywania tych dzialat, rozwigzywanych przez
ucznidéw przy wykorzystaniu tylko pojecia ulamka.

2) Reguly powinny by¢ formulowane w taki sposéb, aby na plan pierw-
szy wydoby¢ ich treéé (a wiec przede wszystkim oparte na regulep o s t g~

powanie ), nie za$ opisujacy je tekst, Mozra to uzyskaé stosujac
m.in,: .

- przyklad paradygmatyczny zamiast ogdlnego sformutowania,

- wlozenie reguly {z ewentualnym rozbiciem jej na czedci)"w usta”
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fikcyjnych postaci ksigzki, wypowiadajacych je w trakcie jej odkrywania,
a wiec w zwigzku z konkretnym przykladem,

- postugiwanie sie w sformuiowaniu regul jezykiem mozliwie przystep;
nym, bliskim potocznemu {(co nie pozostaje w sprzecznosdci z poprawnosciag
i dcistosdcia eformulowania).

3) Regula nie powinna wystgpowac sama jako wyodrebniona graficznie
synteze, Reguiom powinny zawsze towarzyszyé priyklady ich stosowania, trak-
towane jako konieczne ich uzupeinienie,

4) Wzory symboliczne (prawa dzialanh, wzory geometryczne itp.) powinny
by¢ wprowadzane po sekwencji zadan pozwalajgcych na operatywne zrozumienie
zawartych w tych wzorach regui.

S) zZadania nie powinny byé uktadane w sekwencje zadarh rozwigzywanych
przy zastosowaniu tej samej reguly (wzoru, algorytmu itp.). Przeciwnie,
nalezy mozliwie czgsto umieszczac obok siebie zadania z pozoru podobne
lecz wymagajace zastosowania zupeinie réznych sposobdw postgpowania.

6) Przykladowe rozwigzania zadah powinny wydobywaé na plan pierwszy
nie okreélony sposdéb rozwigzania, ale postgpowanie heurystyczne; w szczegodl-
nodci powinny ujawniad charaktefystyczne i latwe do popeinienia biedy oraz
mozliwe podejécia 1 drogi rozwigzania.

—

8.2, Eliminacja formalnych, zewngtrznych cech podrecznike $wiadcza-
cych o jego matematycznym charakterze bez dalszybh giebokich zmian w jego
strukturze prowadzilaby do zastapienia nauczania matematyki nauczaniem
rozwiazywania rdéznorodnych zadan praktycznych,Tymczasem wtadciwym celenm
tego zabiegu jest zastapienie wyuczania gotowej matematyki rozwijaniem
matematycznej aktywnosci.

Podrecznik ma by¢ przewodnikiem ucznia,pomagajacym mu w réznych sytua-
cjach, w jakich zostanie postawiony, trafié na éciezke wiodaca ku matema-
tyce, Abstrakcje i uogélnienia begdace podstawa dle przyszlych pojec¢ i twier-
dzer matematycznych muszg byc zawsze giéwnym celem aktywnosci ucznia sty-
mulowanej przez podrecznik, ktdremu stuzg wszelkie zastosowane $rodki.
Sytuacje konkretne i zadania o tresci praktycznej powinny wiec byé zawsze
punktem wyj$cia i pretekstem do tekich abstrakcji 1 uogélnien (dokonywanych
niekoniecznie ex plicite, ale takze w niezwerbalizowanej myé4li ucznia) zo-
rientowanych na okreslone pojecia i twierdzenia matehatyczne.

Srodki uzyte dla wprowadzenia pojecia moga by¢ propedeutyczng, prema-
tematyczng wersje wyoranej definicjli tego pojecia, Formalizacja tak wprowa-
dzonego pojecia na wyzszym szczeblu nauczania polega wéwczas na powtédrze-
niu jego opisu w komencjonalnym jezyku matematyki. Sposéb wprowadzenia po-
jecia niekoniecznie musi jednak byc skierowany na okreslong teorie matema-
tyczng. Nauczanie genetyczne, tak jak rozumie je wielu wspéiczesnych dydak-
tykow matematyk121, dopuszcza wprowadzenie pojeé naiwnych, tworzonych ne

21 Zob, np. W 1 t t m e n 1974/,
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drodze naturalnej abstrakcji, a wigc podobnie jak pojecia te byly tworzo-
nepo rmz pierwszy w hiptorii, mimo Ze ich aktualna geneza moze sig@ od his-
torycznej znacznie nawet réznic. 0 poprawnosci tak wprowadzonego pojecia
decyduje wigc nie zgodnodé jego propedeutycznej definicji z jakimg sys-
temem formalnym, ale zgodnosdé jego zakresu z tym, jaki posiada odpowied-
nie pojgcie w matematyce, Konleczna jest przy tym duza ostroznos$é¢ i rozwa-
ga, gdyz niewiadciwiewprowadzone i utrwalone pojgcie naiwne moze stanowid
znaczna przeszkodg na etapie formalizacji i systematyzacji wiedzy matema-
tycznej ucznia,

Twierdzenia, a wigc ogdélne wiasnosci pojec, ich relacje,zwiazki miedzys
operacjami, powinny byé przez czytelnika odkrywane w toku jego wiasnej
aktywnodci, lub wspélodkrywane w .toku lektury, nie zaé poznawane jako go-
towe elementy wiedzy, 2r6dio, z ktérego wypiywa przekonanie o ogblnej
prawdziwosdci twierdzenia, nie musi mieé na tym poziomie charakteru zbli-
zonego do matematycznego dowodu, Daleko wazniejsze jest, by przekonanie
to bylo gigbokie i peine., Wystarczy, aby czytelnik dostrzegt na dobrze do-
branym przyktadzie paradygmatycznym, ze “"tak musi by¢ zawsze", Jednak naj--
mniej pozgdene jest przekonanie wywodzece sig z indukcji enumeracyjnej,
(niezupelnej),a w kazdym razie podrgcznik nie powinien dostarczac tego ro--
dzaju sugestii,

8.3. Wobec dylematu: podrecznik tradycyjny czy podrecznik o charakte--
rze tekstu sterujacego, opowiadam sig¢ jednoznacznie za tym drugim rozwia-
zaniem, Przemawiaja za tym zardéwno ogdlne tendencje w nauczaniu matematyki.
jak i sytuacja panujaca we wspdiczesnej szkole w Polsce,

Jezeli nauczanie ma byc¢ organizowaniem uczenia sig, za$ uczenie sig
- aktywnoscia typu matematycznego, to podrecznik powinien dostarczac mate-—
riatu dla tej aktywnosci, nie zas$ gotowg wiedze do opanowania i stosowania.
Wynika stad, ze w podrecznilku dominowa¢ powinny zadania i sytuacje proble-
mowe, a nie informacje i instrukcje. Jednak tak pojgte nowoczesne naucza-
nie moze by¢ realizowane z pomoca podrecznika - zbioru zadan i problemdw
jedynie przy speinieniu dwéch warunkdw: 1°Kierowania nim przez nauczyciela
swiadomego celdw i dysponujacego potrzebnymi umiejétnoéciami pedagogiczny-
ni, 2° warunkéw organizacyjnych szkoty, umozliwiajacych sterowanie praca

-

zespolu ucznidw z uwzglednieniem réznic indywidualnych miedzy nimi. Warunk
te na ogét nie sg obecnie speinione, Dlatego podrecznik powinien précz do-
starczenia materialu dla aktywnos$ci stanowié¢ takze dla ucznia przewodnik,
pokazujacy mu w tym materiale wiodace do celu sciezki, i poradnikhprzestrze—
gajacy przed putapkami, pomagajacy pokonad¢ trudnosci, rozwiac watpliwosci,
wyjaénié¢ rzec2y niezrozumialte, itp, Wéwczas nauczyciel bedzie mégi, nieza-
leznie va swych kompetencji i warunkéw nauczania, zorganizowac efektywna

samodzielng pracg ucznidw, zawierzajac sterowanie nia podrecznikecwi-przewod-
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nikowl. Wéwczae nauczanie wzorowane doslownie na podrgcznikowym ujeciu

moze byé nauczaniem nowoczesnym, aktywizujacym, Tego typu podrecznikvmo-
2e wigc skutecznie przyczynic¢ sig do zmiany stylu nauczania matematyki,

tej najtrudniejszej z reform dydaktycznych,

8.4. Jezyk podrgcznika powinien byc makeymalnie komunikatywny, jak
najbliZszy codziennego jezyka dziecka. Postulet ten nie moze byé zrealizo-
wany bez pogodzenia sig z pewng formalng niepoprawnoécig tego jezyka. Tra-
dyEane stanowisko, 2e podrecznik powinien by¢ dla czytelnika-ucznia wzor-
cem poprawnego konwencjonalnego jezyka matematykil, w d$wietle wieloletnich
obserwacji i wynikéw przeprowadzonych badah w réznych krajach, jest w pod-
reczniku dla omawianego poziomu nie do przyjecia. Jezyk taki zawiera bo-
wiem wiele nieznanych jezykowil potocznemu drodkéw wyrazu (przede wszystkim
zmienne) 1 zwrotdw, co powoduje, 2e jest niekomunikatywny dla znacznej
czeéci ucznidw, Zamiast pomocg w przyswajaniu abstrakcyjnych pojeé i ich
wlasnodci steje sig on przeszkoda, blokujac czesto prawdziwe ksztaltowanis
_sig pojecia, zastgpowane wyuczeniem sig standardowego tekstu, Taki sposdb
korzystania z tego wzorca niewiele wpiywa na spontaniczny jezyk ucznia w
kontekdcie matematycznym,

Formag tekstu, ktéra znacznie ulatwia realizacje powyZszego postulatu,
majaca przy tym szereg innych zelet, jest forma dialogowa. Wypowiadanie
sig w konwencji dialogu, ktérego osobami sa dzieci - réwiesdnicy czytelni-
kéw, uwalnia autora od powaznego ograniczzsnia, jakim sg formaslne rygory
tekstu, Umozliwia mu uzycie skrétéow i obrazowych wyrazeh potocznych zamiest
“naukowych®, Uwalnia tez od innego rygoru - jednoznacznego przekazu rzetel-
nej wiedzy, wylgczajgcego ze 8rodkéw dydaktycznych uzytych w podreczniku
kapitalnych 1 niezastapionych éytuacji. jakimi se charakterystyczne bad%
czgsto powtarzajace sig u ucznidéw biedy, Forma dialogu umozliwia"wiozenie
W usta” oséb dialogu takze biedéw, ktérych wykrycie poleca sie czytelniko-
wi, Bledna hipoteza moZe stanowié niekiledy nauturalna 1 przekonujgcg moty-
wacje dla stawianych nastepnie probleméw teoretycznych, dla ktdérych trudno
o motywacjg innego typu, Motywacja taka jest jednak w peinli skuteczna tyl-
ko wowczas, gdy odkrycie biednosci hipotezy stanowi dla czytelnika zasko-
czenie, Osiggnigcie tego w tekscie konwencjonalnym jest trudne, w dialogo-
wym - stosunkowo tatwe, '

Jezeli nauczanie ma z obowiazku wyuczania pod przymusem staé sig popu-
laryzacjg aktywnosci intelektualnej, konieczne jest wykorzystanie w nim
wszelkich wyprébowanych 8rodkéw popularyzacji, wérdd nich takze lekkich i
atrakcyjnych form tekstu naukowego.

Lektura konwencjonalnego tekstu matematycznego moze by traktowana
jako specyficzna forma aktywnodcl matematycznej. Jest aktywnoécia, ktérej,
jaeko typowej dla matematyki, nie nabywa sig wraz z umiejetnoécig czytania,

120



ktérej opanowanie wymaga nastawionego na nig procesu dydaktycznego. Umie-
Jetnodé czytanie tekstu matematycznego powinno sie ksztatcié stopniowo,
poczynajgc od wprowadzenia istotnych i nowych dla ucznia elementdw jezyka
matematyki w sposéb réwnie staranny, jak wprowadzac nalezy pojecia matenma-
tyczne, uczac interpretacji takiego tekstu z wykorzystaniem rdznych $rod-
kéw dydaktycznych, takze typowych bledéw, stosujac wiadciwa dla wieku ucz-
niéw motywacje. W procesie tym wazne zadanie ma do speinienia podrecznik
uczniowski, zaréwno jako 2rdédio tekstéw, jak tez dla planowego jego zorga-
nizowanie., Jezeli nawet nauka lektury matematycznej ma sig rozpoczaé juz
w plerwszej klasie ponadpoczatkowej (wybdr tego momentu wymaga badan), to
w kazdym razie jgzyk podrecznikae matematyki dla tej klasy nie moze zakila-
daé¢ posiadania przez czytelnike tej umiejetnodci,

8,5, Struktura podrecznika powinna odpowiadaé spiralnemu tokowl nau-
czania, Méwigc najogélniej, spiralny tok nauczanie oznacza wprowadzanie
wiedzy zawsze na takim poziomie ogélnosci i1 formalizacji, przy pomocy ta-
kich érodkéw upogledowienia i motywacji, by mozliwe bylo Jej operatywne
i gigebokie przyswojenie, Na odpowiednio wyZszym szczeblu nauczania, a wigc
w nauczaniu uczniéw bardziej zaawansowanych w rozwoju psychicznym, posia-
dajacych szersza wiedze 1 wigksze dodwiadczenie intelektualne, te same po-
jecia i fakty zjawiaja sie ponownie i opracowywane sa znowu na adekwatnyu,
a wigc wyzszym, poziomie ogélnoéci i formalizacji, przy uzyciu innych $rod-
kéw. Nawroty takie moga powtarzac sig w okresie ksztalcenia parokrotnie,
Za spiralnym tokiem nauczania, a przeciwko tokowi liniowemu, gdzie nie
wraca sig nigdy do raz opracowanych zagednier, wypowieda sie obecnie bar-
dzo wielu pedagogdéw i dydaltykéw matematyki.

Okresy nawrotéw "spireli” bywaja rézne dla réznych grup pojeé, na
0g61 jednak przekraczaja jeden rok, Dlatego podrecznik dla jednej klasy
nie moze realizowa¢ spiralnego toku nauczania w sensie dostownym. { Mogla-
by to czynié natomiast seria podrecznikéw dla kilku klas), Komieczne jed-
nak 1 mozliwe jest uwzglgdnienie go w podrgczniku, Znaczy to migdzy inny-
mi, 2e speinione powinny byc¢ dwie zasady:

1) Pojecia i twierdzenia wprowadzone uprzednio juz w klasle nizszej
nie moga byé tylko przypomniane, ale powinny by¢ opracowane na wyzszym
poziomie ogélnosci i formalizacji, z zastosowaniem do nowego kregu zagad-
nief,

2) Pojecia i twierdzenia nowo wprowadzane nie powinny byé opracowywa-
ne "do konhca", a wigc w ostatecznym uznanym za matama¥ycznie popr;wne sfor-
muXowaniu, z ukazaniem (e nawet wyéwiczeniem) wszystkich uznanych za naj-
wazniejsze zastosowan, Przeciwnie, opracowanie takie powinno by zawsze
otwarte w kierunku dalszych formelizacji i ucgdélnien oraz nowych zastoso-
wan,
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8.6. Warstwa motywacyjna podrecznika, a wigc to wszystko, co nie
posiada znaczenis poznawczego (w kazdym rezie w zakresie poznania mateme-
tycznego) a tylko motywujace lekturg i sterowang lub stymulowana nig ak-
tywnos$é, odgrywa w podreczniku dla pilerwszej klasy ponadpoczatkowej role
bardzo istotna, czesto decydujgca o efektywnosci stosowania tego podrecz-
nika w pracy z uczniemi. Dlatego dobér srodkéw motywacji powinien byé bar-
dzo staranny i sprawdzony eksperymentalnie, Na podstawie dotychczasowych
ob3erwacji przyjec¢ mozna, ze srodki te powinny:

1° wykorzystywaé naturalne, aktualne zainteresowanie dzieci, nie za$
zainteresowania pozgdene ze wzgledéw ogdlnowychowawczych lub innych,

2° uwzgledniaé obserwowane u niektdrych dzieci zainteresowanie sytu-
acjemi czysto abstrakcyjnymi (wbrew pogledowi, e dzieci interesujeg sig
tylko zagadnieniami praktycznymi),

3° obejmowac gry, zebawy i lamigldwki, wykorzystujac wystepujaca czg-
sto u dzieci predylekcj¢ do tego typu asktywnosdci umysiowej,

4° korzystad z wystepujgecego u wielu dzieci poczucia zadowolenia es-
tetycznego wobec przejawéw regularnosci w samej matematyce lub graficznych
sposobach jej wyrazanie, -

Sformulowane tu zasady traktujemy jaoko teoretycznie umotywowane hi-
potezy, ktérych ostateczna weryfikacja 1 - jak mozna sadzié¢ - modyfika-
cja nie moze sig¢ obejsc bez szeroko zakrojonych badef eksperymentalnych.
Sytuacje te bardzo przy tym komplikuje fakt, 2ze pomiedzy hipotezami a ich
weryfikacja eksperymentalna znalezé sig musi podrecznik;éfekty nauczania
zalezy od dobrej realizacji w jego konstrukcji sformulowanych zasad nie
mniej niz od s}usznos$ci samych zasad, Bedacy dopeitnieniem tej 5racy pod-
recznik dla klasy IV /T u r n au 1978/ jest tu pierwsza préba.
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THE ROLE OF A TEXTBOOK IN DEVELOPING IDEAS AND REASONINGS
IN STUDENTS OF THE FIRST POST-ELEMENTARY FORM
(SUMMARY)

The book aims at isolating textbook-type means, i.e. presentable iin
print, which would motivate and activate mathematically the 10-12-yearss-
-0ld reeder and result in developing proper mathematical ideas and reasson-
ings in his mind, For this purpose school textbooks from various countrries
have been used and investigated in view of the most important mathematiical
activities,

In chaepter I the teaching level called "first post-elementary formm"
is defined and its cpecificity discuseed, Also it is explained why comnmon
criterie of evaluation of 8 textbook cannot be used for its scientific:
analysis,

Chapter II is devoted to a temptative description of typical matheoema~
tical activities occurring in the teaching process offered to 10-12-yeaars-
old students, Basing on facts established 1in genetic psychology, we exx-
plain the idea of cognitive activity relative to the learning of maethesmat-
ics. We also discuss the investigative activity of students of this ltevdl,
characteristic for mathematics as a learning.subject, How to provide tbhe
student, by means of a textbook, with models for an ectivity that woulld
develop his open attitude to problems, introduce him in the process off
mathematisation, etc,; these are the questions which have been tried tto be
answerd here and in the next chapters.

Chapter III answers the following problems: in what consists and (how
proceeds the formation of mathematical idees in lower forms, how they ccan
be introduced in a textbook. In fact, e student is not able to use & geen-
eral definition; how then, only using examples, can an idea be formed prrop~
erly? ]

In chapter IV the nature of premathematical reasoning ie explainedd,
which is a substitute of the proof uniquely accegssible for students of ithe
discussed level, Then types of argument in various textbooks are presenited,
Premathematical reasoning of a child is unavoidably accompanied by concirete
manipulation: is a textbook an adequate means for transmission of such a
reasoning?

Chapter V concerns the problem, when and how we should teach childrren
the mathematical language of adults and what the role of a textbook is
here., Only one thing is sure: this language is unintelligible for most
children and should be treated like a foreign language.
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In chapter VI, penetrating deeply into the philosophy of education,
the question of motivation means is discussed, which is essential for the
efficacy of all other means spplied in a textbook. Isn‘t it better to
engage childrens’ real interests and motivate them to mathematice,instead
of introducing economic_problems with a doubtful impact on their devel-
opment? . )

Chapter VII discussee the queetion, essential in view of the contem-
porBry knowledge on the teaching of mathematice, of the didactic structure
of @ textbook as well as of the language used in it, Much attention has
been devoted to the functions of quite a new form of that language - the
dialogue,

In the final chapter VIII the conclueions drawn from the investigation
have been gathered and formulated as construction principles of a
mathematical textbook for the first post-elementary form. (Annexes include
selected passages of the anelysed textbooks). .
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POJb yUEEHIKA B QOPMUPOBAHVM MATEMAT/NECK/X MOHATILI M CYZIFEHW
YUAIMXCA [EPBOIO JIACCA CIEIViWETO 3A HAYAJBHALM BTItHgM OB)"{E;Lﬁﬂy

Peamme

Padora mpecienyeT LeJb BHUABATH OeJaTHHE yYeCHHe MOCOOMA, COOCOGHHE
CTEMY/IEPOBATH MOTHBAIMD H OOBHNATH GKTHBHOCTH (EMEeTCA B BENY MaTeMaTH-
YecKas ARTEBHOCTH) umMTarenet B Bo3pacTe 10 - I2 jeT, cnocodeTBOBATE opa—
BWIbHOMY $OPMEDOBSHFD B MX CO3HAHNE MATEMATHYECKEX OOHATH B CHOCOGHOC- -
TE MHCJHTh MATEMATHYECKUMH RaTeropuaMiE, C oToff lesmd OHAM WMCCJIeNOBAEH
WROJbEHE YYeOHUKA, H3JaHHHE B pDadHHX CTpARAX, ¢ TOUKH 3DEHUA BaxHeihmm:
dopv mMaTemaTEdecKOR AKTHBHOCTH.

Bo BCTyOHTeNBHOR rzaBe 1 CONEPEATCA XADAKTEPHCTHEKA OCYYEHEA B HEepBODM
EJIacoe HeDOCPeNCTBEHHO CJeIyDIAM 38 MHepHONOM HAYAJBHOTO OCYYEHHA B BHABR—
AgeTca ero coemmfmka, B Toll ®e IiaBe ABTOP NORA3HBAET, YTO OCHXOIHHE
KPETEepAH ONEHKA yiueCHAKA MATEMATHKE HEODWTOIHH IJIA €ro HAYYHOTO aHaiu3sa,

B rnmape 11 chenaHa OOMHTKA OOWCATH THOAWHHE BEIH MATEMATHYECKOl ax--—
THBHOCTH ydamexcd B Bo3pacte 10 = I2 JeT B Ipollecce MKOJBHOT'O OGydYeHHA..
Ha ocHoBaHI'M IAHAHX BO3PACTHOH OCHXOJOTYA Y'0UHAETCA OOHATUE NO3HABATENE—
HO} aKTHBHOCTH OO OTHOUEHHMD K YCBOGHHD MATEMITHKA B DACCMATDPUBAETCA BO-—
opoc O XxapaxkTepHo#t niA maEHO! yYeOHOR IWMCHUMDIMHH WACCJIEeNOBATEeNBbCKO! aK—-
THRHOCTH yUeHEKA HA E3yJAEMOM yPOBHe, KaKmM »6pa3oM OOCPeICTBOM ydeGHH--
Ka Jydme BCEerO MDMBHATH yYammvca O0pasiii aKTHHOCTH, FOpMEDyHNVWE TBOpYecC—
KOe OTHONeHEe K ODPOGJNEMaM, BOBIEKARIKM B ODOLECC MATEMATH3AAN ¥ T.d.,
~ BOT BOOpOG, HA ROTOPHil ABTOD OHTaeTCA OTBE'MTh B NOCJeIyWIMX IJapax,.

B rnase III coxmepsuTcA OTBeT Ha BOOPOC, 3 UeM 3AKVIDYAETCH H KaK MPO>—
TexaeT Opomece fopMEpOBaHHEA MaTeMaTEIECKMX MHATHA B wiaMuUEX Kiacca. i
KAKAM OGpa3oM HOOHATAA 3TH JNONHH BBOATBCHA BYy4YeCHHKe, Ha i1aHHOM sTaile:
ydaiueca eue He CHOCOCHH 0OOepupOBaTh OCHIMRE NeTMHUIMAMM, H D CAA3Y C
3T¥M BO3HAKAET BOOPOC, KAKMM O0Pa3oM, OOEDUDYR OMHUMA TA4Ib T1DA42DAVH,
MOXHO OpPaBAIBHO fOpPMEDPOBATH HOHATHA. .

B rnaBe IY aBTOp omopexesAeT CY:HOCTH OpeMa‘eMaTH4ecKOI'0 DacCy=leil:id,,
ABTADIET00A CYPPOTATOM Q0Ka3aTejbCTBA, EIMHCTBHHO NOCTYOHOTO Ha IaHHOM
yPOBHE, & 3aTeM JEMOHCTPADPYeT, KaK B Da3HHX YYCGHNKAX IOKa3HBANTCA TEO—
peMu. llpeMaTeMaTWdeCKEE DACCYAIEHUA DeGeHRA HEMGewHO COMPOBOXIANTCA
KOHKpeTHO# MaHMmyJaAit7e#, ® HOITOMY BO3HUKAET cOde:Me, TALIETCA L4 yyei—
HER OOTHEMAJBHHM CpEJICTBOM Oepenadud o0pasiloB TaKK DACCYXIeH:HA.

B rmaBe Y paccMaTprBaeTCA BOMpPOC, KOr'Na H KK odyd4aTs ZeTei: MOHUva-
HAD MaTeMaTHJIeCKOr'0 A3HKA B3DOCJHHX M KAKYD POJBEB 3TOM Hele MOReT HIDaTh
yyeCHUMK. HecOMHEHEHO JMIIE ONHO: ABHK 3TOT COJBUUCTBY JTeTeil HENOHATEH X
06ydeHHe eMy BO MHOT'OM CXOMHO ¢ OCydeHWeM MHOCTDAHHHM A3HKaM,
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B raaBe YI paceMaTpyBaeTcsd 9De3BHUANHO CYNMECTBEHHHA C TOYKE 3peRHA 30—
JeKTHBHOCTH BCeX APYyI'dX OpEMEHAEMHX B Y4YeCHEKE CDeJICTB BOOPOC O (axTo-—
pax mcixmdecKoll MoTHBaIME, CTEMYJUDYRNMX OO3HABATEJBHWA Oponecc. He xys-
B2 JE HCOOJh30BATh B YUeCREKe IJI1 CTEMyJHDOB2HAA MOTEBANWH H3YYEHES Ma-
TevaTHKE OOIVIMHHHE YBJIEUeHEA feTeR, JeM BBOIMTH B YYeOHMR 3ROHOMUYECKYD
TEeMaTHEKY, MHO3HABATENBEOE K BOCOMTATEJBHOE BO3NEHCTBMR ROTODOR COMHETENHHF

B rmaBe Y11 aBTop paccyaTpmBaeT BaHeMIA! ¢ TOYKM 3peHUA COBDEV.eH-
HOlI VeTONZKY¥ OperojaBaHEA MATEMaTHKE BONDOC O IEIAKTHIECROl CTDYKTYpe
yUYeCHPKa B O SA3HEe, KaKMM OH ODepHpyeT. B 9YacTHOCTE yIeldseTCA BHIMAHWE
COBEpIeEHO HOBO# fopMe STOr0 ASHKA - JHANOTY. KOMEKCH ARIADTCA OYeHb OO-
oyAapRo} cpeTA MOJOZex® ‘TopMoil mpurumYeRdeckoll, aBaHTopHON, daHTacTmyec-
xo0}, JDGOBHOW ¥ IaRe HAYIHC-NOMYJIAPHOX JIATepaTypH. VHTepecHO, B KaKoi Mme-
pe oopapTaHHoii Ouna OH 3avieHa TEKCTa TPAIMIMOHHOIO yYeCHHRA, OTTAaJKABA0-
Hero vepTBeuuHoil HayIHHX JOPMYJHDOBOK, TEKCTOM, HAOOMMHAKIMM IO Gopve Ko-
NHCH . -

Jarmodenrme YIII conmepsdT BHPOIH H DEeROMEHIAIWME, RacammiecHd KOHCTPYK—
MY yuYeOHUKA MATeMATHKA A OOCYSHaeMOT0 YDOBHA OGydYeHHmd.

13 TPUJIOZEHAN [ODWBOJIAT:A OTDHBKA M3 y49eOHEKOB, NOCHYIMBIEX MATEDUATIOM
A aHan@s3a.

NlepeBon: Janyra Tensesms .
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ANEKSY
Aneks 1

Erdész E, at, a.: Munkalapok az ideiglenes matematika-tanterv

3. osztalyos anyagénak tanuldsdhoz. Tank8nyvkiadd
1976,

1. Zmiany temperatury

a) Strzatki

- 3 stopnie|-WZrost o 5 stopni -4 st,iﬁfﬂfﬁ:lgﬂﬂ l

o 6 stopni
-1 st, |w2rost o 4 st. 0 st. P

oznaczaja zmiang temperatury .

| spadek o 7 stopni -1ist.] l lppadek o 5 st. 5 St'l
A )

2, Diug i majatek

To jest rachunek na
To jest 1 forint 1 forint., Masz diug
1 forinta,
- Tak tez mozna
Tu napisz, ile jest napisaé

00O+ -
O O
O

1 f: diugu -1 ft
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b) UXéz rozmaiciel Narysujl
2 ft 00000
T1 ot O O3 .
T3 ft ()
0 ft (:
*1 ft
*2 ft
*3 ft

3. Pordwnywanie liczb
8) Kiedy jest cieplej? Pokaz to strzalka biegnaca tanm, gdzie

clieplejl

120

10°

10

13




b) " Najwieksza liczbg obwiedz kétkiem, najmniejsza péﬁekreéll

{

123 456 567 909 9909 ~1000 2000 345

4, Dodawanie

Napisz reguie 22, Odczytaj z termometrul

45

10

Jialparl

(=]

i
S

[
Ligatay ottt

A
5

<f

22 Chodzi tu o zaleznoéé funkcyjna, ktérej podlegaja pierwsze dwie
pary. Tego rodzaju zadanie wystepuje w “"Munkalapok" wielokrotnie.
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Ancks 2

Czer A, et a,: Munkalapok az ideiglenes matematika-tanterv 5
osztalyos snysgansk tanuladsahoz, TankBnyvkiadé 1974,

Strona 45

1. Z A do B jadg dwe suta, Auto pierwsze robi 4 odcinki na godzing,
drugie 6 odcinkéw na godzine. Zeznacz na rysunku, gdzie bede te aute po
godzinie jszdy bez zatrzymywania, Ile czasu bedzie trwale ich podréz?

-

Y

A

2. Z A i B ruszylo jednoczesdnie dnu.piochurbw naprzeciw siebie,
Piechur, ktéry wyszed: z A, robi 9 odstepéw na godzine, drugi robi
7 odstepdédw na godzing, Po ilu godzinach sig spotkaje?

3. /zadanie podobne do 2/

Strona 4

1, Vipisz w okienkach takie dzielenia, aby wszystkie nierdwnosci
byly prawdziwe,

b)[36:2| > > > '> >|2:2

2, Viypeinij tabelke wediug reguly, ktéra rozpoznates.

a) BIEEEAR 10 3 | Reguils

Z& 6 8 5 |10 (o] 7 teccccesscssconrscsne

/b) 1 c) podobne/
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3, Wzér:

dzielimy na T
+ 5 czgéci +

Liczbowo: 1 czeéc =

Na podetawie wzordéw wykonaj dzielenia:

a)

dzielimy na

S czesdci

+ M -

LicZbOWO .ivevcvcecces
/b) 1 c) podobne/

Strona 47
1.Poglgdowe wnioskowanie z proporcjonalnosci

Wzér 12 Ft 2 Ft 18 Ft

20

4 4

6 szt jajek 1 jajko 9 jajek
Kosztuje 12 Ft 12:6 = 2Ft 9,2 = 18 Ft
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Aneks 3

Papy: Mathématiqué moderne, Didier 1964, s.316-319.
Na naszym aebaku armia zetondw czerwonych i armia 2etonéw niebieskich

chca stoczyc walke na émierc¢ 1 2ycie, 8z do catkowitej eksterminacji jed-
nej armii,

Umiescmy walczacych na abaku zgodnie z regule: w kazdej przegrédce
co najmnie] jeden zeton danego koloru,

l
‘ o| 0|0 o| o 10| oo
i ojo o| |o () loto

Jezeli 2eton czerwony i niebieski znajde si¢ w jednej przegrédce, gi-
ng na miejscu od wzajemnie zadanych cioséw,

00 O| IO O | ©
o ° °

Wiemy, 2e zeton danego koloru moze byc zastapiony dwoma 2 et g—

nami tego samego kol oru, unmieszczonymi w sasiedniej
na prawo przegrédce,

Te rysunki obrazuja dalszy przebieg walki,

. -] o] o][.] Ole|O| O 0
i
[ o]
O|0|o Olo O] |O (o]
o
o|Olo 0[010]| |0 O

|
l

/itd, (w ksigzce "film" jest kompletny)/

Armia niebiesks zwycigzylal
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Gdyby dodaé¢ liczbg okredlona przez pozostelych przy 2yciu niebieekich
do liczby okreslonej przez poczatkowy sten armii czerwonej, otrzymalibys-
my poczgtkowa liczbg niebieskich.

Powiemy, 2e opieana powyzej bitwa jest
dodawaniem liczb o przeciwnych znakach

vichodzgc na pole walki Zetony niebieskie Qgreélily liczbg

1100.1010,0100.0110

Dla dodania, 2e ta liczba jest przedstewiona w kolorze niebieekim,
piszemy . *
- I100.1010,0I00.0110

Taka liczbe nazywemy liczbg u j e m n g .,

Zetony czerwone okreélily na poczgtku 11¢§§9

1011.00I0.1010,.III1

Dla zaznaczenia, 2e ta liczba jeet przedstawione w kolorze czerwonyn,

piszeny

+ I0I1I,0010,I0I0,.1IIII
lub krécej

1011,00I0,I0I0,IIII

Takie liczby nazywemy dodatnimi,

Zero jest jedyng liczba, dls ktérej jest obojetne, czy bedzie przed-
stawiona za pomoca pionkéw czerwonych czy niebieskich,

0 = -0 = +0

Zero jest jedynae liczbag, ktdre jest za-
razen dodatnia i ujemna,

Wy nik opisanej powyzej bitwy jest liczbe (niebieskg), ktdrg za-
piszeny

- I.,0III.I0O0I.0IIIX
i jest to s uma liczb
- 1100,1010,0100.0I10 i + I011,0010.I0I0,IIII
Napiszeny
z -1100,1010,0100,0110) + (+I011.00I10,I0I0,IIII) =
+1011,0010,1010,1I11I) + (-1100,I0I0,0100,011I0) =
-I1.0I11,1001,011I1
Uproscimy symbolike, piszac
1011,0010,1010,1I1II - 1I00,I010.0100,011I0
zamiast
( + 1011.0010,1010,1111) + ( -1I100,I0I0,0I00.0110),

Polézmy Z = §0,1,-1,2,-2,3,-3,..

Elementy Z nbzywamy 1 1 c z b e i cetkowitynmi
wymiernymi, Liczb dodatnich i ujemnych bedziemy uzywadé za kaz-
dym razem, gdy staniemy wobec dzielan antagonistycznych, a wigc bardzo
czgsto,

23 Cyfry w druku sa niebieskie,

24 Cyfry w druku sg czerwone.
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Ancks 4

Bernard J.,et d,: Itineraire mathématique, classe de sixidme.
Nathan 1971, s.155-163,

Grupa tematdw: RELACIE NUMERYCZNE,

Obejmuje ona trzy tematy: Funkcje numeryczne (1 kartka), Przykledy
odgzorowaﬁ iniowych (2 kartki) i Analiza odwzorowania liniowego (2 kart-
ki. .

Kartks "Funkcje numeryczne® zawiera w formie cwiczer pleé przykladéw
takich funkcji, okredlonych formalnie badZ z pomoce zaleznoéci pozamate~
matycznych, ilustrujacych nastgpujece definicje (sformulowana po éwicze-
niu pierwszym): ’

*Jezeli relacja bedaca funkcja ®e jako zbiér w¥Jéé ~ zbiér liczb, 1
jako 2biér dojéc = zbiér liczb, to relacja ta jest funkcja numerycznag”,

Przyktady odwzorowah@d lintowych

Cwiczenie 1
Kolarz zrobit esobie na treningu nastepujeca tabelke czasdéw przejazdu

Czas w minutach Odlegiodé w kilometrach

2 1,6
3 2,4
5 4

10 8

15 12

- 20 16

30 24

Oznaczmy przez T zbidr liczb okredlajecych czas,

D zbiér liczb okresdlajeacych odlegtosdc.
Odwzorowanie T w D jest bijekcjg.
Zbadaj nestegpujacy schemat:

3 - =24

Uzupeinij nastepujace schemaﬂy innymi liczbami z tabelki:
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Cwiczenie 2

Kawatek drogi prostoliniowej zostal na plaszczyinie przedstawiony na

ponizszym rysunku:
A 8 c

2 1 I

Dysponujesz naest¢pujacymi informacjami:
Uzupeinij te tabelg.

Dtugosc na ptaszczyznie Diugosé w terenie
v cm wm
AB 6 615
clod 2 205
AC

Cwiczenie 3

Jean i Martine zlozyli swoje oszczegdnosdci w Kesie Oszczednosci.

Uzupelnij tabeleg:

viptacajacy Sumy wplacone Odsetki roczne
Jean 72 F 2,52 F
Martine 60 F 2,10 F
Razenm cee - cee

Urzgdnik Kasy Oszcze¢dnosci zrobil sobie tabelke dla szybkiego obli-

czania odsetek, Vykoficz ja:

Sumy zlozone 12 60 72 48 36 24
Oprocentowanie w F vess | 2,10}.... PR oo ceos
Posiugujac si¢ ta tabelka oblicz odsetki od sumy 180 F,

Oznaczajoc przez S zbiér sum wplaconych (w frankach)
I zbidér odsetek (w frankach)
napisz graf odwzorowania S w I.

G = teeencoscecosscsnccccans

Cwiczenie 4
Na planie katastralnym przedstawiono dziatkg o ksztalcie jak
rysunku, Miary odcinkéw na plaszczyinie, przy jednostce cm,

ce:
m jA,B 2,6 m @, A
m R 2,7 m '
m [, = 3,7 m A,

Urzygdnik hipoteki ulozyZ nastgpujacz tebele, dajaca
szybko rzeczywiste wymiary terendw narysowanych na F
ptaszczyznie.

Uzupeinij te tabelkg:

1
2,
2,

" vt @

na ponizszym
$@ nestepuje-

B
<

Ne plaszczyznie (w em)} 0,1]10,2]0,3]0,4]0,5] 1

w terenie (w m) 2,50 eee e ee | ...]25].

Pustugujgc sig¢ ta tabelke oblicz obwéd dziatki.
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[4
Cwiczenie 5

Miynarz ulozyt nastgpujecs tabelke, podajeca ilodc mgki nsleznej w zemian
za pewng iloéé dostarczonej pszenicy.

Ciezar pezenicy (w kg) | 100 |300 | 600 | 800 | ..
Cigzar mgki (w kg ) 75

eee | oes Joee | 750 ) 300 | 525

Uzupeinij te tabelke.
14

Cwiczenie 6
We wszystkich poprzednich éwiczeniach tebelki przedstawialy odwzorowania
bijektywne pewnego zbioru liczb naturalnych lub dziesigtnych w inny zbiér
liczb naturalnych lub dziesigtnych: odwzorowania te tworza jedna rodzing,
ktérg nauczymy sig rozpoznawa¢ z pomocg nastepujecego rysunku:

!
|

|
!

|
Przy pomocy par grafu kezdej z relacji mozesz sprawdzi¢ wiasnoéc zakodo-
wang tym rysunkiem,
-Odwzorowania te nazywajg sie odwzorowaniami liniowymi®", Pdzniej zbadasz:

je szczegdlowo, lecz trzeba umieé je rozpoznawac.
Oto jedno z nich, uzupeéinij:

617,5] 13,5] 21

36 72

Oto dwa inne odwzorowania. Uzupeinij tabelki,

Bok kwadratu (wm)| 2 {5 |7 |10 | 12 | 15
Obwéd (w m)

Bok kwadratu(w m) | 2

Pole tego kwadratu
(w m2)

[¥1]
~

10 12 15

Czy odwzorowania sa liniowe? Uzasadnij eswoje odpowiedzi.

00 000600 P C 0P CE0P PP s0TLNERePPP P00 000000000000000000000CPEILIOLLS

Cwiczenie 7 Pewna gral

1. W kezdym okienku tych kwadratéw sprébuj umiescic¢ 4 liczby natural-
ne lub dziesigtne, tak by iloczyny na krzyz byly rowne,
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Przyklad:

9X8=6X12s= 72

Stosujac te eamg regule, uzupeinij puste okienka ponizezych kwadratéw:

24 35 15 27

96| 16 a 12 |18

2, Skomplikujmy grel
Utworz kwadrst liczbowy wediug pierwszej reguly.

—_

Dodaj dwie liczby w pierwszym wierszu i dwie liczby w drupim, Sprébuj
z tych 6 liczb utworzyé dwa inne kwadrasty, speiniajece regule 1.

3. Postugujec siq tymi dwiems regutemi, eprébuj utworzyé krzyzéwke
kwadratoéw,

2|¢ 6|8 8 | #4

Aneltzoae odwzorowenia liniows )
Cwiczenie 1

Oto diagras strzalkowy pewnej relacji ze zbioru E do zbioru F, Ten dia-
graa jest kompletny, nie brakuje 2adnej strzatki.
Czy jest to odwzorowanie liniowe?

6i;é;;aa%..--...................................1..................-- .s
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2 ma za obraz 12,
Nepiszemy w ekrdcie

Im 2 = 12,
Uzupeinij réwnodci:
In7 = Im,.. = 54 Im.., = 30 . N

NN\
Uzupeinij nastegpujaca tabelke: B

Im (2 + 5) =
Im 2 + Im 5 =

Im(2+7) =
In2+Im7 =

Co zauwazasz?

Cwiczenie 2
Oto odwzorowanie z E do N:
E={06; 1y 23 3; 4; 5; 7; 12; 17; 19%;
okresdlone stownie
"pomnozone przez 7 daje-

1. Uzupeinij
Im 2 = ... Im 5 = ... Im 7 =,,, Im 12 = ,

2. Wypeinij okienka nastgpujecej tabelki

. Im 27 = ...

Elementy E 0 1 2 3 5 7 12 17 19

Obrazy

Czy odwzorowanie jest liniowe?

In (5 +7)=(5+7)X7=....
Im S =5X7=,,,.
Im7 =7X7 = ..°° ImS5 +Im72865X7+7X 7= ....

Napisac: Im (S +7) =1Im5S + Im 7,
znaczy to samo, co napisac: i
: (5+7)X7-5X7+7X7(wrécdokartki:ﬂ)

Cwiczenie 3
Oto dwa zbiory liczb:
E 3, 7, 9, 13, x}
F= {36, 4x, 12, 28, 52}
ZnajdZz odwzorowanie bijektywne z E do F takie, by kazdy obraz byt iloczy-

nem swojego przeciwobrazu przez jedna 1 te sama liczbe.
Jaki jest przeciwobraz 3? 77 97~ 13? x?
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Jezeli masz odwzorowanie bijektywne z E do F i jezeli kazdy obraz
jest iloczynem swojego przeciwobrazu przez jedng 1 tg samg liczbe -
jest to odwzorowanie liniowe. Liczba ta nazywa sig wspékczynnikiem
tego odwzorowania,

Cwiczenie 4

1. Masz dane odwzorowanie liniowe e |49 J11]17]2s
z E do F: x — 0,4 x, _—
Uzupeinij tabelke obok.
* 2. Masz dane odwzorowanie liniowe
z Fdo Gy x —5 x F
Uzupeinij tabelke obok, G
3. Masz dane odwzo{owa;?e)liniowo -
z E do H: x —»(0,4X 5)x, . E 4 9 11} 17]2s
Uzupeinij tabelke obok, ) 2
Poréwnaj zbiory G i H, H

Cwiczenie 5
Masz dany diagram strzalkowy pewnego
odwzorowania ze zbioru E do zbioru F,

1., Sprawdi, Ze jest to odwzorowanie
liniowe, )

2. Znajdz wartodc wspdiczynnike
tego odwzorowania liniowego 1 uzupeinij:

-_\’/

Cwiczenie 6 :
Pani Martin poszia na cotygodniowe zakupy do supermarketu.
Przyniosta: ’

€ pudelek sardynek po 2,30 frankéw
3 litry oliwy po 3,00 -
G litréw wina po 1,50 "
4 pudelka pasztetu po 0,65 -

2 tabliczki czekolady po 1,10

Przyniosla takze zeméwione przez sgsiadke p. Dupont

4 pudstka sardynek,

2 litry oliwy,

4 litry wina,

6 pudetek pasztetu,

3 tabliczki czekolady.

Zanotowata na kawalku papieru:

Ola p. Martin: (6; 3; 6; 4; 2)=—»(13,80; 9; 9; 2,60; 2,20).
Dle p. Dupont: 4, 2; 4; 6; 3)—>»(9,20; 6; 6; 3,90; 3,30).
Sprawdz rachunki p, Martin, Uzupeinij diagram etrzatkowy:
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A jest zbiorem zakupdw, A P

P jest zbiorem kwot do zaplacenia
przez kazdg z tych oséb, .
Kesjerka dala p, Martin kwit (4; 2; 4; 6; 3) -
za caity zakup.

(6; 3; 6; 4; 2)

.(10; 5; 10; 10; S)——s(23; 15; 15; 6,50; 5,50)
SprawdZ rachunki kasjerki,
Postugujgc sie powyzszymi informaecjami, eprébuj zrobié rachunek dla
p. Favier:
2 pudelke 8ardynek, ....ececcsccccrsncacerscsss
5 litréw OleJU. 6060000000000 c0ssesnsresRP0Le

2 1it wina, 0080000000000 00000000000000 00000

2 pudelka pASZLOTU, .ccscevcrcvsvsccsssaccnsnces
S tabliczek czekolady, 0000 scesesovensossessce
WykoAcz kwit kasjerkil: .eoeececcocccocoscoscses
(23 53 23 5)ecececees
Uzupeinij nastepujgcy diagram:

P
(6 3; 6; 4; 2) «x

(45 23 44 63 3) «x —

(2; 5; 23 23 5) «x

Jezeli p, Martin przyniositaby réwniei zaméwienie p, Favier, ile by zapla-
ciia? .

A

I RN N N RN RN RN R NN R NN N N N R R A N N I A I A I AP )

Cwiczenie 7
Jean 1 Sophie poszli .razem ze swymi metkami ns zakupy do supermarketu,
Oto ich zakupy:
Jean (7 jogurtéw, 5 tabliczek czekolady) 7,81 frankdw,
Sophie (5 jogurtéw, 5 tabliczek czekolady) 7.15 frankédw,
Ich przyjaciel René poszedl troch¢ przed nimi: wzigl 2 jogurty.
Gdyby byt poproeil Sophie, by mu je przyniosta, ile Sophie bytaby zaplaci-
ta ogétem?
Znajdz ceng: 1 jogurtu, 1 tabliczki czekolady,
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Anmeks § |

Hayen J., et a,: Gamma 5, Mathematik Grundband fuer Orientierungestu-
fen, Gesamtschulen und Realechulen, Klett 1976,
Rozdzial V Gleichungen und Ungleichungen,

Rozdziat skleda sig¢ z 10 peragraféw: 1, ~Platzhalter=> '
2.Termy, 3. Termy i diagramy, 4.Wypowiedzi i formy zdeniowe, 5.Rozwigzanis
form zdaniowych, 6,Rozwigzywanie rdwnan, 7.Zwigzki migdzy zbiorami rozwig-
ze, B, Przekrdj zbiloréw rozwiazan, 9,Ztgczenie zbiordéw rozwigzan, 10,Za-
dania rézne, ' N

Przekrdj zbioréw rozwigzaht,
* 1. Na Kolei Federalnej dzieci od 4 do 12 lat ptacg tylko potowe ce-
ny biletu,
a; Ile lat moge wigc mieé dzieci korzyetajece ze znizki? .
b) Sformutuj warunek dla wieku x, w ktérym Rorzysta esig ze znizki.

2.a) Na rysunku 108.1 przedstaewiono na osi liczbowe] zbiér rozwigzan

nieréwnosci x € 7, na rysunku 108,2 zbiér rozwigzan nierdwnodci 4 < x,
Jakie elementy przedstawiono na rysunku 108,37

108,1 >r—— =LY s >
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T S S S S SN g s ]
108.2 O 1 2 3 4 5. 6 7 8 9 10 11 12 13
108.3 *—0 >

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

b) Narysuj trzy osie liczbowe ze zbiorami rozwiazah odpowiednich nie-
réwnoscis x < 10, 5 < x, x{ 10 v+ 5 x.

3. Dla jakich liczb zachodzi S5+x { 27, x+19 ) 39, S5+x £ 27 i x+19 > 39?

4, Pr ze k ¢ 6 j dwu zbiordw A 1 B sklada sig z wszystkich elementdw,
ktére naleza do A i B, Okresdl przekréj zbioréw rozwigzan:
a) x5, x <11 b) 12 + x {31, x - 15 27
c) 18 { 3.x, x 12 d) 2.x = 14, x + 3 £ 18

Jezeli polaczymy dwie formy zdaniowe siowem "i", otrzymujemy nowa forme

zdaniowa, Jej rozwiazaniem jest p r z e k r 6 j obydwu zbioréw rozwie-
zah,

Przyktad: 2 { x ma zbiér rozwiazan R, = {3,4,5
x &5 ma zbiér rozwiazan R; = {0,1,2
2 x i x {5 ma zbidr rozaiazar‘\ R =

514,
1N R, = {3,4}

]
R

5. Okresl zbi6r rozwiazan formy zdaniowej: a) 5.x > 35 i x+4=12 /.../

W punktach 6-8 wprowadza sig nierdéwnodé podwdjria, po czym nastepuja
"Cwiczenia” 9-17. Wéréd nich céwiczenia 9-15 maja tredé abstrakcyjna, cwicze-
nia 16 i 17 - konkretna., W c¢wiczeniach dominuje rozwiazywenie ukiadéw nie-

rownosci, ale jest tez kilka o tresci czysto mnogosciowej, Oto te dwa ostat-
nie c¢wiczenia,

257ermin ten nie ma odpowiednika w jezyku polskim (poza - byé moze
-~ technicznym jezykiem drukarzy). Znaczy on doslownie "to co rezerwuje
miejsce” i oznacza m.in., czcionke uzytg zestepczo w miejsce nieczytelnej
litery, ktére w korekcie bedzie zastgpiona wiasciwa. Tytul paragrafu w
oryginale jest bez cudzysiowu.
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" 16, Cukierki maje byé zapakowana do torebek. Kazdy cukierek kosz-
tuje 2 fenigli 1 wazy 3 g. A wiec x cukierkdéw kosztuje 2.x fonigow 1 wazy
3,x graméw, Torebka pdwinna kosztowaé wigcej niz 60 fenigéw ele mniej niz
90 fenigdw, powinna wazyé wigcej niz 60 g, .ale mniej niz 120 g, zawierad
wigcej niz 10, ale mniej niz 35 cukierkdw.

a) Sformuluj te warunki jako nieréwnoéci. Okredl zbiér rozwigzsh ja-
ko przekréj poszczegélnych zbiordw rozwiazan,

b) Ile co najmniej cukierkéw musi byé w torebce? Ile kosztuje i jak
ciezka jest w tym przypadku torebka?

17.Rzucamy trzema kostkemi, Wolno zrobié ruch przy nestgpujacych wy-
nikach, Za kezdym razem podaj odpowiedni zbidér wynikodw,

a) Suma oczek jest wigksza od 15; b) Suma oczek jest mniejsza od 8;
c) Suma oczek jest mniejeza od 17 i wigksza od 10; d) Suma oczek jest
liczbe parzysta mniejszg od 15; e) Suma oczek jest wieksza od 15 1 mniej-
eza od 19",

Przekrdj zbioréw rozwiszeh powrace jeszcze w kilku zadaniach paragra-
fu 10 "Zadania rézne”,
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Ancks 6

/

Paling D. et a,: Making mathematice & secondary couree. Oxford
University Press 1971,
POLE (8. 86-88)
Temat do rozmowy

Sp6jrz ne wzory kafelek u géry tych dwu stron, Jakiego ksztattu ka-
felek uzyto w A? B? C? D? . ¢ .

Ilu kafelek uzyto w A? B?
. Spéjrz na C, Uzyto tu cetych kafelek i ich czeédci. Ilu uzyto catych
kafelek? Ilu czgéci. Czedci kafelek sg dokiadnie wycigte z calych kafelek.
Jake jest najmniejsza liczba calych kafelek, potrzebnych dla wylozenia C?

Spdjrz na D, I tu uzyto calIch kafelek 1 czeéci, Ile iest tu catych
kafelek? 1le cze¢dci? Czegdci kafelek dokiadnie wycigto z catych kafelek,
Ile mniej wigcej calych kafelek trzeba do pokrycia D?

Czy kolo jest, Twoim zdaniem, dobrym keztaitem kafelki?

Jaki ksztalt jest, Twoim zdaniem, najlepszy dla kafelek?
Dlaczego?

A c -

“

Cwiczenia
iilytnij figure u géry kartki 46 z Zeszytu pracy.

1. Umies¢ te figure na kratce z tréjketéw (kertka 44), Obrysu .
Ile trdojkatéw pokrywa ta figura? 3 ) veud Ja

(Vi przypadku czedci tréjkatéw, zaniedbaj kazdg mniejsze od polowy, licz
pozostaite jako caile trbjkety.)

2, Polé6z te figure na kratce z szedciokgtéw (kartka 44), Obryesuj je.
Ile szedciokatdédw pokrywa ta figura?

(Licz czesci jak w ¢éwiczeniu 1.)

3. Poléz te figure na kratce z kwadratéw i policz, ile ich k
(kartke 43), P ) pokryne

4, Policz, ile prostokaetéw pokrywa te figura (kartka 43),
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éwiczenia
Zbierz troch¢ lidci z drzew lub innych roslin,
Postuz sie kratkg z kwadratéw (kartka 43),

1, Poléz jeden z lidci ns kratce z kwadratéw, Obrysuj go.
Ile kwadratéw pokrywa 11i4¢? :
(Przypomnij sobie, co sig¢ robi z czedéciami kwadratdw).

2. Wez inny liéé, . :
Ocefi, ile kwadratéw on pokryje, Zanotuj ewoja oceng. Znajdz liczbe kwa-
dratdw, ktére pokrywa.
Czy twoja ocena byia za wysoka czy za niska?

3, Powtdrz cwiczenie 2, z innymi liéémi ./Pomijemy juz dalsze 7 cwi-
cze na temat mierzenia pola,/ '

Review 9 (s.93)
1, Uzywajac linijki, narysuj odcinek diugodci:

u(a) 6 cm, (b) 8 % cm} (¢) 9 cm 7 om, (d) 78 mm.
2, Uzywajac katomierze, narysuj kety:
(e) 80° = (b) 25° (c) 80° (d) 130° (e) 90° (f) 155°,

3. W nastgpujacych zdaniach opuszczono nawiasy., Przepisz kazde zde-
nie i-wprowadZ nawiasy tak, by otrzymaé zdanie prawdziwe,

za; 3+2, 28=10 'ibg 6.3+ 2=20 ic 12 - 3. 2 = 18

d)7 .3+ 5= 26 e) 24 -7 ., 2 2 10 f) 4+ 2,3+ 3 =36
a, o i
D
A c
E/
B F

a) Ktéra figura ma najmniejsze pole?

b) Czy figury 8 1 F maja to samo pole?

c) Czy figury E 1 F majg to samo pole?

d) Ktére figury maja to samo pole co figura C?
5

Wykona] odejmowanie sposobem, ktéry uwazasz za najtatwiejszy:
39 - 22 b) 62 - 33
47 -~ 35 d) 27 - 19
55 - 39 f) 100 - 76

SOME ACYIVITIES (8.94-95)

Aktywnodéé 1 .
Zbierz numery rejestracyjne 50 eamochodéw, Ile razy wystgpuje w nich

keazda z cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 97
Nerysuj wykres, przedstawiajacy uzyskane przez ciebie wyniki,
145
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wnoéé z |
Znajdz liczbe cegiel w jakimé murze,

ywnodéé 3
Jak diugo pali sie dwieca?
Jak uzyibyd éwiecy dla mierzenia czasu?

ywnosd$é 4 .
Podziel kwadrat ne polowe.
Na ile réznych sposobéw mozeez to zrobié?

ywno#éé¢é 5
Co jest diuzsze, ezpulka drutu czy motek przedzy?

ywnodéé 6

Zmierz tetno u kolegi:

a) gdy siedzi,

b) po dziesigciokrotnym podniesieniu eie z krzestia,
c) po innej aktywnosdci, o

ywnoéc¢ 7
Zmierz jakied odlegioéci z pomoce kota.
ywnosgé¢ 8
Jakie jest najpopularniejsze imig:
Ea chlopcéw z Twojej szkolz?
b) dziewczat z Twojej ezkoiy?
ywnoé¢ 9
Ile jest wloséw na twojej gtowie?

ywnodéc¢ 10
Ocen a potem zmierz odleglodé do jakiegod punktu w

terenie,
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NA, W1ilenki1in et a,: Matematika, uczebnik 4 klasa, pod red, A.I,
Markuszewicz ; Moskwe 1970,

45, Prawo rozdzielnodci mnozenis So. 109-112)

Diugodc prostokata ABCD (rys.147) jest réwna 4+2 centymetréw, e sze-
rokod¢ 3 centymetry. Pole tego prostokgta jest réwne (4+2). 3 centymetréw
kwadratowych, Pole prostokata ABCD mozna znaleié inaczej.

8 L c

A - D
K
Nejpierw wyliczyé pola prostokatéw ABMK 1 KMCD, a potem dodaé otrzymane
wyniki: 4.3 + 3.2 centymetréw kwadratowych, Iloczyn (4+2).3 i suma 4.3 +2..3
sg réwne, gdyz wyrezaja one pole jednego i tego samego prostokata ABCD:
(4+2).3 = 4.3+2.3
Taka réwnos$c mozns napisac dla dowolnych dlugosci odcinkéw AKX, KD i AB,
Ogélnie przy dowolnych wartodciach a, b 1 c prawdziwa jest réwnosc
a+b)c = ac + bc, .
Wyraza ona prawo rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania, Odczytujemy je
tak: eby pomnozy¢ sumg przez liczbe, mozna pomnozyc przez te liczbe kazdy
sktadnik i dodac otrzymane iloczyny, .
Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodewania daje mozliwo$c zamis-
ny 1loczynu postaci (7+29).63 na sumg 7.63+29.63 _
aIbo sumy postaci 7.63 + 29.63 na iloczyn (7 + 29).63 Taka zamiana czgsto
-upraszcza rachunki, Podamy przykiady,

Przyk?tad 1, Przypudémy, 2e trzeba znalezé wartodé iloczynu
42,50, Przedstewimy liczbg 42 w postaci sumy liczb 40 i1 2; otrzymamy
42,50 = (40 + 2).50. Teraz zastosujemy prawo rozdzielnodci:

(40 + 2).50 = 40 . 50 + 2 . 50

Kazde z liczb 40 i 2 latwo pomnozyé przez 50, Wartosdc wyrazenia

42,50 jest réwna 2100,

Przyk?1lad 2, Przypusémy, 2e trzeba znaleié wartoéé wyrazenia
61 , 37 + 39 . 37, Na podstawie prawa rozdzielnoéci mnozenia przedstawinmy
te sumg w postaci iloczynu sumy 61 + 39 1 ljiczby 37:
61 . 37 + 39 , 37 = (61 -+ 39) . 37
Suma 61 1 39 jest liczbe 100, A iloczyn 100 i 37 jest réwny 3700.Wiec
wartosc wyrazenia 61 . 37 + 39 , 37 jest réwna 3700,
Zajmiemy si@ teraz prawem rozdzielnoédci dla odejmowanisa.
Poréwnamy wyrazenis (429 - 29; . 301429 , 30 - 29 , 30:
\429 - 29) ., 30 = 400 . 30 = 12 000;
429 , 30 - 29 , 30 = 12870 - 870 = 12 000.
Wyrazenia okezaly eig réwne: (429 - 29).30 = 429,30 - 29.30.
Ogélnie, dle dowolnych liczb a, b 1 c, jezeli tylko a jest wigksze
lub réwne b, prawdziwa jeet réwnodé
(a - b)c = ac - be.
Wyrazs ona prawo rozdzielnodci mnozenia wzgledem odejmowania.
Odczytujemy je tak: aby pomno2yé réznice przez liczbeg, mozna pomnozyc
przez te liczbe odjemna 1 odjemnik oddzielnie i od pierwezego iloczynu
odjeé¢ drugi.
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546, SprawdZ prawo rozdzielnodci mnozenia wzgledem odejmowania, obli-
czajac dwoma sposobami pole zakreskowanego prostokata (rys.148),
547, Znajdz wartoéc wyrezenia: a) (40+1).8, /itp./.
548. ZnajdZ wartoéc¢ wyrazenia, .stosujac prawo rozdzielnosdci:
a) 91.8, /itp./.
349, Znajdz wartodé wyrazenia: a) 69.27 + 31,27 /1:p.§.
550, Zastosuj prewo rozdzielnoéci mnozenia: a) (68 + x).2, /.../
43 + 4,13, /itp/.
551, Dla, jakich wartodci zmiennej prawdziwa jest réwnosdé:
a) 3.(x+5) = 3x + 15,
b é3+5;.x = 3x + 5x, .
c 7+x).5 = 7,5 ¢+ 8,5 /itpy.
Zadania do wykonania w domu,-
/552-554 zawieraja przyktady na zastosowanie prawa rozdzielnodci,
podobne do powyzszych/.
555, Narysuj kat rozwarty BOD, wewnatrz niego poprowadZ pdiprosta OC
tak, by powstat kat prosty CCO .

’
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S, Turnsau, M\, Cioeek, M, Legutko: Matematyka dla
klasy IV, Przewodnik ucznia., WSiP (oddane do druku).

Policz, z ilu kwadracikéw skladaja sie te figury, 1 napisz to pod
nimi,

Ktére z tych figur mozna calkowicie wylozyé prostokgtami ztozonymi
% 3 kwadracikéw?

Popatrz na rysunki Agnieezki,

%%
tierw
wyzozg pilerwsz
rzgdek
%2 51;/
A
4 44 Teraz drugil
rzadek
)
1% WA9% .
%% 9.7
A A AN
///l 1 ////
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Jeszcze ten

N

N

N
NN

NN
RINRNR

korytarzyk

\

Figury zlozonej
z 56 kwedracikéw
nie da sie

tek wylozyé

Przerysuj w zeezycie druge figur¢ i1 znejdZ odpowiedz, kolorujgc ja

tak jak Agnieszka.

150

Przeciez chodzi o to,
czy licsz 56 i B84
sg podzielne przez 3|

Tomek nie rysowal, tylko wykonat dzielenie z resztas

56 : 3 = 18 r 2
Sprewdz ten rachunek,
Jak z wyniku odczytasz odpowiedz ne pytenie postewione w zadaniu?
Ktérg czgéc wyniku Tomke mozne latwo odczytac z rysunku Agnieszki?
Rozwiaz zadenie dla drugiej figury, wykonujac dzielenie z reszta.
Dyzio siuchal uweznie, a potem powiedziail:

Wszystko zeale
2y od dtugosc

korytarzyka.

einych
rzedkéw jest
tyle ile

dziesigtek




a zakretem
jest jeszcze
tyle kratek
ile

jednosdci

Korytarzyk licz
by 56 ma wigc
5 54+ 6
kratek

|
; Wystarczy zbadad
3 | 5+467? , byotarczy zbada
podzielna
przez 3

l
‘adeanie
gp:awdt najprostszym sposobem, ktére z nastepujacych liczb sa po-
. dzielne przez 3: N
78, 89, 96, 97, 137.

Maa zbadaé, czy
3 | 137,

Oyzio méwi, 2eby
bra¢ sume cyfr.
Sprébuje dla 1371

1 +3+7 =11
3 414347
wiec 34137

Przeciez 1 + 3 + 7

to wcale nie jest

dlugodé korytarzyka
. liczby 1371
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Diugoéc tego
orytarzyka jest
réwna 13+9,

czyli 20.

341347,
wigc 3* 137,

heh

Wyszlo na
moje!

Nie wazne, na
czyje wyszlo,al
jak kto mydlil

QOAZP-V/O,
A D047
242, 0 BA LYY
/ .V, AR IA////"O
AT
v 7aRa %4740 ¢
227BRA 774278
‘ // T -.n VY, !
Jak mys$lal, tsk 27, 70X 77,7 !
myélal, sle spo VAL VA :
s6b podel dobry 2727 RBRAZ 470
Popatrzcie! VAA - VA A
XA bt VA7
YU B RN 777 '3&
¥

Zbedaj poznanymi sposobami, ktére z nastgpujacych liczb sg podziel-
ne przez 3:
159, 306, 2805.
Tomek znowu rozumowail tak: :
3 | 2+8+0+5, wiec 3 | 2805
Czy rozumowal poprawnie? Czy mozeez odpowiedzieé, nie rysujac korytarzy-
ka liczby 2805 /byiby bardzo diugil/?

152



Literatura cytowans

Bernard J. et, a,: Itineraire mathématique, classe de sixitme,
1971,
Breidenbach W,: Die Welt der Zahl, Neu, 2, Schuljahr. H,
Schroedel Vv1g.,.1972.
Bruner J.: Proces ksztalcenia. PWN, Warszawa 1964,
Dib ,Claudio 2, et, a.: Actividades em Matematica 1. Grafice Edi--
tore Primor S.A, 1973,
Duval R.,.et Pluvinage F. Une grillg d’analyse et son
applicetion a deux manuels scolaires, “Bulletin de l1°Aseociation
des Professeurs de Mathématiques de 1’Enseignement Public”, 301,
Decembre 1975,
Filloy E . et a,: Mathematicas, cuarto grado, Secretara de Educa-
cion Publica, Mexico 1975,
Freudenthal H. : Mathematics as an educational task. Dodrecht
1973,
Galion E.: Mathématique 6%, 0.C.D.L.-Hatier 1973,
Hayen J. et, a,: Gamma, Mathematik Grundband fuer Orientierungsstu-
fen, Gesamtschulen und Realschulen, Klett 1976,
Jéé&¢wicki T.,: Matematyka w klesie III, WS1iP Warszawa 1976.
Krygowska Z.: Zarys dydasktyki matematyki, cz.I, wyd,II.WSiP,
Warszawa 1977 a,
Krygowska Z,:-Zarys dydaktyki matemetyki, cz,II,WSiP Warszawa
1977 b,
Krygowska Z,:; Druga fela reform - edukacja matematyczna dla
wszystkich, "Matematyka"6,1977.
Krygowska Z,: Zarys dydaktyki matematyki, cz,III. VWSiP 1978,
Markuszewicz A I, , (red.)Wilenkdin NA, et a. (aut.)
Matiematika 4, Proswieszczenie, Moskwa 1970, _
Mathematik heute, Mathematisches Unterrichtswerk, S, Schuljahr Orientie-
rungsstufe, Schroedel-Sch8ningh 1972,
Moroz H,: Nasze matematyka, dla klasy III, WSiP Werszawa 1975,
"™Munkealapok"Czer A, et,a,: Munkalapok az ideiglenes matema-
tika-tanterv 5., osztalyos anyagének tanulésdhoz. Tankdnyvkiadd 1974,
"Munkalapok"Erdesz E, et a,: Munkalapok az ideiglenes
matematika-tanterv 3, osztélyos anyagénak tanulésfhoz, Tankényvkiadié
1976,
My s takowsk1 Z,: Wychowanie czlowieka w zmiennej spotecznosci,
KiW Warszaswa 1964,
Neunzig-Sorger:Wir lernen mathematik, III, Herder Vv1g.1969,

153



Ok od W,.: Funkcja i tredc podrecznika szkolnego. "qua Szkota“, 4,

O k ot
Orszégos Pedagbgiei Intézet: Ideiglenes Tanterv, Az Altelénos Iskolfk 1-4,

1966, s. 9-16.

W.: Zarys Dydaktyki Ogélnej, PZWS Warszawe 1968,

Osztalyai Szémara, Tajekoztato Tanterv, Az Altalénos lskolBk 5-8
Osztalyal Szémara, Budapest 1975, .

Paling 0. et a.: Making mathemetics, & secondary course, Oxford Univ

SMP -

SMP =

T
W

V- i

u

-

8

154

The

The

sity Press 1971,

G.: Mathématique moderne, vol. 1. Didier 1964,

G.: Le premier enseignement de l'anylyse. Preess Universitaires
de Bruxelles 1968,
t J.: Studie z psychologii dziecks, PWN Warszawa 1966.

er E., et a.: Mathematik B5, Klett Vlg, 1974,

eni Z,: The concept of premathematics ees @ theoretical back-
ground for primary mathematics teaching. IM PAN 1976,

i s W, et a.: Mathématique 1, clasee de sixidme. Nathan-Labor
1969,

School Mathematice Project, Books 1-5, Cambridge University
Press 1969,

School Mathematics Project, Books A-H., Cambridge University Press
1970.

der M,: Teksty eterujace prace ucznia w nauczeniv matematyki
w szkole podstswowej, 1977, (Rozprewa doktoreka nie opublikowa-
na). Biblioteka Gldéwna WSP w Kraekowie.

au S.: Matematyka dla klesy IV, WSiP, Warszewa (w druku),
sinski G,: Manuélisation d’une réforme, "Cahiers P&dagogi-

ques®, 132, Mars 1975,
a n E,: Grundfragen des Mathematikunterrichte, Vieweg-Braun-
schweig 1974,



SPIS TRESCI

PRZEDMOWA
1. WSTEP

2.

3.

1.1, Nauczanie poczgtkowe i ponadpoczatkowe
1.2, Podrecznik "trudny" - okredleniem relatywnym
1.3. Podrgcznik "dobry" - okredleniem relatywnym

AKTYWNOSE MATEMATYCZNA UCZNIA

2.1, Aktywno$¢é ucznia w teoril 1 praktyce nauczania

2.2, Aktywnoéc matematyczna dorostego 1 dziecka

2,3, Aktywnosé umysiowa dziecka rozwigzujacego zadanie matema-
tyczne

2.4, Rézne poziomy aktywnodci na jednej lekcji matematyki
(przykted)

2,5, Trudnosdci dziecka w rozumieniu pisanego tekstu matematycz-
nego

2.6. Podcumowanie

PODRECZNIK A KSZTALTOWANIE POJEC MATEMATYCZNYCH

3.1, Pojecia matematyczne i1 ich ksztattowanie u dziecks

3.2. Rola podrecznika w ksztaltowaniu pojeé matematycznych u
dziecka

3.3, Wprowadzenie liczb dodatnich i1 ujemnych w wybranych podrecz-
nikach

3.4, Podsumowanie

ROZUMOWANIA PREMATEMATYCZNE A TEKST PODRECZNIKA

4,1, Rozumowanie prematematyczne jako propedeutyczna forma dowodu

4,2, Rozumowania prematematyczne a podrecznik uczniowski

4,3, Prematematyczne uzasadnienia rozdzielnoéci mnozenie wzgledenm
dodawania w wybranych podrgcznikach

4.4, Prawo arytmetyczne jako réwnowaznos$é programéw rachunkowych

4,5, Stymulacja rozumowanis prematematycznego przez podrecznik

4,6, Podsumowanie

PODRECZNIK A NAUKA ROZUMIENIA TEKSTU MATEMATYCZNEGO

3.1, Teket matematyczny i jego rozumienie

5,2, Sposoby wyrazanie ogélnodci w tekdcie podrecznika
5.3. Uzybie i rozumienie zmiennych a teket podreczniks
5.4, Podsubowanie

11

11
13
15

18

18
20

21
22

25
27

27
27

30

64

64
66
70
77



6. PODRECZNIK A MOTYWACOA UCZENIA SIE

6.1, Motywacje a tradycyjny podrecznik matematyki
6.2. Srodki motywacji w wybranych podrecznikach
6.3. Podsumowanie

7. Dydaktyczna struktura i jezyk podrecznike matematyki
¢

7.1, Podrecznik tradycyjny
*7.2, Tekst sterujacy pracg ucznia
7.3. Jezyk 1 forma graficzna podrecznika
7.4, Vlerbalna warstwa podrecznika
7.5. Podsumowanie

8. ZAKONCZENIE
SUMMARY

PE3 IME

ANEKSY

Aneks 1
Aneks 2
Aneks 3
Aneks 4
Aneks S
Aneks 6
Aneks 7
Aneks 8

LITERATURA CYTOWANA

77

77
80
85

86

87
91
102
105
114

114
123
125
127
127
130
133
135
142
144

147
149

153






Cena zt 24.—



