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Wstep

Do chwili obecnej zeproponowano wiele sposobéw usuwania
nieskornczonodci pojawiajacych sig w kwantowej teorii pola
/KTP/, PoniewaZz proces ten jest w dalszym ciagu kontynuowa-
ny, mozna wnioskowaé, %e .fizyka teoretyczna nie wypracowata
dotad jednolitego pogladu na te problemy,. C;agle trwaja po-
szukiwania réznych sformulowah podstaw kwantowej teorii po-
la, ktére pozwoliltyby uniknaé¢ wlelu spotykanych w tej teo-
rii trudnosci. Nie wszystkie te préby koficza sig sukcesem
i w historii kwantowej teorii pola mozna wyrdéznié jedynie
kilka ujeé, ktére na trwale weszly do fizyki. Do nich prze-
de wszystkim zaliczyé nalezy podejsécie a. sjomatyczne (np.

Wightman /17, Streater /27, Jost
(27, Bogolubow /37) funkcjonalne (S c hwin-

ger [5_7), formalizm LSZ (L e hmann, Symenzik,
Zimm ermann [6_7), metode funkcji retardowanych
(stedinman /7 7), metode funkcji chronologicznych
(Bogolubow /B 7), algebraiczne sformulowanie za-
sad relatywistycznych teorii kwantowych (H a a g i1 K as-
tler (/3.7), czy tez podejécie stochastyczne (N e 1 son).

W ostatnich latach pewna popularnoéé zyskaly prace usiltu-
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jace wykorzystaé pole grawitacyjne do wygaszania rozbiez-
noéci wyrazen kwantowo-teoriopolowych(S al am i St r a-
t hdee (107, (117, (12_7). W pracach tych wykorzystu-
je sile specyficzne wlasnoéci pola grawitacyjnego, ktére mo-
ga by¢ wykorzystane do modyfikacji calek,tradycyjnie wyste-
pujacych w kwantowej teorii pola, w ten sposéb, aby uzyskaé
dobrze okredlone i skoficzone wyrazenia, Mankamentem tych
prac jest ciagle jeszcze duzy stopiel niejednoznacznodci 1
brak teorii traktujacej w jednolity sposéb wszystkie typy
oddzialywarn,

Dla skonstruowania wyrazehd dla elementéw maclerzy S jed-
na z najwygodniejszych i najbardziej fizycznie jasnych me-
tod jest metoda Bogolubowa /B 7. Wmetodzie tej
(ktérej podstawowe elementy oméwimy w rozdzisle I) znajduje
sig miejsce dla wprowadzenia wpliywu zewngtrznych warunkoéw
na przebleg proceséw opisywanych przez teorie.

Druga takg metoda jest metoda zaproponowsna niedawno
przez Schwingera /I3 7. Obie te metody maje
czedéé wspédlna, polegajeca na obecnosci w teorii elementdw
reprezentujacych fizyczne mechanizmy, doprowadzajgce do wy-
stgpienia interesujqcej nas sytuacji fizycznej. Bogolubow
traktuje jednakze te elementy (i opisuje je skalarnymi
funkcjami, ktére nazywa funkcjami wiaczeniowymi) jako po-
mocﬁicza, stuzgce jedynie do konstrukcji teorii i w rezul-
tacie wymagajece usuniecia: Schwinger zaé traktuje je bar-

dziej realistycznie i opisuje je funkcjami (zaréwno skaler-



nymi jak 1 wektorowymi, spinorowymi czy tez tensorowymi),
ktérym nadaje range funkcji 2rédlowych, co oczywiécie odbi-
Ja sig na strukturze teorii, Z podejécia Schwingera jasno
wynika, ze nie wszystkie sytuacje doéwiadczalne moga byé
adekwatnie opisane za pomoca skalarnych zrédel, co wiaze
sig z fizyczna realnodcla funkcji opisujacych te Zrédla w
teorii, Jesdli wigc w podejsciu Bogolubowa réwniez bedziemy
nadewali realng treéc¢ fizyczna funkcjom reprezentujacym sto-
pieh wlaczenila oddzialywania wraz z wplywem na te oddzialy-
wania zewngtrznych pél, to sila rzeczy musimy tym funkcjom
nadaé takze wiasnosci, J;kie sa dyktowane wiasnosciami tych
pél zewngtrznych, W przypadku badania wpiywu pola grewita-
cyjnego na przebieg proceséw mikrodwiata najbardziej adek-
watne bedzie wprowadzenie do teorii zespolu funkecji, ktére
w _realnym wyniku (w realistycznej granicy asymtotycznej)
reprezentowa¢ beda realne pole grawitacyjne. Poniewaz za$
w trakcie wykonywanych manipulacji nie ma sposocbu zﬁienia-.
nia wiasnodci transformacyjnych rozpatrywanych obiektdw to
wyniks stad, 2o dlas uwzglednienia roli grawitacji w kwanto-
wej teoril pola musimy dysponowaé taka wersja tej teorii,
w ktérej wystepuja funkcje prébne tworzace symetryczny ten-
sor drﬁgiego rzedu, przy czym w ostatecznym wyniku tensor.
ten powinien byé zwiazany z tensorem metrycznym,

Praca niniejsza podwigcona jest badaniu roli tak wias-
nie dobranych tensorowych funkcji prébnych, jako czynnika

ingerujacego w strukture macierzy S. Sktada sig ona z 6



rozdziaiéw 1 uwag koficowych. W p i erwsz yo rozdzia-
le omawiamy elementy metody Bogolubowa konstruﬁcji macierzy
S.W drugian rozdziale, opierajac eig czgsciowo na me-
todzie Bogoldbowa a czeéciowo na pracy Epsteina i Glasera
(2_2 podajemy konstrukcje macierzy S przy uwzglednieniu wply-
wu zewngtrznego, klasycznego, elabego pola grawitacyjnego.
w.rozdziale trzecim podajemy jawna postad tensoro-.
wych funkcji prébnych zaréwno w przestrzeni konfiguracyjnej
(potozeniowej) jak i pedowej. W rozdziale czwartynm
podajemy opis oddziatywania ukladu bezspinowych czastek nie
natadowanych z polem grawitacyjnym (czyli z polem funkcji
prébnych), W rozdzisle p i a t y m opisujemy oddziatywa-
nia bezspinowych Qzestek natadowanych z polem elektromagne-
tyczn;m przy uwzglednieniu wpiywu pola grawitacyjnego (pola
funkcji prébnych). W rozdziale s z 6 e t y m poddajemy
analizie ogélny n-wierzchotkowy diagram Feynmana (uwzgled-
niajacy wpiyw ob;cnoéci zewngtrznego klasycznego pola gra-
witacyjnego) i wykazujemy ograniczonoéé funkcji wspéiczyn-
nikowej, ktérej diagram ten odpowiada.

Nastepnie, tytutem przykiadu, obliczamy eféktywnie ele-
ment macierzy S w drugim rzedzie przyblizenia, odpowiadaja-
cy emisji a nastepnie.abeorpcji fotonu przez elektron przy
uwzglednieniu oddzialywania fo;on-elektron ze stabym, kla=~
sycznym, zewngtrznym polem grawitacyjnym, Odnosny element
macierzy S (ktérego postaé pod;jemy explicite w postaci dob-

rze zbieznego szeregu) zalezy od masy m elektronu, jego tréj=-
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pedu k oraz od jedynego parametru naszej teorii - stalej 1
(ktéra ma wymiar diugodci i jest zwigzana z niezerpwym 1
statym skalarem krzywizny zewnetrznego pola. granitacyjne-
go). Element ten ma skoficzona wartoéé.

W ninlejszej pracy: 1/ posiugujemy sig konwencja sumo-
wania Einsteina; 2/ za tlo wszelkich oddzielywaﬁ traktuje~
oy przeatfzel‘l M/4/ czyli czaesoprzestrzerh Minkowskiego o me-
tryce /=,=,~,+/3 3/ przezh\x“ oznaczamy tensor metryczny
tej czasoprzestrzeni; 4/ posiugujemy sig w pracy obrazem
oddziatywania; 5/ uzywamy ukladu jednostek, w ktorym
h=sc=1,

11



Rozdzial 1

Elementy metody Bogolubowa
konstrukcji macierzy S

Bogolubow dla konstrukcji macierzy S wprowadza do teo-
rii tzw. funkcje "wiaczeniowg® g(x). Jest ona polem skalar-
nym, ciaglym, okresdlonym na czterowymiarowych obszarach
Ill“"‘jln dajacych sig porozdzielaé powierzchniami prze-
strzennie podobnymi w ten sposéb, ze dla kazdego natural-
nego 1 mniejszego od "n" wskaznika “1" istnieje powierzch-
nia o réwnaniu x, =151(;3 rozdzielajaca czteroobszary
111 i£11+1. W szczegélnodci réwnania tych powierzchni mo-
ga mie¢ postaé x, =8]f;) = consty gi'tl, ktéra osiagnaé
mozna przez odpowiednio dobrana transformacje Lorentza,
Wéwczas pomigdzy obszarémii)l, ...J}n zachodzi nastepuja-

ca relacja chronologiczna:
£ <
Oznacza to, Zze kazde dwie punktochwile, z ktérych pierwsza
. !
pochodzi z obszaruf)l, a druga zf11+1 albo sg potaczone

interwalem przestrzennie podobnym, albo plerwsza jest wczesé-

niejsze od drugiej. WprowadZmy oznaczeniat
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{."1} Qinl, a(x)¥ 9 (Q,;) (1.2)

'wpwczasx
oé\lssugp 9(£,) = supp glx,) =01, (1.3)
AR, cnt®) (1.4)
nEN

Funkcje g(x) Bogolubow nazywa funkcja "wigczeniowa" 1 trak-
tuje jg jako sposéb matematycznego opisu stopnia witaczenia
oddziatywania w czterocobszarach bgdacych noénikami tych
funkcji. Postugujac si¢ jezykiem schwingerowskiej teorii
irédet (/137) w tych czteroobszarach f11 .1, 2rédia
“daja znaé" o sobie za podrednictwem funkcji wiaczeniowe]
(w jezyku Schwingera "2rédiowej”) w ten sposéb, ze funkcja

g(x) opisuje fakt wystepowania wf)1 ...f) _ oddzialywaf

n
przejawiajacych sie¢ w dosdwiadczalnie dostrzegalnych zmia-
nach stanu fizycznego ukladu czgstek, ktérych rozproszenie
opisywane jest w teorii maclerzy S.

Postugujgc sig funkcjami wigczeniowymi Bogolubow wpro-
wadza nastepnie do teorii nastepujacy formalny szereg funk-

cjonalny S(g), zbudowany wzgledem iloczynéw ("poteg”) ska-
larnej funkcji g(xi)... g(x,)

s(g) gf 4 +> %,I...jsn(xi....xn)g(xl)...g(xn)dxg...dx:
n=al .0-1 Qn (1.5)

Na ten szereg, ktéry po przejéciu asymptotycznym (g(x)—>1)

ma przejéé w macierz S naklada sig¢ nastgpujgce, ogdlnie
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zreszta w kwantowej teorii pola przmeoyana, warunki:
1) Warunek poczatkowy
s(o) = 1 (1.6)
(przyjecie 12 /}g(xn) = 0 oznacza, 2e nie ma w ogéle od-
dziatywania)
2/ Warunek unitarnoéci
s(g) s*(g) = s*(g) s(9) = 1 (1.7)
3/ Warunek kowariantnosci Lorentza
U(a.) s(e) Ula) = s[a(A™(x-0))]  (1.8)
We wzorze tym a 1A sa to macierze niejednorodnego prze-
ksztatcenia Lorentza Tltga

Ta,g fX=>a +/Ax (1.9)
!
U(a,/A.) jest unitarnym operatorem, za pomocy ktérego zmie-

nia si¢ pod wplywem transformacji TJL a wektor stanu(#.Wek-
o
tor ten jest elementem przestrzeni Hilberta, opisujgcym stan
rozpatrywanego ukiadu
T ! df
PTr.ad = u(a,A) ¢ (1.10)
4/ Warunek przyczynowoséci, Bogolubow zapisuje go w po-
staci:
4 7
A § s(g)
l1eN :
seN x Sv(x )
sy g(x;) {0 g(x,
IS4
8¥g(x) |
Nadto w oparciu o zasade korespondencji Bogolubow ktadzie

(1.12)

-s'(g)[=0 1ML 0, (1.12)

gdzie symbol " ® oznacza pochodna funkcjonalna.

8y(xg) = 1Ly (x,)
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gdzie Lint(x) Jest skalarnym lagrangianem oddzialywania,kté~
rego postac musi by¢ dana jako specyfikacja modelu inter-
akcji, Zwiezki (1.5) ... (1.11) wystarczaJa; aby wyrazié
wszystkie /tkwiace pod calkami w szeregu okreslonym przez
(1.5) funkcje S,(x0%5), S3(Xg0X00%5) cee S (X1 0%50000x,)
za pomoceg S,(x) czyli poprzez Lyne(x). Nastepnie Bogolubow
wykonuje graniczne przejécie asymptotyczne, w ktérego wy-
niku otrzymuje koficowa postad macierzy S, Przejscie to po-

lega na dwéch krokach:

1) Aﬂn”M(4) (1.13)
néﬁﬁ

{N} - zbiér liczb naturalnych
Oznacza to, ze kazdy z osobna czteroobszar fln (czyli kaz-
dy czteroobszar, w ktérym rozprzestrzenia sie oddzialywa-
nie) rozszerza sig na cata przestrzenh M(4) przy zachowaniu

chronologicznego uporZadkowania w sensie (1.3).

A
nE{N}

Oznacza, 2o w kazdym z osobna obszarze fl% funkcja wiacze=-
|

2) g(x ) —1 (1.14)

niowa zmierza do jednodci w sensie granic? adiabatycznej.
Po dokonaniu tych przejéé uzyskujemy nastepujgce wyra-

2enie na macierz S

oo
1
S 1+ ‘.‘Za.i 'm I ...!Sn(xl,...xn) dxlcoodxn (1.15)
X1 *n

gdzie:

Sp(xeeeexy) = 47 T [Lin Gedenity (x)] + A (20250
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"T: jest symbolem iloczynu chromologicznego o A - kwazi-

lokalnym sktadnikiem postaci:

G
el 1)
I D) (o). S,
" Kqe®n-t c°°1---°°51-“‘s. te n(i.ag)
przy czym
(%) ( gk -
5 K (g =ZE M) ISR
ﬂd(xk ) (1.17)
. f =1
gdzie: :
=, é{N} (1.18)

V Ak E{N} + {o} (1.19)

X, oznacza wspdirzedne punktochwili x, &£ = 1,2,3,4.

A 3 ) |
KEN -A%lvﬂok c“k‘ (1.20)

Suma w (1.16) Je;t rozciaggnieta na wszystkie moZliwe war-
todci naturalnych wskaznikéwci q oo+ Kpqs 8 ws\glczynniki
Ctieeal . /wystepujace w (1.16)/ orez ¢ o,k ﬁ»k)ywvste-
pujgce w (1.17)/ =2 stale 1 moge by¢ wybrane dowolnie,Skiad-
niki J\n mozna zreszta po pewnych przeksztaiceniach nie zmie-
niajacych ich kwaziiokalnej struktury wtaczy¢ wprost do la-
grangianu oddziatywania, korzygtajec z dowolnosdci dookresle-
nia iloczynu chronologicznego. Wéwczas jednak stanie Qie‘on
oczywiécie kwazilokalnym. State coc o o oraz C (v'\)k,)

mozna tak dobraé, aby za ich pomoca usunadé nxeskoﬁczonoéci
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ktére wystgpuja czesto przy wyliczeniach typowych dla kwan-
towej teorii pola calek, pojawiajacych sie przy wyliczeniu
funkcji wspékczynnikowych dla poszczegélnych elementéw ma-
cierzy S po uprzednim przejéciu do reprézentacji pedowej.
Tam, gdzie nieskoficzonosci owe maJa.charakter wielomianowy
(teorie renormalizowalns) da sig to zrobié odpowiednim dobo-
rem skoficzonej ilodci owych wspéiczynnikéw (/147, (147,
/157). W przypadku teorii nierenormalizowalnych nie da sig
Juz tego tak uczynié. Kadys zewsk i (/i67) poka-
zal, 1z Zrddiem ultrafioletowych nieskoriczonoséci pojawia-
jecych sig w teoriach renormalizowalnych sa kwaziczagstki,
czyli obiekty o czteropegdach reprezentowanych przez kowa-
riantnie sparametryzowane fourierowskie transformaty funk-
cji Heéviside'a, za pomoca ktérych rozpisujemy iloczyn chro-
nologiczny lagrangiandéw oddziatywania. Reguleryzacja w tym
przypadku‘bgdzie polegata na takim doborze czilonéw kwazilo-
kalnych, by ich fourierowskie transformaty znosily sig¢ =z
transformatami reprezentujacymi czteropedy kwaziczastek.
Dla kazdego wigc modelu oddziatywania z osobna a nawet dla
kazdego z osobna typu diagramu Feynmana (zmodyfikowaﬁego 1li-
niemi kwaziczgstek Kadyszewskiego) nalezy owe czlony kwazi-
lokalne dobieraé oddzielnie,

Kadyszewski, Mir- K asimow 1 Sk a-
czkow (/187 1 /177) podali, zdaniem autora, dosé inte-
resujacg wersje uogélnienia  sformutowania Bogolubowa

teorii macierzy S, posiugujac sig zakrzywiona przestrzenig
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peddéw o stalej krzywiinie. Wéwczas pojewia sie m.in, ogre-
niczenie na kwadrat czteropgdu czastki /p2 = 1/ 1 modyfi-
kacja w sformulowaniu warunku przyczynowoéci dla pedowe]
przestrzeni de Sittera.

W niniejszej pracy wyﬁierzemy inna droge postepowania.
Zbadamy mianowicie konsekwencje wynikajace z uwzglednienia
.faktu istnienia zewngtrznego, siabego, ale nie znikajacego,
klasycznego (tzn. nie podlegajacego procedurze drugiego kwan-
towania) pola grawitacyjnego oddzialujgcego na uklad czas-
tek, ktérego stan jest opisywany przez kwantowa teorig po-
la, To wiadnie oddziatywanie czastek z zewnetrznym, klasy-
cznym polem grawitacyjnym bedziemy interpretowac jako sui
generis oddzialywanie z czasoprzestrzenia. Okaze sig,2e za-
niedbanie wplywu tego oddzialywania mozna bedzie traktowad
jako 2rédio pojewiania sig ultrafioletowych nieskoriczonos-
ci przy obliczaniu elementéw macierzy S. Doktadnie przea-
nalizujemy te zagadnienia dla modeli oddzialywarhh mezonowych
typu Lint(x) -« AS4 (x) 1 oddziatywah mezonowo-fotonowych ty-
pu Ly (x) = e 24 (x) *f(x) Ay(x) AV(x) ograniczajac sie do

cztonu S, macierzy S. Mozna tez do powyzszego programu po-

2
dejéé z innej strony. Bogolubow podat sposéb konstrukcji
maclerzy S poslugujac sile skalarnymi prébnymi funkcjami wia-
czeniowymi, Ostatnio S X awnow (/197) zajal sig przy-
padkiem wektorowych prdbnychgfunkcji.wkaczenigwych i poka-
zal nietrywialnoé¢ tego uogélnienia, wiazac je w przejsciu

granicznym z czteropotencjatem pola elektromagnetycznego.
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Wydaje si¢ wigec naturalne, ze chcac zajec sig nastgpnym
pod wzgledem zlozonoéci rodzajem funkcji prébnych - funk-

cjami tensorowymi nasuwa si¢ mysl o powigzaniu ich w przej-

dciu granicznym z polem grawitacyjnym,
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Rozdziat II

Konstrukcja macierzy S
przy uwzglednieniu wplywu zewne¢trznego,
klasycznego, slabégo pola grawitacyjnego

Oznaczmy przez ui(x) funkcje pola czastek, ktére na sie-
bie oddziatuja. Geometryczny charakter tych funkcji zalezy
od rodzaju tych czastek, Ponadto czastki te tkwia w stabym

zewnetrznym' polu grawitacyjnym o potencjatach:

) oy + (s A iz | @)
Pole to jest klasyczne tzn. do opisu oddzistywania jego na
czgstki nie stosujemy procedury drugiego kwantowania, Za-
ktadamy natomiast istnienie lagrangianu takiego oddzialy-
wania 1 to, 2e jest on skalarem, a wigc niezmiennikiem wzgle~
dem dowolnych byle odwracalnych transformacji wspéirzednych
x* ., Miara catkowania wystepujaca w odnodénej catce dziala-

nia bedzie miec postac

4 v : T4
sayV-D ; = o
dq x = et{gLva) d'x = inv (2.2)

Pole grawitacyjne (2.1) Jakq pole oddziatywania klasyczne-
go opisane funkcjemi tensorowymi %pv(x) = Z%p(i) jest wiec

osadzone na tle przestrzeni Minkows k 1iego (/207).
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Ze wzgledu na nieréwnodé wystepujaca w (2.1) we wszystkich
wyrazeniach wielomianowych (ktdére péiniej sig nam ukaza) ze
wzgledu na potencjaly fﬁv(x) i ich czastkows pochodne bedzie-
my opuszczac te czlony, ktére okaza sie byc rzedu wigkszego
niz 1,

Podobnis jak czyni to Bogolubow, wprowadzimy do teorii
macierzy S jako funkcje prébne (uzywajec jezyka formalizmu
Bogolubowa -~ funkcje wlgczeniowe, méwiac zes jezykiem forma-
lizmu Schwingera - funkcje Zrédiowe), cieg symetrycznych,
clagtych, znikajacych w nieskoniczonoéci szybciej niz odwrot-

noéé dowolnej funkcji wielomianowej, pol tensorowych

th ) (x) ...tl_n(")(x) o no$nikach _0.1 ....Qn tak rozmiesz-
czonych w M(4}rys.1),aby
I.L{\N ﬂl,g,ﬁs jesli 1<s (2.3)
SEN
T
\_ t -/
\\‘ tn Nn /;7
\ /
Wl a,
I\ Mo/%
\AQlo / !
\‘,/
Rys. 1

21



Jak widag, czt:eroobszar_f).o nalezy do wnetrzs stozka prze-

‘sztoéci czynnej czteroobszaru .(11, a zatem

ﬂoéﬂi | (2.4)

Wychodzimy z uwzglednienia faktu, 12 oddzialywanie poniig-
dzy czgstkami (pojmowane jako przyczyna zmiany ich stanu
fizycznego) wchodzgcymi w sktad ukiadu, bedacegb aktualnym
obiektem naszych badan, jest rozprzestrzenione w pewnym czte
rowymiarowym obszarzeﬂ :ot. przestrzeni Minkowskiego, kté-
ry mozemy porozdzielaé przestrzennie podobnymi powierzchnia-
mi o réwnaniach x4ntk,gdzie k=0,1,2,.,..n a tbao, tak jak
to przedstawiono na rys.i, Chwila t, ogranicza czasowo “od
gory" wszystkie punktochwile obezar‘uf).k a "od doiu” wszy=-
etk:l:e punktochwile obszaruﬂ'kd.‘ Wskutek tego mamy:

offlﬂ 1:5.0.25...(),, (2.5)
Definiujemys

.Q.:.Ot d=fa.Qn ufl,_4 V..ufd ufd 'Qnu et (2.8)

Wprowadzamy do teorii ciag symetrycznych dostatecznie regu-

larnych pél tensorowych t(;B(x) = t,\(,;})(x). takich, ze:
supp,t"(’s)(x) gﬂn (2.7)

Funkcje te beda graty role funkcji prébnych (uZywaJec no=-
menklatury Bogolubowa) bedacych odpowiednikiem omawianych
wczeéniej skalarnych funkcji g(x) a jednoczeédnie funkcji
srédtowych (wg nomenklatury Schwingera), gdyz zachowuja one
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po przejéciu asymptotycznym role klasycznych pél zewngtrz-
nych ingerujacych w opisie dynamicznego zachowania sig ba-~
danego przez nas ukadu,

Oznaczmy przez {xn} zbiér wszystkich punktochwil wchodza-
cych w sktad czteroobszaru.f).n

f
Definiujemy: ’fn)mt dff p\' (x) (2.8)

Zatem supp,tszigtnﬂ:Ot (2.9)

2 (2.8) 1 (2.9) wynika, ze

A e (n)tot ( ) (k)

() = " () E 6700 (2.10)

.xkeﬂk

Macierz S jest zwigzana z przejéciem ukladu ze stanu poczat-
kowego (czastki wejsciowe “jeszcze" swobodne), opisanego
wektorem stanu ¢ in? do stanu koficowego (czastki wyjéciowse

"juz" swobodne) opisanego wektorem stanu ¢ out nastepujaco:

+
Sirx{,out ='«pout ,S ¢,in> (2.11)

Sin,out Jést elementem macierzowym odpowiadajacym powyzZsze-
mu przejsciu, Uwzglednijmy teraz fakt, Ze oddziaslywanie po-
woduj@ce‘powyzsze przejscie jest zlokalizowane w pewnym czte-
roobszarzef) ;Ot. Majac na wzgledzie (2.5) i (2.6) mozemy
wigc dalej przyjaé, ze spowodowane jest ono nastgpujacymi
kolejno po sobie w czasie oddzialywaniami rozprzestrzenio-

nyni w czteroobszarach:i).1(w£]° nie ma oddziatywania),
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512 eeef) o Pod wpiywem oddziatywania zlokalizowanego wjll
wektor stanu |¢in> przechodzi w inny juz wektor stanu|¢>2>
itd. aZz wreszcle wektor stanul ¢ n-1 > przechodzi pod wply-
wem oddziatywania zlokalizowanego w obszarze'fln w wektor
stanu '¢> =l¢out> . Operatory, powodujace kolejno nastepuv-
jace po sobie powyzsze zmiany wektoréw stanu, traktujemy ja-
ko funkcjonaly tensorowych funkcji prébnych (Zrédiowych) zlo-
kalizowanych w odpowiednich czteroobszarach.ﬂ1 e I)n' za-
znaczonych schematycznie na rysunku 1.
A wiegc
e st | 1> s k= iz mfd )4, >
(2.12)

Oznaczmy dla skrdétu

df
5c(e () s (@) (2.13)
Poniewaz w,fLo nie ma élokalizowanego oddziatywania przeto
s(Q) & 1 (2.14)

z (2.10), (2.12), (2.13) 1 (2.14) wynika, ze
s(9;°%) = s(Q,) s(Q,_)...5(Q,)s(Q):  (2.15)
Q.3Q,5...%

o n

gdzie ( )
n)tot -
tot
s(Q).°%) =ks[€u9 (x?] (2.16)
tot
S(fln ) jest operatorem zmieniajacym wektor stanu pod wply-
wem oddziatywanla zlokalizo'ivanego w obszarze £) :ot traktowa=-

nym jako caloséd,
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Uwzgledniajac tendencje do opisu nie tylko oddzialywan
krétkozasiggowych lecz takze elektromagnetycznych okredli-
my maclerz S jako granice nastepujacego przejécia asympto-

tycznego operatora S(Sl:°t)=

s = lim s(QF°F)

1y AQ e

n»o

z)ﬂ;ot - N(4)

3) n~oo
(n)tot

4) by =ty(x) (2.17)
gdzie funkcje tensorowe Eu,(x) bede graly role klasycznych
pél (funkcji Zrédiowych), ktére zwigzemy w pewien sposdb
(w nastepnym rozdziale) ze stabym zewngtrznym polem grawi-
tacyjnym obejmujacym obszar efektyﬁnego oddziatywania ze so-
bg czastek naszego uktadu, Symbol M(s) oznacza tréjprzes-
trzeh euklidesowa. Przyjmijmy (tak jak sie powszechnie w
standardowej teorii pola postgpuje), ze w przypadku, gdy
oddzialywanie jest rozprzestrzenione tylko w pewnym cztero-
obszarzo.ﬂl< 1 gdy jest ono (co zakladamy) lokalne,to nasz
operator S(flk) traktowany jako funkcjonal tensorowych funk-
cji prébnych okreslonych na.ﬂ.k jest okredlony nastegpujg-
cym wyrazeniem (np. /227).

s(£1,) df s(t’ﬁs)(xk))=1+ﬁ|;sl[ui(xk).t,g;)(xk)]d‘:xk (2.18)

25



gdzie

d: X df \/; Dat(sis)(x)) d4%k (2.19)

i gdzie, zgodnie z zasadg korespondencji, przyjmujemy, zZe

k
31[“1("k)'t,(~)("k)]' idint[ 1_(x ). t( )(xk}d-_-f s (x

(2.20)
Line Jest lagrangianem oddzialywania a ui(x) sg funkcjami
pola czgstek wchodzacych w sktad rozpatrywanego przez nas
ukladu, lagrangian oddziatywania Lint(x) df L(x) ma byé
funkcja skalarna., Majac to na wzgledzie, przyjmiemy, Ze bg=-

dzie on postaci

L(x) =<}>P“’[ui(x)]%,(x) (2.21)
gdzie ¢m[ui(x)] jest tensorowa funkcja, ktérej argumen-
tami sa funkcje pola czastek naszego ukladu, Oczywiscie,ze
ich 1ilo4¢ oraz geometryczna struktura zaleza od rodzaju
tych czastek. Méwiac inacze], ograniczamy sie¢ w niniej-
szej pracy do klasy lagrangianéw, dajacych sig zapisac¢ w
postaci (2.21).

z (2.21) wynika, ze

supp, L(xk) = supp, S, [ui(xk).t&)(x)}-nk (2.22)

Rozpatrzmy teraz przypadek oddziaiywania zlokalizowanego

w obszarze&).tOt. z (2.15) 1z (2.18) wynika wéwczas, ze:

S(QL,T°) = s(9,) s(f),) = [.;“i (%, )dtxz}[{s (%%, )]
gol} (2.23)
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z (2.23), (2.22), (2.9), (2.8) 1 (2.8) wyn:l.kax/ Zes

N R A PR 8) P P
oS

z(x)
tjof [ 1(’()0 N(X{]dn(x) x
- tot
xntjot [ (Y)'/W-(Y)]dﬂz (v)i xRy (2.24)
2 (y)

gdzie df} tot( ) 1 dﬂéo (y) sa miarami catkowania (2.19)

po czteroobszarachﬂwt(x) 10) 1:Ot( )

Dokonujac teraz pierwszego przejécia asymptotycznego z (2.17)
(.Q *M(3) iﬂ "M(3)) oraz majac na wzgledzie, Zeﬂ 7.0.

tatwo dostrzec, ze (2. 24) mozna zaplsaé¢ w postaci:

S(QtOt) = 1+ j‘ [ui(;'x4)ot}(j>t0t(;.x4)]d0_;°t(x) .
Q oi)
.‘. (2)tot
Hfage assy SfnTn PG
XS [ (£, X, ) tlﬁg)tot(x x4]x dQ.tOt( ) dﬂéOt(x)]y >t

el b

x S [ (Yeva)s t(z)mt(y y )] dQ;“(x) dﬂ;“(y)] <2
(2.25)

x/ 7 (2.10) 1 z (2.22) wynika bowien, ze:

jsl(xl) dy xy = | [ui(x) t(v)(x)] Q3°%(x) (2.2%)
Qtot(x) ’1



Stad zad dostajemy

5(0;°°) = 1+ S{m&) si[ui(?.x4).t§;j-3t°‘<>?.x4>] 4% (x) +
2

+ (2)tot
_Qfot tot { 3[ (&, x4) (%ox )]
2 (x) 2(Y)

Si[ui(V.y‘,)t}%)mt(y.v4)]}x
x d23°%(x) dQ3°%(y) (2.26)

gdzie T jest symbolem iloczynu chronologicznego.
Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy oddzialywanie jest zlokali-
zowane w obszarzeﬂ:,;wt. Wéwezas z (2.6), (2.15_) 1z (2.18)

wynika, Ze
s(03°%)= (1+f 5,(3)dQ,)(1+ [ 's,(2)a0 )(1+]s (1)df1,), (2.27)
Q3 2
‘Qs ’O'z"‘ﬂ'1

gdzie:

Sl(k) df Sl[ui(xk), t’g;)(x)] . k =1,2,3... (2.29)
oznaczny dalej

Si(k,n) df Sl[ui(xk),tg)t“] k = 1,2... n (2.28")

z (2.27) otrzymujemy

s(Q I°%)- 1+i .[ s,(1)dSl,+ [ s,(3)dfl [éz 1(2)d92*_91 1(1)d-0'1]‘

+ j s, (2)dQ fs (1)d) +I s, (3)dQ) Is (2)dfL .[s (1) dQ.
921 2_011 1_031 szl 2_(211 1

' (2.27')
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ale:

3

3 (xi)
2t 'jt%t(;'s)doéww
1 podobnie TRy 1(2.29)
£ J 5,140, s [i(xz). Hhosleasts,y &
s g

' tot
af S;{'togi(-z.z)dﬂz(xz)
=r2lxp) 1(2.30)
/(2.29) 1 (2.30) wynika z (2.28), (2.8) 1 z (2.9)/

z (2.28) wynika dalej, ze:

(x2) 2(x1) (2 31)
oraz 2e 3
H f s,(1)dQ = 7 s, (1)dL5%%(x,)
T 1 lDi“{éOt("l; 3 (: 32)

Podstawiajac (2.29) - (2.32) do (2,27') otrzymujemy po pros=—

tym przeksztailceniu

(_Qtof Y=1+ Itofi(L3)dQ;0t(x2+[ f 5,(3) all ;+ Itof (2)dﬂ.;°();2)]

3(x,) (x3) 2(x,)

xf 5,1 dLL20%(x,)+ ﬂ f s (l)dﬂmt(xl)
tot 1=1 Elto
2(x, ) 3(xl) (2.33)
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ale:

.({3 1;3):1(1 ‘({t si(z)d.O.z (xz)-j 51(1 3)d.0.3(x1) (2.34)
(xq ) 3(x1)

. 5,(1)d0.3°%(x, )= S{ toisi(i) d23°%(x,) (235)

|
tO

Podetawiajec (2.34) 1 (2.35) do (2.33) L dokonujec przejsd
" (1), z (2.17) otrzynujemy:

seasey -uJ 4y 0] et >+2,Im [ =
Q3 ) Q2

| 36030
{ [1<x,>. Gheos] S by (xg).ns 2‘;5]}@‘(’21) 403(x,) x

X dn3(X3) + -3-! j I I Te
tot
30x, %0 z)-Q§c(',t<3)

3
{ M sl[ui(xl).t’gl::ﬂ}ﬂ aQ 50x,) (2.36)

L’1 k31
Uogdélniajec powyzsza procedurg na przypedek rozprzestrzenia=-
nia sie oddzialywania w obezarze.ﬂ.ntot otrzymujemy drogy

identycznego postepowanias

tot 1 k n)tot , tot
s(l ) =1+ Z a7 L .({.“(" )1E1(x1.x1).§_,, ("1"‘1)] > (x))
(2.37)
Dokonujgc teraz peinego przejécia asymptotycznego (2.17)
1 korzystajac z (2.19) 1 (2.20) otrzymujemy:
n

S =1+ lim § k'T 'r- J L 1(x3),t ,uo("l):[ (2.38)

neao kel 1=1
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czyli po rozpisaniu otrzymujemy ostatecznie postaé macierzy

S w postacl nieskoriczonego ezeregu funkcyjnego:
2 .
S = 101 igil.[ui(xl),t,n(xi)] dhxe & {1 izT{L[ui(xi).tm(xi)].

L[ui(xz).tpo(xz)]} d‘: ki‘d‘: "é + eee (2.38)
czyld co
n
S =1+ ni_l %I' ;L...x{ T.[n.Fui(xl),tm(xi))...L(uitxn),

t’N(‘n) )]d: xioopd: xﬂ‘ (2.38”)

Zauwazmy, 26 owg poetaéd przedstawienia macierzy S w postaci.
powyzszego szeregu otrzymaliémy nie na drodze rozumowah per-
turbacyjnych lecz jako konsekwencje ®chronologizacji® obsza-
réw rozprzestrzeniania sie oddzialywah.

ka2de z calek wystepujacych w (2.38°) 1 (2.38°°) brana jest
w granicach /=9 ,+c0/, tym niemniej istotny wkted daje cat-
kowanie tylko na obszarze.{lef, ktéry nazwiemy obezarem efek-
tywnego oddzielywania. Jest to czteroobezar, w ktdérym czgst-
ki wchodzace w skled opisywanego przez naszg teorig ukiadu
oddzialujg ze soba w eposédb dodwiadczalnie zauwazalny (por.
rozdziat III), Rozmiary (zaréwno przestrzenne jak i rozmiar
czasowy)jl_ef 8@ malte w poréwnaniu z rozmiarami obszaru wy-
petnionego Zrédlami zewngtrznego dla obezaru.fl.f stabego
pola grawitacyjnego. Te wiasnodéci pola grawitecyjnego ozna-
czaja, 2e (makroskopowe) jego #rédis rozmieszczone 8@ na

zewnatrz obszaru .flf 1 to daleko od "powierzchni®, ktéra
e
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odgranicza obszar ‘O‘ef od reezty przestrzeni M(4). Nie po-
peinimy zatem duzego bledu zaniodbujgc zmiany ekalara krzy-
wizny R(x) tego pola wewngtrz obszaru £) ,¢. W obszarze tym
potencjaty grawitacyjne (2.1) muezg wigc speiniaé jednorod-
ne réwnania Einsteina, a poniewaz skalar krzywizny R(x) =

= const ¥ 0, przeto (vide np. /217) réwnania te musza =za=

wieraé etala kosmologiczng A . Maja wigc one postaé:

A %(x)- 3g (x)R»J\.g}N(x)-o. R(x)mconst y¥O ‘;(2.39)

R.«,v(") jeat tensorem Ricciego, R = R(x) efglw(x)RA‘v(x).
Mnozgc stronami (2.33) przez gu(x) 1 eumujgc otrzymujemy,
2e A = %I‘R’ czyli 2e réwnania Einsteina przyjmujq postaé:

xén“Rm(x) - 711'9).»(") R(x) = O (2.40)

Warto w tyan miejecu zwrécié uwage na nastepujacy aspekt dye-
kutowanej teorii. Doted operowaliémy wézedzie dowolnymi byle
regularnymi dostatecznie szybko znikajacymi w nieskoficzonod-
ci i symetrycznymi ‘funkc,jami prébnymi ¢t (x) Przyjecie réiwv
nad (2.39) czy tez, co na jedno wychodz:l.. (2.40) oznacza,ze
zawyzamy w czteroobezaﬁo 'O'ef dopuszczalng klasg tensoro-
wych funkcji prébnych na pewna podprzestrzeh przestrzeni
810(01 (4)) rozpiete przez rozwigzania tych réwnai, Z punktu
widzenia teorii funkcji uog‘dlnionych kazde zwgzenie prze-
strzeni funkcji prébnych automatycznie zwigksza zapas ele-

mentéw w przestrzeni dualnej, ktérq jest wlednle przestrzeh
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funkcji uogélnionych., A zatem przyjecie réwnan (2.40) dla
%uv(x). czyli (w obszarze.flef) dla prébnych funkcjii Euv(x).
oznacza rozezerzenie klasy mozliwych lagrangianéw oddzialy-
wania o takie lagrangisny, ktére zewierajs w sobie lpkalno
wyrazy znikajgce przy testowaniu ich funkcjeai usbv(x). Nie~
trywialnoéé takiej procedury wyrainie przejawia sig¢ w tych
przypadkach, w ktérych tradycyjnymi metodami nie mozna ekon-
struowaé kwantowej teorii pola. Po raz pierwszy na ten punkt
zwrécilt uwage St awnow (/197) w precy ukazujacej epo-
eéb usunigcia trudnoéci konstrukcji swobodnego pola elektro-

paghetycznego opisanego przy pomocy potencjatu wektorowego.
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Rozdzial I

Dob6r konkretnej postaci
tensorowych funkcji probnych
i wyliczenie ich transformat Fouriera
w ukladzie wlasnym kwaziczastek

Jak juz wepomnielidmy, asymptotyczne przejécie graniczne
w naszej teorii macierzy S powinno byé takie, aby noénik po-
la tensorowych funkcji prébnych przez nagéuzywanychllrfot
rpzszerzat eie na cala czasoprzestrzen Minkowskiego i by
563)t°t(x) przechodzilo w pole tensorowe 5u9(x) 0 nastgpu~

jecych (wymiedmy je jeszcze rez) witasnoséciach:

1/ Pole 3u9(x) jest cilagiym, symetrycznym, ?olem tensoro-
wya

2/ W obnzarze.flef (efektywnego oddziatywania czgstek zs
soba) pole to ma mieé zwigzek 1z polen guo(x) czyli ze
stabyn, klassycznya, o statej niezerowej krzywiinie po-
lem grawitacyjnym, wytworzonya przez ciate lezgce “da-
leko® poza obszare-.flef. Pole to jest osadzone na
H(4) jako na tle,

3/ Pole SUQ(X) rozpatrywane w pewnynm, szc;egélnie dogod-
nym, o ktérym bedzie mowa nizej, ukiadzie odniesienia



f; ma zmierzaé w nieskoriczonodci do zera ezybciej niz od-
wrotnoéé dowolnego wielomianu (od wspdirzednych punktochwil)
dowolnego byle skohczonego stopnia,

Abf zadodéuczynié zgdaniu (2) zajmieny eig teraz bada-
niem pola grawitacyjnego w obszarie.flef. Jak wiaedomo, po-
tencjely grawitacyjne tworzg eymetryczne pole tensorowe
gpo(x) okredlajece z jednej strony metryke czaeoprzaetrz?-
ni, z drugiej zad - zwigzane ze swymi 2rédiemi (czyli z ma-
sami wezystkich ciat wytwarzajacych to pole) réwnaniami Ein-

steina, )
R,N(x) - %gm R(x) = zcor,'n(x) (z.1)
gdzie

Ro(x) & L0, R0) ¥ §P0) Ri0E R (3.2)

ﬁj;qéx) jest tensorem krzywizny Riemanna-Christoffela cze--
soprzestrzeni o metryce zadanej polem tensorowya %uo(x) .

R(x) jeet skalarem krzywizny o wymiarze: / R_/= dtl —
ugo 2

tuv(x) jest to symetryczne pole tensorowe opisujgce roz-
ktad mas bedacych 2rédiem pola grawigacyjnego.
G, Jest to stala grawitacyjna, czyli w jezyku teorii pola
stala eprzezenia oddzialywah grewitacyjnych, Jej wartodé
liczbowa (ni;rzon. np. w uktadzie jednostek S.I.) jest o
wiele mniejsze od (nierzoﬁych oczywidcie w tym samym ukia-
dzie jednostek =.I,) wartodci statych eprzezenia pozosta-
tych trzech typiw odoziatywad, co byto 1 jest gidwng przy-
czyna nieuwzgledniania oddziastywaA grawitacyjnych przy be-
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daniu oddzialtywad elektromagnetycznych, stabych a tym bar-
dziej 1 silnych, Chcac obecnie uwzglednié wpiyw grawitacji
1 majgc na wzgledzie fakt, 20 pole grawitacyjne oddziatuja-
co na czgstki jest slabe, bedziemy sig stareli tak je opi-
ead, aby wszystkie (tak skalarne jak i tensorowe) wyraZe=-
nia zwigzane z tym polem byly jednakowego i mozliwie maego
(ale niezerowego) rzedu wielkodci wzgledem Go' Oczywidcie
formalne przyjecie, i GO- 0 oznaczaé bedzie, Z2e zaniedbu-
jeny wszelkie efekty grawitacyjne. Wéwczas z réwnan (3.1)
po obustronnym przemnozeniu ich przez %uv(x) otrzymujemy,
1z R(x) = O, Okazuje ei@ wygodne (G u p t a /20_7 poz.2),
aby tensor euv(x) /(vide 2.1)/ wyrazié poprzez inny syme-
tryczny tensor %uv(x) opisujacy klasyczne oddzialywanie gra-
witacyjne osadzone na M(4)Jako na tle. Przyjamiemy jsko de-

finicje tego pola tensorowego nastgpujece wyrazenie:

. qu.kyp«)(x) . 2=f - -
'9’,9(") m k \'2 Go (3.3)

Przejécia do pteskiej czasoprzestrzeni mozna teraz dokonad

na dwa réwnowaine sobie eposoby.

/\ (4) R(:F)-’O <= x/E\M(4) Y’N(X)-—’ (o] (3.4)

xXEM

Obecnie dzieki podstaewieniu (3.3) wszystkie zwigzane z po-
lea grawitacyjnym wielkosci bedzie mozna przedstewié w po-
staci rozwiniegé wzgledem stalej "k°. My zaé ograniczymy sig

w tych rozwinigciach tylko do czionéw stojacych przy etate]
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"k® w pierwszej pot¢dze, gdyz tylko te cziony bgda zawiera-
ty w soble pilerwsze potegi potencjaléw grawitacyjnych 1 ich
czastkowych pochodnych, a takim.wlaénio przybliZeniem bg-
dziemy sig zadowalaé ze wzgledu na to, 2e pole grawitacyjne
jest stabe,

1 tak obliczajac w oparciu o (3.3) wyznacznik z pols
tensorowego qpv(x) i odrzucajgc cziony proporcjonalne do
wyzszych niZz plerwsza potgg atatej "k®™ otrzymujemy po wyko-

naniu rachunkus

V - ‘Dot gm(x)‘zi - -12- ky(x) (3.5)
gdzie
y(x) 95’?""\!,,,(:() (3.8)
Wielkoéé 'ky{x)" jest bezwymiarowa. Fakt, i1z pole grawita-
cyjne jest slabe, zapiszemy teraz w postaci:

/\

xen(“) k ym(x)‘<<1 (z.7)

ktéra jest oczywiécie réwnowazng zapisowi (2.1).
Wetawiajec do wyrazenia (3.3) wzér (3.5) i majec na wzgle-
dzie (3.6) 1 (3.7) otrzymujemy:

() Tyt K- vl (59)

Poréwnujgc (3.8) z (2.1) widziny, 2e:

Zotx) = K[yule) - $rt0] (389

Wyliczymy teraz w tym przybliteniu tensor Ricciego i skalar
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krzywizny a nastepnie zaplezemy réwnania Einsteina (2.34),

ktére nasze pole tensorowe %uv(x) musi speiniaé, W tym celu

zauwazmy, 12 wezystkie podnoezenia i opuszczania wskaZnikéw

tensorowych odbyweja sig tylko przy pomocy tenaora'7pv(%hv).

(4)

gdyz teneor ten okreéla metryke przestrzeni M czyli tla,

na ktérym osadzone jest oddziatywenie grawitacyjne opisane
polem tensorowym %uv(x).
Tek wigc otrzymujemy po kolei:

Rx) Lk g y(x) (3.9)

Ryw(x) & RSy, (x) (3.10)

w"" W] /v;*/[:ﬂ/»; for iy o

[‘ (x) - Ject symbolem Christoffela drugiogo rodzaju
f L & ¥ fgg, (x>+e g,\,<x)-3,,%<x)].g (x) =
/7 (3.12)

Postugujgc sie (3.8) otrzymujemy

<% (x) a'y“fv_u[%ﬁm- #"(x)] (3.13)

gdzie'z kolei ”
y"‘f(x) -1"/3/547 y/w (x) Fs.u)

Wetawiajac (3.14) 1 (3.8) do (3.12) otrzymujemy po przeli-
czeniu 1 odrzuceniu czionéw nieliniowych wzgledem "k*

38



/;j(x) = k[- i 5;3,\,y(x) - %Ev‘apy(x) +% ff';w 9,, ;(X) +

R RANOTEY RACIE Y M y,N(x)],‘j; V07, v
(3.15)

Podstawiajac zaé nastepnie (3.15) do (3.11) 4 dalej (3.10)

i (‘3.9) oraz odrzucajgc cziony nieliniowe wzgledem "k"(w tyam

przypadku - kwadratowe wzgledem "k") po doéé diugich lecz

etandardowych rachunkach dochodzimy do nastepujacych wynikdéw:

Ry () --[ny,ww- £00 x> -y o) (5.
R(x) --E[Dv(x)" 23,'3.9)' (xJ, DL’_!;V ﬁécap (3.17)

Aby nadaé réwnaniom Einsteina (2.34) mozliwie najprostezg
postaé przejdimy wykorzystujec ich niezmienniczoéé wzgledem
traneformacji cechowania potencjatéw grawitacyjnych (genero-
wanej przez infinitezymalna transformacje (Tc) wapébirzed-
nych) do uktadu wspéirzednych harmonicznych. Transformacje

Te wepéirzednych zepiszemy w postaci:

X5 X ex) (3.18)
gdzie
/\ £<(x)l<< 1, o{= 1,2,3,4 (3.19)
x€ M(4)
nadto 8 (x) muszg byé takie, aby /6\ (4) funkcje tenso-
x

rowe 9 E (x) byty tego samego rzedu wielkoéci co funkcje

y‘, (x). Poza tym funkcje 5 (x) eg juz dowolne byle klasy c2
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Yokutok toj transformacji wopéirzednych pole fav(x) uleg-

mo nastgpujgco] zaianie:

Zo(x) =5 Zm(x) ’7mAa € (x)- ”]Q,\a,é (x) (3.20)

o wigc po toj transformacji nadal pozostanie stabo. Z (3.8°)
widoé, 20 dokiadnie tej samej transformacji (3.20) zwanej
trnnsfornacja cochowania potencjatéw grewitacyjnych ulegnie
i polo %uv(x). Mozna, jak wiadomo, (We i nberg /3217)
tak dobraé funkcjo 6- (x) zoachowujac (3.19), aby po trans-
fornacji (3.20) potencjaty %uv(x) spotniaty warunok harmo-

nicznodci. Ma on ogélng pootaé:

¢ (x) C: (x) =0 (3.21)

ow naszyn przypadku prowadzi on do nastgpujgcogo zwigzku:

Iy F0x) = 33, Zi(x) (3.22)

Warunok (3.21) jest réwnowazny zgdaniu, aby [J f:o(x) =0
/vide /21 7/, co ze wzgledu na dowolnoéé funkojl Eﬁ’(x)
jeot w naszyn przybliZeniu zewsze mozliwe.
z (3.8°) 1 z (3.21) wynika, 20 po transformacji Tc 20 aioj-
oco zwigzek:

Oy ¥y (x) = 0 (3.23)
Podstamiajac teraz (3.22) do (3.16) 1 (3.17), a nastepnio
do réwnath Einotoina (2.34), otrzynujeay nastepujgcqy postad

tych réwnafi:

a V(%) - %/7,,\; Oy (x) =0 (3.24)



Skalar krzywizny wyraza eie teraz wzorem:
R(x) = - == [0 y(x) (3.25)

Jak widaé z postaci réwnan (3.24) oraz z (3.6) rozwiazaniem
réwnatt (3.24) bedzie kazda tensorowa funkcja punktochwili
postaci

Yoo (X) -ﬁﬂuvﬁf(xz. (A x)) (3.26)

gdzie funkcja7p(x2,(ﬁ x)) jest skalarna, dowolng byle regu=~
larna funkcja swych argumentéw, a AV - dowolﬁym polem wek-
torowyn, .

Wstawiajec (3.26) do (3.25) otrzymujemy po tatwym przeli-

czeniu

! - (x2, (A x) . 4x2 azf x2, (A .
Sk R(x) = 8 3 (%) 4 -_%§Z:§35511
(3.27)
2 2.0,.2
. 442 x<, (A x . za{(x.mx)l
T Ty v A R Ty

Aby okreslié blizej postaéd funkch‘f (x2, (A x)) spetniaje-

cej powyzsze réwnanie wykorzystamy zatozenie, 2e skalar
krzywizny R(x) jest staly wewnatrz obezaruSQ.ef. lecz réz-
ny od zera, oraz przyjmiemy, 2e funkcja‘f?xz(f‘x)) jest

keztsttu:

A= L03) s /h (A x)% £(xF P(A )" (3.28)

gdzie wykladniki n, s, p, t 1 napélczynnikioldG‘r pozo-

stajge do wyznaczenia,
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wetawiajec (3.28) do (3.27) iatwo sprawdzamy, ze przy zalo-
2eniu, iz R = conet mamy jedna z dwéch mozliwoéci

e) n=0,8m2, p=sil, t=0

b) n=w1,8=0,peO, t=2
tak, ze funkcJa‘f(xz. (A x)) jest postacis

‘10[::2, (A x)]- %-[o(x%ﬁ(A x)z] (3.29).
gdzie wspéiczynniki X 1/5 e@ do wyznaczenia przy czymZZg? n
1 . '
[ﬂ] dtugoééE

Wréémy teraz do doktadniejezego oméwienia pojecie obsza-—n
ru efektywnego oddzialywania. Rozpatrzmy typowa dla bada-
nia rozproszen sytuacje doéwiadczalng, w ktérej mamy gene-
rator (G) czgstek swobodnych, tarcze (T) oraz detektor (D),
rozproszonych na tarczy czgstek, ktére padajg tam z gene-
ratora. Czgstki opuszczajace genarator traktujemy jako "jesz-
cze swobodne®, docierajece zad do detektora jako “juz swoe-
bodne®, Zwigimy eztywno z tarcze citerowymiarowy uklad
wspéirzednych Eo. Oznaczmy odlegloéé geometrycznego érod-
ka generatora od érodke tarczy przez Lg) @ odlegtoéé od
drodka tarczy (ydzie :/t!:wi przestrzenny poczatek ukiadu So)
do dérodka detektora przez Lye Oznaczmy przez 'J"l'chw:llq, w
ktérej generator zaczyna emitowaé czastki a przez ','l"2 chwile,
w ktérej detektor koficzy je rejestrowac. Oczywidcie L,Lp,,
',]‘1 i '.I"z sga mierzone przez obserwatora nieruchom;go wzgledem

uktadu Z

o Poprzez obszar efektywnego oddzietywania () of

42



bedziemy rozumieli czteroobszar, ktéry wzgledem tego obser-
watora ograniczony jest przestrzennie kulg o érodku w prze-
strzennym poczatku ukiadu Zo o promieniu r = max(LG, LD),

a czasowo chwilami Ti i Tz. Fakt, 1z zewngtrzne pole gra-

witacyjne w obazarzeﬂaff jest stabe,zapiszemy tak:

21 l 2
xé\.(laff X << (3.20)
lub nieco inaczej
/\ 2 2 2
x EQeft & | !<<L (3.31)

gdzie parametr L jest zwiazany ze statym w obszarze 0 of f

ekalarem krzywizny R nastgpujacos

Qef co

(R) == = (3.32)

co jest stete bezwymiarowg dodatnia,
Watewiajac (3.32) 1 (3.29) do (3.27) otrzymujemy, 2e szcze-
gélng postaciag tensorowej funkcji ym(x) (3.26) jest funke

cjs ksztaltus

x2
Yo%) = 'E'%N[:g - fwz(ﬂ x)z] (3.33)
wetawisjgc (3.33) do (3.14) orez do (3.13) otrzymujenmy:
Q
s =G5 (0] e
Z (3.34) 1 z (3.30) wynika, 2e:
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czyli z doktadnodcia do nieskoficzenie matych drugiego rzedu
mozemy napisaé, 2e:
Q.af x2
2 2

O L

Okreélimy teraz pole wektorowe )\" zadajac konkretna pos;caé
3%

tej funkcji wektorowej w ukledzie Zo. Oznaczajec(\ :z:o)\
definiujemy:

< df
Ai =OA: == 0 i = 1.2'3
Sepedl, (3.35%)

Postaé pola wektorowego .X° w dowolnyms innya ukladzie wspéi-
rzednych < znajdziemy stosujgc do (3.35) prawo transforma-
cyjne. Oczywidcie, Ze:
A A2 (3.357)
. 3
W ukladzie 2{; funkcje %uv(x) bedzie mozna zapisaé w po-

staci:

2
gj.n)(")io'QOff/;ZN[i* _:_2 - %(Ax)z]_
/7”\, OXP x + x4]~’7’_~ [1] (3.36)

Mozemy teraz wrécié do konstrukcji naszych tensorowych funke
¢ji prébnych tpo(x). Zrobimy to podajec J aw n @ ich

postac¢ w ukledzie Z;,. a8 mianowicie:

m(x)-—”]m exp[ (%%, x)]d' tho(x)  (3.37)



Postad tych funkcji w. dowolnym innym ukladzie otrzymamy oczy-
wiécie etosujac do (3.37) tensorowe wzory transformacyjne.
Nie bedzie nam to jednaskze w dalszym ciggu potrzebne, Jeze-
11 oznaczymy przez./\. macierz przeksztalcenia Lorentza prze-
prowadzajgcego uklad Efo w dowolny inny uklad 5£ to skiado-
we tensorowych funkcji prébnych w tym ukladzie Suv(x) wy-

raza eie'oczywiécie wzorem:

suv(x) qjgzjci EZG (x) (3.37.1)

Jak widadé wiec tensorowe funkcje prébne okreslone wzorem
(3.37) (L prawem transformacyjnym funkcji tensorowych) po-
krywajg si¢ w obszarze fj‘eff z dokladnodécia do nieskoricze-
nie matych rzedu drugiego z rozwiszaniemi réwnatt Einsteina
dla stabego pola grawitacyjnego rozprzestrzenionego w tym=
2e obazarzoS).eff. o statej niezerowej krzywiZnie i o 2réd-
tach tkwiacych poza tym obszarem. Do dalezych rozwazah be-

dzie nam potrzebna skalarna funkcja t(x) okreélona naste-
pujacos
t(x) LV ¢ (x) =P8 () (3.38)

Wyliczmy teraz transformaty fourierowskie funkcji t(x) 1
$:v(x)' Transformaty te ietniejg, gdyz (podkreélmy to wy-
raznie jeszcze raz) postugujemy sie jeko tlem oddzialywah
grawitacyjnych ptaskg czasoprzestrzenig M(4). Transformate
fourierowska funkcji t(x) oznasczymy przez’?(q) a transfor-

maty funkcji sgv(x) przez'%:v(q) oraz dokonamy dla udogod-
nienia rachunkéw podstawienia:
45



19 2. (3.39)

wéwczas, co tatwo mozna pokazaé, na podstawie (3.39), (3.33)

1 (3.25) pomigdzy R a 1 zachodzi zwigzek
1
(R) = 2 (3.40)
Symbol "q" jest skrétowym oznaczeniem czterowektora q*

(czterowektora pgdu zwigzanego z polem opisywanym przez

funkcje t(x), czyli przez tensorowe funkcje t (x)).

Maay wiect
+oo
?‘ ) = i -1qx 4 ’
q) * 27572 | e™* e (x)d*x (3.41)
-co
gdzie
- >
qx """] LR %4 (3.42)

Takich skrétowych oznaczeﬁ typu (3.42) na iloczyny skalarne
czterowektoréw bedziemy odted stale uzywali. Podstawiajac
(3.41) 1 (3.43) do (3.42) 1 etosujac do ekeponenfy wzér

)

Ny -—1-5 (x o-x
t(q) - z;ﬁ%;:[j;os(q-x-q4x4) (] ? X +

Eulera dostajemy:

+o0 -e
+ 1Jain(a’.?-q4x4) o' 161 (; +x3) a4 ] (2.43)

I rozpieujgc dalej otrzymujeny
40+

‘:Zq) -(Wjjf [IFM(M 1_) coa/&(xz.xs,x4)

-v-w-w

- 8in (q1 1) siqﬁ(xz.x3ax4) x
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2
Xq

i
=~ 12 x24x24x2 L A
16 1 2t Xz+X, 41 J {
x e dx, | exp o2 dxzdxzdx4+ W‘#‘w@:{o l[sin(qlxi) X
. - X2
x coaﬂ (xz.xs.x4) + cos(qlxi) einﬁ (xz.xs.x4)] exp —I;-—lz—}
x2+x§+xi . du. d (3.44)
exp —_— X X X
16 1 2 3 4 ¢

gdzie /3 ('xz.x:,..x) daf QpXp + X3Qz = QyX4. Czwérka zmien-
nych Xg0X50X30X, OZNOCZa tu wspéirzedne j e dne j bile-
zgcej punktochwilil, Calki‘wyetepujqce Q (3.45) eq elemen-
tarne (/23_7). Po‘wycalkowaniu po wspéirzednych przestrzen-
nych (x,,X,,%5) otrzymujemys

~ 400
~ 2 =41 a -X 4
t(q) = -(-Téﬁ T 13 ¢ l coe(q4x4)exp 1: 1z d’ x +
Yy
<+ 00 . - .
!-xi
+ 1| sin(q,x,) e{xp—-—z (3.45)
3 16 12 |
4

Druge calka w nawiasie réwna sig zeru, Tak wiec otrzymujemy

ostatecznies

~° 2 ,4
t(q) = 16< 1 .xp{- 4 12["&2 + qi]} (3.46)

Vo

Powtarzajac te eame rachunki dla transformat fourierowskich

funkcji t”\,(x) otrzymujemys
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t}N(q) ) —-1—57— fexp{- iqx}tw(x) d4 x X7 4
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Rozdzial IV

Opis oddzialywania
bezspinowych czastek nienaladowanych,
tkwigcych w tensorowym polu
funkcji préobnych t p o (X)

Lagrangian oddziatywania ukladu bezspinowych czgstek nie-
natadowanych, tkwigcych w tensorowym polu funkcji prébnych
suo(x) obierzemy tak, by byl on ogdlnie kowariantny i opi-
sywal zaréwno oddziatywania czgstek ze soba, jak réwniez
1z poleh suo(x) (czyli ze slabym polem grawitacyjnym okre-
élonym w obszarze flef przez te wlaénie funkcje). Oznaczmy
przez Y (x) skalarna funkcje pola neutralnych ('f-fx) bez-
spinowych czgstek a przez "m" - masg epoczynkowa kazdej z
nich (zekladamy, 2e czgetki te sa jednakowe)., Przyjmienmy,
dokonujac w ten sposéb specyfikacji modelu oddzialywania,

e L (x) bedzie suma trzech ogélnie kowariantnych czio-

int
néw L,(x), Lz(x) i L3(x) takich, ze:

1) Ll(x) bedzie opisywal oddziatywanie czastek pomig-
dzy soba wg modelu A o“f"’(x);

2) Lz(x) bedzie opisywal oddziatywanie czastek z polem
ﬁuv(x) (czyli z zewngtrznym, klasycznym polem grawitacyj-

nym istniejacym wewnatrz () of ) POPrzez pochodne B.,~/’(x).
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A zatem: _
L)~ eV () By P (V75 (%07 (4.0)
3) Ls(x) bedzie opisywal oddzialywanie czgstek z polem

typu *newtonowskiego® (grawitacyjne pole wtasne czgstek za-

niedbujemy), przetos
Lz(x)nlm t(x) (4.1)
Legrangiany Lz(x) 1 Ls(x) spetniaje réwnania:

tlw(x) %’%‘%:—% - LZSX) 1 t'w(x) %%%7 - Ls(x) (4.2)

co oznacza, 2e sg one niezmiennicze wzgledem “dyslokacji”

w polu funkcji suv(x), czyli, 2e zaleza liniowo 1 jednorod-
nie od suv(x), co jest konsystentne z (2.21) /operator
?rg; t -—E?ZS—r;T—- nazwiemy "operatorem dyslokacji®
w polu Euv(x)A.Aby i lagrangian Li(x) miat te sama wtasnoéé
przyjmiemy, 2e:

Ly (x) ~ t(x)7 *(x) (4.3)

Catkowity lagrengian oddziatywania bedzie wigc mial postaé:

Lyne(x) =€ Lgf(x) +AL,(x) FLz(x) (4.4)
gdzie oL ,/51\” sa etalymi, Nale2y tak je dobraé, by uzyskaé
zgodno$é wymiaréw wszystkich ekladnikéw sumy (4.4), przy
czym nalezy zauwazyé, 2e stale/@ 1.r'winny z dokladnogcia
do wspé;czynnika réwnaé sig stalej "k" pelniacsj rolg sta-

2sj sprzezenia oddziatywant grawitacyjnych (przypominamy, zs
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k =V-ZEO. Go" stala grawitacyjna). Z ta sama dokladnodcia
do wspéiczynnika stalac{ winna si¢ réwnad stale] aprzezenie“
oddziatywania wzajemnego czgstek opisanych funkch "/(x)
Stala te oznaczymy przez * A '; Pamigtajac,ze /m_7=/P(x)7 =
ZE.-.7 m. oraz ze [Em(x)_7 (A7 = 1 1 majgc na
wzgledzie (4.0), (4.1) 1 (4.3) poiozymy: ‘O( = 420 -

"{- . X‘- ﬁ . Stad zaé dostajemys

Lint(x) - {- :{I% t(x) + .tdﬁ (x)[é"-f’(x)][%-f (x) ]} T+

. -f}- : t(*)‘?“(x): (4.4°%)

Zauwazmy, iz kladac (formalnie) 1l-»o° (R->0) otrzymujemy,
ze Lint(x)_'Ao{ 4(x), przy czym czilon, w ktérym wystepuje
masa czastkl zmierza do zera o wiele szybciej niz czton po-
zostaly, co jest zrozumiaie, gdyz wylaczanie grawitacji w
pieﬁvszej kolejnoéci doprowadza do znikania wpiywu masy czg-
stek na ich stan fizyczny.

Ograniczyny eie w dalszych rozwazaniach do zbadania struk-

1"‘. co miedci sie w granicach standardu ra-

tury operatora 82
chunkowego przyjetego w wigkszodci prac podwieconych kwanto-
wej teorii pola.

Z (2.14) 1 z (2.27) wynika, ze szint bedzie mialo postad:

int _ 1 [\ 4 4
S, =3 { fot_’\("a"&)] 8 Lyne(xp) Lype(xg)s dixpd %y #
X4 X2 ‘
+lf[VA(x-x)sL (x,) Lyoelx,)s d¥x d%,  (4.5)
2 ' 17%2 1nt'\*1/ byneiX2 19 X2 .
X1 Xz t t
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gdzie Lint(x) jest okreslons wzorem (4.4). Czasopodobny wek-

tor A jest wprowadzony dla ukowariantnienis argumentéw funk-
cji "o~ Heaviside'a.‘z (4.4) 1 (4.5) widaé wyraznie,zs Szint
jest skalarem, Dalsze rachunki bedziemy przeprowadzaé w u-
stalony m ukiadzie Efo.

Tak jak ele postgpuje w kwantowej teorii pola naleiy prze-
transformowaé wezystkie stojgce pod catkami w (4.,5) funkcje
blezgcych czteropunktiéw Xy i Xy do przestrzeni pedéw (wiemy,
%e ds sig to zrobié zwyklymi transformacjami Fourtera). Na-
stepnie musimy zaestosowal twierdzenie Wicka do i1loczynéw
lagrangianéw stojecych w (4.5) pod symbolami iloczynu nor-
malnego, Postepowanile nasze rézni si¢ od standardowej pro-
cedury stosowanej w kwantowej teorii pola tylko tym, 2e
przechodzimy do przestrzeni pedéw takze i z ukowariantniony-
mi funkcjemi Heavielde’a (vide /16_7), dzigki czemu stosuje-
my twierdzenie Wicka tylko w odniesieniu do iloczynéw funk-
cji Lagrange®a, z ktérych kazda z osobna jest juz zapisana
w postacil iloczynu normalnego odpowiednich funkcji pola
r7(x) 1 Iyt (x)1.

W wyniku przeprowadzenies oméwionych powyzej operacji o=

trzymujeny, 2e 82}"t wyreza eig w postaeci sumy czlondw typu:

o)

1 oee k]. P: [ X X ] Pl F(S'kioookllpiooopl)-f(k )ooo—f(Pl) x

4
x d*k; ... d¥py (4.6)

Kazdy taki czion opisuje proces fizyczny reprezentowany przez

odpowiedni diagram Feynmana., Diagram taki ma nastgpujsca o-
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gélna konstrukcje (rys. 2): w sklad jego wchodzz dwa wierz-
chotki (w1 i Wz), ktére sg potaczone s+1 liniami wewngtrz-
nymi, Spodréd tych linii s linii deowiada kontrakcjon (wy-
stepujecym w tej samej ilodci, tzn. "s") 28 transformat fou-
rierowskich funkcji pola. Tranaformaty tych funkcji nie wy-
stepuje wigc w funkcji podcatkowej catki (4.6). Ostatnia za$
linia wewngtrzna diagramu Feynmana odpowiada transformacie
fouriesrowskiej funkcji Heaviside’e (czyli czteropqdowit\ju
kwaziczastki). Do kazdego wierzcholka diagramu wchodzi "1°*
linii zewngtrznych wychodzacych poza obezar diagramu odpo-
wiadajacych czgstkom opisanym przez funkcje ‘f(k )...‘f(kl)
w odniesieniu do wierzchotka W, a przez funkcje '1’(p1 ..:f(pﬂ
w odniesieniu do wierzchoika W2. Nadto do kazdego z wierzchoi-
kéw diagramu dociera jeszcze jedna linia zewngtrzna (tzn, nie
taczgca obu wierzchoikéw), ale nie wychodzgca poza obszar dia-
gramu a zakofczona w tym obszarze malutkim zamknigtym obsza-
rem, Linia te odpowiada transformacie Fouriera funkcjiqak(qg
~®
w odniesieniu do wierzcholka W, 1 funkcji Euo(qz) w odniesie~

niu do wierzchotka W_. Linie te reprezentuja graficznie od-

dzialywanie pola graiitacy]nego Zz czgstkami w wierzchotkech
W, 1 W,. Linie wewngtrzne skierowujemy tak, by wychodzily z
wierzcholka o numerze mniejezym a koriczyly sie na wierzchol-
ku o numerze wigkszym. Kazdej funkcji wierzchotkowe] wyste-
pujgcej w rozwinigciu Wicka.czionu $2int odpowiada zawsze suma
dwéch diagreméw réznigcych eie tylko przestawieniem wierz-

chotkéw,
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Trudnodci kwantowej teorii pola wynikajq z faktu, Z2e funk-

cie wasdlezunnikows, czyli funkcje F(s, ki"’pl) moge przy}

W

Rys. 2

mowaé wartoéci nieskoficzone, .co uniemozliwia postugiwanie
elg nimi dla wyliczenia prawdopodobiefistwa zajécia proceséw
reprezentowanych graficznie przez diagremy Feynmanna odpo-
wiadajace odnoénym funkcjom wspéiczynnikowym., W funkcjach
tych pojawiajg sie bowiem calki z iloczynéw propagatoréw
powstatych w wyniku kontrakcji transformat fourierowskich
funkcji pél opilsujacych oddziatujace ze sobg uktady czags-
tek. Propagatory maja taka postaé, %2e odnoédne catki z ich
iloczynéw moge stawaé sleg rozbiezne badZ z tego powodu, 2e
czastki te moga mieé ped dowolnie bliski nieskoriczonoéci
(rozbieznodé "ultrafioletowa®"), badZ dowolnie bliski zeru
(rozbieznoéé '1nfraczerwona'). Pokazemy, 2e dla naszego mo=
delu oddziatywar pole funkcji prébnych suv(x) obrane zgod-
nie z (3.9) powoduje, 1% jego transformaty Fouriera 'Euv(q)

54



pojawiajace sle pod cstkami wystepujacymi w funkcjech wspéi-

czynnikowych Fl(a3 pl"°k1) czynia je zawsze skoﬁczonymi.
Aby erejéé do przestrzenl pedéw z S, int napiszemy po-

staé¢ transformacji Fouriera dla poszczegélnych funkcji tkwieg-

cych w (4.5). A mianowicie:
+op

-Q°
0d tej pory iloczyn rézniczek wspéirzednych kazdego cztero-

wektora, np. el bedziemy zapisyﬁaé w postaci ds,

. 3
ds &f r] s’ 9f 4%} podobnie J:L det 9f G2
1N7 -X
1 X27X4
O ) mrr| Feae 4T (4.8)
J
-

J jest skalarnym paremetrem catkowania, /77 = 31%3333 .
Wstawiajec (4.4) do (4.5), przechodzgc do przestrzeni pe-
déw, korzystajec z (4.4), (4.8), (4.7), (3.47), (3.48),sto-
sujgec twierdzenie Wicka dla iloczynu normalnego oraz odrzu-
cajac czlony proporcjonalne do kz. otrzymujemy po doéé ucigz-

liwym lecz standardowym przerachowaniu:

o0
: AT (x,-x, ) '__.[
5,2 = ghr j ij,f—_’ft—l dT(OE fA(x )N(x, )#M(x,IN(x5)7
1 %2
+(32N(x2)N(x1) +/£;5 Ml INCx Jelx, ) + N(xz)N(xi)L(xz)_Z}x
x d¥x,d%x, (4.9)
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Catki po x, 1 x, brane eg w granicach (-, ¢+o=)

A
ﬁg Y Vet ) (4.10)

M gi i L] f 1x(q+k+p)~( )~(k)?(
(x) WZ‘FJ“ fe t(q) p) x

x dqdkdp - I fj Lx(qrkep)df (4 k P “/(k)f(P) dq dk dp

(4.11)
N(x) Eﬂe*"q ) da [] [o axk ¢ ’ﬁk‘v)) V) (4.12)
3 vel )
znaczek (v) numeruje czterowektory k(%),
L(x) 4L f 1xa%(q) dq (4.13)

Catkowanie po wepédirzednych czterowektoréw przebiega w gra=-
nicach (-c0, +o0). Wstewiajec (4.11), (4.12), (4.13) do (4.9)

i catkujac po Xq 1 x, otrzymujemy:

S = gt j R -:(—;t—)a- 3W£££5<Aw.q+k+p) (ta)-

- -— t° /J(q) p,,})‘/(k)%(p) dqdkdp jjé.( AT+ qt
q' 1] (4.14)

+ 1;)':(q1)‘f( 1:) dqidlg)ut

(lgvz_f_ j’ I Ig(-AT+q+k+p)(?(Q)"

3 ~od

- 2"t%a) x p) F(x) o) dqdkdp.f .[ S eTrqtst )t(qi)x

{o(
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x'f(t )dq dlz)] 15(2,]) x[‘( .
b 4

92 “2

A2
x | f 3¢- ATeq,+:8) Tq )‘f(t°) da,d2|eRlo
A i * ] 36(2m 4

x :[ j' j SUFay* 33) x I [é’(- AT+ag+als 25)t(a,) Tla,)
4 Je
ay 23 a3 924

xt (Q1) 7 (23) :F(iz) da, da, day daf d2j I [ J’ ]' I

1
q1 qs qzlc 1S

S(AT+ qz+q2 + 12) S(-ATsq, + 1°) t (qz)t(qi)'v(qz) x
x?(lg) 7 (12) x dq, dq, dq’, dg dzg]:}

We wzorze fym przyjeliémy nastgpujgce oznaczenia, ktéryami
bedziemy sil¢ poslugiwali takze i dalej:
15 Joéli mamy dwa ciagi wektordwtlii)... 11("). oraz
(1) (n)
2 12

n M
to 1?1) g; Z 1§V)' unas ns= 4; 1= 1,2, (4'15)
v=l °

~

3 [ e[ S0 M) TRD)... F afMa®). ok
*{‘) 't(‘_-") df ~
= f bag) £ @fref (4.15°)
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gdzie ¢ Jest dowolng funkcja czterowektordw 1 (1 )...1 (")
natomiast f (}.(V)) jest fourierowska transformata funkcji
7 (x).

Po przecaltkowaniu po parametrze jﬁ 1 uwzglednieniu tego,

20 —)\’ =0 adA%a (przypominamy, 2e ukiad i or ktérym
sig posiugujemy, jeet ukladem wlasnym czterowektora )f ) otrzy-

mujemy?

3 - g ] [ Flaen)- £ ronr

2
X k{‘ 'f(k) -f (p) dkdp x Jct(-lc)dlc).]: + EC\(%’FF-— x
t

x a[f ]' t (-2 °) T(-t )7(2'1’) ? (23) daf d}.g] 1+
e

1 2

K 2

kA2 ’[

0;(-1°):(-q-1°)?(1°)¥(1°) x
o { 1 2 1 2

¢ 3¢C
qi i
x dq dif dtg]s (4.16)

Stosujac teraz twierdzenie Wicka do wszystkich wyrazed uje-
tych w nawlasach kwadratowych otrzymujemy po dod¢ zmudnych
rachunkach:

s int - d (
2 21(21‘) ;1 4(21‘) 1(2’3

3, )8 (4.17)
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gdzie

Adf o (1,2,3,4) iz J’ J‘ FA(“"(V)-i(g)) x
Uatczeas) Vo1 iV 32

x‘f(k(v))?(t ) x aklv) d2fy)+2 (2. %3 4)1' Fal2i 2(2)) x
‘~ g etg) ),
i

x 7(2{,))e83 5 (4.18)

lc(s) df lth.ca °C3) . czteroped o wskainiku tréjindekso-

* wym
df

1?2) == I%di.d%) - czteroped o wskazniku dwuindeksowym

5 df £ (1,2,3,4) (1,2 3,4) j. J. 3(1; 1(3). P(S))x
<y 22 0) (/Jl.ﬁz.ﬁ._,,) 2

xfags, """'(s) >"*(s) dels) +

(1,2,3,4) (1,2,3 ,4)
Fg (21 2(5) Ploy)
2{2)P(2)

7 <*<z))f('°(z)) d2fp) defy) +

. “'%3'4) (1'2'3"4)']' J F.(3; z<°£1). p(ﬂi))?‘(z(dl)) x
(1) (/35 °
’ 1("1) P(ﬂi)

‘f(p({;i))x ax) dp(ﬂi) + Fg(4)) (4.19)
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gdzie lc(,,) 4 %*( ), -?3) de Byofarfis)s ~(2)dfff‘5ﬁ)

ksl
(4.19%)
(G- orCp)
Uzywamy tu oznaczeh (4.15) i (4.15’). Symbol 1
(V1-..V )

oznacza sumg rozciggniete na wszystkie mozliwe spoaoby wy-
boru z ciagu's liczb oC;...eC;. jego podciggu zlozonego z p
liczb vl...vp(ispés). 0d tego miejsca poczgwszy wprowa=-
dzimy dla skrécenia zapisu dalszych wzoréw nestepujace ozna-
n

czenie: 1s df §a.11(V) , gdzie wektory‘li(v) sa wektorami
2:I.t‘lt na-
stgpujace typy funkcji wspdiczynnikowych FA(1; k,ze(s)),

8 e 8 8 .8 .
FA(ZI i (2)), FB(1} b3 (3)2(3))' FB(ZS 1(2)P_(2)). FB(3'k'p)’
Fg(4;). W oznaczeniach tych indeks ®tojacy w-nawiasis przed

nie abjetymi aktualnie kontrakcja. Tak wigc mamy dla S

érednikiem oznacza i1lodé kontrakcji wystepujecych w diagra-
mie Feynmanna, ktéry odpowiada tej funkcji. Poniewaz pole
grewitacyjne trasktujemy jeko klasyczne, przeto transforma~
ty fourierowskie ':qaa(q) kontrakcjom nie podlegaje.Kontra-
kcje zaé (nie chronologicznel) transformat ;;(k) maje dob-
rze znang postadés

~ ~ .

(k) £ (p) =d(kep) & (p,) S(p%-a?)  (4.20)

| SE—
gdzie przez p 1 k oznaczylidny czteropedy bedace argumante-
mi funkcji ;; podlegajecych kontrakcji. W oparciu o wzory
(4.16), (4.17), (4.18), (3.41), (3.42) oraz (4.20) potra-

fimy explicite wypisaé postaé wszystkich funkcji wepélczyn-
nikowych, Rachunek jest ucigzliwy lecz standardowy. Przee-
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nalizujemy konstrukcje poszczegélnych tych funkcji i wykaze-
my, Ze wszyetkie sa ograniczons.

Po wykonaniu standardowych przekeztalceh otrzymujemy:

A(i‘k(z)'z(z))' —J‘ R

ARG

" [ ) %{7"/{ *pﬂk)] '”4"‘4(-2”]2'
| -4v1‘ [(.l:-;) + (k \’ PC +m ) 2]
4 [("(3) v 2 ((*-(3)) u" v e ) ]dz (4.21)
5 _

[
1
R L

(4.22)

8 po dalszych przeksztalceniach:

3) ° Iz‘!é(K?z))A I3)
(4.23)

FAUs K3y 250 & (5 + £ K

przy czym

2¢ (> , 2e(7
1 >2 2 P

—_p -t .’+ 2
prP*e P  P2* = (4.24)
I, 9::_[ e'al €@ d3-.

B
gdzie P

E@) 4 292 47 - BLs \ng:, 02 AL, (4.25)
aL ¥ Lzs) - K‘zs) (4.26)

Przechodzac do wspdirzednych sferycznych zgodnie z transfor-

macje:
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Py = r ein © cos f ré&(o, 4-0?)
r sin G ein & (0, M) (4.27)
r cos & {G(O.Zﬂl)

O
N
[ ]

otrzymujemy

)

r einee'al f(r"f @)

I'+II2

(4.28)

-4
H.
| }
0 Sy =]

MW o
do- I df Jdr
o o
- g
I, Jest wektorem o wspdirzednych:

do- ddr,

0 .
T r3cosf e1n20e~8L f( rof,0)
o

()

singsin o-81°f (r.0sY) d

o
r —

I Urzq»nz

o

3 -812 ¢ (r,?,0)

\jl"z + ﬂz

o dfdr,

(4.29)

ded f dr

gdzie

t(r,f,® af or2, r(sine- coc‘f(AL)1+ ‘sinG~ ein 'l’(AL)2 +

+ cos 6- (A L)3) + \Jrzif 02 (AL)4 (4.30)
W e

I, ¢t J j f r2 aino'q'elz f (r,‘f,o-) do-d{dr (4.31)
o o o
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Nie chodzl nam teraz o efektywne wyliczenie tych catek /do=-
ktadniejeza analiza typquch calek wystgpujacych w (4,28) -
(4.31) jest przeprowadzona w Aneksie, lecz o wykazanie, 2e
89 one wszyetkle skoiiczone, Tym samym zad wykazalibydmy o-
graniczonoéé funkcji wspdiczynnikowe] FA(13 Kz3). 1?3))'
Zauwazmy w tym celu, ze calkowenie po katach &~ 1 ¥ nie mo-
2e daé nieskoficzonego przyczynku (Aneks). Wystarczy wiec

rozpatrzy¢ calke I ksztaltu:

©o
¢ [ ong-st r2e prrfir2en?
1= , > dr (4.32)
° (r2+ mz)2
gdzie
<X>0,e7’n>2, 8 =0 lubsgs=1 (4.33)

Wepéiczynniki of, 3, X' nie zalezq od "r-. A 1% moge byé
dodatnie, jek 1 ujemne., Oznaczmy funkcje podcalkowa z (4.32)
przez F(r). Z (4.32) 1 (4.33) wynika, 2e ma ona nastgpujace

wiasnodécis

1) é\* 0<F(r)<o , dziedzing funkcji F(r) jest bo-
rcRr
wiem R*

2) lim F(r) =0
) r-0

3) 1lim F(r) = O przy czym F(r) maleje wéwczas do zers
roo

eksponencjonalnie (4.34)

a zatem I<<o,

63



Poniewaz zaé zaleznodéé od "r* funkcji podcalkowych w cai-
kach I,, 12. I, jest typu (4.32), przeto wezystkie te cal-
ki sa ograniczone a tyam samym i funkcja wspéiczynnikowa
FA/1s K?s). lzs)) jest tez ograniczona.

Przejdimy teraz do wykazania ograniczonodci funkcji FA/Z;
L?z). z (4.16), (4.17), (4.18), (3.41), (3.42) & z (4.20)

otrzymujemy po przeliczeniach:

FA(Z‘ ,_22))- a2 "’; Ii}-412[(z+;)2+(k4+p4)2] (14 %,V,c/; x

+ k

x (k 4 P

P, )] '{.J’ 9'412[’:*;:8(2»2’“4""4’(‘?2))4)?‘
x 8 (kek) S(pep?) &kS) & (pf) d(k*2-) S(p%-a)dk’dp®  x

x dpdk (4.35)

Wykonujgc catkowanie po p’,k°’, P4 1 k, otrzymujeny po typo-

wych przeksztalceniach:®

2 -412|g(p.s)+ f (p.e,t$
Falzs £85)) = 22 II° _’z[g(p 2)e ‘:: : (2))]
Pe \ P> + m2 V52,

. _: * %vp +|n2 _;24»!2] dsﬁ’ ds; (4.36)

x
1
'
N

-1

g(p.s) df _812a2 . g12 [-52:3’20.;. e#Vp2+n2 22+n2 ] (4.37)



f(p.s.}.?z)) at_ 412%.%23%&22)&4- 2n2. 2'52+2?2+23.ZE('2) +

+ 232, t:z’z)-o-\"ﬁmz. V’S + @ +(t(2)) J’ﬁ +m +V';2+m2):,

(4.28)

W celu wykazania ograniczonodci funkcji FA(Z’ L?z)) wygod-
niej bedzie zapisaé ja nieco inaczej:

2 ,_ 42 .-812 [(:?2)2 + (sz) 4)2 + 4 mzj
Fa (z) "I

x [11 - %Yz . %-"13] (4.39)

X

gdzie
of | lo -8124(%, tf,

1(e,t )sz’i’. (4.40)
7 \f—— 2)

I

R A mz -p’ p + @ (4.41)

7 ¢f °-812w(?.t‘(‘2))U;Blzk(ﬁ’.?&?z) d'-",',’] d3% (4.42)

3= >
3 P
e (>=>,0
-81“k(p,s,t ->
-s PZ + ll'2
d

w (?, Lzz))ti 2‘;2 +—: . Z)zz) +(Lz2))4q-;2 + III2 (4.44)

KTy 8 282 B2 8,00 VB2 + a2

LT st (4.45)
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Wstewmy (4.45) do (4.43). Po prostych przeksztalceniach
funkcji podcatkowej i odpowiednim jej zmajoryzowaniu otrzy-
mujemy nestepujaca nieréwnoéés

222 2,> 8.
H@ag, < & 4158 [ 16 P(RE)

-t

2|, = \Go 5, * |
e 81 [P‘il(’z) *\FPZ + .?(;zz)),'] a33  (4.46)

Poniewaz jedyny czton funkcji podcalkowej zalezny od znien-
nego wektora -:. tkwi jako argument stale ujemnego wykitad-
nika eksponenty, przeto supremum caiki tkwigcej po prawsj

stronie nieréwnoéci (4.46), traktowanej jako funkcja wekto-

ra ?. jest ograniczone, Oznaczm
df
)¢

-1612[p+ ”le -812 rp “{2) *UP o "(2))4]

P (4.47)

f(e

Zz (4.40), (4.43), (4.48), (4.47) wynika teraz, e

_ -121%3%.81 f(z).s - Vs +m (1‘2))#
I,ﬁ%{ Sup,’f(—)) a3s
2 2% .0

(4.48)
e -—

Sup, £(3) = supremum ¢i(s). Calka majoryzujgca I w (4.48)
jest ograniczona, co widaé¢ ze struktury funkcji podcatkowej
/Sup, f(?)<°°). A zatem 1-calka ii jest ograniczons. Zu-
petnie podobnie dowodzimy ograniczonodci catek —I.z i 33.

e tym samym otrzymujemy /vide (4.39)/, 2e funkcja wierzchoi-
kowa FA(Z; Lzz)) jest tez ograniczona.
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Dla wykazania ograniczonoéci pozostatych funkcji wierzchoi-

kowych postgpujemy zupeinie podobnie jak dotychczas. I tek
.8 8

dla funkcji Fg(1; L(S)' p(z)) otrzymujemy po analogicznych

przeliczeniachs

8(1} 1(3).P(3)) = _ 41 [(3)"(&(3))4-0' P(3) +(P(3))4+ ZN]

-8 12[2‘5 +p.AL +N P22 A14]

‘ | 4
xJ.e ‘d35: o = $41) (4.49)
-2 2 m-
> P + m

gdzie AL = 1?3) - 2?3)."Celka wystepujaca w (4.49) sprowa-

dza sig do caitki typu (4,32). Jest wigc ona tez ograniczo-
8 8

na, co éwiadczy o ograniczonodci funkcji FB(i; t(3), 9(3)%

Podobnie tez otrzymujemys

o2 l-.u2 3
Fa(2i 2(5)B{z)) = T~ o [

2 V 2
x ﬂe'“ = \r——-‘:z et Al] ](?'Izz)'fzz))] i
s 2em . (4.50)

gdzie AL = z‘(z) - 3?2')

2 2 > 2 2
(242 )5+ By (2 2o 4]

I(e.l<2),P(2))dem_

2 ]
. -8l [-»2 + w2 (21.;»2 + 02 + A "4)]¢3‘p’ (4.51)
Calki wystgpujace w (4.50) 1 w (4.51) eg identyczne z cal-
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kami (4.40) 1 (4.43). Przekeztalcajec je tak jak czynilidmy
to poprzednio i przeprowadzajec enalogiczne rozumowanie do-

wodzimy ograniczonodci funkcji wierzchotkowych typu FB(2,1?2
. [}

fzz))' Dla funkcji Fg(3; k,i) otrzymujemy po przeprowadzeniu

standardowych rachunkéws

- -> W
[-812(2u 2,9°AL + VT 24 0% AL4) x
e

Fa(3ik,2) = b(k.x)l
u

> ) .
x 2okt Jd" g (4.52)

w2402

gdzte AL 3£ 2 - &,

> . )

2 -412[k 2,2+ 2. 12] -2412 g2
! df a . 4 4

Pltkz) S §e - ° (4.53)

[ -812[2?+'s’:(2'5+ AT+ N 2240220 2enZe AL 4)]
e X

,
1(u,k,2) 4
s
° Ia(2,k,2) | 3>
x == d° s (4.54)
qzz‘f lz

gdzie z kolei

-’
> df 1 812 2;2 +3-(2-s’+—u’+AL)]
AR

2 . .
X e el [V P em (2 b%ztnz * 2 l/%ﬁonz + I..J] (4.55)

I znéw rozumujemy tak samo jak poprzedﬁio pézy- wykazywaniu

ograniczonosci funkcji F,(2; lzz)).
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Z (4.45) wynika, 2e:

NCARIPE S R O (4.56)

gdzie i )
- 2 1= A= \'->2 2
N(3) _je-1612(§;’+ %&) . e'elg[p.AL PipTen 4 L‘J (4.57)

-

P
Z (4.57) wynika, ze Sup,N(?)\<O° (4.58)
Z (4.54) wynike, 2o I(3,k,2)< i o61%0° M(T) (4.59)
L]

gdzie

. j 5-812[(?+ g)2+ 2. A-’L +\J_:'2 + 02 ALJ
M(u) = | e ’ ' X

2 2
x N(3) &3 A el

ol

(4.60)

Z (4.58) 1 (4.60) wynika, 2e | Sup,M(J)

{ oo (4.61)

Z (4.59) 1 (4.52) otrzymujemy dalej, 2e:

J’ - 10122 2 gdat12-812 {32 + a2 AL;[
Fa(3it,k)X=15 (k,2) [o
m L d

u
x M(E) ¢ 8 (4.62)

Z ksztattu funkcji podcatkowsj w (4.62) 1 z nieréwnodci
(4.61) wynika, zet FB(S; k,p) <oo
ﬁa koniec dla funkcji wierzchotkowej FB(4); nie zawiera-
jacej wektoréw nie podlegajgcych kontrakcji otrzymujemy po
przeliczenius

,2,-321%02 J 161232

Fgl4) = 16
‘5 \lﬁzmz

1 (W) &% (4.63)

69



gdzie . 1 (¥)
_" dt -1612(&’ Ehe i 4 Vu 2,02 sz+m2) e ¢37

Iw(") == x U'ﬁzma
(4.64)

1612[3+e.(u+'ﬁ)+\,a +|n2(Vu 2,02 +\‘-v72+ m2) .

x To(3) 32 (4.65)

\]'S"’-mz

-1612[p +p-(3+u+w) \13 2, Ve +m24\lu +m ):]
I’(:)qu- °

-»> 2
[ -161 ‘% 3
- o d P (4.66)

-;2 o2
Z (4.66) wynika, ze
N 2
I.(3)<+ e41(3+u-|»’9'v') N(¥) (4.67)
gdzie 2
n(s) &£ I o-161%(Bs "‘”;—J) a3 (4.68)
3 .
a wiec
‘SUp,N(z) l< oo  (4.69)
Z (4.65) 1 (4.57) wynika znéw, ze
1 (3)< ;% 512 W) 2 w2y (4.70)
gdzie ”
@) &f | o417 2a?@ Y, o)
>

70



Z (4.71) wynika, ze:
[y
I Sup)d(u)»‘(m c.b.d.u. (4.72)

Wstewlajec z kolei (4.70) do zwiazku (4.64) otrzymujemy, et

32 252
I L e 3% p)
w™ < no ° " (4,73)
gdzie
> 152
pew) &£ fe"io 12(”"57’ B W (4.74)
-
u
Tak wiec
‘Sup. P(W)l £ o0 (4.75)

Na koniec wréémy do (4.63). Z (4.73) 1 (4.75) wynika, ze:

2 2

2,-32 1 48.2
Fgl43:) <E_°—_41 o~ (a3 < co
(2m) (4.76)

->
w

Tym semym wykazalidmy, 2e wszystkie funkcje wspélczynnikowe
wystepujgce w wickowskim rozwinigciu cziojnu 321nt macierzy
rozpraszania sa ograniczone. Nie ma wigc przeszkéd w posiu-
giwaniu si¢ nimi w celu obliczania prawdopodobieristw zacho=-
dzenia proceséw opisywanych przyjetym przez nas modelem od-
dzialywania. Zauwazmy, 2e mozemy przy tym anglowaé jednym
tylko parametrem, a misnowicie stala 1 (zwigzanag ze skala-
rem krzywlizny przestrzeni wzorem R = %2) pemigtajgc jedynie,

%2e musi byé ona "nalezycie duza®, czyli taka,by byla zawsze
speiniona nieréwnodé (3.32).
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" Rozdzial V

Opis oddzialywania
naladowanych bezspinowych czgstek
z polem elektromagnetycznym
przy uwzglednieniu wplywu pola
opisanego tensorowymi
funkcjami prébnymi t]’n ';(x)

Lagrangian oddzialywania bezepinowych czgstek natadowa=-
nych z polem elektromagnetycznym przy uwzglednieniu wplywu
pola tensorowych funkcji prébnych suv(x) (czyli zewnetrz-
nego, stabego, o stalej krzywiinie, klasycznego pola gra-
witacyjnego istniejgcego w czteroobezarze Sz'ef) obierzemy
tak, aby:

1) byt on ogélnie kowariantny;

2) byl on niezmienniczy wzgledeam dyslokacji w polu EMVOO
/zalez2al liniowo i jednorodnie od suv(x) - konsystentnie
z(2,21)/, czyli by speiniel réwnanie;

§ Ly i () '
int :
t/w(x) W = Lint(x) (5.0)

3) by dla 1= 0 /czyli dla R(x) = O/ przyjmowal postaé

Line(x) = 027(x) 7 (x) ALx) ()

gdzie e, jest (bezwymiarowq) stelq sprzezenia oddzialywat

elektromagnetycznych.
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Av(x) jest czteropotencjatem pola elektromagnetycznogo,

-f(x) funkcja pola rozpatrywanych przez nas czgastek o réw-
nych liczbowo tadunkach elektrycznych i rdéwnych ma-
sach spoczynkowych "m™;

4) aby opisywal oddzialywanie czgstek zaréwno z polem
Av(x), jek 1 z polen Suv(”) poprzez czion zawierajgcy seme
funkcje -ffx),~f(x) 1 poprzez czlon zawierajacy pochodne
czastkowe av‘f(x). ap-ﬁx). Przyjmiemy tu, 2e czlon "meso-
wy® naszego lagrangianu opisujacy oddziatywanie (typu'’newto-
nowskiego”) czastek z polqm bedzie proporcjonalny do iloczy-
nu ‘f(x) 1P?;).

Postugujac sig rozumowaeniem analogicznym do rozumowenias,
ktére doprowadzilo nas do podania konkretnej konstrukcji
lagrangianu oddzialywania samych nie natadowanych bezspi-
nowych czastek z polem Buo(xX(rozdz.Iv 8.50 1 51) otrzymu-
jemy,ze lagrangian speiniajecy warunki (1)...(4) bedzieamy

mogli zapisaé w postaci:

Lypelx) = §x[§ e(x) T 0x) T+ (x)(8, 7 (x) + 10 A, (0t

> 2 >
(37 (x) - 1o A (x)‘f(x)]ne e ] x) T ()AL (x)A (x)tH(x) |
7 I ) T [ v (5.1)

A0 = AT = by = A = ams - &8 PR -
AR (5.2)

/We wzorze (5.2) nawias kwadratowy oznacza wymiar wielkoécl,

ktéra w nawiaseie tym tkwi/,
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Podobnie jek w poprzednim rozdziale ograniczymy eie do
zbadanie funkcji wepdlczynnikowych tkwigcvch w cztonie s;"t

macierzy rozpraezania, Czlon ten wyraza sl¢ wzorems

5, = % f jo' [A ("2"‘1)]‘["1nt("2) Lint("1)]":"zdt"1 *

Xp Xq

+ % j °‘[A ("1"‘2)]‘["1nt("1) Lint(xz)}’ dexgdexy (5.3)
Xy X2

gdzie wezyetkie oznaczenia eq takie same jak i w poprzed-

nim rozdzisle. Podobnie jak poprzednio obieremy teraz u-

ktad Eo' w ktérym przeprowadzamy dalsze rachunki, Podsta-

wiajec (S.1) do (5.3) 1 odrzucajgc czlony proporcjonalne

do k2 otrzymujemys '

s, 1" -81 N 32 (5.4)
gdzie:
3, -1 [ J k '
1" 2 ’_!.1 ’J;zev A(xz-xi) 1ol oLyt 1-(:4'20(1:”0(2431: +
. % AP L ARl %:062061 ti‘)] d4x1d4x1

szm réwne wyra:eniuzai. w ktérym dokonano zamiany Xy

na Xy, (5.4%)
df df’

t, = tlx,), t, = t(x,), (5.5)
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przy czym
Alx) 4§ () (x)Plx) + 8 (x) [@**(x)m&(x)ﬂn]x
x[a %;)_ - 1o A/,,<x)f<x>] (5.6)
¢ (x) LT (x) Ax) Ax) F(x), (5.7)

Przypominamy, 2e t(x) 1 t ,}a(x) okreslone sg wzorami (3.41)

1 (3.39) a ich fourierowskie transformaty Tq) 1 ﬁuv(Q) -
wzorami (3.47) 1 (3.48). tV(x) -"]"“‘0)"1"&" (x).

Przechodzge z A (x) 1 ¢ (x) do reprezentacji pedowsj, przajdt-
my do niej z funkcjami ﬂp(x), ‘f?ﬁx). A (x)

Te0 « L [ 5 F00 a, £+ N),J 1% f(5) ¢
k (5.8)
A, (x) = WJ A, (k) dk (5.9)

przypomnijmy, 2e niechronologiczne kontrakcje transformat

fouriesrowskich funkcji ’f(x) i Av(x) maje postaé:

F0)7 (0) =8 (kvp) o(p,) 8(p%-02) (5.10)
R0 Byt0) = a1y, Slkep) 0 () 016 (5.11)
——

Oznaczaoy teraz:

1/ wektorowe argumenty transformat fourierowskich funk-

cji 'F(xl) przez k,;
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2/ wektorowe argumenty transformat fourierowskich funk-
cji ‘f(xi) przez 1.3

3/ wektorowe argumenty transformat fourierowskich funk-
cji N(xi) przez p, lub e}

4/ wektorowe argumenty transformat fourierowskich funk-
et t(x,) ¢ .t’"o(xi)' przez q .
Przejdimy teraz do reprezentacji pedowej z 1ioczynam1:
Loyt eve 1K, ¢
Na podstawie (5.6), (5.7), (5.8) 1 (5.9) otrzymamy kolejno
po wykonaniu typowych rachunkéws

N T

ky 15 P, 85 G5 kg 1Py 8y ay
(-110p1+310q1) x aixz(k2-12+p20329q2)

X e 8 X
x Pk TC1,0R (Y (85087 0)
xFle) FE10) Blog) Bylpg) T tay)s dperday  (5.12)
- +m°e§ [ [ ] J‘ [~ > iy ,
2) + &, e G | [ ®aprftefte )
az ka3 1z
{ 1ax f
zxz(qzmz—l;dqz dk, dl,e+ -(;—’T)—;,J |e %4q, .

Xxe 2

g [mm J (1) o Haraf L)rahs,

| s,

P2 G2

~ P ° ‘ ix 8,
X 'ﬁc("z)"lzdpz} ‘iﬁ(qz)['(%?')'bj X *
8. ko

& =

X



ko B W 1x_k 7Lk, )dk
x 0 22T (k) o )dn K_&ﬁgz j (g o240 2} "
k
2

‘

ix, (=1, +k +q.)7 ~ ~ ~
xf [ [ ] Jembtatarenn q‘)f(k,l)f(-11>Av(ai)¢u(p1) x
kg 13 83 Py 9y

x't/’N(ql) dky oo dq, 1 (5.13)

gdzie

- 1,gdy Vv = 1,2,3
gmd_,{ 02,

* 1,gdy v = 4

3) :¢1o(2= - :¢2c61: ze zmiang wskaznikéw "1" na
"2" 1 odwrotnie

4) s tol,olyt = - 4 o? J...;Igiﬁ(-1105+q1w1 ’31)x
9 ipz
1x, (=1, ¢k + +p+e+')~ ~ ~ ~ ~
xo 2 2 2222 50 ) Pa) R (6, )R, (6, )P ay) X

x Ry (808, (p)F (kp) P (=1,)¥(a,)¥Ca)s da) dky .. dp,
(5.14)

U
5) 1 tydoLys = 1 t,L,dl,s  z zamiang q, na qu,  PrZY
czyn q, “zmienione” na q'1 pojewia sig w wykladniku ekspo-
nenty przy 'xl".
Rozpisujec wzér (5.4) otrzyamujeay:

s int

> = S,+Sg+S.+S,+5c (5.15)
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gdzie

153 (Xz'xz) :
_ﬁ JJ FoTE toCzoclz <7’ d4x1d4'x2 (5.16)

® A7 (a=xy)
Sg = TTI IJI—_TT—‘°2¢ a7’ d X, d Xy (5.17)

X9X2

o 1TA (x ""1)
S¢ =~ ?‘7!(—11' I JJ 14’2: d]‘d4x1 d4x2 (5.18)

X

i
K 4@ 3 HA (X5=%4)

SD [ m] II.E-_-W H t2°<2°clz dfd4x1d4x2 (5.19)

Xq4X2

- o174 (X57%4)
S¢ = mJ f f = vl tydpolyr dTdx d%,

(5.20)

Podstawiamy teraz (5.12) do (5.16). Po wykonaniu rachunkéw

i podstawieniu 5_9- 0 otrzymjemy:

<

X
o °3<mf FITJopeteaPeateie

212P285k414P484
e T (o) R, (py) 5 =417 (Tyeipe4)% x

e 3 > > 2 4 4
e -412(-14-k1+s1+p1) -412l[(-12¢k2+324-p2) +(-12+k2932+p2) _]

. o (a1)4 (5.21)

x dk, dl, ... ds (41)
2 2 1, (m/z
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Wyliczymy teraz funkcje wspéiczynnikowe odpowiadajace wszy=-
stkim mozliwym rodzajom kontrakcji. Standardowe rachunki

prowadzg do nastgpujacych wynikéwx4

NS AL N 1 7 e7iom f o3
1 3 8,:P 8,.,pP = x
A l2/ 1 1°710F1e 20 20 2 2 | 2.n2

« o812 [2k% 4 k. N k2 s 02 ALT7 " (5.22)
gdzie

df
AL, =1, -8, =p, =1, ¢+ 8 +p, (5.23)

2) Rl Hg)e T1)s Kyuogennn, 7 -
——

«F, 7 (k) P (k)i eenupy? (5.24)

df
ALy =1, = o,-py-ky-8; - Py

3) FA[A‘(' (Pz)nAﬁv (31)3 120020"20'110910'(1] =
—]

- i 1 -81%/2% T . AL +(s)L;_7 a3 (s.25)
2"79~ém" ’ 2

gdzie

AL, df 1,-8,~ky=1i+p, + ky (s5.26)

X/polng klanrg L j w argumencie funkcji wierz-
chotkowych objete sa transformaty fourierowskie podlegajace

kontrakcji,
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4) FA [T’(kz)l ?('11)07\;(132)2\;(81)8 klopiolzusz] -

.ﬂL[b ¢ (kllpzvlzoaz) 0-16m212 J[ﬁ. 1512 [82'—;. KLJ
8 X
) 5-16 n21%a Lg VsZen? Je (3)] a3 (5.27)

gdzie

f

24 2. 4.4 4\2,
¢(k1,p1.12.32) gt 1 o= 41/ (ky+p, Y+ (K +py) +(k2+b"2)"7x

-a13(k + pa)? (5.28)
x e ;
NI S [ pi‘ (5.29)
13(3) df exp{-is lzﬁcz-t.l:'(&,l.s:;) V’szzx (AL Ue +m /]} x
P
exp[ i6l (k K2 +m ) ]d3 (5.30)

5) Al TE1)F (1110 Aup,) Ale A, (a)Ale)t kyka? &

d -912 2, - + 4
LR (3ikguky) = 4, (K, kz)%/vn?wl[ (212 _.:::lh n? Ak 9
x 11(11) d311 (5.3%)

gdzie N -
- d - 2l*2 4. - o "
1,(1}) df j [IT:I- o681 [ze +8 (k+11)] x
s

-812[34 + v-iio-uz] V (_:,) a3
Yo

X ©

(5.32
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1,(3) ﬂifl_.:;, R 12,;32'3-(2? + 'Eﬂ

-h
[

2.4 (-2 2| YV>2 . 2
=81 [k + 2(8 0m_]Vp + @ 5> (5.33)
X e d” p

Ak 98 ek, k 9Lk kyo @ (kyaky) &

2> 2
af . -4l [ki (k:)z * zza + (kg)z + 6 nZJ (5434)

Lo
8) Falw (k)P (=19), f (-1,)F (ke )uAg (p,) Aule,),
LA (8s,) AP )17 = Ful4s)
L8 27 "v'F1 A
Ta funkcja wspétczynnikowa nie zewiera "swobodnych® pedéw
tylko eame (cztery) kontrakcje. Z wyliczeh otrzymujemy:

-16127%2

- 2| ie - -
Fal43) .4]"‘!57’/"02%/7#: 320t J[-\[?z—:‘:a—. zk(k)] ¢k (5.35)

k
gdzie

-312[21 -L ~k-\fl- 2002\ %+ ?]
1, (k) f‘[[

11 - -
x I,(1,) da® 1, (5.36)
| . dfj . -812[2 f .('k’ i;?] .
I s3 —— G
1(11) *.[}?I e x
- — e .
-312V'§2.'m2(VQ’2 + m2 -V-l_)z +
xe 1, (%)d* (5.37)
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I3

-al"[Vf?Zmz V§2+m2 +V}£2¢m2 - Wiﬂnz_l dZ’»g (5.38)

2{>2 gl - ‘
Ie(g) J:[ L. -81 [Zp +p (s+k-ljx
p

Zeuwazmy, 12 w powyzszych catkach (5.25) - (5.28) moduly
wektoréw ygl 11'31 wystepujace w mianownikach funkecji podcaz-
kowych nie spowoduje podczerwonsj rozbieznodci tych caisk,
Po przejéciu bowiem do pedowych wspéirzednych sferycznych
moduty \’5[ i l?lupraszczaje sig 2 pojewiajacymi si¢ w licz-
nikach funkcji podcatkowych kwadratami moduléw tych tréj-
wektoréw,

Przeprowadzajgc nastgpnie takie samo rozumowanie jak w
poprzednin rozdzisle przy badaniu catek identycznego typu,
dokonujac podobnych jsk poprzednio oszacaowsn, dowodzimy o=

graniczonosci supreméw funkcji Io(g). Il(i;), Ik(:)

Sup, 11(1’;)l<oo, Sup.Ik(-I:) l(oa (5.39)

SUP.IQ(:) |<°° .

Powtarzajgc teraz dokitadnie rozumowanie przytoczone w po=-
przednim rozdziale wykazujemy zupeinie juz tak samo jak po-
przednio, 2e wszystkie funkcje wspéiczynnikowe typu FA /WZo=
ry (5.22)... (5.38)/eq ograniczone.

Jak widaé z (5.17) - (5.20) czlon Sy Jest tego samego typu
co Sy, a czlon Sy - co S, wystarczy wiec przebadaé cziony
Se 1 Sp. Wstawlajqc (5.13) do (5.18) otrzymujemy po prze-

keztalceniach
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2.2 2 2
ka“e<m [ J f j -4 [(1 )+ (17 Vi
S. = . 2
¢ 6412(2F')ZJJ *
A A i
ka 13 kg 14 84 Py

x(ksy, Méh =8 (T2 1223 mar? ﬁv"ﬂ’f‘l’i
2p

4Pt s 6 pheid) TR JORY TRRY JORY: V(o)A (e

xe
xﬂ7'0pd|2’2...d5; i:s) 1(2") /1,4[ I I [ fj:é‘-m(lzo( x

8 k.. 1 Pi
"“12[(12“2)2“(12‘32)21 pogmal? B:i* A R G 1"’1'1’1)1(

2
2P (- -1,) A (sz)'f(k )P (-1 1A (8,8, (py )1e —m% x

J J.j I .[ J- _( éup(kz) -41 [(-1 +pz+k2) +(-12+p +k4 ?";

12 5" > &>
1; by Ky K7 8] I Py

> p > > D 4 4 4,442 ~ ~ ~ r
-a12 [‘31+p1+k1-11) +(31+P1+k1"11) J 3’{("12)'{ (kz)Aot(pz)f(ki) x



~ ~ ~ - - - -
x‘f(-li) Av(°1) Ap(p1) : dl2 dpye.. dli dpiz +

s I

*
8, ky 15 Py & Ky
x =41 [(Pz""z"' ky = 1,)° + (py + 65 ¢ ky + 15)°) =41 x
x[(P1*°1*k1'11) +(p1+ +k -1) (Pz) (32)!'

x Pl F -1 1,) A, (py) K (e )P (k)T (-1,) + o3 dé 3. o oA dIT
(5.40)
Wetawiajgc zad (5.14) do (5.19) otrzymujemy po przelicze-

niAa‘ch $

\

4.3 J' f

ko =41 (k+p+e-1 4 4 4 2]

m - [ 1 1 +(k +p1+31-11) /}70}1;
2 .

R AR @ mep,

x
[ > > = A 4 4 4.2
-41 [(kz + a; *+ 8, + p,- 12) + (k2~n:|2 + Pyt a;-lz)l x
x e

x i% (opri,,@l)ﬂkiw( 1) %, (o) By(p) P k) F(-1,): x
;dE; d11 .ee dp), d4) (5.43

Wyrazenia (5.40) 1 (5.41) ea doéé ekomplikowane, niemnie]
widaé, 2e funkcje wierzcholkows typu Fc 1 Fp powstang weku-

tek co najwyzej czterokrotnej kontrakcji pomieﬂzy:
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Tlp) 17 (k) Pliy) 17010, F (1) 1710, P (1) 1

‘?(ki), zv(ez) 1xv(p1). Jednakze wezystkie te przypadki
zostaly juz przez nas zbadane poprzednio przy szacowaniu
funkcji wspéiczynnikowych typu Fae Wazystkie funkcje wepéle
czynnikowe typu FA. FB; Fc; FD i FE wystepujace w cztonie
szint macierzy rozpraszania sa ograniczone, mozna ei¢ wiec
nimi positugiwaé do wyliczania prawdopodobieristw przejéé
rozpétrywanego przez nas ukladu mezonowo-fotonowego z jed-

nego stanu do drugiego,
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Rozdzial VI

Analiza ogdlnego n-wierzchotkowego
diagramu Feynmana :
przy uwzglednieniu obecnosci klasycznego,
zewnetrznego, stabego pola grawitacyjnego
o stalej krzywiznie

Postarajmy elg¢ obecnie uogéi;ié rozwazania dotyczgce
ograniczonodci funkcji wierzcholkowych pojewiajgcych sie
w proceeie otrzymywanla jeswnej postacl maclerzy S. Nie spe-
cyfikujec modelu oddzialywania ze sobg dowolnych czgstek
(stanowigcych uklad, ktérego etan fizyczny opisuje nasza
teoria) zalozymy tylko, 2e istnieje lokalny lagrangien te-
go oddziestywania L, . (x), ktéry speinia nastepujgce trzy
warunkis

1) L, _.(x) Jest ogélnie kowariantny;

int
2) Lint(x) opisuje zardéwno kwantowe oddziatywanie czas-

tek® pomiedzy eobg, jek i réwnilei oddzialywanie ich z zew=

netrznym, klasycznym, etebym polem grawitacyjnym o etale}

krzywiinie;

X czgstki te mogg byé zaréwno masowymi czgstkami bezspino-
wymi,jak 1 fotonami oraz czgstkami masowymi ze spinem 8 ¥ O.
Funkcje p6l opisujacych te czgstki nazwiemy umownie: w pierw-
s8zyn przzpadku - skalarnyni 1 oznaczymy je przez ¢ (x),w dru-
gim - wektorowymi 1 oznaczymy je przez A_(x) /czteropotencjai
pola elektromagnetycznego/, w trzecim za¥ - funkcjemi epino-~
wyni -\ (x). '

86



3) Lint(x) ma takg postaé, by teoria macierzy S z tym
lagrangianem bya renormalizowalna,Znaczy to, ze w ziykloj
/tzn. bez uwzgledniania wptywu pola grawitacyjnego/ teorii
macierzy S ultrafioletowe rozbieznodci maja charskter wic-
lomianowy skoficzonego rzedu.

Rozpatrzmy diagram Feynmana odpowiadajacy ogélnemu czlo-

nowi Snint w rozwinigciu maclerzy S opileujgcej to oddzisty-

t

wanie, Odpowiada on czionowi Snin » ktéry ma postads

snint- - 3 I,., J‘T. (Eynexg)ee. ‘z:l.nt(xn)-?d‘;x oos 04xn (6.0)

ni

Xy Xp
8 przeto sklada sig¢ z "n” wierzchotkéw, ktére oznaczymy
przez Wy oo WL
Przyjmijmy, 2e do "i" - tego wierzchoika W1 wchodzi z, zew-
ngtrznych linii odpowiadajacych fourierowskim transforme-
tom'funkcji pola. Czterowektory peddéw bedacych argumentam:
tych transformat oznaczymy przez ki(l) cee k1<zi). Oprécz
tego do kazdego wierzcholka W:L wchodzi jedna linis odpowia-
dajgca transformacie fourierowskiej funkcji prébnych ?;v(qiL
czyli (w obszarze.flef) transformacie potencjeléw grewita=-
cyjnych ’Em(q,_).
Kolejne wierzcholki diagremu (wi, Wy q0 151 .o n-1) potg-
czone eg liniami wewngtrznymi kwaziczastek Kadyszewskisgo.
Sa to linie (zwrécone zawsze od Wi do Wk’ gdy 1<k) odpo-
wiadajace transformatom fourierowskim funkcji Heavieide’a,

przy pomocy ktérych rozpisujemy iloczyn chronologiczny le-
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granglanéw oddzialywania stojecych w (6.0). Poza tym przyj=-
mijmy, 2e wierzcholek W, polaczony jest z pozoatalymi wierz-
chotkami diagramu liniami wewnetrznymi (zwréconymi tak jak
linie kwaziczastek, a wiec od wierzchotka o numsrze mniej-
szym do wierzchotka o numorze wiekszym) odpowiadajacymi
niechronologicznym kontrakcjom transformat fourilerowskich
funkcji pola. iloéé tych linii oznaczymy przez N,. Niech
Ni(k) oznacza 1lo8¢ linii wewngtrznych teczacych wierzcho-
tek W, z wierzchotkienm W . Wowczae:

N, = s Ni(k). AR (6.1)

kel i

Przyjmijmy dalej, 2e sposréd tych Ni(k) linii wewnetrznych
."1.k- linii odpowiada czastkom bezspinowym (czyli kontrak=
cjom transformat skalernych), -ai,k. linii odpowiada czaste
kom bezmasowym (czyli kontrakcjom transformat czteropoten=
cjatu elektromagnetycznego) a .bi,k. linili odpowiada czgste
kom spinowym (czyli kontrakcjom transformat spinowych).Czte-
ropgdy tych czastek (czyli czteropedy przyporzgdkowans li-
niom wewngtrznym) oznaczamy nastepujeco:

czteropedy s/i,k/Jl. 31 ® 1,2, 400 ?1.k - dla czgstek

skalarnych

(bezspinowych)
"= ulok) g0 3 = 2020 oo 83 _ dla fotonsm
"= p(i.k) 33. 13 = 1,2. LN ) bi.k - dla Czestﬂk

masowych ze spinem s,
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Ze wzgledu na umowg@ odnodnie skierowania linii wewngtrz-
nych diagramu mamy:

13(19")11‘ '9“‘01)110 U(kti)Jz' ‘u(iok)Jzo P(iok)Js L]

.. - - L] d“f

w0

Ngk * 84,k * Pyk (6.2)

Czteropedy odpowiadajgce kwaziczagstkom oznaczymy przez ATi.
1=1... n1, gdzie A jeet tym sanym dla wszyetkich ware
todci wskaznika "1, czasopodobnym jednostkowym czterowek-
torem, wprowadzanym dla u'kowariantnion.:l.a argumentéw funkcji
Heaviside’a a 71... Tn-:. s@ to skalarne parametry (o wy-

miarze m) zmieniajece sie w granicach od "= ® do

a® e
LJ

Kontrakcje (nie chronologicznel) transformat fourierow-
skich funkcji pola maja postacie;
1) dla pola skalarnego opisanego funkcja ¥ (x):

?[e(i.k)J\i]? [s(i.k)h]- tg[e(i.k)J\io .(1,k)31] x
x 9{94(1.k)11]6[(0(1.k)11)2 - nZJ (6.3)

" 2) dla pola elektromagnetycznego opisanego czteropoten-

cjaten Av(x) :

% uu.k)J\z]KF[u(x,k)JJ-.%FSE,(1.&)1;”(1.@12] x
x 6{;4(1'k)12]6-[u(1,k)3 ]2 (6.4)
2
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3) dla pola spinowego opieanegoe funkcja '9& (x):

‘EL [t [y J= g, focen 10 [ptsmrgs

:+,fP<1-k)33]"[t>4(1-'<),3]J[(p(i,k)J 7 w2]  (ei5)
: 3

gdzie "an" jest mas@ spoczynkowg czastek bezspinowych, "M*
- masg spoczyﬁkowe‘czeetek o spinie & ¥ O, (géﬂ) jest ma-
cierzg, ktérej poszczegélne elementy sg wielomianami ze
wzgledu na wspdirzedne czterowektoréw P(i, k)J s rzedu co
nejwyzej 28, W przypadku spinu potéwkowego P B, (ﬁ(i k)337
-? [-&v/P(i‘k)J3/v + IM_Z‘/0 o przy czym Y ae to maclerze
Diraca, I - jest to macierz jednostkowa.
P (1 k)j . ud(4, k)J . 8t(4, k) 63 to czasows skadowe
cztarowektoréw . p(1, k).1 . u(i, k)J 1 o(1, k) 3 !
Przypomnijmy jeszczo. ze kontrakcJe (6.3), (6.4) 1 (6.5)
to nie kontrakcje chronologiczne lecz odniesione do zwyke
tych wickowskich iloczynéw norwalnych, Otrzymujemy je po=
przez przejécie do przestrzeni pedéw z takiml kontrakcjami

zspisanymi w przestrzeni konfiguracyjnej:
- N 0 L] \f( : - +
o0, P eof ), PUv) = P00, s =i[agxan]s

Bal) 8 () = A M= [ B0, F )]s+ B0t
ADRAD)
Wptyw uporzedkowania w czesie uwzglednismy poprzez wprowa-

dzenie ukowariantnionej funkcji Heeviside’a
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Tedlyne(Xg)eeelyne(xq) 7= 0ge 0£Q (x = x, 4).7 x

x G'(x(xn_f-xn_a)_7...ozx (xa-xil7aézint(xn)...iint(xl)_7
~ (6.6)

gdzie Oe * Jost eymetryzatorem ze wzgledu na numery punkto-
chwil,
Przejdimy do przestrzeni pedéw z funkcjami Heaviside’a:

4o

J' 1N (X 44-%))
[.B

9‘[‘\("1+1"‘1)]' T

-0

Element sint(i,z....n) macierzy S, ktéremu odpowiade nasz

T-TE e l=i,,..01 (6.7)

n-wierzcholkowy diagram Feynmana ma postaé:

31?;.2...") - cfooo IF(leloooo ( } ( ifz. (zn k(;)o..dk(zn)

n
k(i) k(2n) (6.8)
int

S, otrzymujemy z siM%(1,2,...n) dziatajec na niego syme-
tryzatorem Og., /podobnie Jak ma to miejece w (6.6)/. Calka
wystepujeca w (6.8) jest (4f21z1) ~krotna, gdyz wzieta jest
po wszystkich zewngtrznych czteropedach. Czynnik "c" jest
stela zawierajgaca w eobie m.in., parametr naszej teorii czy~
11 stata 1(1 = é) oraz iloczyn statych sprzezenia oddzialy-
wah (w tym 1 stals eprzezenia oddzialywah grewitecyjnych =
*k"), ktérym czastki wchodzgce w sklad naszego ukladu pod-
legajs.

F/N; kii),... kgzn%/ jest funkcja wspdéiczynnikowyq,

S1



'ktdrg bedziemy teraz badali., Funkcja _‘[/kii? coe k'(.lzn)/ za=
iwiera w soble iloczyn transformat fouriefowekich funkeji po=-
;13. ktére se _reprezentowane zewnefrznymi. ale nie grawita-
cyjnymi, liniemi diegramu., Nadto funkcja T moZe zalezeé je-
ezcze od zewngtrznych czteropeddéw kgi)... k'(‘zn) dodatkowo
iw inny oposéb_zaiein;"}:d konkretnej konstrukcji lagrangie-
nu oddziatywania, Struktura funkeji F 1 T nie musi byé ska-
lerna, natomiast musi byé ona taka, aby iloczyn tych funk-
c¢ji byl skalarem, Iloéé kontrakcji naszego diagramu wyraza

eie na mocy (6.1) wzoreas

Ne 3 b Ni(k) (6.9)

kal 4=l

Funkcja wspéiczynnikowa F bedzie miala posted:

! igl ZJ (li
i
F(N,k§1)ouok$‘zn) g f .derf“deﬂqul... Jev‘ Uil[qj*ﬁi kJ
X4 Xn 9 9n

A=l o |
ei)\:l%ii T3xge1 = xy)

?4121' [(qi)z"'(q:)z_\ dTﬂ-l”’ dT x

x o, Il - 1 :l—]::(g"i'ié
n n
X H [—l 51,k
By (6.10)
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gdzie

n
5y 1 & Jdo(i.k)r... Idp(i.k)b

1,k 0_[34(1*);1 ] .

.(10“)1 P(iok)bi K 1ok 11'1
ay0k by ,k
2 [
x tgks(i,k){h)z-n_] 0—[4(1 k)J ]5 u(i,k) 32]
:12-1 j =1

x B‘f‘é’_féi:’ug]‘*["“*"‘).:_.,]5 [etsmsy® - w2«

( 4k e,k
x expka[ s a(i.k)J + S ouly, k) :E:1 p(4, k)J ]
3-

Je=1 "1 I 2
4.k by,k
+ "L[Z e(k.i)iJ + 5 u(k, 1)J + Z plk, 1) ]} (6.11)

Podstawiajac (6.11) do (6.10) 1 catkujgc po zmiennych Xgeoe X

otrzymujeays
+® +0 N
E -(2“)4nqu1.'.qunJ;?;OC.IdT;-I [_] J d'(i.kzrn Idd(iJobka
9 Gy =  -o ht‘* e(1,k), p(i.k)bi )
z

1
) o-412 Ex [(qz) +(q )2] ﬂ&[qj Z 1 .,\TJ - ATy

. Z w(k)(,.u,,,) 9—[ (1, x)di]é'[(.(i k)u) - n]
73 11
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h &L4(1 k)J ]6[0:(1 k)J )] bﬁk [p(i k)J] x

Ip°1 Igmi oyghyy 3
x »5[(9(1*),3)2-"2] (6.12)
gdzie
( ) [“1 k 81,k By, k
v ) Beum0] 2 e 2 utan), . EJ“""JJ

(6.13)

e{p) - &{p),gdy p ¥ O
E(p) "-“{ (6.14)

~0, gdy p=0

z (6.12), (6.13) 1 (6.14) wynika, 2e w kezdym z osobna wierz-
chotku naszego diagramu Feyndanna spelnione jest prawo zacho=
wania pedu 1 energiil z uwzglednieniem zardwno czteropedu 1
kwaziczgstek (AT,) jek réwniez i czteropedu pola grewitecyj-
nsqo (g,). Podstawny teraz (6.13) do (6.12) i dokonajmy cai-
kowanis po qeeeeGne T -e. T, 4 Orez ekorzystajmy z wiasnod-

1
ci funkcji'éi-oiraca i 0@ - Heaviside'’a, Otrzymujemy:

n J’ -412 Z [(5_‘1 k(1)+Z W(kta,u p))

J=1 1-1 ’ x
(]
S Sk, Ble, k)b

x 67412 |2. (k(l) 4 Z V'(k)(S) [-j d s(i k)4 x

J'11-1 =
'y S ('E(i.k)11 ) +uf
Ak d33(1,k)1
X zx

"1 |T<Lk)11|
b i .
.k d>p4,k)

x [] et3) [p(i.k) ] E! (6.15)
st A3 : Ve, y2 , w2
3



gdzie <, Jest etala liczbowa o wartoéci skoficzonaj.

() [p(.k), |t gl}“'""h]

4 \ 2 2
P (10“)33' Vp(ivk) 12+ M

(6.16)

y.
((z) - W *
Wj (3) (WJ zs.u.P) 04(1.")3 '\l‘:(itk)? . I“2 .
1 1 !

s, =|utey | et JRn?, s w2

2 2 3 3

Oznaczmy teraz cazkowitg 1loéé wewngtrznych linii naszego
diagramu odpowiadajgcych kontrakcjom funkcji skalarnych -
przez n,, odpowiadajecych kontrakcjom funkeji wektorowych
- przez ny, a odpowiadajgcych kontrakcjom funkcji spino-

wych przez n

e‘
ng+ Rp+ n, = N= 1?E;1 Ni(k) (6.17)
14k

Tréjpedy czastek odpowiadajgcych kontrakcjom funkcji eka=

larnych oznaczany przez ‘31. 1=1...n,

tréjpedy czgstek odpowiodajecyéh kontrekcjom funkcji wekto-
-l

YJ.31...0;

tréjpedf czgstek odpowiadajacych kontrakcjom funkcji spino-

rowych oznaczmy przez

wych oznaczmy przez 5:. kei...ng

i oznaczmy dalej

[;;}9£ Fye ‘G;\ﬂi Zye

E;lﬂi ", (6.18)
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Przejdimy terez do pedowych wspéirzednych sferycznych, pod-
etavoy (6.16) do (6.13) 4 dalej do (6.15). Catkowanie po keg=-
tach nie moze daé nieskoiczonych przyczynkéw /otrzymujemy
bowiem catki po ketach typu caiek (4.28) - (4.31) przeana-
lizowanych juz w Aneksie/, Wykonujac wiec je 1 wprowadzajgc
oznaczenia (6.;8) otrzymujemy,2e funkcja wierzchotkowa F,

okreélona wzorem (6.15) przyjmuje postaé:

o° (-4 I'I
f L ozjooc [driooodw P ("1..." ) I—‘ ﬂ X
° ° il jmi k-1
2 nf Ny 5
Az ez £, 2oz Fadee Z, 2]
- @ _ e 4
“ V2 o w22
2
X .-1 8¢ (ri'zj'"k.k) (6.19)

gdzie: ¢, Jest statg liczbowa o skoficzonej wartoéci

df - (1) n (1) ]2
) [1-13 ] [1211-1("1 ] (6.20)

143 143

’
’

;fn'kni...wn) jest macierzg, ktérej elementy e9 wielomianami

stopnia co najwyzej n_ ze wzgledu na WieeoW, Oraz ze wzgle=

q + M soee + . ne -—an .

du na
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n
¢('1'ZJ"’k) Z Z- r, ZJ-O-Z Z +>: i3~)kris'k

1=1 jm1 13 i=1 k=1 ik 1 k

n —=(2) n, - . .
2'-:20[ +m22 +ZZ ()\/1+m2 \wa-&Mz +
1=l ju1 1s1 k=i

nf n. _(2) n ()

:E: :E:xgk Z w + M2 ¢:E:G£ 2: /3

j=1 kei 1e1

() s -'“)‘(""‘*
+kziy\(1)“*1z,[1 + 02 +kZ '
= sl =l

(6.21)

gdzie wspéiczynniki c( (2) "‘/Gk( 1) zalezg tylko od czte-
rowektoréw peddw zennetrznych k (1) PP k (z ) Wstawiajac
teraz (6.21) 1 (6.20) do (6.19) widzimy, e catkowanie po

modulach tréjpedéw FieeeW nie moze daé przyczynkéw nie-

ekoficzonych, gdyz'ujemny :;kladnik potegowy niweluje kazds
rozbieznoéé wielomianowe a tylko taka tu wystepuje., Dla osza-
cowania wystepujacych w (6.19) caltek postepujemy teraz krok
po kroku tak jak bylo to dokladnie przez nas juz demonstro-
wane w rozdziale IV 1 V,

Pojawlajgce sie kolejno przy tym postgpowaniu caiki przy-
biore znane nam juz (z poprzednich dwéch rozdziatéw pracy)

postacie:
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[Pote, () 7ot Ve e
I A -

Ir(r) dr.nOSN,

(r° + m2)°
© 1
e s0 lub s =% .
(6.22)
leup.I,.(n)I<ov.P< o
Wp(r. 2. mz) jest wielomianem skonczonego stopnia "p*

ze wzgledu na r i na 2. mz, Supremunm funkeji Ir(f) Jest

ograniczone, Wapélczynniki/} i ¥ nie zalezg od r. Catka ty-
pu (6.22) ma wigc skoficzona wartodé /da eie je sprowedzié
do sumy calek typu catki (A,8) analizowanej w Ansksie/.Tak
wigc wykazalidmy ograniczonoéé funkcji wierzcholkowej F
dla dowolnego *n®"~ wierzcholkowego diagremu Feynmana,

“ Na zakoficzenie, tytuten '11ustracji sposobu praktyczﬁego
stosowania tensorowych funkcji prébnych do wyliczanie ele-
mentéw macierzowych, obliczymy element macierzowy drugiego
rzedu odpowiadajacy procesowi emitowania przez elektron
(o czteropedzie k) fotonu a nastepnie procesowi pochionig-
cia przeieh tegoz fotonu, W standardowej teorii macierzy
S|L = @ "F (x) )”v Y(x) Av(x)] diegram Feynmena odpowia-

daejecy temu procesowi ma postadt

k > .
> k - k=K
k Wy Wy k
S
Rye. 3
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a odpowiedni element macierzowy jest rozbilezny /proces usu-
nigcia nieskoriczonodéci dla tego przypadku zostat dokiadnie
omdwiony w /87 rozdz. 1V, 8,198/,

Zacznijmy od specyfikacji modelu oddzialywania. Lagran-
gian oddzialywania obierzemy postaci:

Line(x) = LUx) = o WY, PO 4,00 B0 (6.23)

gdzie e, - standardowa stala sprzezenia //e, 7 = 1, Y(x) -
czterokomponentowa funkcja epinowa, x‘v - macierz!o Diraca.
‘-P .W*&,Ap(x) - czteropotencjal elektromagnetyczny, t“"'(x)
~ pole tensorowe okreslone wzorami (3.37) 1 (3.37.1). Po-
trzebny nam do tego celu drugi czilon (82) szeregu (2.38) (w
postaci ktérego przedstawiamy wmacierz S) bedzie z uwagi na

(6.23) mial postaés

Sp = S3+ 8 (6.24)

S, = - -;- 02 j Je‘ [A(xz-xi):lx[sq’(xi)xv\?(xi)ﬁ)}xi) t"”"'(xl)s x
X4 X2

x 1 ?(xz){‘ Yy (x,) A, (xz) v (xz):]: dx,dx, (6.24°)

[
Sz

oznacza iloczyn normalny. Przechodzgc z wezystkimi funkcje-

] si' Z zamianag "xz" na 'xi" i odwrotnie, Symbol *: "

mi od "x," 1 'xz' tkwiacymi pod catksmi w (6.24) do repre-

1

zentacji pedowej i wykonujgc catkowanie po °x_°" 1 'xz' otrzy-

1
mujemy:
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|} ] . )
Stz [[ L] ] ] o v
[} []
=0 ky ky a3 Py ky k3 a3 Py

xSEM’ +k, + k +p1+q1] v T /"'(qi) t (q2) [ -Y-’(kl)xkf’(ﬁ)/)‘@
PO FOL) At )i]s oF dkyenn o, (5.240)

ki"' Py = czteropedy, ktére sig pojewily w wyniku zastosowa=-
nia transformacji Fouriera ;P(ki)... ﬁh(pz) - transformaty
fourierowskie funkcji pola ‘f(xi)... Aﬂ (xz). Stosujac tvder-
dzenie Wicka do iloczynu normalnego w (6.24°’) otrzymujeay
rozwiniecle Sé na odpowiednig 1iloéé skladnikéw. Proces, kté-
ry nas interesuje, bedzie opisany skladnikiem Sép) otrzyma-

nej sumy., Sktadnik ten bedzie misl postac:

Sgp)' . 2:;:')5 *f I.J' 5[)‘7'1- k2+ké+p2+q2]d'[-Aj‘oqu-kiovpqu]x

-
kg Py

x Tgﬁ':m(qi)z‘/%qz).[@kp ¥, Py )¢,<p1)?’<k2)xwk2) @g} x

X 3 crr’dk1 cocses dp (e.zs)

2

W powyzezym wzorze klemry “spinaja” funkcje, ktére ulegaja
kontrakcjom, Sa to kontrakcje zwykle (nie chronologiczne).

Czlon Sép) mozemy przedstewié graficznie (rys. 4),

100



W o o~
ystepujace w kontrakcjach 9’(k1)¥’(ké) 1 ﬁu(pi) Ay (P,)

we wzorze (6.25) funkcje "delta Diraca® gwarantuja prawide-

) o o
%9 W 191
Wy

Rys. 4

ki+q1-w+5']"+'a--q2-k2

towy bilans energii i pedu w wierzchotkach Wl i Wz diagra-
mu przedstawionego na rys, 4, Powyzezy diagram jest szcze-
gélnym przypadkiem diagramu z rys, 2. Rézni eie on od stan-
dardoweago diagramu Feynmana przedstawionego na rys. 3 wy=-
etepowaniem linii, na ktérych rozstawione sa czteropedy
Qq4050 A:r oraz tym, 2e wszystkie linie zewnetrzne zwréco-
ne sa zawsze ku wierzcholkom, a wewnetrzne - zwrécone od w&
do Wz. Przypomnijay, 2e a i 62 sa to czteropedy "grawito-
nowe” a Aj’- jest czteropedem kwaziczgetki Kadyszewskiego.
Z (6.4) 1 (6.5)(por. tez tekst po wzorze (6.5))wynika, ze
wystepujace w (6.25) kontrakcje funkcji spinowych oraz

czteropotencjeiéw elektromagnetycznych majg postec:
Pl P(ks) = 1 /B 0 + EM_28(k 48) 0(e,) I (6%-H2)  (6.26)
—
AP Ao foym =, dlpyem elm)S(F)  (6.27)
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gdzie /ze wzgledu na oznaczenia rys. 4/ dokonalismy zmiany
oznaczeh czteropedu 'ké' na "s" 1 'pz' na "w". M jest masa.
elektronu, E - macic¢rza jednostkowe,qzu - tensorem metry=-
cznya przestrzeni Minkowskiogo.bﬁv /v=1...4/ sg to ma-
cierze Diraca, ktére w uzywanej przez nae reprezentacji sag
postacils

X‘dfbﬁ (2'0)

0-520

Y biao ) i=1,2,3 (6.28)

E2 jest macierza jednostkowa o dwéch wierszach i dwéch ko=
lumnach, 31 - 83 to dwuwymisrowe macierze Pauliego. Zauwaz-
oy, 2e wyetepujece w (6.25) dwie funkcje delta Diraca "zdej-
ma®” caeltkowanie po czteropedach qq i qz- Obierzmy teraz za
uotalony ukiad E /)\- 0, /\ = +1/, ktérym bedziemy sie
nadal postugiwali. Tensorowe funkcje fqufql) 1 t‘a(qz) wy-
raza ei¢ wigc obecnie wzorami (3.48). Podstawiajac (6.27),
(6.26)/po uprzednim uwzglednieniu (6.28)/ do (6.25), catku-
Jec po perametrze 7 1 korzystajac z (3.48) otrzymujemy po

wykonaniu standardowych rachunkéw:

x‘{’(k ) dkj dk, (6.29)
gdzie .
ey (_m__ . (6.30)
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NFE kg @ oxpl-1(T 4+ T %0 w0 )2 s

> > o2 4 4 4
+ (s-w-«-ki) + (8= w + kg )2_7} (6.21)
+ ", O r] .83 » 31 - 10
y Y2 P e M, eets,, - oay
s(‘,’)ﬁ o =8+ 1ls, , M- 92+M2. 0
- 01-192 " 33 o 0 M- *2 2
(6.32)

‘f(k) jest epinorem amplitudg pedowa, ktéra speinia réwna-
nie Diraca zapisane w reprezentacji pedowej
v r~
(f, k +eM) Y(k) | =0
2

k% « M2 (6.33)

/E - macierz jednostkowa, "4 x 4", X‘v - maclerze Diraca po-

staci (6.28)/

P -Yiare, x°-(1'°)

o,I (6.34)

/I = macierz jednostkowa "2 x 2"/,
~/
Amplitude pedowa Y (k) wyrezimy poprzez amplitudy "tréjpe-
- -
dowe" \}’+(k) 1 Y ) 3jek nestepuje: (8.7, §7)

Pk) = 26, 063 a2F* ) ¥ ()7 (6.35)

- ‘
Amplitudy ‘P*(-l:) 1 ¥ “(-k) s2 rozwigzanieami réwnania Dirasca

o postaci:
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(¥oky + ¥ K+ EM¥P*(K) = 0
(- k‘4k4 4?‘- ® o+ EM)‘P-(:;) =0 (6.35.1)
T2 2

k + M

4"t

- = - - P
Oznaczmy przez av*(k). :;(k), av(k), §v(k), (v = 1,2) opera=-
tory kreacji i enihilacji elektronu i pozytonu. Relacje ko~
mutaecji pomigdzy nimi sg postacis

:‘,fti'). 81(K) 7, = 84y, O = K1)
G50, Bk 7, = 8, 0K - ) (6.35.2)

g -
Czterospinowe amplitudy ¥ *(k) 1 ¥ (:i) mozna jak wiadomo
(/B_.7. § 7) wyrazié poprzez -te operatory nastepujgcos

2 - ) -
%2 () - =, & - (Y &)
lEC:G") - 221 a:-' (‘lt) ,'\',V.g(:) ' La 1,2,3,4 (6.35.3)
V=

—_—y * +, +
gdzie uVom (k) =Yoo (k) ¥ O,
vVe1,2 (6.35.4)

'Uv‘:(:) 8a to unormowane, liniowo niezalezne rozwiszania
réwnan (6.35.1).

Podetawmy teraz do wzoru (6 29) w miejsce pedowych ampli-
tud’ q’(k ) 1 ‘P(k ) wyrazenis (6.35), (6.34) 1 potem doko-
najmy dalszego podstawienia (6.35.3). Po przeliczeniach o-

trzymamys
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2
5P e [ [ 20 Wiy ity Wm ey

vel |"v 2
k3 k3
h("oao ok ) -
x JJ 2. 5(s) d°w Z *(k' vP'-"(k) -
ot s Tl T
- a;(-l:i) vf""(-l:i)]dz’ k'; a3 k“; (6.35.5)

Oznaczmy szukany element macierzowy przez P. Odpowiada on
(przypominamy) przejéciu elektronu ze stanu poczatkowego,
acharakteryzowanego spiném e = % i tréjpedem E: do takiego
aameg& stanu koficowege poprzez emisje 1 nastepnie absorpcje
emitowanego uprzednio fotonu,

Zatenm

pactr iy (@) |sP) af(k)4 > (6.36)

gdzie
CPO « wektor etanu prézni,

’
a;(k) = operator kreacji elektronu o epinie a = %
- :
i tréjpedzie k,

2(k) - operator anihilacji elektronu o spinie

e i

s =51 tréjpedzie k

Podstawiajgc teraz do (6.36) wyraZenie za sgp) dane wzorem
(6.35.5) L postugujec eie relacjami komutacji (6.35.2) otrzy-

mujemy po standardowych przeksztatceniach:
T - > -~
P = v3r7 (k) L(k) vZ**(k) (6.36')
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gdzie
-p
L(k)£4a_[ J- h
e R
W 8

hw,8.0) o2y o33 o33 (5.37)
+ Mz

etata "a" okreslona jest wzorem (6.30)

h(w, 3.%)8¢ h(W; To k§s k)

4 2.2
(ki) = k1+M - - -
kja= ky=k (6.37)

‘f 1
(k2)4 o k§+M2

funkcja h(ih;zki.kz) okredlona jost wzorem (6.31).
Macierz S(e) dana jest wzorem (6.32).
Dokonajmy teraz czysto przestrzennego obrotu uktadu Z:o,

-~y
tak aby po jego dokonaniu wektor k lezat na oei "z",

o

k o (6.38)

20
1 "k

TS
Wéwczas epinory v2(+)(k) i v2/'/(k) tkwigce w wyrazeniu
(6.36) na szukany element macierzowy P mozna bgdzie przed-

stawié w postaci: ( /B_7, § 7, 8.64 orez § 12, s.89).

v2/+/(k) % o

ks
- W Ko (6.39)
0
1
or;z
2 /-/ Ky
(k) = KO(O- i, 0 Ez;ﬁ- ) (6.40)
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gdzie

>2 2
K ﬁ_:_l_ 4M+ik+M

o =3
ﬁ k2 4 Mz K, = « ‘EZ + Mz (6.41)

Podstawmy do (6.36°) zwigzki (6.37) ... (6.41) oraz skorzys-
tajny z (6.31) 1 z (6.32). Otrzymamy po wykonaniu rachunkéws:

P 2“-1512(k2+r42) M+ qM 2,72 d? (k)

W (6.42)
dzie
. ¢ (k) & [ I qJ(w,a)[zA 224M%s o (1+,\2)]
x - -52;2 aw a%8 (6.43)
7\‘” s w if .'32 (6.44)

MJ k2eM2
q;/ g s/ df -1.612 [éz s W - "3‘%‘"“12* MZJ (6.45)

Wstawiajac (6.43), (6.44) 1 (6.45) do (6.42) 1 przechodzac
po wapdlrzednych eforycznych 8, 'f A oraz w, ‘-/’ o,z tréj-.
pedami raE! w /teraz e - I*I i w gnl votrzymujamy po

przeksztastceniach 1 wycaltkowaniu po ‘f", -f,.

2002, 2 - -
Pe-2a oK M) o pRr 410 AP1 107 x

Md'iz + Mz

.46
X Tz + Mz ® )
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gdzie z kolei

o0
‘ 2, 2 \'-'2 2 |
df ’Tfn e~161°Lm" = WX K® + M* 770y aw  (6.47)
o

I“--z

T
df ‘ +1612w cos O~ k3

I/w/ == | ein 6, e W da, (6.48)

J

[~ 4

22

1, & 4‘|TJ e2™16178" 44 (6.49)

=]

oW

3

; of 217Jf° cos O, 8in 0, -161%2 dsdoy, (6.50)
s 2 2

o o 8 + M

Cazkujgc w (6.50) po @, otrzymujemy
1! =0 (6.50%)

Z (6.49) otrzymujemy

VT
1, = =71 (6.49")
s 1891
Przejdimy teraz do wyliczenia calki danej wzorem (6.49).Pod-:
stawiajac cos o; = u i calkujgc po tym parametrze “u” ﬁ gra-

nicach od "1® do "=1® otrzymujemys

I(w) =

2 2
= [°161 Nk3 - 3-161 Nk3-7 <6.43')
161w k3 .
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Wstawiajac teraz (6.48') do (6.47) otrzymamy:

1%
~ 2 2 -’2 2
l - - -
I = | e1.61 w wuk + M wks
w
8l°k
= o

-4
- 2[2 »2 .2 ]
_Ieielw w\Jk LR

o

dw

w (6.47°)

Catki wyetepujece w (6.47') sg skoficzone i stabularyzowans

("23_7).

Postugujgc sie ogélnym wzorems:

Jxv’i e'ﬁxz'x" dx -(zﬁ).%P(v) 9(3)/:5) D-v(;(%b) (6.51)
°

/N?O0, /3)0. P/v/ - funkcja "gamma Eulera”; Qv(z) -~ funk-

cje cylindryczna typu parabolicznego /vide (A.14)/
otrzymujeny

I.—islz[wz-w(: k3+qr 2*”2)]« - ZT%I 0212(:“3* ql? 2, M2)2 x
-]
x o_i[-zv_z- 1Nk 2, 02 ¢ ks)] (6.52)

Funkcja 0_1(2) zwigzana jest z funkcjg prawdopodobiedstwa
(t) (z) nastepujaco:

o_,(2) -@. % [1'(1)(_2\]'3)] (6.53)
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gdzie funkcje q>(z) mozna przedstawié w postaci dobrze zbiez

nego szeregus

_ .25 _n_2n :
Q(Z)-—V%e z g':o%-z-a%fm (6.54)

Wstawiajac (6.53) 1 (6.52) do (6.47°) otrzymujemy po pros-

tych juz przeksztaiceniach:

ri'r‘yl

1, - W{eﬂz( kZemPaky) [u(b 21( %2, W2 - & ))]
3

o 2
0212( T o ks) [1+¢(21(qi'2m2 . k3))]} (6.55)

Wstawiajec na koniec (6.30), (6.44), (6.50°), (6.49°) 1 (6.55)
do (6.46) otrzymujemy po jeezcze paru przeksztalceniach na-

stepujece wyraztenie na kwadrat szukanego elementu macierzo-
wego P.

4 .6
e 1 2 \| 2 2 d 2.2 2
2-32.:0 °-321(k+ﬂ{1(k+n k) x

[1 4)(21(\’1:24- w2 - K )il 212(\'k2+ M2+k3) 2.
x[1+4>(21(Vk2+ M2 o k3))1}2

gdzie d> jest funkcja prawdopodobiefietwa okreélona szere-
gien (6.54),

(6.56)
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Przypomnijmy, 2e P jest elementem macierzowym (drugiego rze¢-
du) odpowiadajacym procesowi emisji przez elektron o tréjpe-
dzie':; (k1 - k2 = 0), masie M, epinie 8 = + %, fotonu 1
nastepnie absorpcji tegoz fotonu przez ten sam elektron.

Uzynany przez nas do opisu tego procesu lagrangian od-
dziakywania rézni eig od “"standardowego”™ lagrangianu tym,

20 w miejsce tensora metrycznego ”]).N czasoprzestrzeni Min-
kowskiego, bedacej t2em wszystkich oddzialtywan, wstawiamy
tensorowe klasyczne funkcje zrédlowe EMV(X)’ reprezentuja-
ce /z dokiadnodcia do nigskoﬁczenia matych rzedu drugiego/
potencjaly zewnegtrznego, slabego pola grawitacyjnego roz-
przestrzenionego w obszarze efektywnego oddziatywania.

W standardowe] teorii macierzy S taki element P jest nie-
skoficzony 1 trzeba stosowaé procedurge renormalizacyjna, by
méc sie nim postuzyé do wyliczenia prawdopodobierstwa przej-
écia opisanego tym elementem P, c¢zyli do obliczenia odpo-
wiedniego przekroju czynnego.

Dzieki uwzglednieniu wplywu pola grawitacyjnego poprzez
tensorowe funkcje 2rédiowe wprowadzone przez nas do teorii
macierzy S, w wyrazeniu na element macierzowy P pojawia sieg
czynnik typu "formfektora Zrédiowego” (grewitacyjnego) po-
wodujacy; 1z element macierzowy P jest skofczony, aczkol-
wiek jego postaé (écislej postad gz) jest nieefektywna /vi-
de (6.56)/. Jak wynika z (6.56) jedynym paremetrem teorii
jest state 1 o wymiarze diugoédci. Przypomnijmy, 28 jest

ona zwigzana ze stalym, w obszarze efektywnego oddziatywa-
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nia, skalarem krzywizny R pola grawitacyjnego nastgpujaco:

1 i (6.57)
IRI

przypominajec wzér (6.56) zauwazamy, 2e:

lim P =« 1lim P = O
1@~ R0 "

(6.58)
Oznacza to, 26 nie da sie przejéé z wynikiem koficowym do ey-
tuascji, ktére miataby miejsce dla standardowe] wereji teorii
macierzy S. Nie uwzgledniajgec bowiem wpiywu tensorowych funke
cji frédiowych (czyli roli pola grewitacyjnego w konstrukcji
maciorzy S 1 w strukturze lagrangianu oddziatywania) a wigc
przyjmujec od poczatku 5u9(x) '1Zw9 /czyli ktadec R(x) = 0/
otrzymalibyémy wynik P m=co,

Zdaniem autora éwiadczy to o tym, ze konstrukcja lagran-
glanéw oddziatywanie (e wigc uwzglednienie wpiywu tensoro-
wych funkcji 2rédiowych na stan ukiadu) zademonstrowana w
niniejszej pracy, nie sprowadza sie do zwykitej procedury
regularyzacyjnej, co mozna interpretowat¢ jako skonstatowa-
nie "nieprzeaiennodci® proceséw kwantowych i grawitacyj-

nych,
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. Uwagi koncowe

W pracy niniejszej wprowadziliémy do teorii macierzy S
tensorowe, symetryczne funkcje prébne w ten eposéb, 28 w
obszarze efektywnego oddzistywanie prawie Ze dokladnie (tzn,
z dokladnodcia do nieskohczente matych rzedu drugiego) po-
krywajg silg one z istniejecym w tym obszarze stabym, zewne-
trznym (czyli wytworzonym przez jego otoczenie), klasycznym
poiem grawitacyjnym o etaltej krzywiinie, Poza tym obezarem
funkcje prébne szybko znikaja, gdyz sg one funkcjami klasy
Schwartza.

Funkcje te, traktowane jako funkcje Zrdédiowe, opisujg w
obszarze efektywnego oddziaiywanie wpiyw ist niejacego w nim
zewnegtrznego poia grawitacyjnego na etan ukltadu U, Ten za$
uktad U skiada sig¢ z czgstek elementsrnych (masowych bezepi-
nowych, masowych spinowych 1 fotondw), ktérych wzajemne od-
dzialywsnie opisujemy standardowymi metodami kwantowej teo-
rii pola., Wptyw zewnetrznego, klasycznego (tzn. nie podle-
gajacego procedurze drugiego kwantowania) pola grawitacyj-
nego na stan fizyczny naszego ukiadu U mozemy traktowaé je-
ko wynik oddzislywania czgstek z tym polem, czyli (zdaniem

autora) jako wynik "sui genaris® oddzialywanis czgetek z cza-
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soprzestrzenig, Zamiar uwzglednienia tego oddzialywania od
samego juz poczatku konstruowanis naszej teorii przejawia
sig:

i. w doborze symetrycznych funkcji tensorowych jako funk-
cji prébnych;

2., w specyfikacji modelu oddzialtywania /tzn. w konstruk-
cji lagrangianu interakcji, gdzie 2gdamy,by kazdy z osobna
jego czlon byl ogélnie kovariantny oraz niezmienniczy wzgle-
dem dyslokacji w polu funkcji sug(x)/; Q

3. w zmianie miary catkowania, ktéra wystgpuje w cailce
dziatania Snint. ‘

Okezuje sig, ze przy tekim doborze funkcji prébnych,wszy-
stkie funkcje wspéiczynnikowe (czyli funkcje odpowiadajagce
n-wierzchotkowym diagramom Feynmana zmodyfikowanym poprzez
wprowadzenie do nich dodatkowo linii §dpowiadajqcych kwazi-
czgstkom oraz pedom grawitacyjnym) ea skoficzone. Znika wiec
typowa dla standardowej kwantowej teorii pola trudnosé w po-
stugiwaniu si¢ tymi funkcjami w celu wyliczenia prawdopodo-
biefstwa odnodnych przejsé kwantowych lub, co praktycznie
na jedno wychodzi, w celu obliczania przekrojéw czynnych na
procesy fizyczne opisywane odnoénymi disgramami Feynmana,

Pole grawitacyjne, reprezentowane w czteroobszarze efek-
tywnego oddziaslywasnia przez tensorowe funkcje prébne su»(xx
peini wiec funkcje 'regulatora' zabezpieczajacego istnienie
warunkéw (prewidiowy bilans pedu i energii w wierzcholkach
diagraméw Feynmana) .gwarantujacych mozliwcéci przebiegu
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obserwowanych doéwiadczalnie proceséw powodujacych realns
ewolucje czasowq ukladu fizycznego., Widzimy zatem, Ze préb-
ne funkcje spv(x). ktérymi w pracy posiugiwaliémy sig¢ pel-
nia role funkcji zrédiowych Schwingera, Owa "regulujgca® ro=-
la tensorowych funkcji 2rédiowych nie eprowadza sie do zwyk-
tej regularyzacji. Zaniedbanie bowiem wpiywu 2Zrédel w wyni-
ku koficowym obliczania funkcji wspéiczynnikowych w elemen-
tach macierzy S, poprzez formalne potozenie 1 —» o (R-~»0)
nie da - przynajmniej ogdélnie - tego samego wyniku jaki o=-
trzymalibyémy kiadec od samego poczatku (przy konstruowa-
niu maclerzy S orsz przy specyfikacji lagrangianu oddzia-
tywania), 2e ﬂuo(“) '1&10’

Zdaniem autora oznacza to, 2e rola tensorowych funkcji
2rédiowych reprezentujacych w pewnym przyblizeniu /takim
np. jek w niniejszej pracy) realne zewngtrzne pole grawi-
tacyjne, przy konstruowaniu teorii macierzy rozpraszania
nie jest tylko formalna, nie sprowadza sie do czysto mate-
matycznej procedury. Autor uwaza, z2e mozna funkcjom tym
przypisywaé bardziej realistyczna interpretacje w duchu
schwingerowskich funkcji 2rédiowych. W naszym przypadku
*2rédlem”, opisanym takimi funkcjemi, usuwajacym nieskon-
czonoéci teorii renormalizowanych w dowolnyam byle ekoficzo-
nym rzedzie przyblizen, zabezpieczajgcym prewidiowy bilans
energii i pedu w kazdym z osobna wierzchotku diagramu Feyn-

mana Jjeet zewnetrzne slabe 1 klasyczne pole grawitacyjne.
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To zaé, 2e kwantowy (w sensie drugiego kqantowania) opis
pola grawitacyjnego, jako realnodci fizycznej usuwajace]
nieskoficzonoéci z kwantowej teorii pole jest niepotrzebny,
nie jeet, zdaniem autora, przykre. Problem konsystentnego
kwantowania pola grawitacyjnego jest przeciez nadal jesz-

cze problemem. otwartynm,
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Aneks

Badanie typowych calek
wystepujacych przy wyznaczaniu
postaci funkcji wspdélczynnikowych

Przepiszmy catke (4.28) w postaci:
- T
J 2 \l‘(r[ -81 rAL cce0- ]
Jain ce 1(e,r) de|d
o

° (A.1)
gdzie
Ye¢r) df ..91.2(2:-2 +Vr2 + 02 oLy) (A.2)
2w
1(e,r) df J’ Qacoc‘fo b einY dy (A.3)
o & La1?raL, stn o b & e1?raL, stn 0 (A.4)

Catka (A.3) jest stabularyzowana (/23_7). Otrzymujeamy w wy-

niku calkowania nastepujecy zbieiny szereg:

Z 16147 a2 +AL2L P2 g3n2" o (A.2')

1(e,r) = 2N = (M)

Podstawiajec (A.2') do (A.1) otrzymujemy:
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® M40 A2 v AL2)"

o0
I r2(n+1) e\V(')In(r) (A.2")

1 n=o (n1)? ) vr2+m2
T
gdzie 2
1(r) = JainZnai o-81 rAL3 cos & 4o (A.5)
o

Dokonujac podstswienia sin C'a z otrzymujemy po latwym prze-

kaztatceniu:
+1
= on k | 2k -81%r ALz
1,(r) -kZ (k)(-1)% | z%%e 32 dz (A.5')
=0
-1

Podstawiajac (A.5’) do (A.2°’) otrzymujemy po paru prze-

keztatceniach:

o o 2%MA0=20 4,2 A 20 [T oy
I wod (ALy 2) jr"" (.{+(,.)_~f_(,-))-

! 4AL3 n=0 (nlsz o r2+m2
n (n)( )k 22k 1 T 2n=-s+1
- k/(=1)" (21 1 j"
;Z.o (2k1) szni(Zk-s)l(BlabLz)s I 12,02 X
x (f,¢r) =ftr) ‘"’J (A.6)
gdzie

L(r) U exp ['-812(2r2+ i, dr2+ mz(:fALsr)_7 (A.7)
; .
(«)

Dokonujemy teraz podstawienia r = mx. Jak widaé z (A.6) 1
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z (A.7) w wyrazeniu na I, wystepuje juz tylko celki typu

Ip(‘ioﬂnX‘) gi 1:‘

1€ = J "pe"D[- vllzxz-rﬁx*x x2 Ll]dx (A.8)
c \ .
° \‘xz + 1
gdzie
p€n+{0} (A.9)
oraz J,/},YGR

Catka I; jest skoficzona. Zobaczmy, jak mozna ja przedsta-
wié w postaci zbieznych sezeregéw. Rozwifimy w ezeregi pote-
gowe czynniki funkcji podcaltkowej postaci exp(ﬁx) i
exp(Xsz + 1),

Po rozwinigciu, catke (A.8) mozna przedstawié w postaci

nastepujacego szeregu podwdjnego.
X &® ,n pal Yy 11
I; = Z Z/b?l' érﬂ[lp(nol) * ST+l Z () Io(kopono)l
n=0 1=0 k=0 A10)

gdzie < s 2
1°(k,p,n) = [xp+n+2k °-aL x<dx (A.11)

o

oo
pne 2 .31 _jp2 2
Ip(n,l)-j"——-(’(—":")-e"L X dx (A12)
o

x" +1

Catkujgc przez czesdci (A.12) otrzymujemy po prostych prze=-

ksztazceniach:
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1, ‘
Ip(n1) =67 8g-penea) T (k) Ty(nipok) -

1.1
- 21 Z( k) 1 H(nip1) + 242 E(k) 1,(n,p,k) (A23)
k=0 k=0

gdzie
o0
4 2
In(n,p.k) gg.[xp+n+2k+£(1+x2); G-Jz x dx (7:1.2 (A.14)
o
przy czym
E=0 dla n=2
€= -2 dla n =1
Catka (A.11) jest stabularyzowana. Wyrézniamy tu trzy przy-

padki:
o/ nm=p=k=o, 1°0,0,0) =3

ni=R

(A.15)

b/ n+pa= 2s, eEN+{0}

—~/ 2(s+k)- 1 711 ,
I (n,p.k) v— s+k+1d2(s+k71( A.15)

C/ N+ p = 2841, s €N +{0}

1°(n,p.k) = ze+k+;2(£(:21211) (A.15%)

Przejdimy teraz do badania calki (A.14)., Dla szczegélnego
przypadku p = n = O jest ona‘stabularyzowana. Otrzymujeay

wéwczan:

of VT
X{X "+ - (J l)
11(0,1).j_1_1L L2 dx = —; Z( )

e o (A.18)
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gdzie funkcja Dv(z) jest (etebularyzowana) funkcjg cylina
dryczna typu parabolicznego, Stosuje sig do niej wzdér reku-

rencyjny:

D(z)=zD (z)~-vD (z)s=o0 (A.17)
av+l -V =y=1

Funkcja Dﬁi) okredlona zostala wczedniej wzorami (6.53) 1
(6.54).

Przyjmijmy terasz, %e p + n) 0. Sposéb obliczania calki(A.14)
zalezy w istotny sposéb od tego, czy liczba "p+n" jest nie-
parzysta czy tez parzysta. Rozpatrzmy wiec osobno te dwa

przypadkis

1) Przyjmujemy, 26 8 = 2r + 1, r€EN + {0}. Wéwczas
stosujac w (A.14) podstawienies

t = \/1 + x2 -1 (A.18)

otrzymujemys

oo

A2, 2 L
1.(n,pok) = J t"(t+2)"e” (t%s2t) dt = 2. (;)z"k x
o
L

o o
x (" J’tkfnz e‘f(t) dt + 2 Itk+r-1 o‘f(t) dt + J}kﬂ' o“f(t) de7
° ° ° (A.19)

gdzie P(e) 98 - 2%2 . 24% (A.20)

Catki wystepujece w (A.19) przy podstawieniu (A.20) sq sta-
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bularyzowane. Po wykonaniu paru przeksztalcedA otrzymujemy:

0(2
gﬁ(n,p,k) = oCrZ/r) r-k §k+:r!I[Sk+r+;c!2$k+r+2! ch(al \/5)+
Blaredl 0, (V) , o, (< Vz)] (A.21)

gdzie 8 = «(ker+2), b = «(kers+1i), ¢ = =(ker+3).

2) Rozpatrzmy drugi przypadek, gdy s = 2m, mEN +{0}.
Wéwczas catke (A.14) rozbijamy nastepujaco na sume dwéch
catek:

Ia;(n,p,k) -J xzm(:u»xz)2 e'&zxzdx- '+ I (A.22)
°

gdzie 4
1 2 A 2.2
1ee of [ x2%(14x3)2 e'fx dx = Z];zw-i) o~ L > dx (A.23)

o j=o,
<o [+4

1 0

[.’2 2 1 2.2
1 9§ sz'"i(hiz)z "> X dx = Z(E x2(m=8)+1 oo x"g,
1 X uso

c
e

(A.24)

/M (A.23) 1 w (A.24) stosujemy rozwinigecie w zbiezny szereg
+

wyrazenia (1 +A)1 , dla NE 1/

W celu wyliczenia catki (A.24) podetawiasmy: z = xzc(,z.

Otrzymujemy wéwczas:

uso

< /1
I'e 2> ('3‘) '.‘?(':'-u_u) J'z“"“ e"% dz (A.24°)
o£2
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Dla m=u=0 otrzymujemy:

P—3

1' = je'z dz i— o 1. e"’Lz (A.25)
o('z

Dla maj=0 otrzymujemy:

1
L -J owd? Xy . gd)(o(‘.) (A.26)

o

gdzie d) (L) jest funkcja prawdopodobienstwa, ktdére mozna
przedstewlié za pomoca zbieznego ezeregu (6.54). Catki wy-
etepujace w (A.23) 1 (A.24°) sg juz stabularyzowane.

Dla m)>u, (m - u€N) otrzymujemy:

I' =

-&zz ‘m;l.l:ll &2 (A.27)

m-u+ 1
2 =0

Dla m<u, (u - mEN) dostajemy po przeksztalceniachi

. 1 [2 UeM=] ( )l( 1)u-m-J -1!
J=2 (u-m-i)l"‘ 2

gdzie C jest to stata Eulera.

.1'1

Catke I’’ wyliczamy drogg calkowania przez cze¢éci. Korzysta-
my z tego, ze mozemy w (A.23) przyjeé, iz m+JEN /przype.

123



dok m = j = 0 rozpatrzyliény juz wczeéniej; vide (A.28)/.
Otrzymujemy po odpowiednio wielokrotnym przecaikowaniu przez

czeécli nastepujacy wynik:

q{? D+U-1
I..---zzlz- e (}4»3.1 (Zf)J Di(ZRH'ZU - 21 + 1) +
ﬁ m+ U
- oL .
+m [;l(zm+2u 21 + 1) ¢ ) (A.29)

Funkcja o (L) okredlona jeet szeregiem (6.54).
W ten sposéb wezystkie calki wystepujgce w (4.28) badZ wy.
liczyliémy efektywnie, badZ przedstawiliémy explicite w po-
staci dobrze zbieznych ezeregéw,

Rozpatrzmy teraz wyrazenie (4.29). Wspdirzedne wektora

-
1, oznaczmy odpowiednio przez (12)1. (12)2, (12)3.

Oznaczmys
R(r) 8 2 .'812[2"2 L, Vr? o o ] (A.30)
Vriia
Z (4.29) 1 z ({%30) otrzyaujemy, ze:
(12)1-1 R(r)[JainzG o-81°r ALcoso- I.(G‘.r)] (A.31)
) °
gdzie XS -
Ie(o'lr) -]' cos Yexp(a cos ¥+ b sin{) df (A.32)
o

przy czym "a" i "b" okresdlone sa w (A.4).
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Catka (A.32) jest stabularyzowana, otrzymujomy:

" 2.2
IB(Q",I‘) a 271 -:T.arb—i 11( a“ ¢ bz) (A.33)

gdzie Ii(p) jJest funkcjg Bessela pierwszego rzedu. Mozna

je przedstawié w postaci zbieznego szeregu:

& 2k 2 2
1,(pr) '?;kzmo P-\Ja +b< , (A.34)
=0

wstawiajec (A.34) do (A.33) 1 nastgpnie do (A.32) otrzymu-

jeny;
: 2k+1 N
2 2] _4k+3.4ke2,,,2 4 2y 2
S AT o S s IR
kwo - (A.35)

Wstawiajec za$ (A.35) do (A.31) otrzymujemy po peru prze=-

keztatceniachs
k,4k
4k 2 241
1) = 81712\” AL2. AL2 277 (ALyeALS) x
T2y 1 zlk%_o TITIV]
©®
x j R(r) r2k+1 i(r) dr (A.36)
(<]
gdzie +
k+l 2
I(r) = f(:l.-zz) o-81°rdLz o (A.37)
-1

Z (A.36) 1 z (A.37) widaé, e w wyrazeniu ns (12)1 pojawia-
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Ja sie takie tylko caiki, ktére juz zbadaliémy przy obli-

czaniu wyrazenia 11.

Podobnie w wyrazeniach na (12)2, (12)3 oraz I, pojawiaja
sle celki, ktére dadza sle sprowadzié do zbadanych juz ca-
tek postaci (A.3), (A.5°), (A.8) 1 (A.32). Wszystkie one sg
skoficzone 1 dadzg esi¢ przedstawié w postaci dobrze zbiez-

nych szeregdw,
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Summary

The theory of S-matrix is formulated with the use of
tensor test functions which are chosen in such a way that
in the domain of effective interaction they describe a weak,
external, classical gravitational field with constant cur-
vature, It is shown that for renormalizable theories in an
arbitrary but finite order of approximation the infinities
disappear. The test functions provide the correct energy-mo-
mentum balance in each vertex of an arbitrary Feynman dia-
gram and pley the role of the Schwinger source terms, The
cases with the interaction Lagrangians of the typeA‘f‘(x)
and e2+f (x)‘ﬁ”¥(x) A,(x) AY(x) are analyzed in detail up to
second order of approximation.
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COIEPEAHUE

B padoTe o6CyEmaeTcs Teopua S-Ma'rpmx B CJy4ae
TEH30PHHX (PYHKIMM MHTEHCHBHOCTH, KOTOPHE ONpemesAnTCA Tax
9TO0H B o6xacT: 30PeKTUBHOT'O B3aMMOLEACTBHA OOMCHEANE OHH
cradoe, BHEUWHOE KIacCHYeckoe I'DABUTAIMOHHOE HOJEe ¢ HOCTOSH-
HOK KpuBW3HOH#. IJOXazaHOo, YTO B PEHODMUDPYEMHX TEOPHAX B JO-
6OM KOHEYHOM MODPANREe OpUGIIREHMsI BCe GECKOHEUHOCTZ HCcYes3a-
pT. Tem3opHHe yHKIUM ofecHeuyMBawT OPABWIBHHY CalaHC SHED-
TVM¥ 7 MOMEHTA B Kamnoll Bepmme Jmwodoil mmarpavvi QeiffvaHa X
IrpapT poyb QyHKM nmcTowH¥KOB lBiHTepa. JleTamsHO paccMma-
TPUBAJIACH CIy4a® B3arMOLeficTBEA TrIa

APL/x/w 2P/ F7x/ Ay /x/ AY/X/

BO BTODOM HIOPANRE OPUONIECHEA.
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