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Wstęp

Do c h w il i  obecne j zaproponowano w ie le  epoeobów usuwania 

n iesk o ń czon o śc i p o jaw ia jący ch  s i ę  w kwantowej t e o r i i  pola 

/K TP /. Ponieważ proces  ten  j e s t  w dalszym ciągu kontynuowa­

ny, można wnioskować, że . f izy ka  te o re ty cz n a  nie wypracowała 

dotąd je d n o l i t e g o  poglądu na te  problemy. C ią g le  trw ają  po­

szukiwania różnych sformułowań podstaw kwantowej t e o r i i  po­

l a ,  k tó re  pozwoliłyby uniknąć wielu spotykanych w t e j  te o ­

r i i  t r u d n o ś c i .  Nie w szystk ie  te  próby kończą s i ę  sukcesem 

i  w h i s t o r i i  kwantowej t e o r i i  pola można wyróżnić jed yn ie  

k i lk a  u ję ć ,  k tó re  na trw ałe  weszły do f i z y k i .  Do nich  prze­

de wszystkim z a l i c z y ć  należy p o d e jś c ie  a .s jom aty czne  (np.

W l g h t m a n  O -J • S t r e a t e r  feJ7$  3 o s t
B o g o l u b o w  f l j ) ,  fu nkc jonaln e  (S c h w in -

g e r  ^5  7 ) *  formalizm LSZ ( L e h m a n n ,  S y m a n z i k ,  

Z i m m e r m a n n  metodę f u n k c j i  retardowanych

( S t e i n m a n  (PJ')»  metodę fu n k c j i  chronologicznych 

( B o g o l u b o w  ^ 8 _ 7 ) ,  a lg e b ra ic z n e  sformułowanie za­

sad re la ty w isty cz n y ch  t e o r i i  kwantowych (H a a g 1 K a s -  

t  1 e r ^ 3 _ 7 ) ,  czy te ż  p o d e jś c ie  s to ch a sty cz n e  (N e 1 8 o n).

W o s t a t n ic h  la t a c h  pewną popularność zyskały  prace u s i łu -



j ę c e  wykorzystać pole g ra w ita cy jn e  do wygaszania ro z b ie ż ­

n ośc i wyrażeń kwantowo-teoriopolowych ( S a l a m  i S t r a -  

t h d e e ^10J  t £ I I  J t W pracach  tych  wykorzystu­

j e  s i ę  s p e cy f ic z n e  w ła sn o śc i  pola g ra w ita c y jn e g o ,  k tó re  mo­

gę być wykorzystane do m o d y fik a c ji  c a ł e k , t r a d y c y jn i e  w yetę- 

pu jęcych w kwantowej t e o r i i  p o la ,  w ten  sposób, aby uzyskać 

dobrze o k reś lo n e  i  skończone w yrażenia. Mankamentem tych 

prac j e s t  c i ę g l e  j e s z c z e  duży s to p ie ń  n ie je d n o z n a cz n o śc i  i  

brak t e o r i i  t r a k t u j ę c e j  w je d n o l i t y  sposób w sz y stk ie  typy 

oddziaływań.

Ola skonstruowania wyrażeń d la  elementów m acierzy S Je d -  

nę z najw ygodniejszych i  n a jb a r d z ie j  f i z y c z n ie  Jasnych  me­

tod J e s t  metoda B o g o l ü b o w a  föj?»  W metodzie t e j  

( k t ó r e j  podstawowe elementy omówimy w r o z d z ia le  i )  z n a jd u je  

s i ę  m ie js c e  d la  wprowadzenia wpływu zewnętrznych warunków 

na p rzebieg  procesów opisywanych przez t e o r i ę .

Drugę takę metodę j e s t  metoda zaproponowana niedawno 

przez S c h w i n g e r a  ^ l3 _ 7 »  Obie te  metody maję 

cz ę ść  wspólną, p o le g a ję c ę  na o b ecn o śc i  w t e o r i i  elementów 

re p re z e n tu ję cy ch  f iz y c z n e  mechanizmy, doprowadzajęce do wy- 

s t ę p ie n ia  i n t e r e s u ją c e j  nas s y t u a c j i  f i z y c z n e j .  Bogolubow 

t r a k t u je  jednakże t e  elem enty ( i  o p is u je  j e  skalarnym i 

fu nk cjam i, k tó re  nazywa funkcjam i włęczeniowyml) jak o  po­

m ocnicze, s łu ż ę c e  je d y n ie  do k o n s t r u k c j i  t e o r i i  i  w r e z u l -
*

t a c i e  wymagające u s u n ię c ia ,  Schwinger z a ś  t r a k t u je  j e  b a r­

d z ie j  r e a l i s t y c z n i e  i  o p is u je  j e  funkcjam i (zarówno s k a l e r -



nymi Jak  i  wektorowymi, spinorowymi czy te ż  tensorowymi), 

którym nadaje rangę f u n k c j i  źródłowych, co oczyw iście  odbi­

j a  s i ę  na s t r u k tu r z e  t e o r i i ,  Z p o d e jś c ia  Schwingera jasn o  

wynika, że n ie  w szy stk ie  s y t u a c je  doświadczalne mogę być 

adekwatnie opisane za pomocę skalarny ch  ź ró d e ł ,  co więżę 

s i ę  z f iz y c z n ę  r e a ln o ś c ię  f u n k c j i  o p isu jęcy ch  te  źródła w 

t e o r i i .  O e ś l i  więc w p o d e jśc iu  Bogolubowa również będziemy 

nadawali re a ln ę  t r e ś ć  f iz y c z n ę  funkcjom reprezentujęcym  s to  

p ień  w łęczen ia  oddziaływania wraz z wpływem na te  oddziały­

wania zewnętrznych p ó l ,  to  s i ł ę  rzeczy  musimy tym funkcjom 

nadać tak że  w ła s n o ś c i ,  j a k i e  sę dyktowane własnościam i tych 

pól zewnętrznych. W przypadku badania wpływu pola graw ita­

cy jnego  na p rzebieg  procesów m ikroświata n a jb a r d z ie j  adek­

watne będzie  wprowadzenie do t e o r i i  zespołu  f u n k c j i ,  k tóre  

w realnym wyniku (w r e a l i s t y c z n e j  g ran icy  asym totycznej) 

reprezentować będę re a ln e  pole  g ra w ita c y jn e .  Ponieważ zaś 

w t r a k c i e  wykonywanych m a n ip u la c ji  nie ma sposobu zm ien ia-,  

n ia  w ła sn o śc i  tran sfo rm acy jn y ch  rozpatrywanych obiektów to 

wynika s t ę d ,  że d la  uwzględnienia r o l i  g r a w i t a c j i  w kwanto­

wej t e o r i i  pola musimy dysponować takę  w e rs ję  t e j  t e o r i i ,  

w k t ó r e j  w ystępuję fu n k c je  próbne tworzęce symetryczny ten 

s o r  drugiego rzędu, przy czym w ostatecznym wyniku te n so r  

ten  powinien być zwięzany z tensorem metrycznym.

P raca  n i n i e j s z a  poświęcona j e s t  badaniu r o l i  tak właś­

n ie  dobranych tensorowych f u n k c j i  próbnych, jak o  czynnika 

in g e ru ję ce g o  w s tr u k tu r ę  m acierzy S .  Sk ład a  s i ę  ona z 6



rozdziałów i  uwag końcowych. W p i e r w  s z y n  ro z d z ia ­

l e  omawiamy elementy metody Bogolubowa k o n s t r u k c j i  m acierzy 

S .W  d r u g i m  r o z d z i a l e ,o p i e r a ją c  e l ę  częściow o na me­

to d z ie  Bogolubowa a częściow o na pracy E p s te in a  i  G la se ra

podajemy k o n s tr u k c ję  m acierzy S przy uwzględnieniu wpły- 

wu zewnętrznego« klasycznego« s ła b eg o  pola  g ra w ita c y jn e g o .

W ro z d z ia le  t  r  z e c i  m podajemy jawną p o sta ć  te n so ro - .  

wych f u n k c j i  próbnych zarówno w p r z e s t r z e n i  k o n f ig u r a c y jn e j  

(p o ło żen io w e j)  ja k  i  pędowej. W r o z d z ia le  c z w a r t y m  

podajemy opia oddziaływania układu bezspinowych c z ę s te k  n ie  

naładowanych z polem grawitacyjnym ( c z y l i  z polem f u n k c j i  

próbnych). W r o z d z ia le  p i  ą t  y m opisujem y oddziaływa­

n ia  bezspinowych c z ę s te k  naładowanych z polem elektrom agne­

tycznym przy uwzględnieniu wpływu pola  g raw itacy jn eg o  (p o la  

f u n k c j i  próbnych). W r o z d z ia le  s z ó s t y m  poddajemy 

a n a l i z i e  ogólny n-wierzchołkowy diagram Feynmana (uwzględ­

n ia ją c y  wpływ o b e cn o śc i  zewnętrznego k lasycznego pola  g ra­

w ita cy jn e g o )  i  wykazujemy o g ran iczon o ść  f u n k c j i  współczyn­

nikow ej, k t ó r e j  diagram ten  odpowiada.

N astępnie , tytułem  przykładu, obliczam y efektyw nie  e l e ­

ment m acierzy S w drugim rz ę d z ie  p r z y b l iż e n ia ,  odpowiadają­

cy e m is j i  a n a stęp n ie  a b s o r p c j i  fotonu przez e le k t r o n  przy 

uwzględnieniu oddziaływania fo .to n -e le k tro n  ze słabym, k la ­

sycznym, zewnętrznym polem graw itacyjnym . Odnośny element
?

macierzy S (k tó reg o  p o sta ć  podajemy e x p l i c i t e  w p o s t a c i  dob­

rze zbieżnego szeregu ) z a le ż y  od masy m e le k t r o n u ,  je g o  t r ó j -



pędu k oraz  od jedynego parametru n asze j t e o r i i  -  e t a ł e j  1 

(k tó r a  ma wymiar d łu g o śc i  i  J e s t  związana z niezerpwym i  

stałym  ekalarem krzywizny zewnętrznego pola g ra w ita cy jn e­

g o ) .  Element ten  ma skończoną w a r to ść .

W n i n i e j s z e j  p ra cy :  1 /  posługujemy s i ę  konwencją sumo­

wania E i n s t e i n a ;  2 /  za t ł o  w sze lk ich  oddziaływań t r a k t u je ­

my p r z e s tr z e ń  c z y l i  cz a s o p rz e s trz e ń  Minkowskiego o me­

t r y c e  3 /  p r z e z ^  oznaczamy te n so r  metryczny/uv
t e j  c z a s o p r z e s t r z e n i ;  4 /  posługujemy s i ę  w pracy obrazem 

od d ziaływ ania ; 5 /  używamy układu je d n o s te k ,  w którym 

■  c *  1 .



Elementy metody Bogolubowa 
konstrukcji macierzy S

Bogolubow dla  k o n s t r u k c j i  m acierzy S wprowadza do te o ­

r i i  tzw. fu n k c ję  "włączeniowę" g ( x ) .  J e s t  ona polem s k a la r ­

nym, cięgłym , określonym na czterowymiarowych obszarach  

i l ^ ł ' d a ję cy ch  s i ę  p o ro z d z ie la ć  powierzchniami prze­

s t r z e n n ie  podobnymi w ten  sposób, że d la  każdego n a tu r a l ­

nego i  m niejszego od "n" wskaźnika "1 "  i s t n i e j e  powierzch­

nia o równaniu x4 = < 3 ^ (x )  r o z d z ie la ją c a  cz te ro o b sz a r y

i i l ^ +1# W s z c z e g ó ln o ś c i  równania tych powierzchni mo­

gę mieć p o stać  x^ = co n st^  «  t ^ ,  k tó rę  o s ięg n ęć

można przez odpowiednio dobraną t r a n s fo r m a c ję  L o ren tz a .  

Wówczas pomiędzy o b s z a r a m i ! !^ ,  . . . . Q n zachodzi n a s tę p u ją ­

ca r e l a c j a  ch ro n o lo g icz n a :

i i   ̂ ^ i l  2^  • • • ^ i l n  ( i  • i  )

Oznacza t o ,  że każde dwie punktochw ile , z k tórych  pierwsza 

pochodzi z o b s z a r u A ^ ,  a druga z X l^ + ^ a lb o  są połączone 

interwałem p r z e s tr z e n n ie  podobnym, a lbo  pierwsza j e s t  wcześ­

n ie js z a  od d r u g i e j .  Wprowadźmy o zn aczen ia t



Wówczas:

A supp g ( X l , )  = supp g ( x , )  -X I ,  
o < l £ n  1 1 1

( 1 . 3 )

A J 3 n CM( 4 ) ( i . 4 )
n e n

Funkcję g (x )  Bogolubow nazywa fu n k c ję  "włęczeniowę" 1 t ra k ­

t u je  j ę  jak o  sposób matematycznego opisu s to p n ia  w łęczenia 

oddziaływania w cz te ro o b sz a ra ch  będęcych nośnikami tych 

f u n k c j i .  P o s łu g u ję c  9 ię  językiem  schw ingerow skiej t e o r i i  

ź ró d e ł  (^ 1 3 7 )  w tych  cz te ro o b sz a ra ch  . . . X l n źródła

Hd a ję  znać" o s o b ie  za pośrednictwem f u n k c j i  włęczeniowej 

(w języku Schwingera "ź ró d ło w e j" )  w ten sposób, że fu nkcja  

g (x )  o p is u je  fa k t  występowania w fl^  . . . X l n oddziaływań 

p rz e ja w ia ję c y c h  s i ę  w dośw iadczalnie  dostrzegaln ych  zmia­

nach stanu fizyczn eg o  układu c z ę s t e k ,  których rozproszenie  

opisywane j e s t  w t e o r i i  m acierzy S .

P o s łu g u ję c  s i ę  funkcjam i włęczeniowymi Bogolubow wpro­

wadza n astęp n ie  do t e o r i i  n a stę p u ję cy  formalny szereg  funk­

c jo n a ln y  S ( g ) ,  zbudowany względem iloczynów ( " p o tę g " )  ska­

la r n e j  f u n k c j i  g (x 1) . . .  g (x n)

Na ten  s z e r e g ,  k tóry  po p r z e jś c iu  asymptotycznym ( g ( x ) - > l )  

ma p r z e j ś ć  w m acierz S nakłada s i ę  na9 t ę p u ję c e ,  ogóln ie



z r e s z t ę  w kwantowej t e o r i i  pola  przyjmowane« warunki:

l )  Warunek początkowy

S (o )  -  1 ( 1 . 6 )

( p r z y ję c ie  i ż  A g ( x n) ■  0 oznacza« że n ie  ma w ogóle  od­

d ziaływ ania)

2 /  Warunek u n i t a r n o ś c i

S ( g )  s + ( g )  -  S+ (g )  S (g )  -  1 ( 1 . 7 )

3 /  Warunek kow arian tności L orentza

U (a J O  S (g )  U_ 1 ( a A )  -  s [ g ( A ' ł ( x - a ) ) ]  ( 1 . 8 )

We wzorze tym a i j\ .  są  to  m acierze  n ie jednorodnego p rze­

k s z t a łc e n ia  Lorentza  T« n-a. /a

T̂ a l JX"*,a  +A x U -9)

U (a,7\.) J e s t  unitarnym operatorem« za pomocę k tórego  zmie­

nia  s i ę  pod wpływem t r a n s f o r m a c j i  T j^  wektor s tanu  (^.Wek­

t o r  ten  j e s t  elementem p r z e s t r z e n i  H ilb e r ta «  opisujęcym  stan  

rozpatrywanego układu

<frTiA. .a (}) — U (a ,A ) <{> (1 .10)

4 /  Warunek przyczynow ości. Bogolubow z a p is u je  go w po­

s t a c i :

A T
1(?N “
8 6 N  <Tg(X l )

S '

<f^S(g)
sł (g) O 1 i l

" oznacza pochodną fu n k c jo n a ln ą .

( l . n )

gdzie symbol ^ -------
ó * g ( x )

Nadto w op arciu  o zasadę k o resp o n d en c ji  Bogolubow k ła d z ie

S1 ( x ł ) -  1 Ll n t ( x 1 ) ( 1 . 1 2 )



gdzie Li n t (x )  j e s t  skalarnym lagrangianem od d zia ływ ania ,k tó ­

rego p o sta ć  musi być dana jak o  s p e c y f ik a c ja  modelu i n t e r ­

a k c j i .  Związki ( l . 5 )  . . .  ( l . l l )  w y s ta r c z a ją ,  aby wyrazić 

w szy stk ie  / tk w ią c e  pod całkam i w szeregu określonym przez

( l . 5 )  fu n k c je  S 2 ^x1 , x 2^ * ^ 3 ^ ^ i ,x 2 * x 3^ ••• ^n^xl #x2 * * * * x n  ̂

za pomocą c z y l i  poprzez L^ nt:( x )* Następnie Bogolubow

wykonuje gran iczn e  p r z e j ś c i e  asym ptotyczne, w którego wy­

niku otrzym uje końcową p o sta ć  m acierzy S .  P r z e j ś c i e  to po­

le g a  na dwóch krokach :

1 ) A J i n - ~ M(4) ( ł - l s )
n

-  z b ió r  l i c z b  naturalnych

Oznacza t o ,  że każdy z osobna c z te ro o b sz a r  J T n ( c z y l i  każ­

dy c z te r o o b s z a r ,  w którym r o z p r z e s tr z e n ia  s i ę  oddziaływa­

n ie )  ro z sz e rz a  s i ę  na c a łą  p rz e s trz e ń  pi*zy zachowaniu

ch ronolog icznego  uporządkowania w s e n s ie  ( l . 3 ) .

2 )  n ^ } 9(X ' ' ) " " ł  ( 1 - 14)

Oznacza, że w każdym z osobna obszarze  H|n fu n k c ja  włącze- 

niowa zm ierza do je d n o ś c i  w s e n s ie  g ra n icy  a d ia b a ty c z n e j .

Po dokonaniu tych  p r z e j ś ć  uzyskujemy n a stęp u ją ce  wyra­

ż e n ie  na m acierz  S

S *  1 + 2 l  yy  f  . . .  [  S ^ ( x ^ , . . . x ^ )  d x ^ . . .d x ^  ( l . l 5 )  
n » l z. J

X1 x n
g d z ie :

S n( x » - . . x n) ■  1 T# [Li n t ^ xl ^ # , , L i n t ^ x n^] + -^n ( 1 # 1 5 *)



•T" j e s t  symbolem iloczyn u  ch ronolog icznego o J\-n -  kwazi- 

lokalnym składnikiem  p o s t a c i :

A. ZT
...  tji* \ 1)

C Ą 1 ( x i “ x2 ^ ' # * ^ x n - l " x n)
" < ‘ . 1 6 )

przy czym

n d(< - ^ A
A=l

o

g d z ie :
f  =1

•^k ć W

< ^ xl - r x k>

( 1 . 1 7 )

( 1 . 1 8 )  

( 1 . 1 9 )

oznacza współrzędne punktochw ili x ,  eC « 1 , 2 , 3 , 4 .

Ą Z L V A k » ^ k,  ( 1 - 2 0 )
k £ n *  -  1 k

Suma w ( 1 . 1 6 )  J e s t  r o z c ią g n ię t a  na w szy stk ie  możliwe war­

t o ś c i  naturalnych  wskaźników &£ . , .  c-C a w spółczynniki
• / V ,  , V

C«*^... *Cn-1 /w y s tę p u ją ce  w ( l , 1 6 ) /  oraz  C ^  ^ » A/t / ' /w y s tę -  

p u jęce  w ( 1 . 1 7 ) /  sę  s t a ł e  i  mogę być wybrane d o w o ln ie .Sk ład ­

n ik i  J\-n można z r e s z t ę  po pewnych p r z e k s z ta łc e n ia c h  n ie  zmie­

n ia j  ęcych ic h  k w a z ilo k a ln e j s t r u k tu r y  w łęczyć wprost do l a -  

grangianu oddziaływ ania, k o r z y s t a ją c  z dowolności d o o k re ś le -  

nia iloczynu ch ro n o lo g iczn eg o . Wówczas jednak s t a n ie  s i ę  on 

oczyw iście  kwazilokalnym. S t a ł e  C . oraz' C .

można tak dobrać, aby za ic h  pomocą usunąć n ie sk o ń c z o n o śc i .



k tó re  w ystępuję c z ę s to  przy w y licz e n ia ch  typowych dla kwan­

towej t e o r i i  pola  całek« p o ja w ia jęcy ch  s i ę  przy w yliczeniu  

f u n k c j i  współczynnikowych d la  poszczególnych elementów ma­

c i e r z y  S po uprzednim p r z e j ś c iu  do r e p r e z e n t a c j i  pędowej. 

Tam« gdzie n iesk o ń czo n o śc i owe maję ch a r a k te r  wielomianowy 

( t e o r i e  renormalizowalne) da s i ę  to z r o b ić  odpowiednim dobo­

rem skończonej i l o ś c i  owych współczynników (^ 1 4 7 ,  *
& ? ) .  W przypadku t e o r i i  n ierenorm alizow alnych nie da s ię  

ju ż  tego tak u cz y n ić .  K a d y s z e w s k i  ( ^ I ę 7 )  poka­

zał«  i ż  źródłem u l t r a f io le to w y c h  n ieskończon ośc i pojaw ia- 

ję c y c h  s i ę  w t e o r ia c h  renormalizowalnych sę kw aziczęstki«  

c z y l i  o b ie k ty  o czteropęd ach  reprezentowanych przez kowa- 

r ia n t n i e  6pararaetryzowane fo u riero w sk ie  tran sform aty  funk­

c j i  H e a v is id e 'a ,  za pomocę k tórych  rozpisujem y i lo c z y n  chro* 

nolog iczny  lagrangianów oddziaływ ania. R eg u laryzac ja  w tym 

przypadku będzie  p o le g a ła  na takim doborze członów kwazilo- 

k alnych , by ic h  fo u r ie ro w sk ie  tran sfo rm aty  z n o s i ły  s i ę  z 

transform atam i rep rezen tu jęcy m i czteropędy kw aziczęstek .

Dla każdego więc modelu oddziaływania z osobna a nawet dla 

każdego z osobna typu diagramu Feynmana (zmodyfikowanego l i ­

niami k w aziczęstek  Kadyszewskiego) należy owe człony kwazi- 

lo k a ln e  d o b ie ra ć  o d d z ie ln ie .

K a d y s z e w s k i «  M i r - K a s i r a o w  i  S k a ­

c z  k o w ( / 1 § 7  i  117/) p o d a l i ,  zdaniem a u to ra ,  dość in t e ­

r e s u j  ęcę  w e r s ję  u o g ó ln ien ia  sformułowania Bogolubowa 

t e o r i i  m acierzy S ,  p o słu g u ję c  s i ę  zakrzywionę p rz e s trz e n ię



pędów o s t a ł e j  k rzyw iźn ie .  Wówczas pojawia s i ę  m .in .  ogra»
2

n ic z e n ie  na kwadrat czteropędu c z ę s t k i  / p  = 1 /  i  modyfi­

k a c ja  w sformułowaniu warunku przyczynowości d la  pędowej 

p r z e s t r z e n i  de S i t t e r a .

W n i n i e j s z e j  pracy wybierzemy innę drogę postępowania. 

Zbadamy mianowicie konsekwencje w ynika jące  z uwzględnienia 

faktu  i s t n i e n i a  zewnętrznego, s ła b e g o ,  a l e  n ie  z n ik a ją c e g o ,  

k lasycznego ( t z n .  n ie  p o d leg a jącego  procedurze drugiego kwan­

towania) pola  graw itacy jneg o  o d d z ia łu ją c e g o  na układ c z ą s ­

te k ,  którego s ta n  j e s t  opisywany przez kwantową t e o r i ę  po­

l a .  To w łaśn ie  oddziaływ anie c z ą s te k  z zewnętrznym, k la sy ­

cznym polem grawitacyjnym będziemy in te rp re to w a ć  ja k o  s u i  

g e n e r ls  oddziaływanie z c z a s o p r z e s t r z e n ią .  Okaże s i ę , ż e  za­

niedbanie wpływu tego oddziaływ ania można będzie  traktow ać 

jako  źród ło  p o jaw ian ia  s i ę  u l t r a f io le t o w y c h  n ieskończonoś­

c i  przy o b l ic z a n iu  elementów m acierzy S .  Dokładnie p rzea­

nalizu jem y te  zagad nien ia  d la  modeli oddziaływań mezonowych 

typu >-i n t (x )  ■  A ^ 4 (x )  i  oddziaływań mezonowo-fotonowych ty ­

pu Li n t ( x ) » e 2 •/ ( x ) * / ( x )  A ^(x )  o g r a n ic z a ją c  s i ę  do

członu Sg m acierzy S .  Można te ż  do powyższego programu po­

d e jś ć  z in n e j  s t r o n y .  Bogolubow podał sposób k o n s t r u k c j i  

macierzy S p o słu g u ją c  s i ę  skalarnym i próbnymi funkcjam i włą- 

czeniowymi. O s ta tn io  S ł  a w n o w (^ 1 9 ? )  z a j ą ł  s i ę  przy­

padkiem wektorowych próbnych f u n k c j i  włączeniowych i  poka-
%

z a ł  n ie try w ia ln o ść  tego u o g ó ln ie n ia ,  wiążąc j e  w p r z e j ś c iu  

granicznym z cz te ro p o te n c ja łe m  pola  e lek trom agnetycznego.



Wydaje s i ę  więc n a tu r a ln e ,  że ch cęc  z a ję ć  e ię  następnym 

pod względem z ło ż o n o ś c i  rodzajem f u n k c j i  próbnych -  funk­

c ja m i tensorowymi nasuwa s i ę  myśl o powiązaniu ich  w p r z e j­

ś c iu  granicznym z polem graw itacyjnym .



Konstrukcja macierzy S 
przy uwzględnieniu wpływu zewnętrznego, 
klasycznego, słabego pola grawitacyjnego

Oznaczmy przez u ^ (x )  fu n k c je  pola c z ą s t e k ,  k tó re  na s i e ­

b ie  o d d z ia łu ję .  Geometryczny c h a r a k te r  tych  f u n k c j i  z a le ż y  

od rodzaju  tych  c z ą s t e k .  Ponadto c z ą s t k i  te  tkwią w słabym 

zewnętrznym polu grawitacyjnym o p o t e n c ja ła c h :

y W  •Ifrt * z/ t f ( x ) , x 6 M < - o f v  ( x ) l « 1 (Z - 1 }

Pole to j e s t  k lasy czn e  tz n .  do opisu  oddziaływ ania je g o  na 

c z ą s t k i  n ie  stosu jem y procedury drugiego kwantowania. Za­

kładamy natom iast i s t n i e n i e  lag ran gianu  ta k ie g o  o d d z ia ły ­

wania 1 t o ,  że j e s t  on ska larem , a więc niezmiennikiem wzglę­

dem dowolnych byle odwracalnych t r a n s f o r m a c j i  współrzędnych 

xcC .  Miara całkowania w ystępująca  w odnoónej c a ł c e  d z ia ł a ­

nia będzie  mleć p o sta ć

d4 x -  Det gjL|V( x )  d4 x -  in t r  ( 2 . 2 )

Pole g ra w ita cy jn e  ( 2 . 1 )  ja k o  p o le  oddziaływ ania k la sy cz n e ­

go opisane funkcjam i tensorowymi Z^v (x )  ■  Zy^*.(x) j e s t  więc 

osadzone na t l e  p r z e s t r z e n i  M i n k o w s k i e g o  {feO?),



Ze względu na nierówność w ystępującą w ( 2 . l )  we w szystkich  

w yrażeniach wielomianowych (k tó re  p ó źn ie j s i ę  nam ukażą) ze 

względu na p o t e n c ja ły  z ^ < * )  1 ic h  ezęstkowe pochodne będzie- 

my opuszczać t e  cz ło n y ,  k tó re  okażą 6 ię  być rzędu większego 

n iż  1 .

Podobnie ja k  czy n i to  Bogolubow, wprowadzimy do t e o r i i  

m acierzy S ja k o  fu n k c je  próbne (używając języka  formalizmu 

Bogolubowa -  fu n k c je  włączeniowe, mówiąc zaś  językiem forma­

lizmu Schwingera -  fu n k c je  źródłow e), c ią g  symetrycznych, 

c ią g ły c h ,  z n ik a ją c y c h  w n iesk o ńczon o śc i s z y b c ie j  n iż  odwrot­

ność dowolnej f u n k c j i  wielomianowej^ pól tensorowych

W  (x) . . . t ^  ^ ( x )  O nośnikach X I  t  . . . . O n tak  rozmłosz* 

czonych w H ̂ *\ ry s . 1 ) ,  aby
A

16N
$£N

3 e ś 1 1  1 < 8 ( 2 . 3 )



3ak widać, c z t e r o o b s z a r mfl.Q n a leży  do wnętrza s tożk a  p rze­

s z ł o ś c i  czynnej cz te ro o b sz a ru  - 0 . ^ ,  a za ten

( 2 . 4 )

Wychodzimy z uwzględnienia f a k t u ,  i ż  oddziaływ anie pomię­

dzy częstkam i (pojmowane ja k o  przyczyna zmiany ic h  8tanu 

f iz y c z n e g o )  wchodzęcymi w sk ła d  układu, będęcego aktualnym 

obiektem naszych badań, j e s t  r o z p rz e s trz e n io n e  w pewnym czt»> 

rowymiarowym o b sz a rz e jT l  * ot# p r z e s t r z e n i  Minkowskiego, k tó ­

ry możemy p o ro z d z ie la ć  p r z e s t r z e n n ie  podobnymi powierzchnia* 
4mi o równaniach x gdzie  k » 0 , l , 2 , . . . n  a tg^O, tak  ja k  

to  przedstawiono na r y s . l .  Chwila t^  o g ra n icz a  czasowo "od 

góry" w szy stk ie  punktochwile obszaru f L  a "od d ołu" wszy­

s t k i e  punktochwile o b s z a r u W s k u t e k  tego  mamy:

n ( 2 . 5 )

D efin iu jem y:

H S 0 t  u l l p . !  « . . U ^ l Ą  - n nu ( 2 . 6 )

Wprowadzamy do t e o r i i  c ię g  symetrycznych d o s t a t e c z n ie  regu­

larn ych  pól tensorowych t ^ ] ( x )  -  t ^ ( x ) .  t a k i c h ,  ż e :

• u P A $ > ( x )  - f l n ( 2 - 7 )

Funkcje te  będę g r a ły  r o lę  f u n k c j i  próbnych (używ ajęc no­

menklatury Bogolubowa) będęcych odpowiednikiem omawianych 

w cz eśn ie j ska larny ch  f u n k c j i  g (x )  a je d n o c z e ś n ie  f u n k c j i  

źródłowych (wg nomenklatury Sch w in g era) ,  gdyż zachowuję one



po p r z e j ś c iu  asymptotycznym r o lę  klasycznych pól zewnętrz­

nych in g e ru ję cy ch  w o p is ie  dynamicznego zachowania s i ę  ba­

danego przez nas układu«

Oznaczmy przez z b ió r  w szystk ich  punktochwil wchodzę-

cych w sk ład  cz te ro o b sz a ru  X I  n«

D efin iu jem y : ( n ) t o t  df P  (k )

V  M  ”  i 0 V  0 0  (2 ,8 )
( n ) t o t  t o t

Zatem s u p p ,t ^ (x )  »12  n ( 2 . 9 )

Z ( 2 . 8 )  i  ( 2 . 9 )  wynika, że

1 ( n) j o t  (k )  df (k )
(2 . 1 0 )

M acierz S j e s t  zwięzana z p rz e jśc ie m  układu ze stanu poczęt- 

kowego ( c z ę s t k i  wejściow e " je s z c z e "  swobodne), opisanego 

wektorem stanu <f> i p , do stanu końcowego ( c z ę s t k i  wyjściowe 

" ju ż "  swobodne) opisanego wektorem stanu ^  t  n astę p u ję co :

S .  , = < $  |s Ó ,  >  ( 2 . 1 l )inj, out out |0 ^  in  ^  '

S łn  _tlł. j e s t  elementem macierzowym odpowiadajęcym powyższe- 

mu p r z e j ś c i u .  Uwzględnijmy te r a z  f a k t ,  że oddziaływanie po- 

wodujęce powyższe p r z e j ś c i e  j e s t  z lokalizow ane w pewnym czte- 

roobszarzeX \ ^0 t .  Majęc na względzie ( 2 . 5 )  i  ( 2 . 6 )  możemy 

więc d a le j  p r z y ję ć ,  że spowodowane j e s t  ono następujęcym i 

k o le jn o  po 6o b ie  w c z a s ie  oddziaływaniami r o z p rz e s trz e n io ­

nymi w c z t e r o o b s z a r a c h : ^ ( w.Qq n ie  ma oddziaływ ania) ,



Sl2 Pod wpływem oddziaływania z lokalizow anego wSl^
wektor etanu j ^ i n >  przechodzi w inny ju ż  wektor stanu|<|>2> 

i t d .  aż w re sz c ie  wektor etanu j $  n-1 >  p rzechod zi pod wpły­

wem oddziaływania zlokalizow anego w obszarze  X I n w wektor 

stanu |<t>> =|4> o u t ^  . O p eratory , powodujęce k o le jn o  następu­

ją c e  po so b ie  powyższe zmiany wektorów s ta n u ,  trak tu jem y  j a ­

ko fu n k c jo n a ły  tensorowych f u n k c j i  próbnych (źródłowych) zlo­

kalizowanych w odpowiednich cz te ro o b sz a r a ch  X I ^ .  . . X l n» za­

znaczonych schem atycznie na rysunku 1 .

A więc

' l ^ k ^ °  8 k ^ * iu # ^ x l c ^ | ^  k - 1 ^  • k °  1 * 2 " "  n , | ^  o ) ’ ) ^ l n *
(2 . 1 2 )

Oznaczmy d la  skró tu

M ^ k »  -  3 ( f l k) (2 - 13>

Ponieważ w_ft n ie  ma zlokalizow anego oddziaływ ania p rzeto

S(X1 ) — i  ( 2 . 1 4 )
o

Z ( 2 . 1 0 ) ,  ( 2 . 1 2 ) ,  ( 2 . 1 3 )  i  ( 2 . 1 4 )  wynika, żs

s C £ l* o t ) -  s 0 2 n) s ( n n. 1 ) . . . s ( n i ) s ( n 0 ) i  ( 2 . 1 5 )

•. • ^ ' ^ n

gdzie

s ( n * o t) = s |> (x)J ( 2 . 1 6 )

S ( £ l „  ) j e s t  operatorem zm ieniajęcym  wektor stanu pod wpły­

wem oddziaływania z lokalizow anego w obszarze  

nym jak o  c a ł o ś ć .

a t o t traktow a-



U w zględniając te n d e n c ję  do opisu n ie  ty lk o  oddziaływań 

krótkozasięgowych l e c z  także  elektrom agnetycznych o k r e ś l i ­

my m acierz S jak o  g ra n icę  n astęp u jącego  p r z e j ś c i a  asympto­

tycznego o p e ra to ra  S ( X l * o t ) :

S -  lim S ( n * 0 t )

1 )
n >  O

2 )  ^ 0 t -  N W

3 ) n -+ o o

( n ) t o t
4 ) ^  (2 .1 7 )

gdzie  fu n k c je  tensorowe V  ( x )  będę g r a ły  r o lę  klasycznych 

pól ( f u n k c j i  źródłow ych), k tó re  zwiążemy w pewien sposób 

(w następnym r o z d z ia le )  ze słabym zewnętrznym polem grawi­

tacyjnym obejmującym o b szar  efektywnego oddziaływania ze so­

bą cz ą s te k  naszego układu. Symbol oznacza t r ó jp r z e s -

tr z e ń  euklidesow ą. Przyjm ijm y ( ta k  Jak  s i ę  powszechnie w 

standardowej t e o r i i  pola  postępuje), że w przypadku, gdy 

oddziaływ anie j e s t  ro z p rz e s trz e n io n e  ty lk o  w pewnym c z te r o -  

obszarze  X I  ^ i  gdy j e s t  ono (co zakładamy) lo k a ln e , t o  nasz 

o p e ra to r  S ( r i j <) traktowany Jako fu n k c jo n a ł  tensorowych funk­

c j i  próbnych o kreślon ych  na-ZL^ J e s t  określon y  n astęp u ją ­

cym wyrażeniem (np, ^ 2 § 7 ) .

s (X lk ) ™  S 1 £ui ^ x k^ * * / j ^ ^ xk ) J dt xk ( 2 * 1 8 )



00
D e t ( t t/S;  ( * ) )

1 g d z ie ,  zgodnie z zasadę k o re sp o n d e n c ji ,  przyjmujemy, że

i (x k ) . t ^ ) (x k ) ] ś £  S l (x k )

(2. 20)

L_ln t  j 6 9 1 lagrangianem oddziaływ ania a u ^ (x )  sę funkcjam i 

pola cz ę s te k  wchodzących w sk ład  rozpatrywanego przez nas 

układu, la g ra n g ia n  oddziaływ ania L^n t ( x ) “** L (x )  ma być 

fu n k c ję  s k a la r n ę .  M ajęc to  na w zględzie ,przy jm iem y, że bę­

d zie  on p o s t a c i

L (x )  S <ł>/W [u1 ( x ) ] t ^ w (x )  ( 2 . 2 1 )

gdzie j e s t  tensorowę fu n k c ję ,  k t ó r e j  argumen­

tami 9ę fu n k c je  pola c z ę s te k  naszego układu. O cz y w iśc ie ,ż e  

ich  i l o ś ć  oraz geometryczna s t r u k tu r a  z a le ż ę  od rodzaju  

tych c z ę s t e k .  Mówięc in a c z e j ,  ograniczamy s i ę  w n i n i e j ­

s z e j  pracy do k la sy  lagrangianów , d a ję cy ch  s i ę  z a p is a ć  w 

p o s ta c i  ( 2 . 2 l ) .

2 ( 2 . 2 l )  wynika, że

eupp, L (x k) 9upp, ( 2 . 2 2 )

Rozpatrzmy te r a z  przypadek oddziaływ ania z lokalizow anego 

w o b sz a rz e .0 .  2 ° * *  2 ( 2 . 1 5 )  i  z ( 2 . 1 8 )  wynika wówczas, ż e :

S ( H 2 t o t ) « S ( £ l 2 ) = |d + j^  ^ x 2^dt x 2 " | № lW ^ dt x l^ ]

2 JL ^ 1  ( 2 . 2 3 )

0 0

ui < xk>’ V  <x k> i  ©Ćin t
■



Z ( 2 . 2 3 ) ,  ( 2 . 2 2 ) ,  ( 2 . 9 ) ,  ( 2 . 8 )  i  ( 2 . 6 )  w y n i k a j  że*

) » 1+ ^ s J u ^ J . t ^ ^ j d . O g O b *

& 2(x)

f l

f r  , % A 2) 1 tot
J0f l [ “l< x >- *t o t

2(x)

* W *  x^ y ( 2- 24)
£ 1 *2 (y)

gdzie  d ^ g * 0 ^ * )  1 d-Q̂ 0 t (y )  miarami całkowania ( 2 .1 9 )  

po c z t e r o o b s z a r a c h jQ * o t (x )  i £ l  20 t (y ) .

Dokonujęc t e r a z  pierwszego p r z e j ś c i a  asymptotycznego z (2 .1 7 )  

( 4 %  m«  i Q 1% mW )  oraz  majgc na w z g lę d z ie ,ź e £ l2 » ^ £ I1# 

łatwo d o s t r z e c ,  że ( 2 . 2 4 )  można z a p is a ć  w p o s t a c i :

s<Q *o t ; M
p t  i .

2  [

1+ j s
n t o t
Ą ( X )

i I

4 ) . t ^ ) t 0 t (? .x 4 )]dQ |0 t (x) +

X S l | 4 X ‘ X4 ) * $ ) t 0 t ( ? ' X4 )] X d a 20 t ( V) dC2 ° t ( x ) ] y i x  ł

+ ^ 0 t ( x ) Q | ^ ) S l [ lll ^ ' ,:̂ ) t 0 t ( x . x 4 ) ] x

x s J Ul( y .y 4 ) . # > t 0 t ( y .y 4 )]  dn | o t ( v ) ]  x £ y

________________________ _  ( 2 .2 5 )

* /  Z ( 2 . 1 0 )  i  z ( 2 . 2 2 )  wynika bowiem, ż e :

] s i ( x 1 ) d* X l t l ) ( x ) ] d i l * o t (x )  (2 .2 3 ')

£I^0 t (x )  27



Sl [ Ui< y 'V 4 > $ )t0 ‘ (y 'y 4>])x

x d . f t 'o t ( x )  d f l ‘ o t (y )  ( 2 . 2 6 )

gdzie T j e s t  symbolem iloczyn u  ch ro n o lo g icz n eg o .

Rozpatrzmy te r a z  przypadek, gdy oddziaływ anie j e s t  z l o k a l i ­

zowane w obszarze  X I 3 t o t .  Wówczas z ( 2 . 6 ) ,  ( 2 . 1 5 )  i  z ( 2 . 1 8 )  

wynika, że

S ( n ! o t ) =  (1+ f S . ( 3 ) d f l , ) ( l *  j  s , ( 2 ) d £ 2 ) ( l + f s . ( l ) d X l , ) .  (2.27) 
3 %  1 3 -££ 1  2  H ,  1  1

g d z ie :

S

i l 3 - t

l^ k) “  s l [ ui^xk^‘ ^u 5^x i| *

oznaczmy d a le j

s ± ( k ,n )  U  s 1[ u i (x k ) , t ( ; ) tcg)t] ,

k a 1 , 2 , 3 . . .

k « 1 , 2 . . .  n

(2.28)

(2.28')

Z ( 2 . 2 7 )  otrzymujemy:

3 J Jl ł 1? 1 ^ 8l ( l ) d a 1+ l  Bl l3 )dfl3 fl2Sl<2)d^ 2 ła 1Sl(l)dillJ>

+ 1 S1 ( 2 ) d i l 2 [  S1 ( l ) d i l 1+ J  S ^ J d ^ J  S1 ( 2 ) d H 2 I s ^ l )  dfl^
*^ 1 S L SU ' S I ,



l  L s/ i ) a a  i = * №* & > ]  
1 (Xjl)

t o t /  \df
d H ' o t ( X l )

ą t  1  s, ( i , 3)dfl‘ o t( !!j)

1 podobnie
( 2 . 2 9 )

1  a 2 ( x J

t o t
M if S 1 ( 2 ,2 ) d I L ( x  )

2 (x2 ) (2 .3 0 )

/ ( 2 . 2 9 )  i  ( 2 . 3 0 )  wynika z ( 2 . 2 8 ) ,  ( 2 . 8 )  i  z ( 2 . 9 ) /  

z ( 2 . 2 3 )  wynika d a l e j ,  ż e :

|  s 1 ( 2 ) d A 2 f s 1 ( i ) d X I 1= J S l ( 2 ) d a ' o t (x 2 ) f  S ł ( l ) d f l ^ J 1 )
XI - f t l , a 2 (x 2 ) ^ 2 ° ^ )  ( 2 . 3 1 )

o raz  że ó

f i  1 S . U J d U , -  r f  f S1 ( l ) d f l . j 0 t (x ,  
1=1 « i  J J , . ,  11 l - l ^ t o t (Xi)

( 2 .3 2 )

Pod 9taw ia jgc ( 2 . 2 9 )  -  ( 2 . 3 2 )  do ( 2 , 2 7 * )  otrzymujemy po pro3 

tym p r z e k s z ta łc e n iu

SC£U0 t ) = l + J  S (l ,3 )d a *ot(x >  fs  ( 3) dli +[ S1(2)d .a|/*)

■ 0 5 ! i )  «><«>> ^

{  S.(l) d X U ot(x , ) *  f i  I  S ( l ) d i l * o t (x 1 ) 
t o t 1 z 1 1=1 n  t o t 1 4 1



f f _ t o t  f t o t
i  S ( 3 ) d £ l *  J S ( 2 ) d & , ( x , ) . J  S1 ( l .3 ) d H 3 (x1) (2 .34)

* » < « .>  f l J S p  a j y S

1 1 s ,( D  dQ40 [{j>>
O t o t  * 2 1  O t o t  1 ■ 3 2

2 (XjL) **3  (x2 )
(2,35)

Podstaw iając ( 2 .3 4 )  i  ( 2 .3 5 )  do (2 .3 3 )  1 dokonując p rz e jść  

w (1 ) ,  z ( 2 . 1 7 )/ otrzymujemyt

“ S(Ł>

.  4 , i I J T*

n J W y ®  T]dâ k)
I m  L r  J J k,

(2 ,3 6 )

Uogólniając powyższą procedurę na przypadek rozp rzestrzen ia­

nia e lę  oddziaływania w obszarze S i n*0 t  otrzymujemy drogę 

identycznego postępowaniat

» e O -‘* X  h T
" (Xl) (2 .3 7 )

Dokonując te ra z  pełnego p rz e jśc ia  asymptotycznego (2 ,1 7 )

1 k orzystajęc z ( 2 .1 9 )  1 (2 .2 0 )  otrzymujemy:

s -  1+ 11» £  ł r T* ,n  .f L|ui ( * i ) * tiJo(xi ) ldt xi n»o*k«l Kl 1-1 x0 L 1 1 r *  ■L-J T 1



c z y li  po rozpisaniu otrzymujemy o sta teczn ie  postać macierzy 

S w p o sta ci nieskończonego szeregu funkcyjnego!

Zauważmy, że ową postać przedstawienia macierzy S w p ostaci 

powyższego szeregu otrzymaliśmy nie na drodze rozumowań per­

turbacyjnych le cz  jako konsekwencję "ch ro n o lo g lzacji” obsza­

rów rozp rzestrzen ian ia  s ię  oddziaływań.

kfeide z całek  występujących w (2 .3 8 * )  i  (2 .3 8 * * )  brana je s t  

w granicach Z -00#*00/#  tym niemniej isto tn y  wkład daje c a ł­

kowanie tylko na obszarze który nazwiemy obszarem sfek-

tywnego oddziaływania. Gest to czteroob ezar, w którym cz ą st­

ki wchodzące w skład opisywanego przez naszą te o rię  układu 

oddziałują ze sobą w sposób doświadczalnie zauważalny (por. 

rozd ział I I I ) .  Rozmiary (zarówno przestrzenne jak 1 rozmiar 

czasowy) JGL 0 f są małe w porównaniu z rozmiarami obszaru wy­

pełnionego źródłami zewnętrznego dla obszaru XX  ̂ słabego 

pola graw itacyjnego. Te w łasności pola grawitacyjnego ozna­

c z a ją , że (makroskopowe) jego źródła rozmieszczone są na 

zewnątrz obszaru SL  1 to daleko od p ow ierzch n i", która



odgranicza obszar &-e f  od reezty  p rzestrzen i M ^ .  Nie po* 

pełnimy zatem dużego błędu zaniedbujęc zmiany sk alara  krzy­

wizny R (x) tego pola wewnętrz obszaru XI e f  W obszarze tym 

potencjały  graw itacyjne ( 2 . l )  muszę więc sp ełn iać jednorod­

ne równania Einsteina« a ponieważ sk alar krzywizny R (x) •

■  const /  0 , przeto (vide np. 7 ) równania te  muszę za­

w ierać e ta łę  kosmologicznęjL  • Maję więc one p ostaćt

x e i i
R (x)«const jt0  , ( 2 ,3 9 )

ef
df ĄyR ^ v ( x ) J e8t tonaorem R iccieg o . R -  R (x) ■  g^y(x)R ( x ) .  

Mnożęc stronami ( 2 .3 3 )  przez 9^ y (x )  i  eumujęc otrzymujemy« 

ż e ji . ■  ^ R ,  c z y li  że równania E in stein a przyjmuję p ostaćt

k  R„ | ( * )  -  R( * )  *  0  U .4 0 )

Warto w tym miejscu zw rócić uwagę na naotępujęcy aspekt dys- 

kutowanej t e o r i i .  Ootęd operowaliśmy wszędzie dowolnymi byle 

regularnymi d ostateczn ie  szybko znikajęcymi w nieskończonoś­

c i  i  symetrycznymi funkcjami próbnymi t ^ ^ ) .  P rzy jęcie  rów­

nań ( 2 .3 9 )  czy też« co na jedno wychodzi« ( 2 .4 0 )  oznacza.że  

zawężamy w czteroobszarze >fXef dopuszczalny klasę tensoro­

wych funkcji próbnych na pewnę podprzestrzeń p rzestrzen i  

S10(M rozp iętę przez rozwięzania tych równań. Z punktu 

widzenia t e o r i i  funkcji uogólnionych każde zwężenie prze­

s trz e n i funkcji próbnych automatycznie zwiększa zapas e le ­

mentów w p rzestrzen i dualnej« którę J e s t  w łaśnie przestrzeń



funkcji uogólnionych. A zate«  p rzy jęcia  równań (2 .4 0 )  dla 

c z y li  (w obszarzejQ te f ) dla próbnych funkcji 

oznacza rozazarzanla klasy możliwych lagrangianów oddziały* 

wanla o tak la  lagranglany, która zaw laraję w sobie lokalna 

wyrazy znlkajęca przy testowaniu ich  funkcjaal Nie-

tryw lalnoóć ta k ie j procedury wyraźnie przejawia s ię  w tych 

przypadkach, w których trad ycyjn yal aetodaml nie można skon­

struować kwantowej t e o r i i  p ola. Po raz pierwazy na tan punkt 

zw rócił uwagę S ł  a w n o w (^197) w pracy ukazujęcej spo­

sób usunięcia trudności konstrukcji awobodnago pola e lek tro -  

aagnetycznego opisanego przy pomocy potencjału  wektorowego.



Dobór konkretnej postaci 
tensorowych funkcji próbnych 

i wyliczenie ich transformat Fouriera 
w układzie własnym kwazicząstek

Sak Ju t wspomnieliśmy, asymptotyczna p rz e jśc ie  graniczne  

w naszej t e o r i i  macierzy S powinno być ta k ie , aby nośnik po­

la  tensorowych funkcji próbnych przez nas iużywanychil nto t  

ro zszerzał s ię  na ca łą  czasoprzestrzeń  Mlnkowskiego 1 by 

t ^ j ) t o t ( x ) przechodziło w pole tensorowe t ^ M  o następu­

jących (wymieńmy Je Jeszcze raz) w łasnościacht

1 /  Pole t ^ ( x )  J e s t  ciągłym , symetrycznym, polem tensoro­

wymi

2 /  W obszarze i"LQf (efektywnego oddziaływania cząstek  ze 

sobą) pole to ma mieć związek jz polem jj^ ( x ) c z y li  ze 

słabym, klasycznym, o s ta ł e j  niezerowej krzywiżnie po­

lem grawitacyjnym, wytworzonym przez c ia ła  leżące  "da­

leko” poza obszarem .fi. e f .  Pole to J e s t  osadzone na 

M<4 > Jako na t l e .

3 /  Pole rozpatrywane w pewnym, szczególnie dogod­

nym, o którym będzie mowa n iż e j, układzie odniesienia



ma zmierzać w nieskończoności do zera szybciej niż od­

wrotność dowolnego wielomianu (od współrzędnych punktochwil) 

dowolnego byle skończonego stop n ia .

Aby zadośćuczynić żędaniu ( 2 ) zajmiemy s ię  teraz  bada­

niem ppla graw itacyjnego w ob szarzeX L 0f  3ak wiadomo, po­

te n c ja ły  graw itacyjne tworzę symetryczne pole tensorowe 

g ^ ( x )  o k reśla jęce  z jednej stron y metrykę czasop rzestrze­

n i , z drugiej zaś -  zwięzane ze swymi źródłami (c z y li  z ma­

sami w szystkich c i a ł  wytwarzajęcych to pole) równaniami Ein­

s te in a .

j®»t tensorem krzywizny Riem anna-Christoffela cza-

k ^x ;  j e s t  S K aiaren  Krzywizny o wymiarze» ^  rt_ /*  1 ■ ~
długość

j e s t  to  symetryczne pole tensorowe opisujęce roz­

kład mas będęcych źródłem pola graw itacyjnego.

6 Q j e s t  to  s ta ła  graw itacyjn a, c z y li  w języku te o r i i  pola 

s ta ła  sprzężenia oddziaływań graw itacyjnych. Oej wartość 

liczbowa (mierzona np. w układzie jednostek S .Z .)  je s t  o 

w iele mniejsza od (mierzonych oczyw iście w tym samym ukła­

dzie jednostek P . J . )  w artości sta ły ch  sprzężenia pozosta­

łych trzech  typów oddziaływań, co było i  je s t  głównę przy­

czynę nieuwzględniania oddziaływań grawitacyjnych przy ba­

-  ^ 9 ^  R (x) -  2G0T ^ ( x )  (3 .1 )

gdzie



daniu oddziaływań elektromagnetycznych, ełabych a tym bar» 

dziej 1 siln y ch . Chcęc obecnie uwzględnić wpływ g ra w ita cji  

1 majęc na względzie fa k t, że pole graw itacyjne oddziałuJę- 

ca na częstk l je s t  s łab e , będziemy s ię  s t a r a l i  tak je  opi­

s a ć , aby wszystkie (tak  skalarne jak 1 tensorowe) wyraże­

nia zwlęzane z tym polem były jednakowego 1 możliwie małego 

(a le  niezerowego) rzędu w ielkości względem G0 . Oczywiście 

formalne p rz y ję c ie , iż  Gqb O oznaczać będzie, że zaniedbu­

jemy wszelkie efekty graw itacyjn e. Wówczas z równań ( 3 .1 )  

po obustronnym przemnożeniu Ich przez g ^ ( x )  otrzymujemy, 

iż  R (x) ■  O. Okazuje s ię  wygodne ( G u p t a  /2 0 _ 7  p o z .2 ) , 

aby tensor ^ ^ ( x )  /(v id e  2 . 1 ) /  wyrazić poprzez inny syme­

tryczny tensor ^ ^ ( x )  opisujęcy klasyczne oddziaływanie gra­

w itacyjne osadzone na M jako na t l e .  Przyjmiemy jako de­

f in ic ję  tego pola tensorowego następujęce wyrażenie:

9 , .o W  ■  r—~ k«  \\z ( 3 .3 )
V “Det 9цл>(х ) ^

P rz e jśc ia  do p łask iej czasop rzestrzen i można te ra z  dokonać 

na dwa równoważne sobie sposoby.

Д ( 4 )  R<‘ b ° < = >  Л  (4 )  V ( x ) - °  (S ’ 4 )

Obecnie dzięki podstawieniu ( 3 .3 )  w szystkie zwlęzane z po­

lem grawitacyjnym w ielkości będzie można przedstaw ić w po­

s ta c i  rozwinięć względem s ta ł e j  "k *. My zaś ograniczymy s ię  

w tych rozw inięciach tylko do członów sto jęcy ch  przy e ta łe j



"k" w pierwszej potędze, gdyż tylko te  człony będę zawiera­

ły  w sobie pierwsze potęgi potencjałów grawitacyjnych 1 ich  

częstkowych pochodnych, a takim właśnie przybliżeniem bę­

dziemy s ię  zadowalać ze względu na to , że pole grawitacyjne 

j e s t  s łab e .

I tak o b llcz a ję c  w oparciu o ( 3 .3 )  wyznacznik z pola 

tensorowego 1 odrzucajęc człony proporcjonalne do

wyższych niż pierwsza potęg e ta łe j  “k" otrzymujemy po wyko­

naniu rachunkui

Det S i / / * ) 551 -  §  M * ) (3 .5)

gdzie

y ( x )  (3 ,6 )

Wielkość ,łky(x)* j e s t  bezwymiarowa. Pakt, iż  pole graw lta- 

cyjne je e t  s ła b e , zapiszemy te ra z  w p o s ta c i:

A
x 6 MW k

V (x> « i (3 .7 )

która je s t  oczyw iście równoważnę zapisowi ( 2 . 1 ) .

W stawiajęc do wyrażenia ( 3 .3 )  wzór ( 3 .5 )  i  majęc na wzglę­

dzie ( 3 .6 )  1 ( 3 .7 )  otrzymujemy:

k[ v ( x ) " ^ ^ vtx)]  (3,e)

Porównujęc ( 3 .8 )  z ( 2 .1 )  widzimy, że :

V (x) ’  k[ v (x) • 5  7 ^ (x)]  (Ł0,)

Wyliczymy te ra z  w tym przybliżeniu tensor R iccisgo 1 sk alar



krzywizny a następnie zapiszemy równania E in stein a ( 2 .3 4 ) ,  

które nasze pole tensorowe ^ ^ ( x )  musi sp e łn ia ć , W tym celu  

zauważmy, iż  w szystkie podnoszenia i  opuszczania wskaźników 

tensorowych odbywają s ię  tylko przy pomocy tensora  

gdyż tensor ten określa metrykę p rzestrzen i c z y li  t ł a ,

na którym osadzone je s t  oddziaływanie graw itacyjne opisane 

polem tensorowym 

Tak wlęo otrzymujemy po k o lei)

r ( x ) iS ajf1*  i ^ ( x )  ( 3 . 9 )

y ( x )  -  ( * )  (3 .1 0 )

C ( .)  ^ - f r - h r ^ r T - r Y s i ' ^  » ■ “ >

L ^  mh jj(x )  “ J e s t  symbolem C h ris to ffe la  drugiego rodzaju
* ^

^ ( x ) =  I  g f o j d j G j 1/, ( x )* ^ u9 ^ ( x ) - ^ , ^ w>(x)l . ^ ( x )  »

*<V a ł
* 7  f  4 « )  < 3 .1 2 )

Posługujęc s ię  ( 3 . 8 ) otrzymujemy

9 * *  (x )  Y ^ w J  (3 .1 3 )

gdzie z k olei

y ^ ( x )  M  < 3 .M )

Wstawlajęc ( 3 .1 4 )  1 ( 3 .8 )  do (3 .1 2 )  otrzymujemy po p rz e li­

czeniu 1 odrzuceniu członów nieliniowych względem "k a



к £. Y M - k S Ć f y M + z t f j r t d f Y M  ♦

*  | Э ^ ( х ) + | 3 (0 у ^ (х ) -  y^ m J ,  у̂ х) - % /3 у° ^ ( х )

(3 .1 5 )

Podstaw iajęc zaś następnie (3 .1 5 )  do ( 3 .1 l )  1 dalej (3 .1 0 )

1 ( 3 .9 )  oraz odrzucajęc człony nieliniowe względem "k"(n  tym 

przypadku -  kwadratowe względem ”ka) po dość długich lecz  

standardowych rachunkach dochodzimy do naetępujęcych wyników:

*&>(*) ■ 2[oy^nł(x ) -  § />̂ О у М ~ ^ Ау ^ х )-З л д у  y^(x)j (3.16)

R(x) » -j j| O y (x )*  г З д Э ^ У ^ Х ^ О ^ « ^  (ЗЛ7)

Aby nadać równaniom E in stein a (2 .3 4 )  możliwie najproatezę  

postać przejdźmy wykorzyetujęc ich  niezmiennlczość względem 

tran sform acji cechowania potencjałów grawitacyjnych (genero­

wanej przez inflnitezym alnę transform ację (Tc ) współrzęd­

nych) do układu współrzędnych harmonicznych. Transformację

T współrzędnych zapiszemy w p o s ta c i: c

Xе- X  x’C* £ ’C(x )  (3 .16)

gdzie

x ć M ^
£ * (x )  «  1 , oCm 1 ,2 ,3 ,4 (3.19)

nadto (x )  muszę być ta k ie , aby A  *A\ funkcje tenso- 

rowe 9y c ( x )  były tego samego rzędu w ielkości co funkcje 

Yy" ( x ) .  Poza tym funkcje Ć (x) eą już dowolne byle klasy C2



CTokutok to j tran sform acji współrzędnych polo ^ v (x )  ulog- 

nlo naotępujęcoj zmianio:

Zu>>(x )  °  Z ^ ( x )  (x )  ( 3 . 2 0 )

0 więc po to j tran sform acji nadal pozostania ałab o. Z ( 3 .8 f) 

widać, żo dokładnie to j oaaoj tran oform acji (3 .2 0 )  zwanoJ 

transform ację cochowania potencjałów graw itacyjnych ulognio

1 polo yu^ ( x ) .  Możno, Jak wiadomo, (w o i  n b o r  g ^ 2 l7 )  

tok dobrać funkcjo o  (x )  zochowujęc ( 3 .1 9 ) ,  oby po tran s­

form acji ( 3 . 2 0 ) poten cjały  zl/^ ( x )  sp ełn ia ły  waru nok horoo- 

nicznoóci. Ma on ogólnę pootać:

( * )  * 0  ( 3 .2 1 )

o w naozym przypadku prowadzi on do naotępujęcogo zwięzku:

3^  s $ (x )  • | 3 V j £ ( x )  (3 .2 2 )

Warunok ( 3 .2 l )  Jeo t równoważny żędaniu, oby O  £ ^ ( x )  ■  0 

/v id o  co zo względu na dowolnoóć funkcji C  (x )

jo o t w naozym przybliżeniu zewozo możliwo.

Z ( 3 .8 * )  i  z ( 3 .2 l )  wynika, żo po tra n o fo rn a cji T ma m ioj-c
oco zwięzek:

3V y2  (x )  -  O (3 .2 3 )

Podotowiajęc toroz (3 .2 2 )  do (3 .1 6 )  i  ( 3 .1 7 ) ,  o naetępnio 

do równań Einotoina ( 2 .3 4 ) ,  otrzymujemy naotępujęcę pootać 

tych równań:

□ * * ( » )  -  y (x )  -  o (3 .2 4 )



Skalar krzywizny wyraża eię  te ra z  wzorem:

R(x) = -  □  y (x )  (3 .2 5 )

Oak widać z p o staci równań (3 .2 4 )  oraz z ( 3 .6 )  rozwiązaniem 

równań (3 .2 4 )  będzie każda tensorowa funkcja punktochwili 

p o staci

y ^ C * )  " 7 * ) )  (3 .2 6 )

gdzie f u n k c ja ^ (x 2 , (  A x ) )  Je s t  skalarn ą, dowolną byle regu­

larn ą funkcją swych argumentów, a AV -  dowolnym polem wek­

torowym.

W stawiając ( 3 .2 6 )  do (3 .2 5 )  otrzymujemy po łatwym p rz e li­

czeniu

^ ( x 2 . CA x )) 
<?(x2 )

♦  4x
<?( s y

i i i +

I .1. 2 < ? V ( ; 2 . , x
ó ( x 2 ) d ( A x )  ^

aiiiiiiAjdi
d ( A x ) 2

(3 .2 7 )

Aby o k re ś lić  b l i le j  postać funkcji 7  (x 2 , U  * |) ep ełn laje-  

cej powyższe równanie wykorzystamy założen ie , że ekalar 

krzywizny R (x) Je s t  e ta ły  wewnątrz obszaru.Q. Qf , lecz  róż­

ny od z e ra , oraz przyjmiemy, że funkcja ‘/ ( x 2 M x ) )  Jest  

k s z ta łtu :

- / ’ (x 2 . A x W ( x 2 )*’* / ł  (A x )%  f i x 2) P(A x )*  (3 .2 8 )

gdzie wykładniki n, a , p, t 1 w s p ó ł c z y n n i k i p o z o ­

s ta ją  do wyznaczenia.



Wstawiając (3 .2 8 )  do ( 3 .2 7 )  łatwo sprawdzamy, że przy zało ­

żeniu, lż  R ■  conet mamy Jedną z dwóch możliwości

a ) n ■  O, a ■  2 , p ■  1 , t  ■  O

b) n ■  1 , a ■  O, p ■  O, t  ■  2

tak , że f u n k c ja ^ (x 2 , (A x ) )  je e t  p o sta clt

'/ ’ [x*  (A X ) ] .  f c [ « A / 3 ( A x ) * ]  (3 .2 9 )

gdzie współczynniki oć i  p> eę do wyznaczenia, przy czym^ ^ £ 7  ■

’  W  ’  *

Wróćmy te ra z  do dokładniejszego omówienia p o jęcia  obsza­

ru efektywnego oddziaływania. Rozpatrzmy typowę dla bada­

nia rozproszeń eytuację dośwladczalnę, w k tórej mamy gene­

ra to r  (G) częstek swobodnych, ta rcz ę  (T) oraz d etek tor ( o ) ,  

rozproszonych na ta rczy  częstek , które padaję tam z gene­

ra to ra . Częstki opuszczające generator traktujem y jako "jesz­

cze swobodne", d o ciera jące  zaś do detektora jako "ju ż swo­

bodna". Zwiążmy sztywno z ta rcz ę  czterowymiarowy układ 

współrzędnych £ Q. Oznaczmy odległość geometrycznego środ­

ka generatora od środka ta rczy  przez Lg, a odległość od 

środka tarczy  (gdzie tkwi przestrzenny początek układu £  ) 

do środka detektora przez Lp. Oznaczmy p r z e z c h w i l ę ,  w 

której generator zaczyna emitować cz ą s tk i a przez chw ilę, 

w której detektor kończy je  re jestro w ać. Oczywiście Lg,Lp,

i  oę mierzone przez obserwatora nieruchomego względem 

ukłedu Poprzez obezar efektywnego oddziaływania



będziemy rozum ieli cztero o b szar, który względem tego obser­

watora ograniczony je s t  przestrzennie kulę o środku w prze­

strzennym poczętku układu o promieniu r ■  oax(Lę, Lq) ,  

a cza8 owo chwilami i  Fak t, iż  zewnętrzne pole gra­

w itacyjne w o b s z a r z e j e s t  słabe,zapiszem y taki

A
x€JC lef f

(3 .3 0 )

lub nieco inaczej

( 3 - 31>

gdzie parametr L je s t  zwięzany ze stałym w obszarze X I  e ff  

ekalarem krzywizny R następującoi

H o f
00 = (3 .3 2 )

CQ j e s t  s ta łę  bezwymiarową dodatnią.

W stawiając (3 .3 2 )  i  ( 3 .2 9 )  do ( 3 .2 7 )  otrzymujemy, że szcze­

gólną p ostacią  tensorowej funkcji (3 .2 6 )  je s t  funk­

c ja  k s z ta łtu !

(3 .3 3 )

W stawiając (3 .3 3 )  do (3 .1 4 )  oraz do (3 .1 3 )  otrzymujemy»

fle f  ______ „
(3 .3 4 )V (x )= = " ^ S * ^  ( M 2]

2  ( 3 .3 4 )  1 z (3 .3 0 )  wynika, że :

^  u  o[ g f ] (3 .3 5 )



cz y li  z dokładnościę do nieskończenie małych drugiego rzędu 

możemy napisać« że :

e ; J - M ' u ) 2]  (3 *35>)

Określimy te ra z  pole wektorowe A*  ̂ zadajęc konkretnę postać  

te j  funkcji wektorowej w układzie O znaczajęcA* == A
definiujem y:

v (x)
l l e f

P

\  Is/\J O i  .  1 .2 .3

A4 =  A5 “  ♦ 1  ( 3 j 5 * o

Postać pola wsktorowego A w dowolnym innym układzie współ­

rzędnych ^  znajdziemy sto eu jęc do (3 .3 5 )  prawo transform a­

cyjne, Oczywiście« że :

A A z * i  (3 .3 5 " )

W układzie fu nkcj ę o  v (x )  b idzie można zap isać n po-

s t a d :

V > t * >  ^ 5  -  ^ s ( A x ) 2 j -

" % d  ” p [ -  *5) } ^ 'pł ° [ ( f z ) ]  (3 .3 6 )

Możemy te ra z  w rócić do kon strukcji naszych tensorowych funk­

c j i  próbnych y > ( x ) - Zrobimy to  podajęc j a w n ę  i c h  

p o s t a ć  w układzie 5 "^ . a  mianowicie:



Postać tych funkcji w dowolnym innym układzie otrzymamy oczy­

w iście  s to su ją c  do ( 3 .3 7 )  tensorowe wzory transform acyjne. 

Nie bądzie nam to Jednakże w dalszym ciągu potrzebne, leże­

l i  oznaczymy przez -A. macierz przekształcenia Lorentza prze­

prowadzającego układ w dowolny inny układ ^  to składo­

we tensorowych funkcji próbnych w tym układzie t ^ ( x )  wy­

rażą s ię  oczyw iście wzorem:

(x ) ( 3 .3 7 .1 )

3ak widać więc tensorowe funkcje próbne określone wzorem 

(3 .3 7 )  ( i  prawem transformacyjnym funkcji tensorowych) po­

krywają s ię  w obszarze X I  0ff  z dokładnością do nieskończe­

nie małych rzędu drugiego z rozwiązaniami równań Einsteina  

dla słabego pola graw itacyjnego rozprzestrzenionego w tym­

że ob szarzeX l e f f » o s ta ł e j  nlezerowej krzywlźnie i  o źród­

łach  tkwiących poza tym obszarem. Do dalszych rozważań bę­

dzie nam potrzebna skalarna funkcja t ( x )  określona nastę­

pująco:

t ( x )  & Y *  V ( X )  - T ^ * )  (3 .3 8 )

Wyliczmy te ra z  transform aty fourierowskie funkcji t ( x )  1 

t® ( x ) .  Transformaty te  i s t n i e ją ,  gdyż (podkreślmy to wy- 

raźnie jeszcze  raz) posługujemy s ię  jako tłem oddziaływań 

graw itacyjnych płaską czasoprzestrzenią M̂ \  Transformatę 

fourierowską funkcji t ( x )  oznaczymy przez 't(ą)  a tran sfo r­

maty funkcji t ^ ( x )  przez t£^ (q ) oraz dokonamy dla udogod­
nienia rachunków podstawienia:



1 “  £  L (3 .3 9 )

wówczas* co łatwo można pokazać* na podstawie (3 ,3 9 )*  (3 ,3 3 )  

i  ( 3 ,2 5 )  pomiędzy R a i  zachodzi zwięzek

(R) -  - §  (3 .4 0 )

Symbol "q" J e s t  skrótowym oznaczeniem czterow ektora 

(czterow ektora pędu zwlęzanego z polem opisywanym przez 

funkcje t ( x ) ,  c z y li  przez tensorowe funkcje v ( x ) ) #

Mamy wlęct
+o»

* (q ) *  T 2 W 2 j 0 ' iqXt ( x ) d 4 X ( 3 . 4 1 )
-Oo

gdzie

*• ■  *q *x ♦  <ł4 x4  ( 3 . 4 2 )

Takich skrótowych oznaczeń typu (3 .4 2 )  na iloczyny skalarne  

czterowektorów będziemy odtęd s ta le  używali. Podstawiając 

(3 .4 1 )  1 (3 .4 3 )  do (3 .4 2 )  1 s to su ją c  do eksponenty wzór

Eulera dostajemyt ’
„«♦o®

<q) * ^ [ f e° 9 (' " ' q4X4)'
+«» -•  ____1 _

♦  1 J  . ln ( ? .5 r -q 4 * 4 ) .  16 * 6 * * 4 )  „

‘  j  ( x 2 ♦  x?)
• 16  4  d4  x ♦

-a>
(3 .4 3 )

I  rozpisując dalej otrzymujemy

q> | [  I j f = oa(ql x l ) eo8/ ł ( x 2 .x 3 .x 4 )

-  «In ( 9 1* 1 ) elnyj(x2 ,x 3 ,x 4)J x



х e 16 1 dxj | e x P

2 2 2 Xg+X3 "
72Г dx2dx3dV  Tara Ii T{ X

1 *  X1 \c o s f l  (x 2 »x3 #x4 ) + с о э С я ^ )  e i n ^ ( x 2 ,x 3 #x4 ) exp ------------g - )
J 16 1 I

2 2 2 X|+X3+XT
exp — - — ■ ■■ dx_ dx_ dxA

16 l 2  2  3 4
(3 .4 4 )

gdzie / 5 ( x2 ,Xj , x4  ̂ “  q„x2  + X -q , -  q^x^. Czwórka zmień- 

nych x1 ,x 2 #x3 ,x 4  oznacza tu współrzędne j e d n e j  bie- 

żęcej punktochwili. Całki wyetępujęce w (3 .4 5 )  eę elemen­

tarne (^ 2 3 _ 7 ). Po wycałkowaniu po współrzędnych przestrzen­

nych ( x1 #x2 ,x 3 ) otrzymujemy!

-2
~  162 3 - H 2q2 " t e

"  Тг1Y)i 1 e coe
L-co

Сч4хд)
-X

exp
16 V

d4  x ♦

+ 1
ko° i o '
Г ■ -x5ein(q 4 x4 ) efxp —

i  4  4  16 Г
(3 .4 5 )

dx.

Druga całka w nawiasie równa s ię  zeru . Tak więc otrzymujemy 

o sta te c z n ie !

~ (4q>'  T T if'  exp( ' 4 12&2 * q* ] }  (3 -46)

Pow tarzajęc te  eame rachunki dla transform at fourierowskich 

funkcji t ^  (x )  otrzymujemy!



V <4) J
(2Ю /2 . i

exp
{ ' lqx] v (x ) d4 x

4 3 14

X e x p {-  4  l Z(q 2 ♦  q2 )J

■ 7 W T ^ X

( 3 .4 7 )



Opis oddziaływania
bezspinowych cząstek nienaładowanych, 

tkwiących w tensorowym polu 
funkcji próbnych t 9(x)

Lagranglan oddziaływania układu bezeplnowy.ch cząstek nie­

naładowanych, tkwięcych w tensorowym polu funkcji próbnych 

*/*>(*) obierzany tak , by był on ogólnie kowarlantny 1 opi­

sywał zarówno oddziaływania cząstek ze sobą, jak również 

i  z polem (c z y li  ze słabym polem grawitacyjnym okre­

ślonym w obszarze £ l e f przez te  właónie funkcje). Oznaczmy 

przez (x )  skalarną funkcję pola neutralnych ■ ”/ x ) bez- 

epinowych częstek a przez "m" -  masę spoczynkową każdej z 

nich (zakładamy, że cząstk i te  są jednakowe). Przyjmiemy, 

dokonując w ten epoeób sp ecy fik acji modelu oddziaływania, 

że Li n t( x ) będzie sumą trzech  ogólnie kowarlantnych czło­

nów L ^ (x ) , L-2 ( x ) i  L3 (x )  tak ich , że :

1) L^(x) będzie opisywał oddziaływanie cząstek pomię­

dzy sobą wg modelu A o' / ^ ( x ) j

2 ) L2 ( x ) będzie opisywał oddziaływanie cząstek z polem 

t (x )  ( c z y li  z zewnętrznym, klasycznym polem graw ltacyj- 

nym istniejącym  wewnętrzni ef )  poprzez pochodne S ^ t ( x ) .



L2 ( x ) ~  ( 4 . 0 )

3) L3 (x )  będzie opisywał oddziaływanie częstek  z polem

typu "newtonowskiego* (graw itacyjne pole własne częstek  za­

niedbujemy), przeto 1

L j W ^ m  t ( x )  ( 4 .1 )

Lagranglany l_2 (x )  1 L3 (x )  sp ełn la ję  równania:

X l , ( x ) T L _ (x )
6  tyu^x) ■  L2 ( x  ̂ 1 V (x )  à ' Ç ÿ W  “ L3 (x )  ( 4 *2 ^

co oznacza, że sę  one^niezm iennicze względem " d y s lo k a c ji” 

w polu fu n k cji t ^ ^ x ) ,  c z y l i ,  że z a le ż ę  liniow o 1 jednorod­

nie od t ^ C x ) ,  co J e s t  konsystentne z ( 2 . 2 l )  /o p e r a to r  

Çj^â£ t ^  ^it  ^  ( x )  "  nazwiemy "operatorem  d y s lo k a c ji"  

w polu ^ ^ ( x ) / .  Aby i  lag ran gien  L ^ x )  m iał tę  sarnę w łasność 

przyjmiemy, ż e :

L1 ( x ) ~  t (x )V ?4 (x )  (4 .3 )

Całkowity lagranglan oddziaływania będzie więc miał p o stać :

Lm t ( x ) 4 | ( x )  + / 3 l 2 ( x ) JTl 3 ( x ) ( 4 .4 )

gdzie oć i  V* sę stałym i. Należy tak je  dobrać, by uzyskać 

zgodność wymiarów wszystkich składników sumy ( 4 .4 ) ,  przy 

czym należy zauważyć, że s ta łe  1 V winny z dokładnościę 

do współczynnika równać s ię  s ta ł e j  "k" p ełn ięcej ro lę  s ta ­

łe j  sprzężenia oddziaływać graw itacyjnych (przypominamy, żs



k »V2G0 , G0  -  s ta ła  g raw itacyjn a). Z tę  sarnę dokładnośclę 

do współczynnika s t a ł a w i n n a  s ię  równać s ta łs j  sprzężenia 

oddziaływania wzajemnego częstek opisanych funkcję ( x ) .

Zauważmy, iż  kładęc (form alnie) l-* © ° (R ->0) otrzymujemy.

masa cz ę s tk i zmierza do zera o w iele szybciej niż człon po- 

z o s te ły , co j e s t  zrozum iałe, gdyż wyłęczanle graw itacji w 

pierwszej k olejności doprowadza do znikania wpływu masy czę- 

etek na ich  stan  fizyczn y.

Ograniczymy s ię  w dalszych rozważaniach do zbadania struk­

tury operatora S2i n t , co m ieści s ię  w granicach standardu ra­

chunkowego przyjętego w w iększości prac poświęconych kwanto­

wej t e o r i i  pola.

Z (2 .1 4 )  1 z ( 2 .2 7 )  wynika, że S2ln t będzie miało postaci



gdzie L^n t( x ) J e s t  określona wzorem ( 4 .4 ) .  Czaaopodobny wek­

to r  A j e s t  wprowadzony dla ukowarlańtnlenla argumentów funk­

c j i  *0^ H eav isid e 's . Z ( 4 .4 )  1 ( 4 .5 )  widać wyraźnienie S2* nt 

Je a t akalarem. Dalsze rachunki będziemy przeprowadzać w u- 

e t a l o n y o  układzie

Tak Jak e lę  postępuje w kwantowej t e o r i i  pola należy prze- 

transformować wszystkie e to ję ce  pod całkami w ( 4 .5 )  funkcje 

bleżęcych czteropunktów 1 x2  da' p rzestrzen i pędów (wiemy, 

że da e lę  to zrobić zwykłymi transform acjam i F o u rie ra ) . Na­

stępnie musimy zastosować twierdzenie Wicka do Iloczynów 

lagrangianów etojęcych  w ( 4 .5 )  pod symbolami iloczynu nor­

malnego. Postępowanie nasze różni s ię  od standardowej pro­

cedury stosowanej w kwantowej t e o r i i  pola tylko tym, że 

przechodzimy do p rzestrzen i pędów także 1 z ukowarlantniony- 

mi funkcjami H eaviside*a (vide ^ l6 _ 7 )#  dzięki czemu sto su je ­

my twierdzenie Wicka tylko w odniesieniu do iloczynów funk­

c j i  Lagrange*a, z których każda z osobna J e s t  Już zapisana  

w p o staci iloczynu normalnego odpowiednich funkcji pola  

/ - f t x )  i  d ^ - f  ( x ) / .

W wyniku przeprowadzenia omówionych powyżej o p e rs c jl  o - 

trzymujemy, że S2in t wyraża elę  w p o staci sumy członów typu:

f I  f  f ^k j J .« .  k^ Pj . . .  P(e|k1 #. .k ^ ,p i . . .p ^ ) T ^ ( k ^ ) . . .* ^ ( p ^ )  x

x d \ ± . . .  d4 p1 ( 4 .6 )

Każdy ta k i człon opisuje proces fizyczny reprezentowany przez 

odpowiedni diagram Feynmana. Diagram ta k i ma następujęcę o­



gólną konstrukcję (ry s*  Z)t w skład jogo wchodzę dwa wierz­

chołki (W  ̂ 1 Wg), które 8 ę połączone 8+1 liniam i wewnętrz­

nymi* Spośród tych l i n i i  s l i n i i  odpowiada kontrakcjom (wy­

stępującym w te j  samej i l o ś c i ,  tzn . "e " )  2 s transform at fou­

rierow skich funkcji p ola. Transformaty tych funkcji nie wy- 

stęp uję więc w funkcji podcałkowej ca łk i (4 .6 )*  O statnia zaś  

l in ia  wewnętrzna diagramu Feynmana odpowiada transform acie  

fourierow skiej funkcji H eaviside's ( c z y li  czteropędowi A J  

kw azicząstki)* Do każdego wierzchołka diagramu wchodzi al "  

l i n i i  zewnętrznych wychodzących poza obszar diagramu odpo-

władających cząstkom opisanym przez funkcje 'Z ( k ^ ) . . .  T (k^)
*15w odniesieniu do w ierzchołka a przez funkcje t  ( p ^ ) . . ."f (p̂ ) 

w odniesieniu do wierzchołka Wg. Nadto do każdego z wierzchoł­

ków diagramu dociera jeszcze  jedna l in ia  zewnętrzna (tz n . nie 

łącząca  obu wierzchołków), a le  nie wychodząca poza obszar dia­

gramu a zakończona w tym obszarze malutkim zamkniętym obsza- 

rem. Linia ta  odpowiada transform acie Fouriera funkcji V qi} 

w odniesieniu do wierzchołka Ŵ  1 funkcji t^ ^ q g )  w odniesie­

niu do wierzchołka Wg. Linie te  reprezentują g raficzn ie  od­

działywanie pola graw itacyjnego z cząstkami w wierzchołkach 

Ŵ  1 Wg* Linie wewnętrzne skierowujemy tak , by wychodziły z 

w ierzchołka o numerze mniejszym a kończyły s ię  na w ierzchoł­

ku o numerze większym* Każdej funkcji wierzchołkowej wystę­

pującej w rozw inięciu Wicka członu Sgin t odpowiada zawsze suma 

dwóch diagramów różniących s ię  tylko przestawieniem wierz­

chołków*



Trudności kwantowej t e o r i i  pola wynlkaję z fak tu , że funk­

e t»  waoALezunalkowe, c z y li  funkcje F (e , mogę przyj-

mować w artości nieskończone, co uniemożliwia posługiwanie 

s ię  nimi dla w yliczenia prawdopodobieństwa z a jś c ia  procesów 

reprezentowanych g raficzn ie  przez diagramy Feynmanna odpo­

wiadaj ęce odnośnym funkcjom współczynnikowym. W funkcjach  

tych pojawiaję s ię  bowiem c a łk i z Iloczynów propagatorów 

powstałych w wyniku k on trak cji transform at fourierowskich  

funkcji pól oplsujęcych oddziałujęce ze sobę układy częs-  

tek . Propagator/ maję takę p o stać , że odnośne ca łk i z Ich  

iloczynów mogę stawać s ię  rozbieżne będż z tego powodu, że 

częstk i te  mogę mieć pęd dowolnie b lis k i nieskończoności 

(rozbieżność "u ltra f io le to w a ") , będż dowolnie b lis k i zeru 

(rozbieżność "ln fraczerw on a"). Pokażemy, że dla naszego mo­

delu oddziaływań pole funkcji próbnych t  . ( x )  obrane zgod- 

nie z ( 3 .9 )  powoduje, lż  jego transform aty Fouriera ‘/UtfW



pojaw iajęce s ię  pod całkami występującymi w funkcjach współ­

czynnikowych F ^ (s j p ^ .^ .k ^ ) czynią je  zawsze skończonymi.

Aby p rzejść  do p rzestrzen i pędów z S2 in t napiszemy po­

s ta ć  tran sform acji Fouriera dla poszczególnych funkcji tkwią­

cych w ( 4 .5 ) .  A mianowicie:

f ( x )
(2TD *1 - I

elkx V(k)d4k (4 .7 )

Od te j  pory iloczyn różniczek współrzędnych każdego cz te ro -  

wektora, np. s®̂  będziemy zapisywać w p ostaci ds(

ds =A
A ■ !

df ds* df .4d s 1 podobnie
3

n
1 . 1

ds 1 S" ds

° -^ A e c2 - x i ) - 7
1 7 . « *  (X2~Xl )

2 u  i  J j“ -  i  £ d r ( 4 .8 )

J  j e s t  skalarnym parametrem całkowania« •

W stawiając ( 4 .4 )  do (4 .5 )«  przechodząc do p rzestrzen i pę­

dów, k orzystając z ( 4 .4 ) ,  ( 4 .8 ) ,  ( 4 .7 ) ,  ( 3 .4 7 ) ,  ( 3 .4 8 ) , s to ­

su jąc  tw ierdzenie Wicka dla iloczynu normalnego oraz odrzu-
o ,

c a ją c  człony proporcjonalne do k , otrzymujemy po dość uciąż­

liwym le cz  standardowym przerachowaniu:

in t
2

+ /3 2n

f  [ 1 4 ^
X1 X2

( x2 )N(x1 ) /Ń (x2 ) n( x 1 ) l ( x 1 )

/M (x2 )N(x 1 ) +M(x 1 )N(x2 ) /  

+ n( x2 ) n( x1 ) l ( x2 ) _ / J x

x j 4 .4 d x2d Xl (4 .9 )



(4 .1 0 )

Całki po x_ 1 brane a ;  i* granicach (-< r>  + 0»)

a  u  __ Ł__
№ (2fr)’  y T ?

M(x) U  - J U -  C Ą  J  /  /  •lx (< ' łk + P > t ( q ) ? ( k ) ? ( p )  x
<2T ) p  1S q k p

x dqdkdp -  [  f J e l x ( ,’ +k+P ) ? <<<S (q )  k. P . - A k ) / ( p )  dq dk dp 
q k p **■  P

^  ( 4 . U )

N(x) & J a łx<ł t ( q )  dq f ]  f a lx k < V >^ ( k ^ )  dk<v > ( 4 .1 2 )
i  ^  1»)

znaczek (v )  numeruje cz tero w ek to ry  k^v ) .

L (x ) “  — 1L x j e l x q ’t ( q ) d q  ( 4 .1 3 )
<280 N

Całkowanie po wepółrzędnych czterowektorów przebiega w gra­

nicach (-<*>, ♦  ©<*). Wetewiajęc ( 4 . 1 l ) ,  ( 4 .1 2 ) ,  ( 4 .1 3 )  do (4 .9)

i  ca łk u ję c  po x^ i  x 2 otrzymujemy:

s2 ■ sfej7^ e {“ ^T [ ' k % • ( [ l<J(ATłqłkłp) (*tq)_
i

- Kc dqdkdp J |̂ (-Ao#+ q* ♦
<*'l l  (4 .1 4 )

♦  ł f ) t ( q 1 ) ? ( ł j )  dq1dłj)*X*^-|— |  f  j j ( - W * q + k * p ) ( t ( q ) -
1 t2k q k p

-  S " ^ 0f q )  k P^. * /(k )  * /(p ) dqdkdp J x J c (<T'+q1+2:|)^(q 1 ) x
n r t  qŁ > ;  2



f ( ł | ) d q 1d ł | ) i j *  ■ ■ Д <̂ 7 <|j |e (J(AT+q2* ł | ) t ( q 2l'?U | )cJ42<lł

lq2 ł 2

x :

[  L  $ ( . -  A r + d i+ ł J )  t ’(q 1 ) ? ( ł j )  d4 l d ł j1 + - ! ^ 2 —  x
ł i  J  36(27Г)^

[, | f i«K- i|) x J jft- *(я4)
qt  ł 2 Ч2 4\Ł1

t (q £ ) ?  ( ł j )  ? ( ł | )  dqŁ dq2 dqj d łf  d ł|  ♦ [  [ { f J
„1 rtl  _2jC ,с
q q2 q * 2

<f(AT+ q2 +q^ ♦  ł 2 ) ^ (-A T '*q 1 ♦  ł j )  t (q2 )? (q 1 ) T  (q*2 ) x

x ? ( ł | )  7 < l | )  X dq2 dqt  d q '2  d ł j  d ł | J t j

We wzorze tyn przyjęliśm y następujęce oznaczenia, którymi 

będziemy eię  posługiw ali także i  d a le j :

l j  O eśli mamy dwa c ię g i  wektorów l ^ n\  oraz
j ( l )  j (n )L2 . . .  * 2

to  i ( i )  “*  ^  u nee n * 4 j 1 ■  1 *2 . ( 4 .1 5 )
v - l

2 ) { . . . f  ф С ^ ) . . . .

O CM



gdzie je s t  dowolnę funkcję czterowektorów ł ^ 1 ^ . . . 1 ^ ° ^ ,

natomiast f  ( ł ^ v )̂ je e t  fourierowską transform atę funkcji

~f  ( x ) .

Po przecałkowaniu po parametrze i  uwzględnieniu tego« 

że A ■  O a A 4  ■  1 (przypominamy« że układ ^  Q, którym
.y

aię posługujemy; je s t  układem własnym czterow ektora A ) otrzy­

mujemy!

s2nt ■ ( J  f H-̂ )- <-k-P) *
Lk p

2

,XltU PAi dkdP x J  t ( - ł c )d łc )Ji ♦  5< fe y -p  X
ł c

k . [ J  [  t  ( - ł j )  ' t ( - ł | ) / ( l j )  f  U §> d ł j  d ł| l
‘•Ł? ŁS J

2 ( 2TT> ^ 1  L.  . c *C

: ł

ł p  x

q ł j  *

dq d ł j  d ł|l (4 .1 6 )

Stoeujęc te raz  twierdzenie Wicka do wszystkich wyrażeń uję­

tych w nawiasach kwadratowych otrzymujemy po dość żmudnych 

rachunkach:

S2
in t ^  ° k A l  ^  °  ■ "  1 \) A +  — i

2 1 (2 f i ) /l 4 (210
)B ( 4 .1 7 )



* -  * i l  A -
Val k ^  ł®3 j

*  d k W  d ^ 3 ) ł 2( 1 , | 3 , 4 ) f F A( 2ł ł« a ) )
(odi* <<2) -c  

*2
x / ( ł ® 2 ) )dł'I* ( 4 .1 8 )

df •> c
 ̂^  , oC. ) -  czterop ęd  o wskaźniku tró jin d ek eo -  

1 2  3
wyn

-  czterop ęd  o wskaźniku dwulndeksowyml?~s  ^( 2 )

df ( l . 8 j ? . 4 )  ( I , 2 j 3 , 4 )  f  r  e ,

,  <  , J J B< <3>' <3>)X
jC pC
ł (3 )  £ (3 )

* ? < ł (3 )  ^ < £ ( 3 ) ) d ł(3 )  d£ (3 )  +

( 1 .2 .3 .4 )  ( l . 2 .3 .4 )

* ( ^ 2) c / \ ^ >  j  I  B ** ł ( 2 ) , ? ( 2 )

_ ł (2)E(2)

M 2 ) ) 7 ( £ ( 2 ) l d ł( 2 ) d-p( 2 ) ♦

^ 3 . 4 )  u . 2  3 .4 ) |  J  Fq( 3 i ł ^ )< p ( / ^ Ą

^  P<Ą>

■ ftp «*))»  d i ^ >  d p ^ )  .  Fe ( 4 , )

Ul

( 4 .1 9 )

i G9



(4 .1 9 *)
(«£ ## «C )

Używamy tu oznaczeń (4 .1 5 )  i  ( 4 .1 5 * ) .  Symbol ^ i>  8
( y * . . * vp)

oznacza sumę ro zclęg n lętę  na wszystkie możliwe sposoby wy­

boru z ciągu 8 licz b  o £  jogo podciągu złożonego z p

liczb  v1# . . V p ( l ś p ó s ) .  Od tego m iejsca począwszy wprowa­

dzimy dla skrócenia zapisu dalszych wzorów następujące ozna­

czen ie; 1® =« 1 ^ )  , gdzie wektory l ^ v  ̂ są wektorami
in t na-n ie objętymi aktualnie kontrakcją. Tak w ięc mamy d is  

stępujące typy funkcji współczynnikowych FA( l j  k, ł ®^3 p ,

FA(2 ł ł ° ( 2 ) ) *  FB( l » ł* ( 3 ) £ ( 3 ) ) '  FB(2* ł ( 2 ) p! ( 2 ) ) *  FB<3 *k*P><
FB( 4 j ) .  W oznaczeniach tych indeks s to ją cy  w-nawiasie przed

średnikiem oznacza i lo ś ć  k on trak cji występujących w diagra­

mie Feynmanna, który odpowiada te j  fu n k cji. Ponieważ polo 

graw itacyjne traktujemy jako klasyczne, przeto transform a­

ty  fourierowskie t * ^ ( q )  kontrakcjom nie podlegaję.Kontra- 

k e je  zaś (n ie  chronologiczne!) transform at * / (k ) maję dob­

rze znaną p ostać;

'f (k) i  (p ) ■  cT(kfP) O- (p4 ) cf(p2-ra2 ) (4 .2 0 )
r 1

gdzie przez p i k  oznaczyliśmy czteropędy będące argumenta- 

ml funkcji - f  podlegających k o n trak cji. W oparciu o wzory

( 4 .1 6 ) ,  ( 4 .1 7 ) ,  ( 4 .1 8 ) ,  ( 3 .4 1 ) ,  ( 3 .4 2 )  oraz ( 4 .2 0 )  potra­

fimy e x p lic i te  wypisać postać wszystkich funkcji współczyn­
nikowych. Rachunek je s t  uciążliw y le cz  standardowy. Przea-



nalizujemy konstrukcjo poszczególnych tych funkcji 1 wykaże­

my, że wszystkie sę ograniczone.

Po wykonaniu standardowych przekształceń otrzymujemy:

i-41*
x ®

pA<1 »k( 3 )* 1 (3 )> *  - 7 = = =  x
_  _  _ P 1 P ♦  »

#- 4 1 2 [(k -p )2 ♦  (k4  -'{'p2 ♦  m2) 2]

k » ł d3p

df ( 4 l j
\IW k/ s "

a po dalszych przek ształcen iach :

.2

(3 )7 ł

(4 .2 1 )

(4 .2 2 )

PA( i i  K( 3 ) ł ( 3 j ) *  * 5  C1!  ♦  5  K*3 j .  i 2 - - 2 ( k* 3 ) ) 4  I 3 )

(4 .2 3 )
przy czym

- e i 2 £ ( f )
1 SiTslf

1 b

h  tf.J d3j

________ d3- ,  1 Si
2— 2  p '  2p + m f s

- 8 l2 £ ^ )
d3 p.

7  i? 2 *  » 2 (4 .2 4 )

gdzie

2p2 ♦  "p • AL + \fj£2 + m2 (4 .2 5 )

a. df i.® w'®
AL “  Ł ( 3 )  ■  K( 3 ) (4 .2 6 )

Przechodząc do współrzędnych sferycznych zgodnie z tran sfo r­

mację:



(4 .2 7 )

■  r  ein O co 8 *f r  & (O# ♦  ©»)

p2  ■  r  sin  a  sin  ^  0 6  ( 0 # 1T )

Pj ■  r  008 & •/6'(0#2fl')

otrzymujemy

V 211 o° 9
r f .  f r 28in09*81I ,  -  dO- d-f d r ,r . e l , ( 4 .2 8 )

1 J  J J  \ I 2  2O V r ♦  mo o

I 2 Je s t  wektorem o współrzędnych«

f f" 7  t o o r f d0. „ / d ri

i  i  i  isTs

o o o
H f
o o

1T 2 u <*
I f  f  r  sin  2 0  e

J J

\l r 2  ♦

- 8 X2  f (r.~f.& )
(4 .2 9 )

d®d*f dr

o o o

gdzie

f ( r / f #0 ) 2 r2* rCsinO» cos (A L )^  s in O sin  'f (Al ) 2 ♦

+ cos 0 ( A L ) 3 ) ♦  \/r2 ♦  m2  ( A l ) 4  ( 4 .3 0 )

17 e>

I 3 "  I  j  f  ^  8 in 0 ' e " 8 1 2  f d O d f d r  (4 .3 1 )



Nie chodzi nam te ra z  o efektywne w yliczenie tych całek /do­

kładniejsza analiza typowych całek występujących w (4 .2 8 )  -  

( 4 .3 l )  Je s t  przeprowadzona w Aneksie, le cz  o wykazanie, że 

89  one wszystkie skończone. Tym eamym zaś wykazalibyśmy o- 

graniczoność funkcji współczynnikowej FA( l j  K\z)* * ( 3 ))*  

Zauważmy w tym ce lu , że całkowanie po kątach O- i ' f  nie mo­

że dać nieskończonego przyczynku (Aneks). Wystarczy więc 

rozpatrzyć całkę I  k s z ta łtu :

j  df |  r ne""C r2+ /1 r+W r2« 2

( r 2+ m2 )^
dr (4 .3 2 )

gdzie

^  n ^  2 , s * 0  lub s ■  1 (4 .3 3 )

Współczynniki y1 nie zależę od " r " .  fh i  ^  mogę być

dodatnie, jak 1 ujemne. Oznaczmy funkcję podcałkową z (4.32) 

przez F ( r ) .  Z (4 .3 2 )  1 (4 .3 3 )  wynika, że ma ona następujące

w łasności:

1) 0 < F ( r ) < o °  , dziedziną funkcji
r ś R *

wiem R

F (r )  Je s t  bo-

2 ) lim F (r )  ■  0
r -* 0

3) lim F (r )  ■  0 przy czym F (r )  maleje wówczas do zera
r-»9>

eksponencjonalnie ( 4 . 3 4 )

a zatem I < ®  .



Ponieważ zaś zależność od " r "  funkcji podcałkowych w c a ł -  

kach 1^, I 2# I 3 Je s t  typu (4 .3 2 )«  przeto wezyatkle te  c a ł­

ki eę ograniczona a tyo samym 1 funkcja współczynnikowa 

Fa/ 1 j K®3 ^# ł®3 j )  je s t  też  ograniczona.

Przejdźmy te raz  do wykazania ograniczoności funkcji FA/2 |  

Ł®2 j . Z ( 4 .1 6 ) .  ( 4 .1 7 ) ,  ( 4 .1 8 ) ,  ( 3 .4 1 ) ,  (3 .4 2 )  i  z ( 4 .2 0 )  

otrzymujemy po p rzeliczen iach ;

Fa( 2 ,  ł |2 )) .  a2 I  f  £ - * 2 [(& P > 2*(k 4*P4>!| (1* i  7 ^  x

x (k jP ^ ♦  k j )1  f  I  a-4 1  [ k'*'P+Ł ( 2 W ł ( kxłp 4'f ^Ł( 2 )^ 4 )^ x 
J  k p

x £ ( k * k #) <S(p+pf ) ©(k^) & (p^) <f(k*2 -« ? )  «J(p2-m2 )dk*dp* x

x dpdk ( 4 .3 5 )

Wykonujęc całkowanie po p * ,k * , p4  1 k^ otrzymujemy po typo­

wych p rzek szta łcen iach ;'

Fi ( 2 , Ł(2 ) )  ■  4  i  f  a- 41^ 3(P >a)ł  f ( P ‘ , , Ł ? 2 ) ) ^ x
P «

\l ’*’2 2  \/-*-2 2V p ♦  m V a ♦  m

1 i  tf+2 2\f*2 2- ^ p • e ♦  ^ yp +m V s +m d3?  d3r ( 4 .3 6 )

gdzie:

g (p ,s )  m  -8 1 2m2 81* £p2Vs2+fT . T  +)l'p2+m2 \f ■̂2+m2 ( 4 .3 7 )



f ( P ,8 , ł ( 2 ) ) ” - 4 l 2 | f(2 f  (Ł( 2 ) £ + 2n,2+ 2 p2+2 8 2 +2f . t ^ 2) ♦

♦  2 S2  • Ł ( 2 ) + \f^ +n|2# ^ ® 2  + ®2  +(ł ( 2 ) ) S ^ 2 * “ 2 + V8 2+m2)j
(4 .3 8 )

W celu  wykazanie ograniczoności funkcji FA(2| Ł®2 p  wygod­

niej będzie zap l8ać ję  nieco in aczejt

2 -8 1 2 [(Ł 1

V 2 » Ł ( 2 ) >  “ I  «

» [ l ł -  * T 2

gdzie r _ 2 ..
i  Ś S j

, - 8 1 Z»(i

1  i i i 2  ♦L »  T

■ ......... W  I ( ? ,Ł ?( 2)' d3.~

(4 .3 9 )

(4 .4 0 )

_  df f e -8l 2" ( ^ Ł(2 ) )  ~  f ? . . - 8l2|<(P.? »Ł(g )) d3 J d3r
2 -i. \/-»2 . _2 J 2 2 Jp ♦  O (4 .4 1 )~£ V "e2  ♦  o

I 3  £  j . - 8 l 2" ^ * Ł ( 2 ) > [ L - 8 l 2 k(^ ? *Ł (2 )  d3? ] d 3?  (4 .4 2 )

I f f  L® <Ldf f ®"8 l2 k (P * ^ , Ł ( 2 ) ) d3^
■ ' - v a > - i  0 7 7  ’

(4 .4 3 )

w (?# Ł8 2 j ) «  2*s2  Ł®2 j * m*  (4 *4 4 )
■ **2 . _2

k(?*®*lł-®2 ^ ) «  2 p2+ ^ . ( 2 r ♦  ł ( 2 ) ) + ^*P2 * " 2  x 

x (\/? 2 ♦  . 2 * ( Ł ( 2 ) ) 4 )
(4 .4 5 )



Wstawmy (4 .4 5 )  do ( 4 .4 3 ) .  Po prostych p rzekształceniach  

funkcji podcałkowej i  odpowiednim je j  zmajoryzowaniu o trzy­

mujemy nestępujęcę nierówności

8 \2
I ( ? ' ł ( 2 p < r 9 4 l 2 ? 2 / » ' 1 6 l2 (?+ t )Z *

7
-  8 l‘ J V -ł (2 ) * f p 2 *  b2 U ( 2 ) ) 4] j 3 t  d p (4 .4 6 )x e l r  " I Z J  1 r ~ ^ ( 2 )

Ponieważ Jedyny człon funkcji podcałkowej zależny od zmień- 

nego wektora a , tkwi Jako argument e ta le  ujemnego wykład­

nika ek8 ponentyt przeto supremum ca łk i tkwięcej po prawej 

stro n ie  nierówności ( 4 .4 6 ) ,  traktowanej Jako funkcja wekto- 

ra a , Je s t  ograniczone. Oznaczmy

f ( e ) df j .
-1 6 ]*[?♦ !t j 2 - e Ą u J 2 ) 3_

xe d"p

P ( 4 .4 7 )

Z ( 4 .4 0 ) ,  ( 4 .4 3 ) ,  ( 4 .4 6 ) ,  ( 4 .4 7 )  wynika te r a z , żet

r  -  lft2 +m2 ( ł j 2 ) ) 4

t
\/->2  jV s + o

Sup ^ f(e )  d3 s* 

(4 .4 8 )

Sup, f(*8 ) ■  supremum f l f s ) .  Całka m ajoryzujęca 1^ w (4 .4 8 )  

Je s t  ograniczona, co widać ze stru k tu ry  funkcji podcałkowej 

/Sup. f ( 9 ) <  o * ) .  A zatem i  całka 1^ Je s t  ograniczona. Zu­

pełnie podobnie dowodzimy ograniczoności całek i  1 ^ , 

a tym eamym otrzymujemy /v id e  ( 4 .3 9 ) / ,  że funkcja w ierzchoł­

kowa P^(2| Ł®2 ) ) J e s t  też  ograniczona.



Ola wykazania ograniczoności pozostałych funkcji wierzchoł­

kowych postępujemy zupełnie podobnie jak dotychczas. I tek 

dla funkcji F0 ( l j  P®3 p  otrzymujemy po analogicznych 

p rzeliczen iach i

FB^l ł  ł ( 3 ) * - ( 3 ) ) ~  2

- 8  £  [2?, 2+p. AL ♦ V“p2+m2  Al J

-  o-4 l2 [ł ( 3 ) +^ł ( 3) V  £ (3 ) + (£ (3)^ + 2“2]

I
^ p 2  .

,3-*  d Pi » (41 j
\ f l f

(4 .49)

gdzie A l * -  £ ( 3 )* Ca^ka występujęca w (4 .4 9 )  sprowa­

dza s ię  do ca łk i typu ( 4 .3 2 ) .  Oeet więc ona t e t  ograniczo­

na, co świadczy o ograniczoności funkcji FB( l j  t ( 3 )« p( 3 ))» 

Podobnie też  otrzymujemy*

FBf2» ł ( 2 ) '£ ( 2 p ‘  i ”  *i

2 fY& 1  2  ■ ) 2  2
-4l Lł (2) ♦ <* <2)V E (2)ł<S (2 ) )4 *  4

f C - 8 i 2[2 t  2 +l/t2 *B 2 Al4 * ? -m ]  _ -* a ,  .
J -------- . « 2 V--------- J<»*ł(2)'£(2)'

V s  + m •
d3 t

(4 .5 0 )

gdzie A l  • ł * ( 2 ) -  £ ( 2 )

-81 *[& ■ p -(2? *]

x » - 8 l 2 ^ 2  ♦  " 2  ( 2 ' f r 2 T T 2'  ♦  A L4 ) J d3 -*  <4 -5l)

Całki występujące w (4 .5 0 )  i  w ( 4 .5 l )  są identyczne z c a ł -



kami (4 .4 0 )  i  ( 4 .4 3 ) .  P rzek szta łca jęc  je  tak jak czyniliśm y  

to poprzednio i  przeprowadzajęc analogiczne rozumowanie do­

wodzimy ograniczoności funkcji wierzchołkowych typu FQ( 2 ,ł® ^

- ( 2 ) )*  Dla ^unkcJ 1 Fq( 3 j k#ł )  otrzymujemy po przeprowadzeniu 

standardowych rachunkówt

Fn(3 | k .ł )  -  0 ( k , ł )
J [ .

-8 1 2 (2 iT 2 +*u #AL \ f i♦  i u-> 2 + m A l4 )

d3 ^
2» u + m J

(4 .5 2 )

gdzie A L  “  ł  -  k#

(Jt U . ! )
df a2 e- 4 i 2 [iT 2  * - 2412 m2

(4 .5 3 )

I ( u ,k ,ł ) df j* j* - 8 1 2 j^s+lTl ( 2u+ A"l ) + 'j ' s 2+m2 ( 2 / 1?  2+m2+ A L4 )J

I e ( 8>.k . ł )
\l -+2 2V 8 + m J

d3 T ( 4 .5 4 )

gdzie z kolei

T = 4 = .  e- 8lZE? 8 * ^ . T T . At j ]
8 -*■  xT* 2  2„ 2 2 p ^ p +m

- 814
x e [V ~P ^« 2 Ć2 l/PTm5"  + 2  W Z+aZ ♦  L ^ ] (4 .5 5 )

1 znów rozumujemy tak samo jak poprzednio przy wykazywaniu 

ograniczoności funkcji Fa ( 2 j 1* 2 ))«



N(3) (4 .5 6 )

gdzie jp

N(T) - ] e - ^ V ^ ) 2 . e- e i p - A_t ^ ■ p2»m2 ć. L41 (♦ .57)

Z ( 4 .5 7 )  wynika, że 1 S u p ,N (s)l^oo (4 .5 8 )

2*2
Z (4 .5 4 )  wynika, że l ( u ,k ,ł ) < ^ w  e6* u M(u)

isr
( 4 . 5 9 )

gdzie _ "1

f - e i 2M r - T .
M(u) " J e * " 2AUt l  *

% X N(s) d3 t . » - 4lZ" 2 (4 .6 0 )

Z ( 4 .5 8 )  i  (4 .6 0 )  wynika, że Sup.M(u^ ^  OO (4 .6 1 )

Z (4 .5 9 )  1 (4 .5 2 )  otrzymujemy d a le j, żet

f  I" -1 0 1 2J  2-  8u'AU.2-8 1 2 '|’ti2 ł  a Z Al ]
PB( 3 » ł . k ) < - i j ^ ( k , ł )  J I. J

O L-U
x M(u) d u (4 .62 )

Z k szta łtu  funkcji podcałkowej w (4 .6 2 )  1 z nierówności 

( 4 .6 1 )  wynika. Zet FQ( 3 ;  k,p)<<*»

Na koniec dla funkcji wierzchołkowej F0 (4)|  nie zaw iera- 

ję ce j wektorów nie podlegających kontrakcji otrzymujemy po 

p rzeliczen iu t

, < 5 >

2 -3 2 1 2. 2 a e
16

i 6 i 25 2

■ ♦ 2 2♦ m
I (w) w' '

,3~* d w (■ ♦ .63)



9dzle ' ,<  r  - i 6 i 2 (u z*u .» t* iu  2*»z № . » 2 )  d3?i„(S) ^  J • * 'It2̂
(4 .6 4 )

f -1612 [^ + ? . (u+S)+\f?^+m ^(\/?_^+m^' + i  w 2 + ra2 )]
iu(J)SiJ.  L J

x . 1« ( s ) _  d3-j-

'^ 2+m2
(4 .6 5 )

r -1 6 1 2 £p 2 *p* (?łu +w ) ♦ \|"J 2 +nf2 ( ^ 8 2 +m2 * ^ u 2 +ro2 j

x e

Z (4 .6 6 )  wynika, ża

- 161  K 2 « ! 2  d * t

♦  - 2

x ( } ) < _ ! _  .4 1 ( e + ? + 3 ) 2 N(3)

N C) t f  J . - « i 2 ( ? * ^ ) 2 d3 ?

gdzie

(4 .6 6 )

( 4 .6 7 )

(4 .6 8 )

a więc

Sup.N(?) < O o

Z (4 .6 5 )  i  ( 4 .6 7 )  wynika znów, że

2t*.±\2
i  t f ) < 4 . 6 1  t®ł «> mc? )u- • - . 2

gdzie

(4 .6 9 )

(4 .7 0 )

M(ff) t t  J  2- e l 2 t f *  ¥ ^ r  . ( 4 .7 1 )

t



j Sup#M (u )|<o o c.b .d .u .

W stew iajęc z k o le i ( 4 .7 0 )  do zwięzku (4 .6 4 )  

.  . 32 , 2-> 2
! „ ( * )  <  ■ « 'S  1 w P « )

BI

(4 .7 2 )

otrzymujemy, że : 

(4 .7 3 )

gdzie

P - 1 0  l 2 (& |tf) 2 d3  ^

u

(4 .7 4 )

Tak więc

| Sup. P(ft) J -C oO (4 .7 5 )

Na koniec wróćmy do ( 4 .6 3 ) .  Z (4 .7 3 )  i  (4 .7 5 )  wynika, ż e :

FB( 4 j ) <
2 -32  l 2 m2 a e

( 2m )'
■ L _ i | l2 'ja  P(if)d3«?' OO

W
(4 .7 6 )

Tym samym wykazaliśmy, że wszystkie funkcje współczynnikowe 
występujęce w wickowsklm rozwinięciu człojnu S2int macierzy 
rozpraszania sę ograniczona. Nie ma więc przeszkód w posłu­
giwaniu s ię  nimi w celu obliczania prawdopodobieństw zacho­
dzenia procesów opisywanych przyjętym przez nas modelem od­
działyw ania. Zauważmy, że możemy przy tym żonglować Jednym 
tylko parametrem, a mianowicie s ta łę  1 (zwięzanę ze skala­
rem krzywizny p rzestrzen i wzorem R ■  ^ )  pamiętajęc Jedynie

że musi być ona "należycie duża", cz y li taka,by była zawsze 
spełniona nierówność ( 3 .3 2 ) .

#



Opis oddziaływania 
naładowanych bezspinowych cząstek 

z polem elektromagnetycznym 
przy uwzględnieniu wpływu pola 

opisanego tensorowymi 
funkcjami próbnymi t ,;(x)

Lagrangien oddziaływania bezapinowych częetek naładowa­

nych z polea elektromagnetycznym przy uwzględnieniu wpływu

nego, słabego, o a ta łe j  krzyw iźnie, klaeycznego pola gra­

witacyjnego la tn ie jęceg o  w cztaroobazarze £ 2  0 f )  obierzemy 

tak , aby:

1) był on ogólnie kowarlantnyj

2 ) był on niezmienniczy względem dyalokacjl w polu t  (x)/JV
/z a le ż a ł  liniowo i  jednorodnie od ^ ^ ( k) -  koneyatentnie 

z ( 2 , 2 l ) / ,  c z y li  by ap ełn ia ł równaniej

3) by dla l-*>o» / c z y l i  dla R (x) -*• 0 /  przyjmował postać

gdzie eQ je a t  (bezwymiarowę) a ta łę  sprzężenia oddziaływań

elektrom agnetycznych.

pola tensorowych funkcji próbnych t ^ ( x )  ( c z y li  zewnętrz­

( 5 .0 )



Av (x )  j e s t  czteropotencjałem  pola elektromagnetycznego,

* /(x )  funkcję pola rozpatrywanych przez nas częstek o rów­

nych liczbowo ładunkach elektrycznych 1 równych ma­

sach spoczynkowych "m"|

4 ) aby opisywał oddziaływanie częetek zarówno z polem 

Ay ( x ) ,  jak 1 z polem t ^ C x )  poprzez człon zaw ierajęcy same 

funkcje '■ /(x) 1 poprzez człon zaw ierajęcy pochodne

częstkowe du S t x ) .  Przyjmiemy tu , że człon *neso-V [1
wy" naszego lagrangianu opisujęcy oddziaływanie (typu"newto­

nowskiego1)  częstek  z polem będzie proporcjonalny do iloczy­

nu '■ f (x )

Posługujęc s ię  rozumowaniem analogicznym do rozumowania, 

które doprowadziło nas do podania konkretnej konstrukcji 

lagrangianu oddziaływania samych nie naładowanych bezspi- 

nowych częstek z polem t^ C x ^  (rozdz.IV  8 .5 0  1 51) otrzymu- 

jemy( że lagrangian sp ełn lajęcy  warunki ( l ) . . . ( 4 )  będziemy 

mogli zapisać w p o s ta c i:

Lln t(x) * T 'f î  + ( * ) (& '?  (* )  ♦  1» Ą<(*)A*))x

x ( ^ “/ ( x ) -  ( x ) ‘/ ( x ) j j i 4 ^ i  £ f (x ) -f  (x)Av(x)^u(x)t'^u(x )] i

"  3Iüg57? • &  *

.  c * J  • i  ( 5 . 2 )

/We wzorze ( 5 .2 )  nawias kwadratowy oznacza wymiar w ielkości, 

która w nawiasie tym tk w i/.



Podobnie Jak w poprzednio rozdziale ograniczymy e ię  do 

zbadania funkcji wepółczynnikowych tkwięcych w człon ie  sjj 

macierzy rozpraezania, Człon ten wyraża e ię  wzorem:

S2  "  2  J  /  ^ ^x2" xi ] 8t Lln t^ x2  ̂ Lin t^ x l ^ ] dt x2dt xl  +

int

x2  X1

* i  \ I  ^xl " x2 ^] * [Lin t^ xl^  Lin t^ x2 ^ ] : dt Xl dt X2  ^5 *3 ) 
X1 X2

gdzie wezyetkie oznaczenia aę tak ie  eaoe Jak i  w poprzed­

nim rozd zia le . Podobnie jak poprzednio obieramy te ra z  u- 

kład £  , w którym przeprowadzamy dal8 ze rachunki, Podata-

w iejęc ( 5 , l )  do ( 5 ,3 )  1 odrzucajęc człony proporcjonalne 
odo k otrzymujemy:

in t 3  , 3
1 2 ( 5 .4 )

gdzie:

^1  "  2  1  \ 0 '[ A ( x2- x1 )1 f :  ^ 2 ^ : -  £ ( * *  
X1 x 2  L

4 |  : t 2 | * ^ 2  S l *1 *)] d4 x i d4xi

^ 2 ^est równe wyraźeniu|^1# w którym dokonano zamiany x2  

na x1# (5 .4 #)

gdzie — ^ Z g ) . 0^  “  Q̂ (x 1 ) ^ 2

t 2  — t ( x 2 )» * 1  "  t ( x 1 ) # ( 5 ,5 )



przy czym 

df moC(x) 5* j  t ( x ) * / ( x ) ^ ( x )  + (x )  <9*f x (x )+ io  A ( x ) f  (x )

X

df
[»/' x )  -  ie  Aa ( x fs)f(x)J

cf> (x) “ "f (x ) 'f  (x) A^U) Ay(x) t ^ U ) .

( 5 .6 )

( 5 .7 )

Przypominamy, że t ( x )  i  t ^ ( x )  określone eą  wzorami ( 3 .4 l )  

i  ( 3 .3 9 )  a ich  fourierowskie transform aty T (q ) 1 V (q) "
wzorami (3 .4 7 )  i  ( 3 .4 8 ) .  t ^ ( x )  (x )  ,

Przechodzęc z o C (x) i  ł  ( x )  do rep rezen tacji pędowej .przejdź­

my do niej z funkcjami ( x ) ,  ^ T x ) ,  Ay ( x ) .

^ x) ■ eikx:?r(k) dki f (x)* ^ f #‘ipx̂ (p) dp
k P ( 5 .8 )

Av(x) ‘ | *lkX V k) dk (5-9)

przypomnijmy, że niechronologlczne kontrakcje transform at 

fourierowskich funkcji ~f (x )  i  A (x )  maję poetaćt

P) -< J (k + p) &(p4 ) S (p2-m2 )
l_______ i *

Ay (k) ^ u ( P> "  ^ ( k+P) 0 ^ P j c f ( p 2 )

(5.10)

(5.11)

Oznaczmy te ra z :

1/  wektorowe argumenty transform at fourierowskich funk­

c j i  - f (  xŁ) przez k4 j



2/  wektorowe argumenty transform at fourierowskich funk- 

c j i  - f  (x t ) przez l^ i

3/  wektorowe argumenty transform at fourierowskich funk­

c j i  \ ( x t ) przez pt  lub e ^

4 /  wektorowe argumenty transform at fourierowskich funk- 

e j l  t ( * t ) 1 t ^ ( x i ) przez q^.

Przejdźmy te ra z  do rep rezen tacji pędowej z iloczynam i:

o t 2°^1* *** lo^ 2 ° ^ l  *1*
Na podstawia (5 .6 )«  ( 5 ,7 ) ,  ( 5 ,8 )  i  ( 5 .9 )  otrzymamy kolejno 

po wykonaniu typowych rachunków:

■> < * • ■ ; & * [ m m  n i - “ 1“
k2 Ł2 p2 *2 q2 kl H P1 *1 ql 

x , ('1lłplłSlłql) x #lx2(k2-l2łp2« 2łq2) , x

x f(k2)f(-l2)Av(p2)Au(e2)~t^(^ y 

f C k j J f  ( - l t ) A^C®^ *,"^ł (« Ii) ' ( 5 .1 2 )

2) . V l '  ■ ±2̂ /  [ f 1 *<q2>f<k2^(,2)
2  1 . 41(2!% 4  ‘■ Kźirt /ł „j  kJ ,j  2q2 k2 ł 2

«■ , « V  f • V * « s  _

•oSrf { .“ ‘" ‘-‘‘ ’i w ,
P2 q2

*  At (p 2 )d i2dp2j ^ j  j *  2 2
J  t .  k-



x e x
iX k ^  
lx2 2

ki  h  * i  Pi

(S .1 3 )*  dkj . . .  dqł  >

gdzie

1, gdy V -  1 ,2 ,3  

1, gdy \> ■  4

3) : 4 ^  oC2 * ■  * łg o C ji ze zmianę wskaźników 
" 2 * 1 odwrotnie

1 na

4 ) , t j e t g r f , .  -  -  4  e4 | .  j /

qi !p2

.“ I i - W w w i ,  V ., > !> ,)> ( ,,)

*  V  ( * 2 ^  ( k2 ^ ^ " 1 2 ^t^ q2 ^t ^q2 ) '  dq2  dkl  •• dp2

( 5 .1 4 )

5 ) i "  1 t 2 ° ^ 2 ^ 1 *  Z zaolan 3 ^2 ^ l*  PrzY
czym q2  "zmienione" na q'̂  pojawia s ię  w wykładniku ekepo-

nenty przy "z^".

Rozpleujęc wzór ( 5 .4 )  otrzymujemy:

S2łn t -  Sa* W V SE (5 .1 5 )



gdzie +<j>
1 J  J  Je*' '  ‘  * r r A  A .ih T  ( x2* xl^

SA * 2TT J J J 2-----Tr<f>
—̂ £ ~ ■ tcćgO ^r ćtf d4 xAd4 x2  (5 .1 6 )

X1X2

r f*? iA T * x2 ~ xl>
SB — STU J JJj---TTTt-- ‘̂ l*  d\  d4x2 <5-17)

X1X2

4s>

SC " "  2T i T n i ‘
X X "0®xl x 2

l l A  ( x2" x l )

7 - 1 6 *°^1 ^ 2 : d^ x 2  ( 5#18)

/ Y l ^ (X2* Xl^
SD ■ " TlTiT J j ]  <^ -16   ̂ * t 2^2ĉ LJ d^ d xl d^ x2 ^5*19)

y X” ̂  1 2

r T . l ^ ( X2 - Xl>
SE * " 7 T I t 1  { |_ J - i  £  s * 1 ^ 2  ^ 1 *  d^ d4 xl d4x2

(5 .2 0 )
x .x1 2

Podstawiamy te raz  (5 .1 2 )  do ( 5 .1 6 ) .  Po wykonaniu rachunków 

i  podstawieniu A ==  0 otrzymujemy:

.  , ^ e V
A 4 3S r  1 1 IIJ  f i  J 2 > V*> v^>

k2 12 P28 2 kl 1 l Pl 8l

2  / r* -*  -> »2
A ^ )  7 ^  <pt ) : e- 4 1  ( ■ V kl , V l )  X 

-4 1 2 ( - l 4-k£+eJ«p4 ) 2 -4 1 2 [ ( - t 2^ 2 +*2*P2) 2 * ( " 12+k2ł ®2+p2 )2l
* . 3

(5 .2 1 )

x e

X d k ,  d l .  . . .  d e .  a  -  .t 4 1 ) f ; .2 2 1. l ź r fA



Wyliczymy te ra z  funkcje współczynnikowe odpowiadaJęce wszy­

stkim możliwym rodzajom k on trak cji. Standardowe rachunki
YJ

prowadzą do następujących wyników"

* •  r w  — 16ml ( d3?
o Fą^ * V 'f / ^ / i  * l * s i* P i* * 2 *82 #P2- ^ “ 2  J

a k „

x e- 8 i 2  ♦  k .  A 4  ♦  \ f t 2  ♦  . 2  4 i t 7  * (5 .2 2 )

gdzie

A L 1 “  * 2  "  * 2  “ P2  "  X1 * 8 1 * P1 (5 .2 3 )

2 )

«  Fa Y ^ k2^ 1 l - - * P 2 -7 (5 .2 4 )

ALi “  1 2  -  •2 - P 2 - k 1 - s 1 -  pA

3) FA^*A«<, ^P2 ^*Â  12 #8 2 #k2 #1 l #Pl ,k l - 7  "i_________ i

. .  . - s i 2/ ? . 2 * -? .  AL2 +( . ) 4 y  d * t (5 .2 5 )

gdzie

A L2  SI 12 -  8 2 “ k2 “ l l +Pi  * kl (5 .2 6 )

x ^Dolnę klamrą » i w argumencie funkcji wierz­

chołkowych ob jąte są transform aty fourlsronskle podlegająca 

kontrakcji«



4 ) FA ^ f ( k 2 ) ,  7 ( - l 1 ) #X ( p 2 )AL( 8 1 ) j  k1 #p1 #l 2 , s 2J  -

m A f . , x -1 6 n 2 l 2 f  -J S 1 2 [s 2 - ? . A u ]

' 8

- 1 6  i 2 l 2i L j  \ » ż *m2 J a ( s ) ]  d3 t  ( 5 . 2 7 )
x e

gdzie

4> (k 1 ,p 1 . i 2 , e 2 )  a  I  ) 8* ( k J * p } ) 2* ( ^ * r 2 )?7ł

x e

A l .

- 4 l 2 (l<2 * P^ 2

df
-  I K  *  P-

( 5 .2 8 )

(5 .2 9 )

:8 ( s )  ~  |  exp |-16  l 2 ^ 2+iT*(^Lj " 8 ) •'it 2+m2 x ^ L ^ - f s ^ m 2) }  x 

P X e x p [-1 6 1 2 (iT 2 ♦  m2 f  2] d 3 t  ( 5 .3 0 )

5 ) Â ( p2 ^ ( » i ) Aa (®2) Av(Pi>l kl»k2 ^n 1 I * ”  t I * I »

df . C _ -S l 2 / 2 i 2 + L ,4 k -V lł +B2 ‘Ak4

l( 3 ,k i * k2 ) - W 2 > V H r  " ' V r w  ------------ - 7 *
Li 1

X d3 l ł (5 .31 )

gdzie

;i(1 - )  u  j  j - ł _  , - » i 8 [ a 2* i * < f * ^ ) ]

- 0 i 2 [k4  ♦ V i2 . « 2  ]  V t 2 « 2  3  d3 ?
(5 .3 2 )

x e



X

х e
(5 .3 3 )

16( t )  - J j i  в- в ] ? [2 Р2 * Р -(2Т ♦  t j

P

- 8 1 2 [ k 4  ♦  2 ^ 7  2  + m2J  Ур* 2  ♦  o2

)

ДК ££ k g - ^ ,  к Й  ^ ^ ^ ( k j . k g )  Й1

df _ 1 / 4l2pi2 (k i ) 2  ♦ V  ♦ оф2 ♦  6  »2J
8

6 )  fą<f ? ( k2 ) ^ С - ^ ) .  f  ( - i 2 ) f  (^ )» Л < . ( p 2 )  ■ y(«1 )»

' Aft(« 2 ) Av(P i?»_7  -  FA( 4 ł )

Ta funkcja współczynnikowa nie zaw iera "swobodnych" pędów 

ty lk o  same ( c z t e r y )  k o n tra k cje . Z w yliczeń otrzymujemy:

(5 .3 4 )

Г Г £**2

FA(dO  ■ ^ ^ ve - 32" 2‘-2J [ ^ = ^ -  M k>
+m

d3k (5 .3 5 )

gdzie

Ik (k ) df . e i ^ - ą - k W u j 2* . 2 - ^ 2) *  ■ *’]

К 2 2♦ m

x d3

| .< п Ч Г ‘ w  i И

( 5 .3 6 )

- e i z W 7 « H k z ♦  * 2 - V r 2  ♦  . 2)
x e i 8 P ) < 3 t (5 .3 7 )

SI



x e
(5 .3 8 )

P L

V t2 « 2

1 - 8 12
r r  0
PI

[2p2+p‘- ( c + k - l j  

-  d3?

Zauważmy, iż  w powyższych całkach (5 .2 5 )  -  (5 .3 8 )  moduły 

wektorów |"s| i  |"p| występujące w mianownikach funkcji podcał­

kowych nie spowodują podczerwonej rozbieżności tych ca łek .

Po p rzejściu  bowiem do pędowych współrzędnych sferycznych  

moduły |*s[ 1 | *p jupraszczają s ię  z pojawiającymi s ię  w l i c z ­

nikach funkcji podcałkowych kwadratami modułów tych t r ó j -  

wektorów.

Przeprowadzając następnie tak ie  samo rozumowanie jak w 

poprzednim rozdziale przy badaniu całek Identycznego typu, 

dokonując podobnych jak poprzednio oszacowań, dowodzimy o- 

graniczoności supremów funkcji I 0 ( a ) ,  I ^ ( ï ^ ) ,  I k(k)

jsu p .*8 (a )| < °*

Pow tarzając te ra z  dokładnie rozumowanie przytoczone w po­

przednim rozdziale wykazujemy zupełnie już tak samo jak po­

przednio, że wszystkie funkoje współczynnikowe typu /wzo­

ry ( 5 . 2 2 ) . . .  (5 .3 d )/e ę  ograniczone.

3ak widać z (5 .1 7 )  -  ( 5 .2 0 )  człon SQ je s t  tego samego typu 

co Sc , a człon SQ -  co S£ , w ystarczy więc przebadać człony  

Sg i  Sq. Wstawiając (5 .1 3 )  do ( 5 .1 8 )  otrzymujemy po prze­

kształceniach )



2 2 ka a m
64 l 2 ( 2 Î ) 4

j j f  j f j
k2  * 2  kl  l l  ®1 P1

X e- 4  12 [ ( - V v ^ l ł t l ) 2 +  ( - 1l + a i t P l+kl ) 2]  « ?{k)  / ( - l ^ A ^ p ^ x

* V Pi)' d° k2 -0 3 *  f & k ?  Щ И  J J 4  X
k2 *2  kl  L1 ®1 pi  

X( k2^j ^ ^ ® " 4 l2 &12 "k2^2+^12 " k2 ^ e " 412 ^“ ^ l+el +^ l +kl ^ ^

.4 1 2( . i Î  ♦  . J  ♦  Р? - Ф 2

- & / . 1  i  i  J  i  I ■
*2  *2 kl  h в1 pl

*  „ -4 1 2 [ < £ - i £ ) a+ < «Г412 [( V k ^ p ^ - t i  ) 2* ( .4 ♦ к > 1 - 4 ) i

У  «2 > ^  V 1'’ , ł  16 2 j 2^ '" / i   ̂ Х

J ГГ f J J«S

Л  И  7  J И  ,? % >  ,-> ! t v № 2*i-‘>v>V î
Х2 Р2 к2 кТ в 1 *î Pl  ̂

а12 Г(в1+р'<1+ТГ,.-Т1 )^ + (e f + p f + k f -lf )2"| ** /о гг
x в- Д1 LV 1 Pl 1 1 1 Hl 1 1 J i f ( - l 2 ) r ( k 2 )A4 (p2) / ( k 1) x

x



ko
16W I  J

P2 ®2 k2 X2 P1 ® 1  kl  X 1

x e - 4 l 2 t e  ł  4  ♦  ^ 2  -  T Z)Z  *  < p 2  * 4 * 4 *  • -41 * x

« [C -t + 81 + kl  "  Łl ^ 2 + ^P1 + ®1 + kl  "  : Aj (p

x ? ( k 2 ) f ( - l 2 ) ^ ( P j )  Av(« ł ) f ( k 1 ) / ( - l 1 ) , dp8 d e ^ d ^ d l *

(5 .4 0 )

Wstawlajęc zaś (5 .1 4 )  do (5 .1 9 )  otrzymujemy po p rz e licz e ­

niach t

:i  q2

- 4  1" [q22 ♦ <«4>2]*]4V 
- 4 i 2 [ ( i ^  ♦  q  *  r 2 ♦  r 2-  t 2 > .  < 4  ♦  q4 ♦  p4 . 4 - Ą f j  ■ x

e i

^ v ( 8 l ) |X/ . ( P l ^ ( kl ^ < - l l ) ' ^  (e 2 > 4/4 (p2 ) ^ (k2 ) ^ ( - 12 ): *  

X dk^ ć l ± . . .  dp^ dq£ (5 .4 l )

W yrażenia ( 5 .4 0 )  i  ( 5 . 4 l )  eę dość ekomplikowane« niemniej 

w idać, że funkcje wierzchołkowe typu Fę i  FQ powstanę wsku­

tek co najwyżej cz te ro k ro tn e j k o n tra k cji pomiędzy:



y ( k 2 ) i / U i i y t - i j )  i

<r ^  ^
T C ^ ) .  Av( 82 ) i  Av ( P l) .  Jednakże wszystkie te  przypadki 

z o sta ły  Już przez nas zbadane poprzednio przy szacowaniu 

funkcji współczynnikowych typu Wszystkie funkcje współ­

czynnikowe typu Fa# Fg i  Fę, Fq i  F£ występujęce w członie  

S2ln t nacierzy  rozpraszania sę ograniczone, nożna s ię  więc 

nini posługiwać do w yliczania prawdopodobieństw p rzejść  

rozpatrywanego przez nas układu mezonowo-fotonowego z jed­

nego stanu do drugiego.



Analiza ogólnego n-wierzchołkowego 
diagramu Feynmana

przy uwzględnieniu obecności klasycznego, 
zewnętrznego, słabego pola grawitacyjnego 

o stałej krzywiźnie

Postarajmy s ię  obecnie uogólnić rozważanie dotyczęce  

ograniczoności funkcji wierzchołkowych pojaw iajęcych s ię  

w proceeie otrzymywania jawnej p oetaci macierzy S. Nie epe- 

cyfik u jęc modelu oddziaływania ze eobę dowolnych częstek  

(etanowlęcych układ« którego etan  fizyczny opisuje naeza 

te o r ia )  założymy tylko« że ie tn le je  lokalny lagrangien te ­

go oddziaływania *-in t( x )# który spełnia następujęce trz y  

warunkii

1) Li n t ( * )  Je s t  ogólnie kowarlantny;

2 ) Ll n t (x )  opisuje zarówno kwantowe oddziaływanie częs­

t e ^  pomiędzy eobę« jak i  również oddziaływanie ich  z zew­

nętrznym« klasycznym« słabym polem grawitacyjnym o e ta łe j  

krzyw liniej

Częstkl te  mogę być zarówno masowymi częstkami bezapino- 
wyml,jak 1 fotonami oraz częstkami masor/ymi ze spinem e /  0 . 
Funkcje pól opisujęcych te  cz ę stk l nazwiemy umownie: w pierw­
szym przypadku -  skalarnymi 1 oznaczymy je  przez (x ),w  dru­
gim -  wektorowymi i  oznaczymy je  przez A (x )  /cz te ro p o te n c ja ł  
pola elektromagnetycznego/« w trzecim  zas -  funkcjami spino­
wymi - Y ( x ) .



3) Li n t(x )  tekę p o stać , by te o ria  macierzy S z tym 

lagrangŁanem była renormalizowalna.Znaczy to , że w zwykłej 

/ t z n .  bez uwzględniania wpływu pola graw itacyjnego/ te o r i i  

macierzy S u ltrafio le to w e rozbieżności maję charakter wie­

lomianowy skończonego rzędu.

Rozpatrzmy diagram Feynmana odpowiadajęcy ogólnemu czło  

nowi Snln t w rozwinięciu macierzy S opieujęcej to oddziały­

wanie. Odpowiada on członowi Sni n t , który ma postaci

*ni n t -  n* (••• [ t .  ^ i n t (x 1 ) . * .  *^xn O)

X1 x n

a przeto składa s ię  z *n” wierzchołków, które oznaczymy

przez W. . . .  W . l  n
Przyjmijmy, że do " i "  -  tego wierzchołka wchodzi z^ zew­

nętrznych l i n i i  odpowiadajęcych fourierowskim transform e-
ł

tom funkcji pola. Czterowektory pędów będęcych argumentem;

tych transform at oznaczymy przez k ^ * ^  . . .  k ^ Z i) .  Oprócz

tego do każdego wierzchołka Ŵ  wchodzi jedna l in ia  odpowia-
r* t \

dajęca transform acie fourierow skiej funkcji próbnych 

c z y li  (w obszarze .Q e ^) transform acie potencjałów graw ita- 

cyj nych

Kolejne w ierzchołki diagramu (w^, W1+1# i» l  . . .  n -l)  połą­

czone eę lin iam i wewnętrznymi kwaziczęstek Kadyszewsklego. 

Sę to l in ie  (zwrócone zawsze od do W^, gdy i < k )  odpo­

wiadaj ęce transformatom fourierowskim funkcji H eavieide'a, 

przy pomocy których rozpisujemy iloczyn chronologiczny la -



grangianów oddziaływania sto jęcych  w ( 6 .0 ) .  Poza tym p rzy j-  

raijmy, że wierzchołek połęczony je s t  z pozostałymi wierz­

chołkami diagramu liniam i wewnętrznymi (zwróconymi tak jak  

l in ie  kw azlczęstek, a więc od wierzchołka o nunarze mniej­

szym do wierzchołka o numerze większym) odpowiadajęcyml 

niechronologicznym kontrakcjom transform at fourierowskich  

funkcji pola. I lo ś ć  tych l i n i i  oznaczymy przez N^. Niech

oznacza i lo ś ć  l i n i i  wewnętrznych łęczęcych wierzcho­

łek z wierzchołkiem W^. Wówczas i

N± ■  Z ł N A H .W  «  o ( 6 . 1 )
1 k- 1  1 i  1

Przyjmijmy d a le j , że spośród tych l i n i i  wewnętrznych

"n^ l i n i i  odpowiada częstkom bezspinowym (c z y li  kontrak­

cjom transform at skalarnych)« “a^ k" l i n i i  odpowiada c z ę s t­

kom bezmasowym (c z y li  kontrakcjom transform at czterop oten - 

cja łu  elektromagnetycznego) a "bi  k" l i n i i  odpowiada cz ę s t­

kom spinowym (c z y li  kontrakcjom transform at spinow ych).Czte- 

ropędy tych częstek (c z y li  czteropędy przyporzędkowane l i ­

niom wewnętrznym) oznaczamy następujęco:

czteropędy 8/ i , k / j  , J Ł ■  1 , 2 , . . .  n ^ ^  -  dla częstek

skalarnych

(bezspinowych)

u( i ,k ) J 2 * J 2  "  1#2# a i ,k  -  dla fotonów 

p (ijk )  j 3 , j 3 -  1 , 2 , . . .  b ^ k -  dla częstek  
masowych ze spinem s .



Ze względu na umowę odnośnie skierowania l i n i i  wewnętrz­

nych diagramu mamy:

8 ( 1 .k ) . ■  - e ( k , i ) 1 . u ( k . i ) , ■  - u U .k ) .  , p ( i .k ) ,  -
J1  J l  J2  J 2 J 3

• - P ^ . i ) .  . p ( i , i ) 1 -  u ( l . i ) ,  -  8 ( 1 ,1 ) .  &  O 
J 3 3 i  J 2 J3

ni ,k  ♦  a i ,k  ♦  bi ,k  ■  Ni (k ) ( 6 . 2 )

Czteropędy odponladajęce kwaziczęstkom oznaczymy przez 

i  ■  1 . . .  n -1 , gdzie A Je s t  tym samym dla wszystkich war­

to ś c i  wskaźnika " i " ,  czaeopodobnym jednostkowym czterowek- 

torem, wprowadzanym dla ukowarlantnlenia argumentów funkcji 

Heavlside*a a J J sę to skalarne parametry (o wy­

miarze 'j 'yUgo'̂ ) zm ieniajęce s ię  w granicach od "-co "  do 
■ 00 ■

Kontrakcje (n ie chronologiczne!) transform at fourierow­

skich funkcji pola maję p o stacle i

1) dla pola skalarnego opisanego funkcję (f ( x ) i

f  J s ( i#k ) j> ] f  [®(i#k) j ] -  £ [ e ( i #k)^ + s( i ,k)j  ]  x
I__________ L j  1 1 «7 1

x ©{s4 ( i #k)^](J [ ( e ( i ,k ) ^ ) 2 -  m2J  ( 6 .3 )

2) dla pola elektromagnetycznego opisanego czteropoten- 

cjałem  Ay ( x ) i

X < 6 * 4 >



3 ) dla pola spinowego opisanego funkcję %  ( x ) :

Z , [p<l ' kh ' J Yf[p (u k )i J '  5jt/ j [ p ( i ‘ k> ] 5] ^ [ p ( 1 *k )j'3t

H p ( i *k)j 31 4 4 ( i ' k>33] < r f ( P( i .i < ) 3 1 -  « 2]  c6 ' 5)
3

gdzie BioB j e s t  masę epoczynkowę częetek bezeplnowych, "M*

• masę epoczynkowę częetek o epinie e /( O, (P^$) je e t  ma­

cie  rzę , k tórej poszczególne elementy eę wielomianami ze

względu na współrzędne czterowektorów P (i« k ) , , rzędu co
J 3

najwyżej 2e . W przypadku spinu połówkowego P ^ ^ p (i« k )^ ^ 7  ■

■ jŁ C y V p ( i ;k ) j  / v * • P ^ Y  czy® F  •« t 0  n acierze

Diraca« I  -  je e t  to  m acierz jednostkowa.

p4 ( i« k ) , , u4 ( i , k ) .  , s4 ( i , k ) .  eę to  czaeowe ekłedowe 
33 J 2 J l

czterowektorów p ( i ,k ) .  • u (i« k )H i  e ( i ,k ) .  . 1
J 3  32 31

Przypomnijmy jeszcze« że kontrakcje (6 .3 )«  ( 6 .4 )  i  ( 6 .5 )  

to  nie kontrakcje chronologiczne le cz  odniesione do zwyk­

łych wickowekich iloczynów normalnych. Otrzymujemy je  po­

przez p rzejócie  do p rzestrzen i pędów z takimi kontrakcjami 

zapisanymi w p rzestrzen i konfiguracyjnej:

(-ł["/(x), f (y)J «♦ f(x), 'f(y) -YW/fCy)> -i[v(x)^(y)]« ♦

♦ f e t » )  A/ ł  ( y ) * A f W ^ C y )» “ * [|^ (*)»  fA ( » ) ] .  + ^ ( x ) '^ ( y ) *

- K M V A M )t______ r
Wpływ uporzędkowania w cz a sie  uwzględniamy poprzez wprowa­

dzenie ukowariantnionej funkcji Heevieide*a



T ,^ i n t ^ xi ^ * * Lin t^ x n^-7-  ° 8 * (x n "  xn -l> -7  x

x Xn- 2 ^x2 "x l ^ * ^ i n t ^ x n^*-,<^ in t^xl^ -7

(6 . 6 )

gdzie O0 • J e s t  eyraetryzatorera ze względu na numery punkto- 

chw il.

Przejdźmy do p rzeetrzęn i pędów z funkcjami Heavlelde*as

+oo

e' CA( xl + l - F i T T  |
lX5 l< xU l * xl )

• 1 -  l « . . . n - l  (6 .7 )

-o»
Element Si n t ( l « 2 , . . . n )  macierzy St któremu odpowiada naez 

n-wierzchołkowy diagram Feynmana ma postaćs

in t T f ( 1 ) ( 2 n) ( 1 ) (źnU ń ( 2 n)nt f  f  ( ( 1 )  ( 2 n )  ( 1 )  ( 2 n ) n )  (S
( l i2 | .# n )  ■  c J • • • J  P(N|k^«.*.k^ ^ I ^ i * * * ^  ukj«„dk|,|

.int

k( l )  k( 2 n) 
* 1  n

.int

(6 . 8)

otrzymujemy z S ( l , 2 , . . . n )  d z ia ła ję c  na niego syme-

tryzatorem  0 Q.« /podobnie jak ma to miejece w ( 6 . 6 ) / .  Całka
n

występujęca w ( 6 . 8 ) je s t  ( 4 ^ ^  )->krotna« gdyż wzięta je s t  

po wszystkich zewnętrznych czteropędach. Czynnik " c ” Jest  

a ta łę  zaw ierajęcę w eoble m .in. parametr naszej t e o r i i  czy­

l i  s ta łą  1 ( 1  ■  ^ )  oraz iloczyn stałych  sprzężenia oddziały­

wań (w tym 1 s ta łę  sprzężenia oddziaływań grawitacyjnych -  

■ k"), którym cz ą stk i wchodzęce w skład naszego układu pod­

le g a ją .

_F/N, kjfn V j e s t  funkcję współczynnikową«



którę będziemy te ra z  b ad ali. Funkcja . . .  k^z nV  za­

wiera w aobie iloczyn tran efo rn at fourierowskich funkcji po­

la« które eę reprezentowane zewnętrznymi« a le  nie graw ita­

cyjnymi« liniam i diagramu. Nadto funkcja może zależeć j e -  

ezcze od zewnętrznych czteropędów k^1 ^ , , ,  k^z n  ̂ dodatkowo 

1 w inny apoeób zależny pd konkretnej konstrukcji lag rang ie -  

nu oddziaływania. Struktura f u n k c j i 1 T nie muel być eka- 

lerna« natomiast muel być ona taka« aby iloczyn  tych funk­

c j i  był akalarem. I lo ś ć  k on trak cji naszego diagramu wyraża 

aię na mocy ( 6 , l )  wzorem:

N -  21  Z I N W  ( 6 .9 )
k- 1  i - 1  1

Funkcja współczynnikowa F będzie miała p o stać :
, TL ! z _

F(N,k<1 > ...k | ;* n> £  F . J d x ( r . J d x n jdq1. . .

- 4  f i l
x e|

Tl
” "l

3» j#p
f

_(q ;)2+ ( q i ) 2J
dJn - l - "

iA f ^ h -i  • V  
.7 , 2 - 2 ^ ! --------------- ■-------

» 0 »  — flp

n— 1
II t f . - Ą

J - l  J

n

n
n

n
1 - 1 k- 1

(6 . 10)



gdzie

}i #k ”  J  d e C i .k )^ . . .  J d p ( i , k ) b T~J 0-Js4 ( i , k )  1
• ( i .k ) !  P ( i .k ) b i ' k 3^-1  ■ l J

1 Di , k  1

a i #k ^

1 f i  &Cu'* C i .k }j2] 5 £ u( i .k )  d2 ] 2 f i
J 2- l  3 - l

1 dę(i?kk l 4 4(i'k)jJ4<p^'k̂ 3)2 - " 2] *
* h * h  3

f r ni .k  a i#k ^i«k *i
x exp|x,l JT e ( i #k) ♦  u^i#k ^i *  2 1  +

L LJ i * i  1 1  J 2* l  32 33»1 3 J

[**i k ^i«k ^1 k ni
Ź  •(k' i ) jj1 + Ż  u(k* ^ j , ' *  X  PCk.Dj ]  (6 .11)  
3 i - !  1 1 32- l  8 J 3-1  3 J J

Podstaw iając (6 . l i )  do (6 .1 0 )  i  całkujęc po zmiennych x1« ..x n 

otrzymujemy!

■ we +ao JO?

F *(2TI) Jdq^. • •jdqnjd7^*• \̂ t ł - l  I I J  J^R(i#l$h

ql  ąn -<*» -o> i /k " 1 • U ik>i P ( i ' k̂ i k

-4i214 [(£)2*<<u)2] f irr  Ł u{i) iy a*
* •  1 1 L  1 ] . j 6 L v  i - i  kJ + A jj - r AV

♦  : 2 L  wjk^(*»u ,p )] P ]  o|e4 ( i ^ k ) ^ J  [ (• ( l* k )j1 ) 2-  mJ * 

k ii J l - 1



I*n
p i “ 0-[u 4 ( l . k ) , J s [ ( u ( i . k , 3 ) 2]  p i“ p [ p ( l . k ) J

J'2-1  > 2  2  J 3 - 1  < ^ 3  3

x 5 [ ( p ( l ,k ) j  ) 2.M^j ( 6 .1 2 )

gdzie 

W
(k ) Hf ^ r " 1 *1' a i ,k  bi ,k  "I
1 (e .u .P )  “  £ ( j - k )  T .  o ( i .k ) .  ♦  X  u ( l ^ ) .  ♦  2 !  P ^ i
3 J i  j 2» l J 2 j ^ i  J3)

f ©<p) -  <Kp) gdy p >  O
£ ( p )

O, gdy p -  O

(6 .1 3 )

(6 .1 4 )

Z ( 6 .1 2 ) ,  ( 6 .1 3 )  1 (6 .1 4 )  wynika, że w każdym z osobna wierz­

chołku naszego diagramu Feynmanna spełnione je s t  prawo zacho­

wania pędu i  en ergii z uwzględnieniem zarówno czteropędu i  

kwaziczęstek ( A ^ )  Jak również i  czteropedu pola graw itacyj­

nego (g ^ ) .  Podstawmy te ra z  (6 .1 3 )  do (6 .1 2 )  i  dokonajmy c a ł ­

kowania po <?£• ••<)„« 3 ^ . . .  7 ^ .*  oraz skorzystajm y z własnoś­

c i  funkcji & -D iraca  i  O*- H eavielde*a. Otrzymujemy:

n r c -4 1 2 £  W<k}e ,u ,p ) ) 2

- c o n  J .............* J  • №  *
t /k ’ 1 P( i *k)b1<k

-4 1 ‘ Ź i ^ k . W  4. Z  v'jk )(3 )  2 x r j “ d3?<1 - ^ n  

% k d3i r ( l ,k ) .

‘ G i r - " ”

x e

*U k).

r i i k r  *1 d3 p '(i.k ) 1
| £ ( 3 > ,  ,  p U .k ) ,  - * — ■

jJ V <fu^)7777
(6 .1 5 )



gdzie c j e s t  e ta łę  llczbowę o w artości skończonoj.

P ( 3 ) [ p ( i ,k ) j 3 jd f  £ j i ( i , ;k) j

P4 ( i * ^ ) j  - ^ p ( i . k ) 2d + MS

wjk) ( 3 )  -  ( W ^ e .u .p )
i4 ( i #k) 1 - \f  e ( i ,k ) 2  «► m2 .

J 1 '

(6 .1 6 )

u4 (i,k)j *J u4 ( i ,k ) j  p4 ( i# k )j  - f p ( i #k )2j ♦  M2

Oznaczmy te ra z  całkowitę i lo ś ć  wewnętrznych l i n i i  naezego 

diagramu odpowiadających kontrakcjom funkcji ekalarnych -  

przez nQ# odpowiadajęcych kontrakcjom funkcji wektorowych 

— przez o^# a odpowiadających kontrakcjom funkcji spino­

wych przez n0 .

n + + n « N « 21 N .W  (6 .17)
° T ® i ,k - l  1

i  f  k

Trójpędy częetek odpowiadajęcych kontrakcjom funkcji eka­

larnych oznaczmy przez s ^ , 1 -  l . . . n 0 «

trójpędy częetek odpowiadajęcych kontrakcjom funkojl wekto­

rowych oznaczmy przez nj

trójpędy częetek odpowiadajęcych kontrakcjom funkcji spino­

wych oznaczmy przez p^, k » l . . .n e 

i  oznaczmy dalej

df df
j “  V Pk

df (6 .18 )



Przejdźmy te ra z  do pędowych współrzędnych sferycznych, pod­

stawmy (6 .1 6 )  do (6 ,1 3 )  i  dalej do ( 6 ,1 5 ) .  Całkowanie po kę- 

tach nie może dać nieskończonych przyczynków /otrzymujemy 

bowiem ca łk i po kętach typu całek ( 4 .2 8 )  -  ( 4 .3 l )  przeana­

lizowanych Już w A neksie/. Wykonujęc więc Je i  wprowadzajęc 

oznaczenia (6 .1 8 )  otrzymujemy, że funkcja wierzchołkowa F , 

określona wzorem ( 6 .1 5 )  przyjmuje postaci

co <p " 0 "f  " 8

F ■  ®2J * * * J dri*--d"nł?n/'V"na) j""J |~| |~]
O o

_2 -  2 
r i  z i "k

i * l  j « l  k«l 
n_ n f  n.

-4 1 2 [ f (k )* 2  &  r f* 2  f ml Z^ 2  ^  n2]

- i 2  e t  ( r t .Z j.w k,k ) (6 .1 9 )

gdzlei Cg je s t  s ta ł ?  liczbowę o skończonej w artości

* { Ł ? n  ] 2 «•»>
m

r nw^Wl* * * Wn) J oet “e c ie rz ę , k tórej elementy eę wielomianami 

etopnia co najwyżej nw ze względu na ŵ «**wn oraz ze wzglę­

du na



<j>(l
-° «— (2) ^_s (̂2) n n

W » k) "  2 :  Z . J l> r t  Z * Z  Z . ^ r w + z  £ £ )  r>v
1 J "  i - 1  j - 1  13 1 J i - l  k -1 ' i k  1 k j - i  k -l jk 1 k

"o «*7fr) «0 n _
Z  S Z ^ r 2« 2 z ♦  Z  £  ♦  . 2 ’ \j«f*n2'
1-1  J - 1  1=1 k -l  lk

" *  n (2)

♦ z  ż r ; k' ' z , ^ 7 7 \ f  Ą  t z  / 1
j - l  k -l  J 1 k 1 -1  1 1 j - 1  '  J ^

♦ £ y(D
k -l p

♦  M2

(6 . 21 )

gdzie współczynniki 0 ^ ( 2 ) zależę tylko od c z te -

rowektorów pędów zewnętrznych k ^ * ^  ••• kn^2 n \  Wstawiajęc 

te ra z  ( 6 .2 l )  i  (6 .2 0 )  do ( 6 .1 9 )  widzimy, że całkowanie po 

modułach trójpędów r 1»»«wn nie może dać przyczynków nie* 

skończonych, gdyż ujemny wykładnik potęgowy niweluje każdę 

rozbieżność wielomianową a tylko taka tu występuje, Ola osza­

cowania występujących w (6 .1 9 )  całek poetępujemy te raz  krok 

po kroku tak jak było to dokładnie przez nas już demonstro­

wane w rozdziale IV i  V.

Pojaw iające e ię  kolejno przy tym postępowaniu ca łk i przy­

biorą znane nam już (z poprzednich dwóch rozdziałów pracy) 

poatacies



J (r2 ♦  n2 )

- n l 2 r V W  'łr2 * a2
J r (p) d r . n ^ N ,

• ■  O l ub 0 * 2

| e g p ,Ir (n )(< o » ,p <
(6 . 22)

W^(r* y r2 *  ro2 ) J e s t  wielomianem skończonego stopnia "p"
” \ p 2  iT 'ze względu na r 1 na v r + ■  • Supremum funkcji Xr ( r )  Je s t  

ograniczone. W spółczynniki^ i  V nie zależę od r .  Całka ty ­

pu (6 .2 2 )  ma więc skończonę w artość /d a  s ię  Ję sprowadzić 

do sumy całsk  typu c a łk i (A«8 ) analizowanej w Aneksie/.Tak  

więc wykazaliśmy ograniczoność funkcji wierzchołkowej F 

dla dowolnego "n "- wierzchołkowego diagramu Feynmana.

' Na zakończenie, tytułem i l u s t r a c j i  sposobu praktycznego 

stosowania tensorowych funkcji próbnych do w yliczania e le ­

mentów macierzowych« obliczymy element macierzowy drugiego 

rzędu odpowiadajęcy procesowi emitowania przez elektron  

(o czteropędzie k) fotonu a następnie procesowi pochłonię­

c ia  przezeń tegoż fotonu. W standardowej t e o r i i  macierzy 

s[jL ■  e f  Av (x )J  diagram Feynmana odpowia-

dajęcy temu procesowi ma postaćt



a odpowiedni element macierzowy Je s t  rozbieżny /p roces usu­

n ięcia  nieskończoności dla tego przypadku z o sta ł dokładnie 

omówiony w / * 8 7  rozdz. IV, 8 .1 9 8 / .

Zacznijmy od sp ecy fik acji modelu oddziaływania. Lagran- 

glan oddziaływania obierzemy p o staclt

Lin t< x > "  (6 .2 3 )

gdzie eQ -  standardowa s ta ła  sprzężenia / ( * 0J  ■  1 , */*(*) -  

czterokomponentowa funkcja spinowa, -  macierzle D iraca, 

y  Ayjtx ) "  cz tero p o ten cja ł elektromagnetyczny. t ^ { x )

-  pole tensorowe określone wzorami (3 .3 7 )  1 ( 3 .3 7 .1 ) .  Po­

trzebny nam do tego celu drugi człon (Sg) szeregu (2 .3 8 )  (w 

p o staci którego przedstawiamy macierz S) będzie z uwagi na 

( 6 .2 3 )  miał postaci

S2 s*  *S2 (6.24)

gdzie

S2  -  -  |  . 2  j  J e -  [AUg-Kj)] : [ .  T (x 1)yv 'ł; (* l ) y ) c 1) t ^ ) .  *

*  i f ( x 2 )ĄJ V (x2 ) (x 2 ) (* 2 ) » J * d* i dx2  (6.24")

S£ ■  z zamianę •Zg* na ■ x^,< 1 odwrotnie. Symbol “i t*

oznacza iloczyn normalny. Przechodzęc z wszystkimi funkcja­

mi od *x^* * "x2 * tkwiącymi P0<* całkami w (6 .2 4 )  do repre­

z e n ta c ji  pędowej 1 wykonując całkowanie po "z^" i  "Zg" otrzy­

mujemy:



r u f ?  J  f f. I f f f, f № T* H
-00 kl kl **1 Pl k2 k2 <2 P2

♦  k j+ P j+ d J  q z i l  sx

*  « f ( k 2 ) i 2 ? ( k ‘2 ) ^ ( p 2 ) i] i d ^ d k j . . .  dp2  (6 .24**)

kl * #* P2  *  czteropędy, które s ię  pojawiły w wyniku zastosowa­

nia tran sform acji Fouriera } ^ ( k ^ ) . . .  ^ ( p2 ) • transform aty  

fourierowskie funkcji pola ( x2 ) .  S tosujęc twier­

dzenie Wicka do iloczynu normalnego w (6 .2 4 * * )  otrzymujemy 

rozw inięcie S£ na odpowiednię ilo ś ć  składników. P roces, któ­

ry nas in te re s u je , będzie opisany składnikiem S^P^ otrzyma­

nej sumy. Składnik ten będzie mieł postaci

2  tc°
S2P>-  ł  J  ( J  k2+k2+P2ł<> 2 ] j [ - ^ łk l łk i ł P l+<'l ] x

-O» ,
kl  P2

X p u ' ^ v>tt(o 1 ) ^ / , (q 2) ' p O ‘ 1) ifv X

* i------- m i --------1

x i d^dk^ •••••• dp2  ( 6 .2 5 )

W powyższym wzorze klamry "eplnaję* funkcje, które ulegaję  

kontrakcjom. Sę to kontrakcje zwykłe (n ie  chronologiczne). 

Człon sj^P) możemy przedstawić g ra ficz n ie  (ry s . 4 ) .



Występujące w kontrakcjach V (k ^ ) ?  (k») i  A^(p1 ) (p2 )

we wzorze (6 .2 5 )  funkcje "d elta  D iraca" gwarantuję prawid-

łowy b ilan 3 en erg ii i  pędu w wierzchołkach i  diagra­

mu przedstawionego na ry s . 4 . Powyższy diagram je e t  szcze­

gólnym przypadkiem diagramu z ry s , 2 . Różni s ię  on od stan­

dardowego diagramu Feynmana przedstawionego na rys. 3 wy­

stępowaniem l i n i i ,  na których rozstawione sę czteropędy 

q^,q2 , oraz tym, że wszystkie l in ie  zewnętrzne zwróco­

ne sę zawsze ku wierzchołkom, a wewnętrzne -  zwrócone od 

do W2# Przypomnijmy, że q^ i  q2  sę to czteropędy "graw ito- 

nowe" a A T -  Je s t  czteropędem kwaziczęetki Kadyszewekiego. 

Z ( 6 .4 )  i  ( 6 .5 )  (por. też  tek st po wzorze (6 .5 ) )  wynika, że 

występujęce w (6 .2 5 )  kontrakcje funkcji spinowych oraz 

czteropotencjałów  elektromagnetycznych maję postaci

Rys. 4

kł  + ql  " w * ^  -  q2  -  k2

(6 .2 6 )

(6 .2 7 )



gdzie /z e  względu na oznaczenia ry s . 4 /  dokonaliśmy zmiany 

oznaczeń czteropędu "k^" na "8 " i  "p2* na “w". M j e s t  masę 

elektronu, E -  macUrzę jednostkow ę,/?^^ -  tensorem metry­

cznym p rzestrzen i Minkowsklego. /  v -  1 . . . 4 /  sę {o  ma­

cierze  D iraca, które w używanej przez nas re p re z e n ta cji eę 

postaoit

yo SI r4 -p 2* 0 ) (6.28)
°  4  \ 0 .  - E J ,  1 V-bj,0 /  i  -  1 ,2 .3

E2  J®8t nacierzię Jednostkowe o dwóch w ierszach i  dwóch ko­

lumnach, -  sę to dwuwymiarowe macierze Pauliego. Zauważ­

my, że wyetępujęce w ( 6 .2 5 )  dwie funkcje d elta  D iraca "zdej­

mę* całkowanie po czteropędach q^ 1 q2 . Obierzmy te ra z  za 

ustalony układ -2T /A« 0 , ■  <*>1/ ,  którym będziemy s ię

nadal posługiw ali. Tensorowe funkcje t ^ ( q 1 ) i  T ^*(q 2 ) wy­

rażę s ię  więc obecnie wzorami ( 3 .4 8 ) .  Podstaw iajęc ( 6 .2 7 ) ,  

(6 .2 6 )/p o  uprzednim uwzględnieniu ( 6 .2 8 ) /  do ( 6 .2 5 ) ,  całku- 

ję c  po parametrze 1 k o rzy stajęc  z ( 3 .4 8 )  otrzymujemy po 

wykonaniu standardowych rachunkówi

s ( p> . 4 .  [  J?(k2 )
Ir1 If
* 1  K2

f 5 (g )
L s ?  , t i W  J

gdzie

x •P(kJ) dkj -dk2 .

a SI t i ! Ą L
(ZTf) Ł

i .

(6 .2 9 )

(6 .3 0 )



s ( t ) df

8 , ki 0«̂
»CM• exp[--412^teT + t  ♦ k^)2 + (a 4  + w4  + k4 )2 *

+ ( t - w + k i )2 + (s^*- w4 t  ki4 ) 2j } (6.31)

/ Y t 2 ♦  M2 ♦  M, 0 *3 * ®1 -  le 2 \
0 * je 2+ M2  ♦  M, * 1* i S 2 - B3 \

- #3 i* * V  l e 2  ' M-^e2 +M2 # 0

V - * l " i * 2 * 83 ' 0  M-' j t w  )
(6 .3 2 )

nie D iraca zapisane w rep rezen tacji pędowej

> O( j r v kv ♦  em) Y ( k )

k2 .  M2 (6.33)

/E  -  B ecierz  jednostkowa« *4 x 4 * ,  4 -  B ad erze  Diraca po-

a ta e l  ( 6 .2 8 ) /

? < k )  . f + ( k ) r 0 . r - f 1 ' 0 )
\ 0 , I  / (6.34)

/ 1  -  macierz jednostkowa " 2  x 2 ” / .
(V

Amplitudę pędowę y ( k )  wyrazimy poprzez amplitudy " tró jp ę -  

dowe" y + (k) i  y " ( ? )  jak następuje* (^”8 .7 *  § 7 )

4’ (k ) -  2k4  <f(k2-  B2 ) ^ * ^ )  - f ^ ) ^  (6.35)

Amplitudy 4*+ (k) 1 4 * ~ (-k )  eę rozwiązaniami równania Diraca 

o p o etacit



(6 .3 5 .1 )

( y 4 k4  ♦  7  * k ♦  * O,

(-V*4 k4  ♦  7  ♦  E M )V (3 ć )  -  O

k4 .  *V=5 * T ?

Oznaczmy przez av ( k ) ,  ay (k ) ,  ay (k ) ,  ay (k ) ,  (v -  1 ,2 )  opera­

tory  k re a c ji i  a n ih ila c j i  elektronu 1 pozytonu. R elacje  ko­

m utacji pomiędzy nimi eę p o etacli

# ' £ ) .  £ ( ? * ) . ? ♦  • S ^ S i k  - 1 * )

• £ ( ? ) _ ? *  -  S ^ ó i k  -  k > )  ( 6 . 3 5 . 2 )

Czteroeplnowe amplitudy 4* + (k ) i  4 *“ (+k) można jak wiadomo 

(^3_7# § 7 )  wyrazić poprzez te  operatory następujęcot

•H1 00 - S  a$ - (?) Vv-i (k)

4 ^ ( k )  -  Ł  a "  ( k ) ^ #i ( k )  , o<T- 1 , 2 , 3 . 4  (6 .3 5 .3 )
*  v-l

gdzie V ^ f~ (k ) * V V ," (k )  ° ,

V -  1 ,2  (6 .3 5 .4 )

o * *♦
\T * “ (k ) eę to  unormowane, liniowo niezależne rozwięzania 

równać ( 6 .3 5 .1 ) .

Podetawmy te ra z  do wzoru (6 .2 9 )  w m lejece pędowych ampll-
cs. /-w

tud 4* (k2 ) 1 4*(kj) wyrażenia ( 6 .3 5 ) ,  ( 6 .3 4 )  i potem doko­

najmy dalezego podetawienia ( 6 .3 5 .3 ) .  Po przeliczeniach o- 

trzyoamyt



XS2 ( p) -  4a
x -

( ko) - flw (-ko) V
V ,-

t o l
n h(w#a,k1 #k -) -4. 3-k, 3^1

--------■ 1 2  S (s )  ó *  d5?
W 8 "\f X Ve ♦  m

2
Z
r u

a * (k j)  V>Ł»ł (k j)

-  a " ( -T j )  V ^*"(-'k*)Jd 3  k* d k! (6 .3 5 .5 )

Oznaczmy azukany element macierzowy przez P. Odpowiada on 

(przypominamy) p rzejściu  elektronu ze etanu początkowego, 

acharakteryżowanogo spinem e ■  ^  i  trójpędem k, do takiego 

samego stanu końcowego poprzez emisję 1 następnie absorpcję 

emitowanego uprzednio fotonu.

Zatem

p • < $ „ *  £ )  |s«P> «*(k)4l0 >  (6 .36)

gdzie

4>0 -  wektor etanu próżni,
-*• - 

a2 (k) -  operator k re a c ji  elektronu o epinie a ■  ^

1 tró jp ęd zie k,

a2 (k) -  operator a n ih ila c ji  elektronu o spinie  

e ■  ^  1 tró jp ęd zle k.

Podstaw iając te ra z  do (6 .3 6 )  wyrażenie za S^p) dane wzorem 

( 6 .3 5 .5 )  i  poeługujęc e lę  relacjam i komutacji ( 6 .3 5 .2 )  o trzy -  

mujemy po standardowych przekształceniach»

P -  v2 '- ( T )  L(k) V2 * + (1c) (6 .36*)



L(k) df 4a s (Z )  d3w d 3? (6 .3 7 )

s ta ła  "a" określona j e s t  wzorem (6 .3 0 )

h(w ,£.1<)p» h(w, TT, k£, k2 )

funkcja h(w( e t k£#k2 ) określona j e s t  wzorem ( 6 . 3 l ) .  

Macierz S (e ) dana j e s t  wzorem ( 6 .3 2 ) .

Dokonajmy te raz  czysto przestrzennego obrotu układu 21 0 *
y

tak aby po jego dokonaniu wektor k le ż a ł  na o s i  " z ”.

(k j ) 4  . \[u.\

i

w

<k»>‘ k2+M2
k '» -  k2-k  (6 .3 7 )

kx V k 2  O (6 .3 8 )

Wówczas spinory v2 ^+ ^(k) i  v2^“^ (k ) tkwięce w wyrażeniu 

(6 .3 6 )  na szukany element macierzowy P można będzie przed­

staw ić w p o s ta c i: ( £5J , § 7 , 8 .6 4  oraz § 1 2 , e .8 9 ) .

v 2  / - / ( k )  .  K0 (o . 1 .  O )

(6 .3 9 )

(6 .4 0 )



df _1  ̂ M»ll<2+ M2

V* I n *  * M2 ”k2  + M2 (6 .4 1 )

Podstawmy do ( 6 .3 6 #) zwlęzkl (6 .3 7 )  . . .  (6 .4 1 )  oraz skorzys­

tajmy z ( 6 .3 l )  i  z ( 6 .3 2 ) .  Otrzymamy po wykonaniu rachunków:

P .  2a e -1 6 l2 f t 2+M2> <t> (k )

gdzie

<Po 0 ‘ ) “  -  J |  . , ( i . A 2 )|

(6 .4 2 )

"fe2+M2

.3-* j3*> d w d e

M+^k2 +M2

df

HWT. t /  U  e - i e i 2  d ?  ^ * 3 k3-w^1c2+ MJL?

(6 .4 3 )

(6 .4 4 )

(6 .4 5 )

W stawiajęc ( 6 .4 3 ) ,  (6 .4 4 )  i  (6 .4 5 )  do (6 .4 2 )  i  przechodzęc 

po współrzędnych sferycznych e , ^ , 0 ^ oraz w, ^w ,0 w z t n *J~ 

pędami "e" i  w" / t e r a z  e u  |t | .  otrzymujemy po

przekształceniach  i  wycałkowaniu p o . */>_:ff * fl

P 2 ,  , - ^ i 2 (k 2*  m2 ) x ^  J  w  / i  + A 2/ i mi j _7

nW*k2  ♦  M2  

* AJt2  ♦  M2

X

(6 .4 6 )



. . S i , » f .  -  M * .  » ^ , w

ir

I
O
cP

I/w / i l  | ein 0- e*1612w C08 ° 5if k3  dO- w w

dw (6 .4 7 )

(6 .4 8 )

'iI9 &  4lf | a2 . ' 1 6 1 2 * 2  ds

r r . 3H f /*w
i  2i  211 e

o o ] je2 * M2

Calkujęc w (6 .5 0 )  po O', otrzymujemyO

i i - os

Z (6 .4 9 )  otrzymujemy

\ / l f

(6 .4 9 )

« coa B-9 eln 0-e ł 6 i 2 82 d9(J0. ( 6 . 50)

(6 .5 (r )

(6.49*)

Przejdźmy te ra z  do w yliczenia ca łk i danej wzorem ( 6 . 4 9 ) .Pod* 

etaw iajęc cos 0^ ■  u i  cełk u jęc po tym parametrze "u” w gra­

nicach od "1 "  do " - l "  otrzymujemy«

!(*)■ ■  — ------- / " 016l2wk3 -  e~16l2" k3 7 (6.48*)
161zw k3



W stawiajęc te ra z  (6 ,4 8 * )  do (6 .4 7 )  otrzymamy:

" [ f e* 1 S l2 1-”2"” ̂  2 * m2 * - J"  83A d w -

| e-1 6 1 2 [w2 -  2  ♦  M2  + wkJJ
dw (6 .47*)

Całki wyatępujęce w (6 *4 7 * ) aę ekończone 1 etabularyzowana 

(^ '2 3 _ 7 ) .

Posługując s ię  ogólnym wzorem:
<»>

j x v -1  e"/Sx2jfx dx »(2/ł) 2 P (v )  e ^ J  D -v[j^) (6 .5 l )
o

/ V > 0 ,  / $ > 0 .  P / v /  -  funkcja "gamma Eu lera"} Dv(z )  -  funk­

c ja  cylindryczna typu parabolicznego /v id e  (A .1 4 ) /  

otrzymujemy

o

X 0 _ 1 ^-2 ]fz x(^k 2+ M2  i  k3 ) ] (6 .5 2 )

Funkcja Ov l (z )  związana je s t  z funkcję prawdopodobieństwa 

(j) (z )  następująco:

-^ i •5 t-tf-ff)] <6-53>



gdzie funkcję (z )  można przedstawić w p o staci dobrze zbież­

nego szeregut

4> (2 ) J L  a-  2 2  £  Z l j ^ l
\fff n*o ( 2 n+l) 1 1 (6 .S 4 )

Wstawiając (6 .5 3 )  1 (6 .5 2 )  do (6 .4 7 * )  otrzymujemy po pros- 

tych już przekształceniach !

W
i r yŁ

8 V2  l 2 k. {■
212(f*2+M2-k 3 )' fl+(f)(21( ^ 2 * M2

-  e212( ^ 2+M * k3> [l+<{.(2ldir 2+M2  + k3 ))] (6 .5 5 )

Wstewlajęc na koniec ( 6 .3 0 ) ,  ( 6 .4 4 ) ,  ( 6 . 5 0 ' ) ,  ( 6 .4 9 ' )  i  (6.55) 

do (6 .4 6 )  otrzymujemy po jeszcze  paru p rzekształceniach  na­

stępujące wyrażenie na kwadrat szukanego elementu macierzo­

wego P.

gdzie je s t  funkcję prawdopodobieństwa określoną szere­

giem ( 6 .5 4 ) .



Przypomnijmy, źo P je s t  elementem macierzowym (drugiogo rzę 

du) odpowiadającym procesowi em isji przez elektron o trójpę
. i

dzie k, (k^ * kg ■  O), masie M, spinie s ■  ♦  fotonu i  

następnie ab sorp cji tegoż fotonu przez ten sam elektron .

Używany przez nas do opisu tego procesu lagrangian od­

działywania różni s ię  od "standardowego” lagrangianu tym, 

że w m iejsce tensora metrycznego czasoprzestrzeni Min-

kowsklego, będącej tłem wszystkich oddziaływań, wstawiamy 

tensorowe klasyczne funkcje źródłowe reprezentują­

ce / z  dokładnością do nieskończenie małych rzędu drugiego/ 

p oten cjały  zewnętrznego, słabego pola grawitacyjnego roz­

przestrzenionego w obszarze efektywnego oddziaływania.

W standardowej t e o r i i  macierzy S tak i element P je s t  nie 

skończony 1 trzeba stosować procedurę renorm alizacyjnę, by 

móc s ię  nim posłużyć do w yliczenia prawdopodobieństwa przej 

ś c ia  opisanego tym elementem P, c z y li  do obliczenia odpo­

wiedniego przekroju czynnego.

Dzięki uwzględnieniu wpływu pola grawitacyjnego poprzez 

tensorowe funkcje źródłowe wprowadzone przez nas do te o r i i  

macierzy S, w wyrażeniu na element macierzowy P pojawia s ię  

czynnik typu "form faktora źródłowego" (graw itacyjnego) po­

wodujący, iż  element macierzowy P je e t  skończony, aczkol- 

wiek jego postać (ś c iś le j , postać P ) je e t  nieefektywna / v i ­

de ( 6 .5 6 ) / .  Dak wynika z (6 .5 6 )  jedynym parametrem te o r i i  

je s t  s ta ła  1 o wymiarze d łu gości. Przypomnijmy, że jee t  

ona związana ze stałym , w obszarze efektywnego oddziaływa­

l i !



nia, ekalarem krzywizny R pola grawitacyjnego następująco:

1 -  -£ = •  (6 .5 7 )VTri
przypominając wzór (6*56) zauważamy, że :

lim P ■  lim P * 0 co\
l-yoo “ R-»o "  ( 6 . 5 8 )

Oznacza to , że nie da s ię  p rzejść  z wynikiem końcowym do sy­

tu a c j i ,  która miałaby m iejsce dla standardowej w ersji teo rii  

macierzy S. Nie uwzględniając bowiem wpływu tensorowych funk­

c j i  źródłowych (c z y li  r o l i  pola graw itacyjnego w konstrukcji 

macierzy S i  w struk turze lagrangianu oddziaływania) a więc 

przyjmując od początku t ^ ( x )  / c z y l i  kładąc R (x) -  0 /

otrzymalibyśmy wynik P ■ <*>.

Zdaniem autora świadczy to o tym, że konstrukcja lagran -  

gianów oddziaływania (a więc uwzględnienie wpływu tensoro­

wych funkcji źródłowych na stan układu) zademonstrowana w 

n in iejszej p racy , nie sprowadza s ię  do zwykłej procedury 

regu laryzacyjn ej, co można interpretow ać jako skonstatowa­

nia "nieprzem ienności" procesów kwantowych i  graw itacyj­

nych«



Uwagi końcowe

W pracy n in ie jszej wprowadziliśmy do t e o r i i  macierzy S 

tensorowe« symetryczne funkcje próbne w ten sposób« że w 

obszarze efektywnego oddziaływania prawie że dokładnie (tzn . 

z dokładnością do nieskończenie małych rzędu drugiego) po« 

krywaję s ię  one z istniejącym  w tym obszarze słabym« zewnę­

trznym (c z y li  wytworzonym przez jego otoczenie)« klasycznym 

polem grawitacyjnym o s ta łe j  krzywiźnie. Poza tym obszarem 

funkcje próbne szybko znikają« gdyż są one funkcjami klasy 

Schwartza.

Funkcje te« traktowane jako funkcje źródłowe« opisują w 

obszarze efektywnego oddziaływania wpływ istn ie jąceg o  w nim 

zewnętrznego pola grawitacyjnego na stan układu U. Ten zaś 

układ U składa s ię  z cząstek elementarnych (masowych bezepi- 

nowych« masowych spinowych i  fotonów), których wzajemne od­

działywanie opisujemy standardowymi metodami kwantowej teo­

r i i  pola. Wpływ zewnętrznego, klasycznego (tz n . nie podle­

gającego procedurze drugiego kwantowania) pola graw itacyj­

nego na stan  fizyczny naszego układu U możemy traktować ja ­

ko wynik oddziaływania cząstek z tym polem, cz y li  (zdaniem 

au tora) jako wynik "aui generls* oddziaływania cząstek z cza-



sop rzestrzen ię . Zamiar uwzględnienia tego oddziaływania od 

samego już poczętku konstruowania naszej t e o r i i  przejawia 

s i ę :

1 . w doborze symetrycznych funkcji tensorowych jako funk­

c j i  próbnych;

2 . w sp ecy fik acji modelu oddziaływania / t z n .  w konstruk­

c j i  lagrangianu in te ra k cji«  gdzie żądany by każdy z osobna 

jego człon był ogólnie ko:vsriantny oraz niezmienniczy wzglę­

dem dyslokacji w polu funkcji t ^ ^ ) / ;

3 . w zmianie miary całkowania« która występuje w ca łce

d ziałan ia  S„i n t .n
Okazuje się« że przy takim doborze funkcji próbnych,wszy- 

stk ie  funkcje współczynnikowe (c z y li  funkcje odpowladajęce 

n-wlerzchołkowym diagramom Feynreana zmodyfikowanym poprzez 

wprowadzenie do nich dodatkowo l i n i i  odpowiadajęcych kwazi­

cząstkom oraz pędom grawitacyjnym) eę skończone. Znika więc 

typowa dla standardowej kwantowej t e o r i i  pola trudność w po­

sługiwaniu s ię  tymi funkcjami w celu  w yliczenia prawdopodo­

bieństwa odnośnych p rzejść kwantowych lub, co praktycznie  

na jedno wychodzi, w celu  o b liczan ia  przekrójów czynnych na 

procesy fizyczne opisywane odnośnymi diagramami Feynmana.

Pole graw itacyjne, reprezentowane w czteroobszarze efek­

tywnego oddziaływania przez tensorowe funkcje próbne > (x)# 

pełni więc funkcję R e g u la to ra ” zabezpieczającego is tn ie n ie  

warunków (prawidłowy bilans pędu i  e n e rg ii w wierzchołkach  

diagramów Feynmana) i gwarantujących możliwości przebiegu



obserwowanych doświadczalnio procesów powodujących reolną 

ewolucję czasową układu fizycznego. Widzimy zatem, że prób­

ne funkcje którymi w pracy posługiwaliśmy się  peł­

nią rolę  funkcji źródłowych Schwingera. Owa "regulująca" ro 

la  tensorowych funkcji źródłowych nie sprowadza s ię  do zwyk 

łe j  re g u la ry z a c ji. Zaniedbanie bowiem wpływu źródeł w wyni­

ku końcowym ob liczan ia  funkcji współczynnikowych w elemen­

tach macierzy S, poprzez formalne położenie l-+ o &  ( r o) 

nie da -  przynajmniej ogólnie -  tego samego wyniku jaki o- 

trzymalibyómy kładąc od samego początku (przy konstruowa­

niu macierzy S oraz przy sp ecy fik acji lagrangianu oddzia­

ływ ania), że

Zdaniem autora oznacza to , że rola tensorowych funkcji 

źródłowych reprezentujących w pewnym przybliżeniu /takim  

np. jak w n in ie jszej pracy) realne zewnętrzne pole grawi­

tacy jn e , przy konstruowaniu t e o r i i  macierzy rozpraszania 

nie J 6 8 t tylko formalna, nie sprowadza s ię  do czysto mate­

matycznej procedury* Autor uważa, że można funkcjom tym 

przypisywać bardziej rea lis ty czn ą  in te rp re ta c ję  w duchu 

schwingerowskich funkcji źródłowych. W naszym przypadku 

"źródłem ", opisanym takimi funkcjami, usuwającym nieskoń­

czoności te o r i i  renormalizowanych w dowolnym byle skończo­

nym rzędzie przybliżeń, zabezpieczającym prawidłowy bilans 

en erg ii i  pędu w każdym z osobna wierzchołku diagramu Feyn- 

mana je s t  zewnętrzne słabe 1 klasyczne pole graw itacyjne.



To z a ś , że kwantowy (w eęnele drugiego kwantowania) opis 

pola graw itacyjnego, jako rea ln o ści fizyczn ej usuwającej 

nieskończoności z kwantowej t e o r i i  pola je s t  niepotrzebny, 

nie j e e t ,  zdaniem au tora , przykre. Problem konsyetentnegó 

kwantowania pola grawitacyjnego j e s t  przecież  nadal je sz ­

cze problemem.otwartym.



Aneks
Badanie typowych całek 

występujących przy wyznaczaniu 
postaci funkcji współczynnikowych

Przepiszmy całkę (4 .2 8 )  w p o stacit

T
f 2  -8 1 Zr  AL_cceG- 1

^  ------ a M ain  5 1 ( 0 -* r )  dO-Idr

o V r2 + « 2  o (A. i )

gdzie

¥ < r >  S i - 8 1 2 ( 2 r2

2lT .
i (e - .r )  Si J  . a co ,'f ł  b , l n f  d'/’

♦ P T o2  A L .) (A .2)

(A .3)

df « ,2-8 1 2 r ain Oi b — -8 1 2pAL2 sin  8- (A .4)

Całka (A .3) Je s t  atabularyżowana (^23J ) .  Otrzymujemy w wy­

niku całkowania następuJęcy zbieżny szereg :

l(O-.r) -  r i T Z  *6 1 <ALT .A Lg)" r2n #ln2n (A#2>)
(ni)*2n-o

Podstawiajęc (A .2 *) do (A .l )  otrzymujemy:



(A .2 " )
^  24ni 4n( AL2 ♦  AL2 ) "   ̂ 2 (n + l)  ^

h  * 2^  ---------------, .'2 ' J -----------  °n r ; l n( r )
1 n*°  ( " O 2  o \ [ ^ J

•sr
9dzle f o *

I „ ( r )  -  J sin 2 " ^ 1 e - s l  r A L 3 008  * dO* (A .5)

Dokonujęc podstawienia ein 0* ■  z otrzymujemy po łatwym prze- 

kaztałceniui

n +1

I ( r )  -5 1  ( k ) ( - l ) k [  z2 ke“8l2p  ^ L3Z dz (A.5ł ) 
n k.o J :- 1

Podstawiając (A .5 #) do (A .2**) otrzymujemy po paru prze­

k ształcen iach :

24 nl 4 n- 2 (A L ? + A L2 ) n 
I * .  ttr -  £ --------------------- -------- —1 4AU

n* 0 (n i)-

co

i Ś p j l * « -  < < r>)--o  \[r

2 k

2 2 +m

oo

-  f ’ (k H -1 ) k( 2 k n 2 r __________________to J
,2 n—8+1

X ( f + ( r )  - * f ( r )  dr)

gdzie

(A .6 )

~f(r)  «  exp ^“-8 1 2 (2 r2+ AL4  ]/r2+ «2{ +}AL3r ) J  (A .? )

( - )

Dokonujemy te ra z  podstawienia r  ■  mx. Oak widać z (A .6 ) i



z (A .7 )  w wyrażeniu na 1^  występuję już tylko ca łk i typu 

, c  f xpexp [- <£2 x2+ /3 x + y \/x 2  ♦  l J d »,

'  W .  >

gdzie

oraz

p^N  + { o }  (A .9)

©£ j /3 ?r ^ R

c
Całka J e s t  skończona. Zobaczmy, jak można Ję przedsta­

wić w p o staci zbieżnych szeregów. Rozwińmy w szeregi potę­

gowe czynniki funkcji podcałkowej p o staci exp(y4x) i  

exp (K\jx2 + i ) .

Po rozw inięciu , całkę (A .8 ) można przedstawić w p ostaci 

następującego szeregu podwójnego.

e ^ A n v*2 l
XP * 2 1  Z  ^ 1 7 1

n* 0  l aO

Y  1 1 o
i p ( n . l )  ♦  5TTT Z  1 ( k* P '" < )

k -0 tA.10)

gdzie

I ° (k .P .n ) p*n+2k -o£.2 x2 dx (A .ll)O

I p ( n . l ) '
xpłn(x 2 + l ) 1 t - l z x2  dx 

1 \| x2 ♦  1
(A.12)

Całkujęc przez cz ę ś ci  (A .12) otrzymujemy po prostych prze­

k ształcen iach :



gdzie

I p (n .l )  -  5n  5 i “ (p+n+1) 2 1  (k ) I ^ n .p ^ k )  -
k=o

1 -1  U 1  i  i
-  21  £ <  k ) l 2 ( n ,p .l )  ♦  2 e£ 2  I ( k )  l 2 (n ,p ,k )  (A J3 )

k-o k»o

o»

I n(n ,p ,k )

przy czym

df [Płnt 2k*£( l łX 2 )i  ,-« (*  x2 dx 07=1 , 2  (A.14)

£  ■  O dla n ■  2 

£  -  - 2  dla nrj -  1

Całka (A .l l )  Je s t  etabularyżowana. Wyróżniamy tu trz y  przy­

padki!

a /  n -  p -  k -  O, 1 ° ( 0 ,0 ,0 )  * j j  ^ l|  (A .15)

b / n «► p • 2 s # a£N  + { o } #

I ° (n ,p #k) -

c /  n ♦  p ■  28*1 , 8 6  N ♦  {  O J

\ z r 2 (e +k ) .  1 J I I  # 
2 8+k+1 ^ 2 ^a+k)+l 15  '

I° (n # p ,k ) -  3+ |c+2^ 2 (s lk + l)  ( A- 15'^

Przejdźmy te ra z  do badania ca łk i (A. 1 4 ) , Dla szczególnego 

przypadku p ■  n ■  O Je s t  ona stabularyzowana, Otrzymujemy 

wówczass

,  T x f y 2* i ^  j 2*2 1 21 21 A i 4 (cC №
I ( o . l )  -  e ^ *  dx -  -Wu £  ) XJ 7  6 D , ,

° + 1 8 - 0  ( /

W VI)

1 ) . 
( A a l 6 )



gdzio funkcja Dy (z ) je s t  (otabularyzowane^) funkcję cy lin -  

drycznę typu parabolicznego. Stosuje s ię  do niej wzór reku- 

rencyjny:

D (z )  -  z D (z )  -  v D (z )  ■  O (A .17)
-v + l  -v  - v - l

Funkcja określona z o sta ła  wcześniej wzorami (6 .5 3 )  1

( 6 .5 4 ) .

Przyjmijmy te ra z , że p + n^O . Sposób obliczania ca łk i (A.14) 

zależy w isto tn y  sposób od tego , czy liczb a "p+n" je s t  nie­

parzysta czy też  p arzysta . Rozpatrzmy więc osobno te  dwa 

przypadki:

l )  Przyjmujemy, że s ■  2 r + 1 , r 6 N ♦  {o } .  Wówczas 

etosu jęc w (A .14) podstawienie:

t  • ^ 1  + X2 -  1 (A. 18)

otrzymujemy:
GO

X „(n .P .k ) -  I  «r < tł 2 ) V ^ 2 ( ‘ 2 ł2 ‘ ) d , -  £  ( I ) * ' - *  
"  J k»o'

o. ?  f

Jtk+rł2 dt + 2 J tkłr-1 dt ♦ Jtkłr.'ftt>

gdzie ■ f(t) ~ - J 2t2 - 2^Zt

dt7  

(A. 19)

(A. 20)

Całki występujęce w (A .19) przy podstawieniu (A .20) eę s ta -



♦  2{lkr,t0  °» i(etV5> ♦ ob (=<. V5}] <A*21>

gdzie a * » ( k ^ r ^ ) ,  b ■  - (k + r - f l ) ,  c ■  •(k-ł-r+3),

2 ) Rozpatrzmy drugi przypadek, gdy a ■  2m, ra£ N + { o } .  

Wówczas całkę (A .14) rozbijamy naatępujęco na sumę dwóch 

całek :

7 I 2
Im(n ,p ,k ) -  x2m(l+ x 2) 2 e " ^ ^ -  (A ,22)

7

gdzie

o

. - A 2 dx
O©

Z
j -o

r2 (m -j) e " *
2 2

dx (A .23)

I * df 2m+l ,-cC2 2 dx
CO

■ z » )
u»o

t2 ( B - s ) ł l  e-oC2* 2dx

(A. 24)

/W (A .23) 1 w (A .24) stosujemy rozw inięcie w zbieżny szereg  

wyrażenia ( l  ♦  A ) i  , dla A ~  1/

W calu w yliczenia c a łk i (A ,24) podstawiamy: z » x2o i 2. 

Otrzymujemy wówczas:

2  ,2 ^m-u+l) .
<*2

zD- U e“Z dz (A .24*)



l 1

Ola majao otrzymujemy:

I**

( A . 2 5 )

(A .26)

gdzie (|> (oC) je s t  funkcję prawdopodobieństwa« którę można 

przedstawić za pomocę zbieżnego szeregu ( 6 .5 4 ) .  Całki wy- 

stęp ujęce w (A .23) 1 (A .24*) eę już stabularyzowane.

Ola m> u,  (o -  u£  N) otrzymujemy:

I* 1
2 m-u+ 1 Z

j -o
j i (A. 27)

Dla m< u,  (u -  n 6 N) dostajemy po przekształceniach :

X 'a * e"<£^ 2 (u -o łl J  * 2 ^ " 1 d - O i f - n " — > 1 : 

3-1 (u -m -l)l« 21

{- 1 ) U-  
u-m -l)I (A .28)

gdzie C je s t  to s ta ła  E u lera.

Całkę I** wyliczamy drogę całkowania przez c z ę ś c i . Korzysta­

my z tego« że możemy w (A .23) przyjęć« iż  m+j6  N /przypa-



dok o b j ■  O rozpatrzyliśm y Już w cześniejj vide (A .2 6 )/.  

Otrzymujemy po odpowiednio wielokrotnym przecałkowaniu przez 

części następujęcy wynik:

I* -
2di

n+u- 1

1+ Z -
L J-i

n  ( 2m+2u -  2 i  + l )
1 *1

+ 2 ^ ( 2 ^ ) " +u

m+u
| | ( 2m + 2u -  21  + l)< ^ (c £ )  
1 -1

(A.29)

Funkcja (oC) określona je a t  szeregiem ( 6 .5 4 ) .

W ten epoeób wszystkie ca łk i występujęce w ( 4 .2 8 )  będź wy. 

liczyliśm y efektywnie, będź przedstawiliśm y e x p lic i te  w po­

s ta c i  dobrze zbieżnych ezeregów.

Rozpatrzmy te ra z  wyrażenie ( 4 .2 9 ) .  Współrzędne wektora
■ ̂
I 2  oznaczmy odpowiednio przez ( l 2 ) 1# ( l 2 ) 2 * ^ 2 ^3 *

Oznaczmy:

(A .30)

Z (4 .2 9 )  1 z (4 .3 0 )  otrzymujemy, że :
*  r T 1

( ï 2 ) i - [  R ( r ) | J * l n 29 -o _ 8 l 2 r  ASco,0'l,(»;r)J (A .3 1 )
O O

gdzie î'iT

I . ( 0 i r ) ■ [ cos ^ e x p (a  cos •/♦  b s in / )  d ■ / (A .32)
o

przy czym "a" i  aba określone sę w (A .4 ) .



IgCO-.r) -  ♦  b2 ) (A .33)

gdzie I ^ p )  je s t  funkcję Bessela pierwszego rzędu. Można 

ję  przedstawić w p o staci zbieżnego szeregu:

,  p -  ] ja 2+b2 ,  (A* 3 4 )W
k«o

2 2 kk l(k + l)l

W stawlajęc (A .34) do (A .33) i  następnie do (A .32) otrzymu­

jemy:

.------------------  2 k*l
, / Al 2  Al 21 f>4 k + 3 .4 k + 2 /.l 2 .. 2 x 2

-  / -  _x ,TY/\I AL1~ ^ L2 I<T" 2 1 (ALj+ALg) _2k+l_,_2k*l^.i,(o-,r) ■ ir u ■ 'AL2t £lż 2_------- knui)i----- r »ln ^
1 2 k»o (A. 35)

W stawiając zaś (A .35) do (A .31) otrzynujeay po paru prze- 

k ształcen iach :

k»o
cp

x [ R (r )  r 2k+1  I ( r )  dr (A .36)

gdzie

I ( r )  • Jł ( l - z 2 ) k+V 8 l 2 r -4 Ll z dz 
- 1

(A .37)

Z (A .36) i  z (A .37) widać, że w wyrażeniu na U 2 ) i  pojewia-



ję  eię tak ie tylko c a łk i, które już zbadaliśmy przy o b li­

czaniu wyrażenia 1^.

Podobnie w wyrażeniach na (^ 2 ^2 * ^ 2 ^ 3  oraz * 3  pojawiaję 

elę c a łk i , które dadzę s ię  oprowadzić do zbadanych już ca­

łek po9 ta c i  (A .3 ) , (A .5 * ) ,  (A .6 ) i  (A .3 2 ) .  Wszystkie one sę 

skończone i  dadzę s ię  przedstawić w p o staci dobrze zbież­

nych szeregów.
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Summary

The theory of S-raatrix ie  formulated with the use of 
teneor t e s t  functions which are chosen in such a way that 
in the domain of e f fe c tiv e  in te ra c tio n  they describe a weak, 
e x te rn a l, c la s s i c a l  g ra v ita tio n a l f ie ld  with constant cur­
v atu re , I t  is  shown that for renorm alizable th eories in an 
a rb itra ry  but f in i te  order of approximation the in f in it ie s  
disappear. The te s t  functions provide the co rre c t  energy-mo­
mentum balance in each v ertex  of an a rb itra ry  Feynman dia­
gram and play the ro le  of the Schwinger source term s. The 
cases with the in te ra c tio n  Lagranglans of the ty p eA if 4 (x )  
and e2 ' /  (x )  ^ ( x )  Ay (x )  Av(x )  are analyzed in d e ta il  up to 
second order of approximation.



С О Д Е Р Ж А Н И Е

В работе обсуждается теория 'я-матрицы в случае 
тензорных функции интенсивности, которые определяются так 
чтобы в области эффективного взаимодействия описывали они 
слабое, внешное классическое гравитационное поле с постоян­
ной кривизной. Показано, что в ренормируемых теориях в лю­
бом конечном порядке приближения все бесконечности исчеза­
ют. Тензорные функции обеспечивают правильный баланс энер­
гии и момента в каждой вершине любой диаграммы Фейнмана и 
играют роль функции источников Швингера. Детально рассма­
тривались случаи взаимодействия типа

и е2 ¥Ух/ А у /х /  А У /х /

во втором порядке приближения.






