Z DOSTIADCZEN PRODZACEGO S7WIZENIL

1, Uuarza dotycziyca nierdéwnosci Bernoulld ‘epo

W czasie ¢éwiczel z analizy matematycznej, posSwigcconych pow-
J dy ? € J P
.I ’ [ (Y L]
tdxce nierdwnosci Bernoulli ego, moze nam si¢ zdarzy¢, Ze stu-
dent wywolany od odpowiedzdi napisze wviprawdzie noprawnie samz

~

nizrbwunosé:
n
(1+x)" > 1l4nx,

ale nie podalde zalozen, juvizs czynimy o liezbach n i x,

Trzy pomocy pozostatych sluchaczy uzvpeliniamy zaXoZenia:
x2-1 1 n Jjest liczby naturalnj,

Dla utrwalenia studentowl w pamigci tego, Ze zalozenia s3y
istotna czescly sktadowy %azdego twierdzenia matematycznespo,
polecamy mu, by wybraxr dowolny liczbe natnralng. Student wy-
biera . Nastgpnie poddajemy mu, by sprewdzit nierdéwnosé
Bernoulli‘ego dla n =4 1 x ==2, Student sorawdza:

-1)% > 1 + #(-2)
1> -7 (1)

Ficréwnosé okazuje sig prawdziwa (!). KaZemy mu wige spraw-
dzié dla x = =33

¥il

(=2) 1+ 4(-3)

t 2>
16 > -11 (1)
Prébujery jeszcze x = =43
=3)% > 1 + 4(-1)
81 2> - 15 (1)

Zdencrwowanl nieoczekiwanym uporczywym zachodzeniem nicrbdw-

nosci polecamy mu przyiaé n=3 1 x =~ 2,
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réwnosé riconraviziva,
Wyiainiany wice ctudentom, zZe nierdwnoslé Zermov 111'@50
ez zalnych osraniczell nalozonych na liczhe x nie bylaby ora
Sziwa 1 e zaloZenie x> -1 nie Jcst wprawdzie wWonieczrc dla
nia nisrévwnosci, ale Jest doctateczne dla orzenrove-
Jzenia dov.'odu pIz:y nomocy induke i materatyczrei.
Serd Jednk oburzeni na z2o4liwy nierdvnodilé nodchodzimy do

Niech f£.(x) = (1+x)P-1-nx, gdzic n jest dowoslny liczba
naturalng, a x dowolng liczby rzeczjywistg,.

Dlan = 1 nemy fq(x) =0, a wige fi(}:) = 0 stale.

Miech n = <,

Obliczny £5(x) = a(1+x)™ —n = n [(1e)™t 1]
1 zbedajny, dle Jaich x  Jest £,(x) = O,

[je0

’ (1+Jc‘n:L 1

o}
4
zte, =tad n - 1 nieparzyste, a wige f, (x} =0

n .
tylko dla 1 + x = 1, czyli dla x
Dla x>0 mory 1+ x>1, awige i (1+:-rfn—1 >1 czyli
2, > 05 vige _vnkc:]a £,(x) Jest 2la x>0 rocnjca.
" Dla ~l<x <O runy 0<l + z< 1, st3d (L)t <1,
e wige Ty (,L, < 0; zatem £ (%) malede w orzedziale (-1,0).

H
o
°

Dle < -1 mamy 1+x<0, & wige 1 (Ll+x \n—1<0< l, bon=1
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e

jest liczbjy nieparzysty, stud 1 tu fI;(x) < 0; zatem fn(:.:)
maleie dla x & -1l. VWokee “uo fn(x) rosnie dla x>0 {1 rna-
leaje dla x< 0, a ponicwas fn(O) = 0 nany fn(x)> 0 Jdla
tazdezd X

IT, n nievarzyste i n>» 1; wtedy n - 1 ovarzyste i
n-1>0,

A

o+

Pochodna fr;(x) zeruje sig, #dy* 1l +x=1 lub 1+ x = -1,

czyll gdy x =0 1lub x = =2,

Dla x>0 memy 1+ x> 1, a wige fI;(’:-:) > 0; styd wnio-
sek, zc f,.(x) rosnie,

Dla -2<x<0 mamy -1<1 + x<1 czyli |1 + xI<1, a wiece

Il+xln"1< 1, dle 11 + xln_l = (1 + x)n-l, o n'-=1 Jest ficzbq

parzysty, mamy zatem (1 + <)l <1, czyli fI;(x:)"’< 0; vlec
fn(x) maleje.

Dla x<=-2 mamy 1 +x <-1, st3d (1 + x)*1>1 (n-1 oa-
rzyste) czyli fI;(x) > 0; a wige f,(x) roénie. .

Obliczny fn(—2)=(-—l)n-1 - n(-2) ==2+2n = 2(n-12 0

Poniewaz ponadto dla x ¢ O fn(x) -_:i(l,-l; x)n =]l - nX =

= x[(l + -:-"-)(1 + y)n-l - -]-'- - n] zmicrza do - o0 Przy i — oo

(n-1 jest liczby parzggt;), funkeja f£,(x) ma wige w osrze-
dziale (= eo, -2), Jedyny z\,"..?zglgdu na rnonotonicznosc oicrvia—-
ctek, ktéry oznaczmy przez X (n). Oczywiscie < (n) < -2,

Zatem otrzymujemy fn(x) 20 dla x>x(r); 1 fn(:r.) <0
dla x < o« (n).

Reasumujjc nasze rozwazania pad fimkejy £ (%) otrzymujenmy:
nierédwnosé Bernovlliego.

1) 31a n =1 lub n parzystego jest spelnione -rzez wszy-
chie liczby; e

=) Ala n nileparzycstego 1 rbsnego od 1 dzct coaelniona
tylk%o dla : nie mnicJszych od Jjedynego uJemnezo pierwiastka
& (n) réwnania

(L+x)2=-1-nx=20

Pizzwiastek ten jest mnilejezy o34 -=2.

Teraz wyjainilz nam cie powdd ziolsliwoscl naSZe“ nierév'no...qi.

W orzypadku 2) moznez wdowosdniéy Ze £dy n zmlerza 39 + oo
po wartoiciach nieparzystych, to o< (n) dyzy do -2,

Niech towiem / bedzie dowolniy liczby mnicjszy od -2, Mamy
vige 1 +B< -1, 1 niech n =2k + 1, wtedy

ol
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£ a1 (2 y=(1+.8)7* _1_(axe1)B = T )

~ 2k+1 ! _ (exs1) o ]
=(168 ) [1 (e 5 )T (S_‘_ZR‘I

1+ﬁ)2 +

. 2k+1 2k+1
Poniewaz (1+/3) -—~00, gdy k — + o a e

gdy kX — + oo , wnosimy, ze fak_'_l(/j)—— -—co dla k — +oo.,

St3d istnieje takie N, 2¢ gdy n>N i1 n nieparzyste, to
fn(/b) < 0, Ale wykazalisémy poprzednio, Ze f,(=2)> 0. Wobec
tego X (n) jako jedyny ujemny pierwiastek fupkeiji £,(x), o
ktérym vwykazalismy, 2Ze Jest liczbg mniejszg od <=2, musi lezeé
w orzedziale (L ,-2), co z uwasi na dowslnosé B (byle B < -2,
vskazuje na to, e limo (n) = - 2,

N—e<4+oo

Zanon Moczner
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