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1 ,  TTwama d o t y c z ą c a n i e równoś c i  B ern o u l l i 'epp

71 c z a s i e  ć w ic ze ń  z a n a l i z y  m a te m a ty c z n e j,  p ośw ięcon ych  pow­

t ó r c e  n ie r ó w n o ś c i  B e r n o u l l i 'e g o ,  może nam s i ę  z d a r z y ć ,  że s t u ­
d e n t wywołany od o d p o w ie d zi n a p is z e  wprawdzie popraw nie samą 

n ie r ó w n o ść :

( l + x ) n ^  l+ n x ,

a l e  n ie  p o d a je  założeń, j a v i e  czynim y o l i c z b a c h  n i  x .

P r z y  pomocy p o z o s t a ł y c h  s łu c h a c z y  uzupełniam y z a ł o ż e n i a :
X ^  -  1 i  n j e s t  l i c z b ą  n a t u r a l n ą .

D la  u tr w a le n ia  s tu d e n to w i w p a m ięci t e g o ,  że z a ł o ż e n i a  są  

i s t o t n ą  c z ę ś c i ą  składow ą każd ego  tw ie r d z e n ia  m atem atyczn ego , 
polecam y mu, by w y b rał dowolną l i c z b ę  n a t u r a l n ą .  S tu d e n t  wy­

b i e r a  4 .  N a s tę p n ie  poddajemy mu, by s p r a w d z i ł  n ieró w n o ść  
B e r n o u l l i *ego d la  n = 4  i  x  = “2 .  S tu d e n t  spraw dza:

( -1)4 >  1 + 4 ( -2 )

l > - 7  ( U

Nierówność okazuje s ię  prawdziwa ( ! ) .  Każemy mu więc spraw­
dź ić dla X = -3:

( -2 )A>  1 + 4 ( -5 )

16 >  -11 (!)

Prób u jery j e s z c z e  X = —4 :

( - 3)4 >  1 + 4 (-4 )

81 >  -  15 (!)

Zdenerwowani n ieoczekiw an ym  uporczywym zachodzeniem  nierów ­

n o ś c i  polecamy mu p r z y j ą ć  n = 3 i  x  ^ -  2 .
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( - 1 ) *  >  1 + 5 ( - W

- 1  >  - 5  ( ! )

oprawdzany je c z c z e :  dla. x  = -

C - 2 ) 5 >  1 + З ( -W

- 8  >  - 8

Tr o chę done rwn ją c  є , n ie  prawdaż ? !

Mimo tego g p rav; d z any dla x = -  4:

( -? ) 3 >  1 + г ( - 4 )

- 2 7  ^  -  11

-  no i  n a r e s z c ie  nierów ność n iepraw dz5wa.

Wyjaśniamy ;vicc studentom , że nierów ność B e r n o u l l i 'ego  
bez żadnych o fra n ic z e ś . nałożonych, na l i c z b ę  x  nie  byłaby ргач 

dziwa i  że Z a ło ż e n ie  x  > * - 1  n ie  j e s t  wprawdzie b o n ie c z r c  d la  

zachodzen ia  n ie r ó w n o ś c i ,  a le  j e s t  d o s ta te c z n e  d la  przeprowa­

dzenia  dowodu przy pomocy i n d u k c j i  m atem atycznej.
Sami jednak o b u rzen i na z ł o ś l i w ą  nierów ność podchodzimy' do 

n i e j  z in n e j  s t r o n y .
N iech  f r (x )  = ( l + x ) n- l - n x ,  ę d z ic  n j e s t  dowolną l i c z b ą  

n a tu r a ln ą , a x  dowolną l i c z b ą  r z e c z y w is t ą .

D la  n = 1 meny f ^ ( x )  = 0 ,  a w ięc f ^ ( x ) ^  0 s t a l e .

Niech n ^  2 .

Obliczmy f ^ ( x )  = n C l+ x )11“ 1 - n  = n [ ( l + x ) 11“ 1 - 1  ] 

i  zbadajmy, d la - ja k ic h  x  j e s t  f ^ ( x )  = 0 .  .

' (1  + х ) п“ Х -  1 I  0

X t y n  celu. rozróżniamy przypadki:

I .  n p a r z y s t e ,  s t ą d  n -  1 n i e p a r z y s t e ,  a w ięc f ^ ( x )  = 0 
t y l k o  d l a  1 x  = 1 ,  c z y l i  d la  x  = 0 .

D la  x >  0 mamy 1 + x  > 1 ,  a w ięc  i  ( l + o : 'n""  ̂ >  1 c z y l i  

Oj w ięc  f u n k c j a  f n (x )  j e s t  d l a  x >  0 r o s n ą c a .

D la  - 1  <  x  <  0 many 0 < 1  + x < l ,  s tą d  ( l v x ) n""  ̂ <  1 ,  

c  więc f * ( x )  <* 0 ;  zatem f n (x)  n a l e j e  w p r z e d z i a l e  ( - 1 , 0 ) .

D la  :: <  - 1  many l - t -x^O ,  a w ięc  i  ( l v x ) n ^ ^ 0 < 1 ,  bo n -  1

I l.1



A

j e s t  l i c z b ą  n i e p a r z y s t ą ,  s t ą d  i  tu  f  * ( x )  ^  0 ;  zatem  f  (x )
XI XX r

n a l e j e  d l a  x  ^  - 1 .  ’Vobec t c g o  f  ( x )  r o ś n i e  d l a  x J >  0 i  na­

l e j e  d la  x <  0 ,  a poniew aż f n ( 0 )  = 0 пашу f  ( x )  ^  0  d la  

t a ż deso  z ,

T I .  n  n i e p a r z y s t e  i  n >  1 ;  wtedy n -  1 p a r z y s te  і  
n -  1 >  0 .

Pochodna f ^ ( x )  Z e r u je  s i ę ,  g d y î 1 + x  = 1 lu b  1 + x  = - 1 ,  
c z y l i  gdy x  = 0  lu b  x  = - 2 .

D la  x >  0  пашу 1 + x >  1 ,  a w ięc  f ^ ( x )  >  0 ;  s tą d  wnio­

s e k ,  ź c  f n (x )  r o ś n i e .

D la  - 2 < x < 0  mamy - 1 < 1  + x < l  c z y l i  | l  + x l < l ,  a rçiçc 

/ l + x i n“ 1 <  1 .  A le  11 + x l 11“ 1 = (1  + x ) n _ 1 , bo n -  1 j e s t  l i c z b ą  

p a r z y s t ą ,  mamy za tem  (1  + x ) n - 1  < 1 ,  c z y l i  f^ (x O '< T  0 ;  w ię c  

f n ( x )  m a l e j e .

D la  x  <  - 2  mamy 1 + x  < £ - 1 ,  s t ą d  (1  + x ) n - 1 > " l  ( n - 1  pa­

r z y s t e )  c z y l i  f ^ ( x )  0 ;  a w ięc  f n ( x )  r o ś n i e .  .

O b liczm y  f n ( - 2 ) = ( - l ) n- l  -  n ( - 2 )  = -2 + 2 n  = 2 ( n - 1  >  O

Poniew aż p on ad to  d l a  x  £ 0 f „ ( x )  = [ ( l . +  x ) n  - 1  -  rcc js

= x [ ( l  + “ ) ( l  + X ) 11" 1 -  — -  n] z m ie r z a  do -  o © 'p r z y  x  — «- o© 

( n - 1  j e s t  l i c z b ą  p a r z y s t ą ) ;  f u n k c j a  f p ( x )  ma w ięc  w p r z e ­

d z i a l e  ( - © o ,  - 2 ) ,  jed y n y  ze  w zględu  na m o n o to n ic z n o ść  p ie r w ia ­

s t e k ,  k t ó r y  oznaczmy p rze z  < X ( n ) .  O c z y w iś c ie  <* .(n ) < - 2 .

Zatem  otrzym ujem y f n ( x )  ^  0 d l a  x ^ < x ( r )  i  f n ( x )  <  0  ;
d l a  x  <  oć ( n ) .

Reasum ując n a s z e  r o zw a ża n ia  nad f m k c j ą  f n (x )  o trzym ujem y: 
n ie ró w n o ść  B e r n o u l l i  “’e g o .

1 )  d l a  n = 1 lu b  n p a r z y s te g o  j e s t  s p e ł ń 4ona o rze z  w szy­
s t k i e  l i c z b y ;  . %

lS) d la  n n i e p a r z y s t e g o  i  ró żn e g o  od 1 j e s t  s p e ł n i o n a  

t y l k o  d la  x  n ie  m n ie js z y c h  bd je d y n e g o  ujemnego p i e r w i a s t k a  

<* (n) rów n an ia

(1  + x ) n -  1 -  nx = 0

P i e r w i a s t e k  t e n  j e s t  m n ie js z y  od - 2 .  *
T e ra z  w y j a ś n i ł  nam s i ę  powód z ł o ś l i w o ś c i  n a s z e j  n ie r ó w n o ś c i ' .^ ..

"77 przypadku 2 )  można u d ow od n ić / że gdy n z m ie r z a  do + o© < 

po w a r t o ś c ia c h  n i e p a r z y s t y c h ,  t o  cx (n )  dąży do - 2 .

N ie c h  bofriem ^ b ę d z i e  dowolną l i c z b ą  m n ie js z ą  od - 2 ,  Mamy 

w ięc 1 + Jb <  -  1 ,  i  n i e c h  n = 2k + 1 ,  w tedy



f 3c+l (^ )  = (1 + ^ ) 2te+1 - 1 - ( 2 Ь + 1 . ) ^  = .  ■ , . -
Ч • • •

_ П  . ß л2к+1 [п _  1 _ _  (2к+1)А  1
^  L ( 1 + ^ ) 2к+1 (1 + у З )* к + 1 і

Ponieważ (1+уЗ ) 2к +^ -  оо gdy к —► + , а — -?чі- ч --*• С
У (1+уЗ ) ^ К+1

gdy k  —•- + ©о , wnosimy, że ^ a i c + l ^  ) —  -  00 d l a  k —► + ©o ,
S tą d  i s t n i e j e  t a k i e  IT, że gdy n ^  TT i  n n i e p a r z y s t e ,  to

f n (y b ) <  0 .  A le  w ykazaliśm y p o p rz e d n io , że f n ( - 2 ) > 0 .  Wobec

te g o  c* (n) Jako Jedyny ujemny p ie r w i a s te k  f u n k c j i  f n ( x ) ,  o

którym  w ykazaliśm y, że J e s t  l i c z b ą  m n ie js z ą  od - 2 ,  m usi l e ż e ć

w p r z e d z i a le  { /à  , - 2 ) ,  co z uwagi na dow olność Jb  (Ь у Іе у З  < - 2 )

w skazuje na t o ,  że l im  (n ) = -  2 .
n -* + o e

Zenon Moszner


