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0 pojeciach pierwotnych w kursie systematyczno-dedukcyjnym
geometrii w szkole

W zakonczeniu ksigzki poswieconej konstrukcjom H. Lebesguel)
umiescit niezwykle interesujgcy rozdziat zatytutowany: ,L’étude de la
droite”. Lebesgue zwraca tu uwage na historyczny proces konstruowania
poje¢ punktu i prostej. Dla Grekdw prosta i okrag dane byty jako catosci
(idee platonskie), nie za$ jako nieskoriczone zbiory punktéw. Pewne
byto tylko istnienie punktéow ,konstruowalnych za pomoca okregéw
1 prostych”. W ten sposdéb Grecy — jak sie wyraza Lebesgue — rozpo-
czeli historyczny proces ,obsadzania prostej punktami”. Prosta Talesa
byta prostg niepetng z dzisiejszego punktu widzenia, nie dos¢ nasycong
punktami. Pitagoras, Viete, Descartes, Liouville,
Hermite Lindemann, Cantor, Dedekind kontynuowali
ten proces, przeprowadzajac réwnoczes$nie ,inwentaryzacje” coraz to
szerszego zbioru punktow prostej i ich klasyfikacje, co stato sie mozliwe
dzieki rozwojowi algebry. Ostatecznie osiggnieto wspoélczesne pojecie
prostej Dedekinda. Nie jest to, zdaniem Lebesgue’a, etap ostatni.

Kolejne rekonstrukcje pojecia prostej wyrazaty sie w uzupetnianiu
i precyzowaniu aksjomatyki geometrii. Prostg euklidesowg w dzisiejszym
rozumieniu definiuje w sposdb uwiktany, z dokiadnoscig do izomorfii,
uklad aksjomatéw Hilberta.

Historia podstawowych poje¢ geometrii nie moze by¢ obojetna dla
metodyki nauczania. Uczen rozpoczynajacy kurs geometrii systema-
tycznej ma juz za sobg czes¢ tej historii w indywidualnym przezyciu,
a przed sobg jej dalszy cigg. Postuguje sie on juz terminami: punkt,
prosta, ptaszczyzna, uzywajgc ich w okreslonym sensie do-
stepnym mu w aktualnym stadium rozwoju jego myslenia. Proces for-
mowania sie tych poje¢ nie jest jeszcze dlan zakonczony.

Systematyczno-dedukcyjny kurs geometrii mozna opracowac¢ roz-
maicie. Bez wzgledu jednak na to, jak sg ujete podstawy tego kursu (wy-

i) H. Lebesgue, Lecons sur les constructions géométriques, Paris 1950.
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raznie sformutowane pewniki lub szersza nie sprecyzowana $cisle pod-
stawa intuicyjno-pogladowa), uczern powinien wynie$¢ ze szkoly pojecia
punktu, prostej, ptaszczyzny, czynigce zado$¢ aksjomatom
geometrii euklidesowej. Nasuwa sie pytanie, czy ujecie wiasnosci pro-
stej i ptaszczyzny w postaci czy to pewnikéw, czy tez mniej Scistych opi-
sOw, ktére wprowadzamy na poczatku kursu, jest tylko rejestracjg wia-
domosci wyniesionych przez ucznia z poprzedniego okresu rozwoju jego
poje¢ geometrycznych, czy tez potrzebny tu bedzie nowy krok naprzod,
nowa rekonstrukcja, wprowadzajgca elementy dotad nie ujete.

Jezeli siegniemy do ogromnego dorobku badan psychologicznej szko-
ty J. Piageta?2 w zakresie rozwoju poje¢ geometrycznych i skon-
frontujemy obraz, jaki mozna sobie wytworzy¢ na podstawie wnioskéw
z tych badan, z obserwacjami i doswiadczeniami praktyki nauczania,
to stwierdzimy w wielu przypadkach zgodno$¢ wynikéw. Uczen
12— 14-letni rozporzadza juz dos¢ bogatym systemem operacji abstrakcyj-
nych, ktére umozliwiajg mu ujecie — w istocie swej formalnych —
poje¢ punktu, prostej, ptaszczyzny, odcinka, kata itp.
Okolicznoscig szczegolnie wazna dla nauczania matematyki na wyzszym
juz poziomie, na ktérym trzeba bedzie niejednokrotnie w sposob jawny
lub zamaskowany wprowadza¢ elementy nieSkoriczonos$ciowe jest to, ze
uczen w tym okresie jest juz na ogo6t zdolny do ujecia abstrakcyjnego
schematu kolejnych myslowych operacji, moze on pomysle¢ o nieograni-
czonym przedituzaniu takiego ciagu. To ujecie jednym aktem mysli nie-
skonnczonego ciggu operacji jest — jak wiemy — bardzo waznym ele-
mentem myslenia matematycznego. Jest takze wedlug nomenklatury
J. Piageta jedng z operacji drugiego stopnia (operacja na operacjach),
ktére charakteryzujg psychologicznie hipotetyczno-dedukcyjny, formal-
ny etap rozwoju myslenia dziecka. Dzieki tej operacji uczen rozumie
pojecie punktu nie jako ,residuum statyczne”, ale jako odbicie nieskon-
czonego procesu rozktadow3d). W zwigzku z tym zdaje sobie sprawe
z gestosci zbioru punktéw na prostej; rozumie rowniez pojecie Kierunku
i porzadku liniowego. Piaget wykazuje za pomocg wielu eksperymentow,
ze u dziecka w wieku przedszkolnym i w pierwszych latach nauczania
ksztattuje sie stopniowo w Kkilku kolejnych stadiach pojecie prostej
w drodze interioryzacji konkretnie wykonywanych przez nie czynnosci
celowania, zachowania statego kierunku w ruchu, kolejnych podziatow
catosci na coraz mniejsze czesci, porzadkowania i szeregowania przed-
miotow itp. Czynnosci te sg zrodiem dwéch aspektow wytworzonego

2 J. Piaget, B. Inhelder, A. Szeminska, La géométrie spontanée
de I'enfant, Paris 1948.

J. Piaget, B. Inhelder, La représentation de I'espace chez I'enfant, Pa-
ris 1948.

3) Op. cit. str. 177.



Pojecia pierwotne w kursie geometrii w szkole 117

pojecia prostej: z jednej strony dziecko ujmuje prostg jako kierunek,
z drugiej jako twor topologiczny, tj. zbior punktéw. Wreszcie rozumie
ono takze pewne metryczne wiasnosci prostej (np. odcinek prostej jako
najkrotszy tor tgczacy dwa dane punkty).

Do tych wszystkich elementow pojeciowych juz abstrakcyjnych
w duzym stopniu, cho¢ jeszcze Scisle zwigzanych z konkretnymi przed-
miotami i czynnosciami, a wiec obcigzonych silnie trescig ogladowa,
powinno nawigza¢ nauczanie. Sg one punktem wyjscia dla sformuto-
wania podstaw geometrii systematycznej, koniecznych dla wprowadzenia
miodego umystu w metode matematyczng — w dedukcje.

Geometria szkolna nie jest bowiem od poczatku wieloznaczng teorig
aksjomatyczng, jak jg rozumiat D. Hilbert. Terminy: punkt,
prosta, ptaszczyzna, nie sg dla ucznia symbolami, ktérym zna-
czenie nadajag dopiero aksjomaty. One majg juz dla niego pewng tres¢
ogladowa, majg juz swoja historie. Ujecie czysto formalne nie bytoby
ani mozliwe, ani celowe w stosunku do dzieci 12— 14-letnieh. F. Klein
juz pot wieku temu przeciwstawial sie przedwczesnemu formalizmowi
W nauczaniu wysuwanemu w imie poprawnosci naukowej. ,Uczy¢,
naukowo — to znaczy tylko prowadzi¢ cztowieka do tego, by my-
§lat naukowo, ale w zadnym razie nie znaczy, by trzeba go byito
zaskoczy¢ od poczatku zimng, naukowsg, czystg systematykg” 4),

Dlatego formutujgc podstawy kursu systematyczno-dedukcyjnego
geometrii nawigzujemy do tych poje¢, ktorymi uczen juz rozporzadza,
pamietajac jednak, ze nawigzywanie to réwnoczesnie rozwijanie i rekon-
struowanie w ciggtym procesie asymilacji nowych tresci do przyswo-
jonych juz schematéw i adaptacji dawnych schematéw do nowych sy-
tuacji, ktérych nie mozna ujg¢ w schematy dawne.

Tradycyjny poglad na tak zwane ,pojecia pierwotne” geometrii spro-
wadza natomiast w nauczaniu opracowanie aksjamatyki, dotyczacej
punktu, prostej i ptaszczyzny, w istocie rzeczy do rejestracji abstrakcyj-
nych tez, ktére wedtug przekonania nauczyciela uczniowie powinni znaé
juz a priori, jako ,oczywiste”. Dlatego zdarza sie i dzi§ jeszcze, ze
pierwsze lekcje geometrii systematycznej majg charakter werbalny i nie-
wiele uczniowi dajg. Nie docenia sie jego trudnosci, ktore wiasnie moga
wystgpi¢ w zwigzku z pierwotnymi pojeciami ze wzgledu na ich formalny
charakter. Zapomina sie o tym, ze uczen zdobywa te pojecia nie jedno-
razowo, ale ze podlegajag one w jego Swiadomosci stopniowemu precyzo-
waniu, utrwalaniu i rozwojowi. Pomija sie takze, niestusznie, wazny
czynnik stopnia aktywnosci przyswojonego juz, zdawatoby sie, pojecia,
ktéry decyduje o tym, czy uczeri umie sie postugiwaé tym pojeciem w ro-

F. Klein, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Berlin
1924, str. 290.
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zumowaniu. Nie mozna rowniez niwelowac¢ réznicy miedzy ujeciem for-
malnym a ujeciem psychologicznym. Pierwsze moze by¢ bardzo proste,
a drugie wiasnie skomplikowane (zwracat na to uwage juz Poincare
w swoim studium s) o definicji matematycznej). Dojrzaty umyst mate-
matyka postuguje sie réwniez elementami ogladowymi, analogiami, mniej
lub wiecej konkretnymi reprezentacjami w toku pracy tworczej, oddziela
jednak wyraznie i Swiadomie te strone mysli od strony formalnej. Dla-
tego matematyke jako nauke cechuje ,,puryzm metodologiczny”, umozli-
wiajacy owag ,.zimng” jasnosé, o ktoérej pisali Klein i Poincaré. Uczen
nie umie tak wyraznie zréznicowac jeszcze réznych punktéw widzenia.
Jego pojecia sg petne tresci ogladowej, Scisle zwigzane z przedstawie-
niami konkretnymi. Charakter jego pracy myslowej daleki jest wiec od
puryzmu formalnego. Dlatego znajduje sie czesto w sytuacji trudniej-
szej metodologicznie niz dojrzaty matematyk i o tym trzeba pamietac
Sledzac wnikliwie jego konflikty myslowe i wyobrazeniowe i pomagajgc
mu je przezwyciezac.

W artykule niniejszym chce zwroci¢ uwage na niektére specyficzne
trudnosci obserwowane przeze mnie w wielu przypadkach w toku nor-
malnych lekcji w szkole i zwigzane z pojeciami prostej i ptaszczyzny.

Nieskonczono$¢ prostej i ptaszczyzny

Gdy nauczyciel na pierwszej lekcji geometrii wyjasnia 12-letnim
uczniom, ze ,prosta jest nieskonczona i rozcigga sie w obu kierunkach
nieograniczenie”, brzmi to prawie metafizycznie i w istocie rzeczy nie
bardzo wiadomo, co znaczy. Nasuwa sie pytanie, co sam nauczyciel przez
to rozumie i co chce, aby jego miodzi uczniowie rozumieli.

Siegnijmy po wyjasnienie do formalnej dedukcyjnej geometrii.
W uktadzie Hilberta nie ma mowy wyraznie o nieskoriczonosci prostej,
ale jest ona zagwarantowana calym systemem aksjomatow przynalez-
nosci, porzadku i przystawania. Moéwigc ,pOtprosta AB jest nieskon-
czona” wyrazamy w skrécie mysl nastepujaca: ,Majgc zadany odci-
nek a i zadang liczbe naturalng n mozemy na poétprostej AB wyznaczy¢
ciag punktéow Ai, Ao ... A, taki, ze 1°. punkt A; lezy miedzy punktami
Aj_i, Aj+i (dla i/2 ... n—1), 2°. odcinki A; A+i przystajg do odcin-
ka a, 3°. kazde dwa odcinki ciggu majg tylko jeden punkt wspélny (jeden
koniec), jezeli sg kolejne, i zadnego punktu wspdélnego, jezeli nie sg ko-
lejne”. Po wprowadzeniu pojecia miary odcinka mozemy roéwniez scha-
rakteryzowaé¢ nieskonczonos¢ prostej w sposéb nastepujacy: ,na pot-5

5 H. Poincare, Nauka i metoda, Warszawa 1911.
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prostej, poczawszy od dowolnego jej punktu mozna zbudowac¢ odcinek,
ktérego miara rowna sie dowolnie duzej z gory zadanej liczbie”.

»Nieskonczonos$¢ prostej” wyraza sie zatem w mozliwosci nieogra-
niczonego kontynuowania $cisle okreslonych konstrukcji i jej sens jest
doktadnie zwigzany ze znaczeniem, jakie nadajemy terminom ,przysta-
wanie odcinkéw” i ,lezy miedzy” (punkt lezy miedzy dwoma punktami).

W interpretacji Beltrami-Kleina plaszczyzny hiperbolicznej
prosta hiperboliczna jest identyczna z euklidesowg cieciwa otwar-
ta okregu podstawowego. Ze wzgledu na odpowiednio zinter-
pretowane hiperboliczne pojecia przystawania i porzadku taka cieciwa
jest nieskonczona. Wszystkie warunki ,nieskonnczonosci” sg tu spetnione.
Ta sama cieciwa na ptaszczyznie euklidesowej jest oczywiscie skonczona
ze wzgledu na euklidesowe pojecia przystawania i porzadku.

M

»Nieskoriczonos¢” prostej ma wiec sens istotnie formalny i z for-
malnego punktu widzenia jest pojeciem zupetnie jasnym i nieskompli-
kowanym. Wyraza sie w mozliwosci wykonywania pewnych elementar-
nych operacji, zapewnionej aksjomatami, i w tym sensie np. proste
euklidesowa i hiperboliczna sa nieskonczone, prosta eliptyczna jest skon-
czona.

Psychologicznie jednak sprawa nie przedstawia sie tak prosto. Ob-
serwacja pomyiek, btedéw i trudnosci uczniéw nie tylko tych, ktérzy
rozpoczynajg nauke geometrii, ale i starszych daje wiele dowodéw na
to, ze tak jest rzeczywiscie. Oto przykiady typowe, wybrane sposrod
wielu, ktére obserwowatam niejednokrotnie.

1) Na pytanie nauczyciela, czy proste AB i CD, reprezentowane na
rysunku przez dwa wykres$lone odcinki (rys. 1) przecinaja sie, pada
zwykle w kl. VII, a czesto w kl. VIII odpowiedz negatywna. W jednej
z klas VII uczennica wyjasnita wprawdzie: ,gdyby te proste prze-
dtuzy¢, toby sie przeciety”, ale dodata natychmiast ,ale sie nie prze-
tng, bo tablica jest za mata i przedtuzy¢ ich sie nie da”.

2) Uczen klasy VIII ma zaznaczy¢ odrecznie rzut punktu M na pro-
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stag CD (rys. 2). Nie umie sobie z tym poradzi¢ i stwierdza, ze to sie
zrobi¢ nie da. Drugi z uczniéw kresli ruchem reki z uporem transwer-
salng trdjkata, ktora nie jest prostopadta do CD; uczennica innej kla-
sy VIl zaznacza ,pionowy” Kierunek s, ale roéwniez staje bezradna wo-
bec tego, ze kierunek s nie trafia w zaden punkt odcinka CD.

3) Uczennica klasy IX w toku dowodzenia cechy podobienstwa tréj-
katobw ma odiozy¢ odcinek AC na pdiprostej C'A’, poczynajac od pun-
ktu C' (rys. 3). Jest mocno tym zaklopotana i usituje skioni¢ nauczy-
ciela do zastosowania konstrukcji odwrotnej, tj. do odtozenia odcinka
A C’ na péiprostej CA, bo C' A' < CA.

Rys.3 Rys. 4

4) Uczen klasy IX z wykresu funkcji liniowej (rys. 4) ma odczytac
wartos¢ tej funkcji dla x — 1 i dla x = 2. W pierwszym przypadku wy-
wigzuje sie z zadania bez trudu, drugi sprawia mu pewien klopot. Ta-
kiego samego zahamowania doznajg zresztg i inni uczniowie przy korzy-
staniu z wykreséw innych funkcji.

5) Pewnik — ,jezeli dwie ptaszczyzny majg punkt wspoélny, to maja
prostg wspoélng” — nie spotyka sie z petng aprobatg uczniow, nie tylko
w klasie VII, ale i w klasie IX. Dla podania kontr-przyktadu uczniowie
czesto ustawiajg dwa zeszyty tak, jak to przedstawia rys. 5., i stwier-
dzajg: ,.te dwie ptaszczyzny majg tylko jeden punkt wspdlny”. Podobnie
— plaszczyzny przeciwlegtych Scian ostrostupa czworokatnego maja nie-
rzadko wedtug opinii uczniow nawet klasy IX tylko jeden punkt
wspolny, tj. wierzchotek. Stad trudnosci przy wyznaczaniu kata dwu-
sciennego tych Scian wystepuja jeszcze w klasie X1. Wskazanie spodka
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wysokosci ostrostupa w przypadku, gdy nie lezy on na podstawie ostro-
stupa, wprawia w zaktopotanie wielu uczniéw klas X i XI.

6) Kat peitny to czesto wedtug opinii ucznia po prostu koto, kat
srodkowy okregu, to czesto wycinek 6). Nigdy nie zdarzyto mi sie, aby
na polecenie: ,wskaz punkt wewnatrz kata $rodkowego” uczen za-
znaczyt spontanicznie punkt zewnatrz okregu. Na wyrazne za$ zada-

nie: ,wskaz punkt kata srodkowego nie lezgcy w kole” — ucznio-
wie klasy VII i VIII czesto w pierwszej chwili reagujg zdziwieniem
stwierdzajgc: ,takiego punktu nie ma”.

Te wszystkie uporczywe, cho¢, wydawatoby sie pozornie, drobne
trudnosci uchodzace czesto uwagi nauczyciela majg glebsze przyczyny
i nie mozna ich tylko sprowadzaé¢ do pomyitek. Swiadcza o tym, ze dla
ucznia prosta i ptaszczyzna nie sa jeszcze tworami na tyle aktualnie
nieskoriczonymi, aby maogt on przezwyciezy¢ sugestie rysunku i modelu
zawsze skonczonego, ograniczonego. Ten brak objawia sie w sposobie
wyrazania sie ucznia nawet wtedy, gdy juz, zdawaltoby sie, istote rzeczy
zrozumiat. Méwi on najczesciej, wskazujgc na dwa odcinki narysowane
reprezentujgce dwie proste, ,te proste sie przetnag”, a nie ,te proste
sie przecinaja”, ,te prostg przedluzam” zamiast ,ten od-
cinek przedtuzam”.

D. Gierulanka w swej interesujgcej pracy7) poswieconej za-
gadnieniu wprowadzania i przyswajania poje¢ geometrycznych zwraca
uwage na to, ze o wiele trudniej jest uja¢ nieskonnczonos$¢ prostej niz
»bezwymiarowos¢” punktu, cho¢ tu i tam potrzebne jest zrozumienie
pewnego przejscia granicznego. Mozna réwniez stwierdzi¢, ze uczniowie
tatwiej ,pamietajg” o gestosci prostej niz o jej nieskonczonosci, mimo ze

e) W ujeciu szkolnym kat definiuje sie jako cze$¢ ptaszczyzny.
77)D. Gierulanka, O przyswajaniu poje¢ geometrycznych, Poznan 1946.
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i tu, i tam chodzi o ujecie jednym aktem mysli nieskonczonego ciggu
pomyslanych operacji.

Réznica ta jest zrozumiata; konkretne czynnosci bedace zrodiem pier-
wotnych abstrakcyjnych operacji wykonuja oni zawsze w swym bez-
posrednio bliskim otoczeniu. Rysunek i model, ktérym sie postuguja,
jest zawsze przestrzennie ograniczony. Ciagtos¢ linii, za pomocg ktérej
kreslimy rysunkowe schematy, majace reprezentowac¢ odcinki i proste,
pomaga, nie przeszkadza w ujeciu gestosci zbioru punktéw prostej; ogra-
niczonos¢ tych przedstawien graficznych wiasnie utrudnia ujecie nieskon-
czonosci prostej i ptaszczyzny, aktywne i zawsze obecne w Swiadomosci.
Rzecz w tym, ze dla ucznia te przedstawienia sg w poczatkach uczenia
sie geometrii zanadto jeszcze realnymi obrazami, a za mato symbolami,
gdy natomiast elementy ,nieskonczonosSciowe” w matematyce maja cha-
rakter formalny i potencjalny (mozna odtozyé, mozna zagesci¢ itp.);
o nieskoriczonym ciggu operacji mozna pomysle¢, nie mozna go sobie
jednak w catosci wyobrazié.

Dla usuniecia tych trudnosci nie wystarczaja tylko werbalne wyjas-
nienia. ,,Nie osiggnie sie wiele, osSwiadczajac po prostu: prosta rozcigga
sie nieograniczenie w obie strony. Uczen powtérzy to zdanie, ale zosta-
nie ono dla niego martwag literg” — pisze stusznie.S. Kulczycki
w ksigzce Nauczanie geometrii w kl. VI i VII 8).

Konieczne jest natomiast organizowanie przy ré6znych okazjach roéz-
norodnych czynnosci ucznia wprawdzie konkretnych i wyobrazeniowych,
z wyraznym jednak celem prowadzenia jego mysli do abstrakcji coraz
bardziej wyzwalanej z pogladowych obciazen. Przykiady takich ¢wiczen
mozna np. znalezé we wspomnianej ksigzce Kulczyckiego9).

Warto tu takze zwrdci¢ uwage na psychologiczne znaczenie rozmai-
tych specjalnych konstrukcji. Do takich nalezg np. konstrukcje orna-
mentow liniowych i ptaskich (np. posadzkowanie). Uchwycenie rytmu
ornamentu pomaga niewatpliwie ujeciu jednym aktem mysli ciggu nie-
skonnczonego operacji przedtuzania i rozszerzania. Cenne tu sag takze
konstrukcje ,w prozni” (konstrukcje w ograniczonym obszarze, konstruk-
cje ,z przeszkodami”), w ktérych toku uczen postuguje sie wyraznie
prosta-kierunkiem i niepetnym tylko rysunkiem. Konstrukcja np. prostej
przechodzacej przez nieosiagalny praktycznie punkt przeciecia dwaoch
innych prostych, dostepna na tle materialu nauczania uczniowi Kkla-
sy VI, daje w tej dziedzinie wiecej niz werbalne zapewnienia, ze ,prosta
rozcigga sie nieograniczenie w obie strony”. Sformutowanie wyjasnien
w tym zakresie powinno takze nawigzywac¢ do operatywnego okresSlenia

8 S. Kulczycki, Nauczanie geometrii w klasach VI i VII, Warszawa 1953.
9 Op. cit., str. 66 i 132.
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naukowego. ,Prosta jest nieskohczona” — to znaczy z punktu widzenia
czysto matematycznego tylko to, ze mozna wykonywaé pewne operacje
na odcinkach. Nie ma zadnego powodu do przypuszczenia — jak mowi
matematyk francuski Dieudonné — aby definicja niepoprawna
byta tatwiejsza do zrozumienia niz definicja poprawna. Trzeba tylko
umie¢ nie naruszajgc poprawnosci przystosowac¢ jg do poziomu umysto-
wego ucznia.

Prosta jako kontinuum

Wydawac by sie mogto, ze to zagadnienie nie wchodzi w ogoéle w za-
kres rozwazan szkolnych. W rzeczywistosci jednak uczenn napotyka cia-
gle w swoich elementarnych rozwazaniach pojecia i twierdzenia zwia-
zane. z nieskonczonoscig zbioru punktéw prostej i z jego ciggtoscig. Nie-
zwykle interesujgce wyniki daje wnikliwa obserwacja, jak uczen mysli
i jak na skomplikowanym terenie poglagdowo-formalnym dochodzi
wreszcie w nieustannych procesach asymilacji i adaptacji do pojecia
prostej, ktérg moglibysmy nazwaé juz prostg Dedekinda. Nie podejmujac
tu jakiego$ og6lnego opisu tych spraw, poprzestane na omoéwieniu
dwoch, charakterystycznych moim zdaniem przyktadéw.

Uczen klasy VII, VIII, IX rozumie juz prostag wyraznie jako gesty,
a wiec i nieskorniczenie liczny zbiér punktéw. Niektére proste operacje
na tym zbiorze prowadza jednak do zasadniczych konfliktéw pojecio-
wych, ktdérych obserwacja i analiza wykazuje, jak chwiejne i jeszcze nie
skrystalizowane sg znaczenia przypisywane przez ucznia w tym wieku
tzw. terminom pierwotnym i jak trudne jest dlan kazde ujecie formalne.
Zacytuje tu dwa typowe przykiady takich konfliktow, z ktérymi spotka-
tam sie kilkakrotnie w formie spontanicznej ( w kl. VII, VIII i IX). Wy-
wotywatam je takze za pomocg pozornie marginesowych uwag na lekcji
i w innych klasach, w réznych sytuacjach z tym samym wynikiem; prze-
bieg dyskusji z uczennicami byt w zasadzie podobny we wszystkich tych
przypadkach. Przedstawie ja tak, jak przebiegata po raz pierwszy w kla-
sie VII, poniewaz tu bardzo $Swiezy i naiwny stosunek dzieci do dostrze-
zonego przez nie problemu pozwala na glebsze wnikniecie w istote kon-
fliktu. Dlatego sadze, ze warto tu poda¢ chocby w skrécie protokét tej
charakterystycznej lekcji. Tematem jej byto przeksztatcenie przez jedno-
ktadnos¢. Oto jej przebieg: Uczennice powigkszajg dw'ukrotnie ornament
ztozony z izolowanych punktow. Nastepnie przeksztatcajg tak samo dany
odcinek AB. Stwierdzajg, ze punktéw odcinka nie mozna przeksztatcaé
pojedynczo, bo jest ich ,za wiele”, proponujg przeksztatcenie tylko
punktow A i B oraz polaczenie otrzymanych punktéw A i B' odcin-
kiem. Przecinajgc oba odcinki potprostymi wychodzagcymi z Srodka
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jednoktadnosci, wskazujg nastepnie pary punktow wzajemnie przypo-
rzadkowanych w jednoktadnosci. Rysunek stuzy tu wyraznie do ilustracji
wiasciwej operacji myslowej, ktérej zrozumienie wyrazajg moéwigc ,tak
bedzie dla kazdego punktu odcinka AB”. Kiedy jednakze jedna z nich
nagle zauwaza z petnym zdumieniem, ze w ten sposéb ustawi¢ mozna
w pary punkty odcinka mniejszego z punktami odcinka wiekszego i ze
na tym duzym odcinku nie pozostanie zaden punkt wolny, rozwija sie
zywa, spontaniczna dyskusja, w ktérej wyraznie uczennice usitujg usu-
na¢ w sposdb naiwny niepokojgcg ,,sprzecznos¢” przez modyfikacje zna-
czenia termindbw punkt i prosta. Tak wiec niektére uczennice znaj-
duja chwilowe rozwigzanie w tym, ze punkty na obu odcinkach sg ,,réz-
nej grubosci”, inne, ze punkty sg takie same, ale ,odstepy” miedzy
punktami sg rézne na réznych odcinkach. Wydaje sie, ze konflikt myslo-
wy, jaki uczennice przezywajg, zupeilnie podwaza sens pojeé, ktorymi
przeciez dotad postugiwaty sie z pewnym zrozumieniem. Réwnocze$nie
zazenowanie i tatwo$¢, z jaka ustepuja przed argumentami przeciwni-
czek (,punkt nie ma grubosci”, ,na prostej nie ma dziur, bo miedzy
kazde dwa punkty wchodzi jeszcze jeden”), Swiadczy o tym, ze zdajg
sobie sprawe z absurdalnosci wilasnych wyjasnien, nie zadawalajgcych
ich samych. Bardzo przy tym interesujgce jest zakonczenie dyskusiji.
Jedna z najmiodszych w klasie uczennic (12 lat) oswiadcza: ,ja to tro-
che rozumiem, to jest tak dlatego, ze tych punktéw nie mozna zliczy¢”
(piekny przyktad pogladowosci definicji Cantora zbioru nieskonczonego!).
Kiedy zachecona tym nauczycielka siega do arsenatu ,wielkiej matema-
tyki”, ustawiajgc w pary liczby naturalne i parzyste za pomocg zapisu:

1 2 3 4...
2 4 6 8...,

dziewczynka ta dodaje, ,,gdyby tych liczb byto tyle, zeby je mozna byto
policzy¢, to tak by sie nie udato zrobié. Na odcinkach jest tak samo”.

Obserwowatam tez, jak analogiczny niepokdj w jednej z klas VI wy-
wotata konstrukcja katoéw przystajgcych za pomocag przesuniecia rowno-
legtego ekierki i obrysowania jej jednego kata w dwadch potozeniach
(rys. 6). Uczennice nie mogty sie pogodzi¢ z tym, ze katy te przystaja,
a jeden zawiera sie w drugim, wiec ,powinien by¢ mniejszy”. Niepewnosc
w tej sprawie ilustrujg tez czesto btedy poczatkujgcych przy poréwny-
waniu co do wielkosci katéw wewnetrznego konturu ekierki z odpowia-
dajgcymi im kagtami konturu zewnetrznego.

W obu przypadkach, ktdére opisatam, wystepuja podobne w istocie
rzeczy konflikty. W pierwszym uczennice patrzg na odcinek z dwéch
réznych punktéw widzenia. Odcinki sa wiec tworami geometrycznymi,
ktére mozna poréwnywacé pod wzgledem wielkos$ci (wiekszy, mniej-
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szy, przystajacy), ale réwnoczesnie sg zbiorami punktéw, ktére mozna
poréwnywacé¢ co do licznos$ci (wiecej, mniej, réwno-liczny).
W drugim przypadku uczen poréwnuje katy ze wzgledu na relacje:
mniejszy, wiekszy, przystajacy i réwnoczes$nie zestawia je ze wzgledu na
relacje zawierania sie. Te rbézne relacje zostaty przez niego po-
mieszane.

Z drugiej strony oczywiscie istotng trudnoscig jest tu znowu ,nie-
skoniczonosé” zbioru punktdéw odcinka i nieograniczonos$¢ kata, do kté6-
rej ujecia poprzednio przyswojone schematy punktu i prostej najwidocz-
niej nie wystarczajag. W rozwigzaniu konfliktu, tj. adaptacji tych sche-
matoéw do nowej sytuacji, nie moze sie obejs¢ bez formalnych elemen-
tow, w tym przypadku bez kantorowskiego pojecia zbioru nieskoriczo-
nego, do ktorego w naiwny, ale w gruncie rzeczy poprawny sposob
doszty uczennice, usitujgc wyjasni¢ niepokojaca je sprzecznos¢. Warto
zwroci¢ tu uwage jeszcze i na to, ze caty tok lekcji i rozumowania uczen-
nic byt oparty na konkretnych i dostepnych im operacjach: transforma-
cji zbioru i wzajemnie jednoznacznego przyporzagdkowania punktow
dwédch zbiorow.

Analogiczne momenty sprzecznosci prowadzgcych do rekonstrukcji
poje¢ znajdziemy w mysleniu ucznia, z ktérym opracowujemy pojecie
dtugosci odcinka, réwnoczes$nie z rozszerzeniem pojecia liczby do pojecia
liczby rzeczywistej. Proces ten opisywatam juz gdzieindziej 10).

Poniewaz zagadnienie to wigze sie bezposrednio z omawianym tu te-
matem ,nieskoriczonosci” w pojeciach pierwotnych, przypomne zasadni-
cze etapy tego procesu. 1) Konkretne mierzenie odcinka prowadzi do
utamka dziesietnego skoriczonego, ktory jest réwnoczes$nie wynikiem i za-

10) Z. Krygowska, Metodologiczne i psychologiczne podstawy metody czyn-
nosciowej ,Ksiega Dziesieciolecia WSP w Krakowie” 1957.
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pisem rejestrujgcym wykonane czynnosci dzielenia i odktadania odcinka;
2) Swiadomy niedoktadnosci kazdego rzeczywistego pomiaru, uczen wy-
obraza sobie mozliwos¢ doktadniejszego pomiaru, przediuzajac w wy-
obrazni cigg wykonanych konkretnych czynnosci, ale mysli jeszcze stale
o ciggu skonczonym; 3) mierzenie np. jednostkg 1 m odcinka Vs m wy-
wotuje pierwszy konflikt z poprzednio juz przyswojonym schematem
miary; okazuje sie bowiem, ze tylko w praktyce proces mierzenia jest
skonhczony, w teorii moze by¢ nieskonczony. Modyfikujac swe dotych-
czasowe poglady, uczen nie rozszerza jednak jeszcze pojecia liczby.
Otrzymany utamek dziesietny nieskornczony jest bowiem w rozwazanym
przypadku okresowy, a wiec jest rozwinieciem liczby wymiernej; 4) mie-
rzenie przekatnej kwadratu jego bokiem prowadzi jeszcze raz do kon-
fliktu i nastepnej adaptacji pojecia liczby i miary do nowej sytuacji juz
w plaszczyZznie czysto formalnej. Przekatna kwadratu i jego bok sg
niewspotmierne, otrzymany utamek dziesietny nie moze wiec by¢ okre-
sowy. Aby i w tym przypadku moéc mowi¢ o diugosci odcinka, trzeba
wprowadzi¢ nowg liczbe, ktdrg przedstawia utamek dziesietny nieskon-
czony, nieokresowy, rejestrujacy kolejne czynnosci wymierzania. Kon-
sekwencjg nauki o mierzeniu jest rekonstrukcja pojecia prostej rozu-
mianej jako zbiér punktéw, jakkolwiek sie o tym wyraZznie moze
w szkole nie méwi. Mimo bowiem catej naiwnosci szkolnego ujecia uczen
uswiadamia sobie ostatecznie izomorfie zbioru punktéw prostej ze zbio-
rem liczb rzeczywistych, a wiec prostg Dedekinda.

Rozwazania powyzsze miaty na celu ilustracje faktu o szczegdélnym
znaczeniu dla aktywnych metod nauczania geometrii. Tzw. pojecia
pierwotne geometrii nie tylko ze nie sg dane uczniowi a priori, ale nie
sg tez rozumiane przez ucznia od poczatku kursu wiasciwie, mimo wy-
jasnien i opiséw zastepujgcych tu uwikiane definicje przez aksjomaty.
Maja one czesto dla ucznia sens chwiejny, niesprecyzowany, mimo ze
postuguje sie on nimi pozornie poprawnie w zadaniach i rozumowaniach.
Pojecia te podlegaja ewolucji i rekonstrukcjom w toku nauczania. Sg to
pojecia trudne dla ucznia, niewatpliwie trudniejsze niz bardziej ztozone
twory geometrii, jak okrag, tréjkat, kula itp.

W ujmowaniu schematéw punktu, prostej i ptaszczyzny
nie mozna oming¢ ,nieskonczonosci”. Trudne, formalne ujecie staje sie
jednak dla ucznia mozliwe, jezeli nauczanie podstaw geometrii be-
dzie zgodne i z matematyka, i z psychologia. Matematyk ttumaczy ,nie-
skoriczonos¢” na jezyk Scisle okreslonych operacji, psycholog stwierdza,
ze do abstrakcyjnych operacji prowadzi droga przez interioryzacje kon-
kretnych czynnosci ucznia. Nasuwa sie wiec potrzeba metodycznego
opracowania materialu nauczania i z tego takze punktu widzenia.



