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O pewnym uogoélnieniu zasady Cavalieriego

Sformutowang w poprzednim artykule X) zasade Cavalieriego mozna
uogllni¢ nastepujgco 2):

Twierdzenie (T)

Niech w przestrzeni kartezjanskiej n-wymiarowej R, (nJs 2) beda
dane dwa zbiory punktow Zx i Z2 mierzalne n-wymiarowo wedtug
Jordana.

Zbiory te jako mierzalne musza by¢ ograniczone. Oznaczmy przez
dj Srednice pierwszego z nich, a przez d2 S$rednice drugiego. Niech
d = max (di, d2). Istniejg wiec takie dwie n— 1 wymiarowe hiperptasz-
czyzny (hiperptaszczyzny takie bede w dalszym ciggu nazywal ptasz-
czyznami) J1'1 i ir22 przestrzeni R,,, odlegte od siebie o d, miedzy kto6-
rymi lezy zbior Z\ 3). Oznaczamy przez nax ptaszczyzne rownolegtg do
ptaszczyzny Nil, lezacag miedzy ptaszczyznami /1!1i ni2 i odlegtag o a od
ptaszczyzny Jli 1. Kazdej liczbie rzeczywistej a spetniajgcej nieréwnosc
0~ a” d odpowiada jedna taka ptaszczyzna nax i odwrotnie. Oznaczmy
przez Zax iloczyn nalli 4).

Dla zbioru Z2 wprowadzmy analogicznie plaszczyzny n2x, n22, na2
1 zbi6r Za2.

Zbiory Z,1 i Za2 moga by¢ rozpatrywane jako zbiory w przestrzeni
n—1 wymiarowej.
Zat6zmy ponadto, ze:

1) Zob. tw. I, str, 133.

2) Uogodlnienie to formulujg w przestrzeni kartezjanskiej o dowolnej ilosci
wymiarow.

3) Zbiér Zi lezy miadzy ptaszczyznami skl n jti2, jezeli odlegtos¢ kazdego punktu
tego zbioru od ptaszczyzn nil i jti2 nie przekracza d.

4) Uogoblnienie mozna by posunaé dalej, rozpatrujac przekroje zbioréw Zi
i Z2 ptaszczyznami k-wymiarowymi, gdzie 1 k< n. Mys$l przewodnia ponizej
przeprowadzonego dowodu nie uleglaby przez to zmianie.
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1) mw(Zul) = mw(Za2) 5 dla prawie kazdego a nalezacego do prze-
dziatu [0, d], tzn. z wyjatkiem co najwyzej
takiego zbioru liczb a, ktérego miara linio-
wa Lebesgue’a réwna sie zero; lub

2) mz(Zel) = mz(Za2) dla prawie kazdego a nalezgacego do prze-
dziatu [0, d], lub

3) muy(Zal) = mz(Za2) dla prawie kazdego a nalezgcego do prze-
dziatu [0, d], lub

4) mz(zZal) = mu(Za2) dla prawie kazdego a nalezgacego do prze-
dziatu [0, d].

Przy tych zatozeniach twierdzimy, ze miary n-wymiarowe zbiorow
Zi i Z2 wedtug Jordana sg sobie réwne.

Mys$l przewodnia dowodu niniejszego twierdzenia jest taka jak
i w dowodzie twierdzenia | z poprzedniego artykutu 6. Wymagane sg
tylko szersze (nie wchodzace juz w zakres programow W SP) wiadomosci
z zakresu miary Jordana i catki Riemanna, ktére w dalszym ciggu po-
daje w postaci lemmatow.

Lemmat 1

Niech zbiér Z bedzie ograniczonym zbiorem punktow przestrzeni Rn.
Wtedy:

n-wymiarowa miara wewnetrzna tego zbioru réwna jest f Idp
z

n-wymiarowa miara zewnetrzna tego zbioru réwna jest J Idp
z
Dowdd tego lemmatu jest oczywisty, jezeli zestawi¢ definicje miary we-
wnetrznej i zewnetrznej wedlug Jordana zbioru Z z definicjg caftki
dolnej i gérnej po zbiorze Z wedtug Riemanna 8). Z lemmatu tego wy-
nika nastepujacy wniosek:
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby zbiér Z byt mie-
rzalny w sensie Jordana, jest
f ldp = f Idp.
z 2
Stad, jezeli zbidr jest mierzalny, to jego miara réwna sie f ldp.

5 Przez mAZzd) dla i = 1, 2 oznaczan miare zewnetrzng n— 1 wymiarowg
zbioru Za wedtug Jordana, a przez mu,(Zsl) jego miare wewnetrzna.
e) Zob. str. 133.
7) Przez J f(xi, X2 __ x,) dxi dx2...dxn lub krécej £ f(p)dp oznaczam
Z VA

catke dolng w sensie Riemanna z funkcji /(p) po zbiorze Z. Podobnie f f(p)dp
z

oznacza catke gbérna.
8 Dokitadny dowdd w: S. Banach, Wstap do teorii funkcji rzeczywistych.
Warszawa 1951, str. 206—207.



O pewnym uogdlnieniu zasady Cavalieriego 141

Lemmat 2

Niech Z oznacza zbiér ograniczony przestrzeni Rn, a j{xi, Xi ... rm,
funkcje n zmiennych catkowalng w sensie Riemanna w zbiorze Z. Przez
B oznaczmy rzut zbioru Z na przestrzen Ri zmiennej Xi, a przez A(Xi)
(xi6B) zbior tych wszystkich punktéw zbioru Z, ktérych rzutem jest
punkt xi, czyli tych wszystkich punktéow zbioru Z, ktérych pierwsza
wspoOtrzedna wynosi Xi.

Prawdziwy jest wzOr nastepujacy:

j F{x1x2... xndxj... dx, = j[jf(xIx2...ij dx2... dxndxt =
z B A(X)
= j[J f(x1x2... i«) dx2...dxn]dx1.
B A(x.)
Twierdzenie to jest uogdlnieniem znanego twierdzenia o calce podwoj-
nej, jako calce iterowanej. Jest ono wnioskiem z ogoélniejszego twier-
dzenia o iterowaniu 9).
Lemmat 3
Przyjmijmy oznaczenia poprzedniego lemmatu i ponadto zalézmy,
ze zbi6ér Z jest mierzalny n-wymiarowo wedtug Jordana i jego miare
oznaczmy przez m(Z).
Oznaczmy przez m,, (A(xi)) oraz mz(A(xi)) n—1 wymiarowg miare
wewnetrzng i zewnetrzng zbioru A(xi), brang w przestrzeni n—1 wy-

miarowej (X2 .. . X,,).
Wtedy:
m(Z) = fmwA(Xi))dxi =fm z(A(xi))dxi.
B B
Dowdd
Z wniosku wyprowadzonego z lemmatu 1 mamy

m(Z) = f1 dx1... dx,,. @
z
Z lemmatu 2 otrzymujemy:

J 1dx!... dx, = J[J 1dx2... dxndXi = J[J 1dx2... dx,] dXi. @
2 B A(l) B A(x.)

Stosujgc lemmat 1 do zbioru A(x\) w przestrzeni R, _i(x2... .xn) mamy
J 1dx2... dx,, = m2(A(xj)) i f 1dx2— dxn= mw(A(Xi)) . (©)]
A(x,) A(x.)

Zbierajac (1), (2) i (3) otrzymujemy
m (Z) = f mz(A(Xj)) dxx= J mw(A(xr)dx1,
B B
a wiec teze lemmatu.

® Zob. op. cit. str. 213—214, tamze dowdd.
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Lemmat 4

Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w sensie Riemanna w przedziale
[, b] i f(x) = 0 dla kazdego x 6 [a, b], z wyjatkiem co najwyzej zbioru
punktéw miary liniowej Lebesgue’a zero, to

b
Jf(x)dx = 0
a

Dowod

Niech o= x0< Xi < x2 xn= b bedzie dowolng siecig na-
rzucong na przedziat [a, b], Poniewaz zbidér liniowy miary Lebesgue’a
zero nie moze zawiera¢ zadnego przedziatlu, w kazdym oczku tej sieci
istnieje taki punkt (?eC [xh x,+i] dla i= 01 ... n-1), dla ktorego
f(h) = 0. Stad

%ffa)(*-u - X9=o .

a wiec na podstawie zatozenia catkowalnosci f(x) w przedziale [a, b] za-
chodzi »

Jf(x)dx = 0.

a

Dowdéd twierdzenia (T)

Poniewaz tak miare zbioru Zi, jak i zbior Z2 mozna wyznacza¢, wy-
chodzac z siatki o bokach rownolegtych do ptaszczyzny dowolnego ukta-
du odniesienia 10), wybierzmy:

a) dla zbioru Z\ ukiad odniesienia tak, by ptaszczyzna 1 miata

rownanie Xi = 0, a ptaszczyzna na2 réwnanie x\ = d,

b) dla zbioru zZ2 ukiad tak, by ptaszczyzna n2l1 miata réwnanie X\ =
= 0, a ptaszczyzna n22 réwnanie xi = d.

Oznaczmy przez Bi i B2 rzuty zbioréw Zi i Z2 na przestrzenie Ri
zmiennej Xi.

Przez A-,(xi) dla Xi €R, oraz i = 1,2 oznaczamy zbidr tych wszystkich

punktow zbioru Zj, ktérych rzutem jest punkt xa.
Na podstawie lemmatu 3 i zatozen naszego twierdzenia

m(ZX = j muw dxx= f mz(141IX!)) dxt G_)
B, B,
oraz
m (Z9 = Imw (a 2x ,)) dx1= f m2(AoCx]) dxv
B2 Bj
Poniewaz zbiory Bi i B2 zawierajg sie w przedziale [0, d] zmien-

nych X], mamy na podstawie okre$lenia zbioréw Z%a (zob. wypowiedz
twierdzenia (T)) oraz zbiorow Aj(xi):

10) Zob. mo6j artykut w ,,Roczniku Naukowo-dydaktycznym WSP w Krakowie",
Zesz. 1, ,Matematyka”, 1954, str. 99— L.
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ZJ) =Ai(xX dla liczby xi nalezgcej do B; oraz i = 1,2,
ZI_ O dla liczby x\ z przedziatu [0, d] nie nalezacej do Bi
oraz i = 12
Stad:
mw(ZJJ = mw(Ai (xj)
oraz
mz(ZJJ = mz(A- X])
gdy
Xi 6B; oraz i = 1,2 X))
Natomiast Te>(ZJ) = MRZjJ = 0
gdy Xj6 Bi, X! 6 [0d] oraz i = 1,2.

Z powyzszego oraz z uwagi na definicje catki po zbiorze otrzymujemy:
Jmw(Ai (X)) di! = j mw(ZJrixr dlai= 1,2
Bi
j mz(At (xi))dx1l= Jmz(ZJJdx, dlai= 12

Stad oraz z (1)

m (Zi) = J mw(ZJJ dxj = f mz(ZJJ dx,
o ‘ o '

d d
m (22 = f mw(zZJJdXj = fm z(Z£j dxt ,
o ) o '
czyli

m(Zi) —m (Z2 = J[Tw(ZJ) —mmw(Zj)]dxj = / [mz(Z]) —mz(ZJI] dii =
(o] (o]

=/ [m,(ZJ] - mw(Z*¥]]dxt=/ mw(ZJ] - mz(Z *)]dxt. 2
(o] (o]

Niech zachodzi przynajmniej jedna z ewentualnosci 1) 2) 3) 4) wymie-
nionych w zatozeniach twierdzenia (T). Wtedy co najmniej jedna z czte-
rech funkcji podcatkowych, wystepujacych w zwigzkach (2), rowna sie
zero w calym przedziale [0, d], z wyjatkiem zbioru punktéw miary li-
niowej Lebesgue’a zero. Ale wtedy odno$na catka tez musi réwnac sie
zero (lemmat 4), co pocigga za sobg rownosé

m(zi) = m(Zi).

n) Miara w sensie Jordana nie zalezy bowiem od uktadu odniesienia. Por.
przypis 10.
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Uwagi

1) Zatozen twierdzenia (T) nie da sie ostabi¢ w tym sensie, by za-
ktada¢ mierzalnos$¢ tylko dla zbioru Zi, o czym Swiadczy przyktad na-
stepujacy:
Niech Zi bedzie zbiorem punktéw walca: x\ + x2+ ... + x2”~ 11i 0~
~NX N DG
a Z2 zbiorem punktéw, ktérych wspoéirzedne spelniajg warunki naste-
pujace:
x2+ X3+ eee+ Xxn— 1 i ONMXj™Il i xx jest liczbg wymierng lub
(Xx2—2)2+ X*+ ...+ xB 11i 0" Xj™ 1i Xjjest liczba niewymierna.
Zbiér Z2 powstaje wiec ze zbioru Z\, przez przesunienie rownolegte ko6t
X\ -(-x\ -f-... + x2~ 1liXi =0 (gdzie a 6 (0,1) i a jest liczbg niewymierng),
o wektor o sktadowych (0, 2,0...0).

Zbiér Zx jest mierzalny n-wymiarowo wediug Jordana.
Przekroje zbioréw Zi i Z2 ptaszczyznami xi = c (c 6 [0,1]) sa albo iden-
tyczne, albo przystajgce przez przesuniecie réwnolegte, ponadto sg mie-
rzalne n—1 wymiarowo, miary ich sa wiec réwne. Mimo to zbidér Z2,
jak tatwo stwierdzi¢, jest niemierzalny n-wymiarowo w sensie Jordana.

2) Nie kazdy przekroj ptaski zbioru mierzalnego n-wymiarowo we-
dtug Jordana musi by¢ mierzalny n—1 wymiarowo, na co wskazuje na-
stepujacy prosty przykiad.

Niech zbiér Z bedzie walcem: x2+ x\ + ... + x\'~ 1 i xt£ [0,1],
w ktorym z przekroju plaszczyzng xi = V2 usunieto wszystkie takie
punkty, ze cho¢ jedna ich wspoétrzedna jest niewymierna.

Zbiér Z jest mierzalny n-wymiarowo, a jego przekréj ptaszczyzna

Xi = 5 nie jest mierzalny n—1 wymiarowo.

Mozna tu jednak udowodni¢ twierdzenie (Ti) nastepujgce:

Niech Zi oznacza zbiér punktow w przestrzeni n-wymiarowej, mie-
rzalny n-wymiarowo wediug Jordana. Analogicznie jak w wypowiedzi
twierdzenia (T) prowadzmy ptaszczyzny nj; 92 al liczbe d i zbiory Z1

Zbiér tych liczb a, dla ktérych zbiory Z1 s niemierzalne n—1
wymiarowo, jest miary liniowej Lebesgue’a zerol2).

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozna udowodnié, ze alter-
natywa zatozen 1) 2) 3) 4) twierdzenia (T) rownowazna jest nastepuja-
cemu zatozeniu

m(Z) = m(Z2) )

12) Dowdd tego twierdzenia przestalem do redakcji ,Wiadomosci Matema-
tycznych”. Ukaze sie on w tomie 2,2 tego czasopisma.
W) Tu przez m (Za) dla i= 12 oznaczam n-1 wymiarowg miare Jordana

zbioru Z
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dla prawie wszystkich liczb a nalezacych do przedziatu [0, d].
Widoczne jest, ze z zatozenia 5) wynika przynajmniej jeden z warunkow
12 3)i 4.

Niech np. zachodzi zatozenie 3). Oznaczmy przez Ai, zbidr tych liczb a,
dla ktérych zbiér Z\ jest niemierzalny n—1 wymiarowo wedtug Jor-
dana, przez A2 zbior tych liczb a dla ktérych zbior Za jest niemie-
rzalny n—1 wymiarowo, a przez A3 zbiér tych liczb a, dla ktérych

~o mw(ZjJ #=mz(Z])
Zbiory Ai i A2 sg miary liniowej Lebesgue’a zero, na podstawie twierdze-
nia (Ti), a zbiér Az jest miary liniowej Lebesgue’a zero, na podstawie
zatozenia 3). Stad i suma Ai + A2+ Az jest miary liniowej Lebesgue’a
zero. Dla dowolnej liczby a nalezgcej do zbioru [0,d] — (Ai + A2+

+ Az), zbiory Z h i Z\ sg mierzalne n— 1 wymiarowo i ,ma{Z*)=mz(Z*)
a wiec:
m(Z1l) = m(Zl)
gdy
a6 [04] —(Ai + A2+ A3

czyli-dla prawie wszystkich liczb a z przedziatu [0, d], co nalezato okazac.

10 Rocznik Nauk. Dydak. z. 7



