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SUR UNE METHODE REDUCTIVE
DE DEFINITION DES COURBURES
D'UNE COURBE PLONGEE
DANS UK ESPACE a-DIMEKSIONNBL

La courbe C dans l'espace euclidien a 0 dimensions,
suffisamment réguliere, posséde, comme on sait, dans

chaque point non singulier ?- 1 courbures

[ 1/ »

dont , X2, ..., oIn_P sont déterminées absolument tan-
dis que la derniere X 2~ peut étre définie algébrique-
ment /avec le signe/» Les courbures /1/ peuvent étre
définies scit analytiquement /au moyen des équations
de Frenet/ en introduisant l'arc comme un parameétre na-
turel, soit par une voie géométrique. Dans le dernier
cas nous disposons des méthodes différentes. Quelques
définitions géométriques ont un caractére plus général
que les définitions analytiques, qui exigent les suppo-
sitions de régularité plms fortes que dans les cas de
définitions gé métriques. Dans ma recherche [i1] a v
donné, par exemple, la généralisation de certaines for-
mules de Burali-Forti a l'aide desquelles on peut défi-
nir les courbures /1/ méme dans le cas ou ces courbures
n'existent pas au sens de définition classique /par
exemple dans le cas ou la courbe C n'est pas recti-

fiable/,



Dans la présente recherche nous allons donner une pro-
position /qui dans le cas /7=3 est connue/qui va nous
servir pour la définition par réduction des courbures/1/
en partant de celle dont l'ordre est le plus grand,c'est

a dire de la coubure Xn-1'§

On sait que si la courbe C dans l'espace a 3 dimen-
sions posséde en un point détermine les courbures X*

et X0 et a au point envisagé le plan 03culateur X

dans ce cas, si l'on .désigne par C la projection ortho-
gonale de la courbe C sur le plan X , cette
projection & aura au point envisagé /de contact/ la

premiére courbure égale en valeur absolue & la premiére
courbure de la courbe C . Noue allons généraliser cette

proposition en démontrant la

Proposition 1

Soit une courbe C de Il'espace euclidien R, dont la
classe de régularité est au point envisagé
PQ En introduisant comme parametre l'arc 6 , dési-

gnons par ~r_i/PQ I'hyperplan osculateur étendu sur les

vecteurs

121 r7<to/ f* . jIn"1n/<?/

et par C la projection orthogonale de la courbe C sur

HMel/po/. Nous affirmons que la courbe C a au point pQ

les courbures

1/ Nous disons que la courbe est de classe de régula-
rité CP/V /ou q«p/ au point envisagé s'il existe une
représentation paramétrique de la courbe a 1 aide ~du
rayon-vecteur r/I'/ telle que le champs de r/r/ possédé
les dérivées continues jusqu'a | 'ordre P inclusivement,”
les vecteurs r'/T/,... ,r (Y/'/ étant linéairement indé-
pendants au point considéréy



131 Xy AT

n-1
et que pour tous les i « 1, n-2 ont lieu les égali-
tés
/4] X\ = K
Démonstration. 1l résulte des suppositions faites que

dans le cas considéré sont applicables les équations de
Prenet. En désignant par t les vecteurs du
n-édre de Prenet au point po, nous savons que l'hyper-

plan osculateur K étendu sur les vecteurs /2/ coincide

avec 1'hyperplan étendu sur les vecteurs

I51 mn-1

Nous allons faire usage du systéme de coordonnées dont
I'origine se trouve au point p_ et dont les axes XN
passent respectivement par les vecteurs t pour

Il = 1, ,0., n-1. Dans ce systéme nous écrirons les équa-

tions des courbes C et C respectivement
16/ r = r/iC/, r = r/6/

ou r et r ont respectivement les coordonnées

T/6/ = {lr6/t .... Xr_15/, XVG/}
/1/

w7 - {x20/...... xn-16-/. 0]
Il en résulte que la courbe C sera au point p égale-
ment de la classe de régularité C * ~ ', Notons cepen-
dant que le parameétre 6 ne sera plus généralement un
arc pour la courbe G » Nous nous servirons maintenant

des formules bien connues pour les courbures /en suppo-



sant C valables pour une paramétrisation quel-

conque. Désignons dans ce but par

a., & JU 1~
18

Tik MErA /~k/

les produite respectifs scalaires des vecteurs dérivés
/différentiation par rapport au parameétre 6 /.

Désignons ensuite par G" /et respectivement par G”/ les
determinants de Gram

all al2z * * * ali

191 a2l a22 * *x * g2j 1 1f2|(())a

il i2 ii

On aura dans ce cas les formules

G G G,,
/10/%?- -lrl p o u r i=2,... ,n-1\X2 . -f
ol ~k®i l

En tenant compte des formules de Frenet

tl - *1 <2
/ll/ *3 = /\j_l N e *34+1» .):2, ' ,n-1
Anoo= *n-1 *n-1
nous pouvons exprimer linéairement 3/4'0/ par
On a notamment:
r7o/L |, r*/o/=ar~2, r" 70/ =

- -X 2 N+ K, X2



et ainsi de suite. En vertu du lemme du travail [l]nous
avons
i-1
I1d4i o /0/= ~ AL -] ANi* i*U***»n 1
m=l
ou les coefficients OC* sont des polynémes de courbures

JEj, JCNf oo et de leurs dérivées. Il en résulte en

particulier que
x'Yy/0/ =0 pour i =1,2,...,n-1
/13/

<n//Q .r ,r 2 ... arn_,.

Il s'ensuit de la formule pour r/6/ et de la définition

/81 des éléments que

4k - 1 I|7|<l<l

n-1
a Y il «lkl/
ik = L, xi
3=
Donc
JU Jk,
14l aik " aik * _n “n
On en déduit, en tenant compte de /13/. que pour le
point considéré po /6 = 0/ on a
/15/ a g 3nn + /arfE arn_1,/4
Par contre
/16/ CI 4k si i< n ou K < n.



De ce3 derniéres égalités il résulte que
a

1171/ G = & pour i*1l,...,n-1,

et en tenant compte des formules /10/

/16/ = 05, pour i»1,..,,n-2,

ce que nous voulions précisément démontrer*
En nous basant sur la proposition que nous venons de
démontrer plus haut, nous voulons proposer maintenant la

définition suivante:

Supposons que la courbe C plongée dans 1'espace eu-
clidien a n dimensions Rn posséde au point pN et dans
son voisinage l'hyperplan osculateur a n-1 dimensions

H I/pO/ a(i)nsi que HII .Ip/ d'un ordre de contact maxi-
I-I** N *I

mum. Soit et t* les vecteurs-unités perpendiculaires
respectivement a Hn_,ipb/, soit a Hn_l,/p/ et dirigés
conventionnellementj Q désigne la longueur d'arc p p

et 6" -l'angle entre les vecteurs tn, t~. s'il existe

/191 £%0 * = g1

on dira que le nombre g* est la /n-1/-me courbure abso-

lue de la courbe C au point p”, que nous désignons

/2¢Cc/ ~n-1 = 8I
En désirant déterminer la courbure nous projetons
C sur Hn_-)/P0/° Désignons cette projection par . Si

la courbe C/™ posséde au peint pQ et aux points voisins
P1 les hyperplans osculateurs Hn_O/po/ et Hag”~/p”~/ d'un
ordre de contact maximum, nous désignons de nouveau par

o * *

tn_~ et t ~ les vecteurs-unités perpendiculaires re-
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spectivement a Hg_2/p / e* Hh 221" et si'tu® dans 1Oréy-
perplan Kn_'.’/po/ Désignons par ) 1 angle entre tl‘l .
* o] v
et tn-l’ et par (.tl-l l'arc de la courbe Cl entre . les
points p& et p”. s'il existe la limite
€2
121/ lirn -r* » g,, , on posera
6r 0o 2
1221 A£_2 = g2.

En procédant ainsi par recurrence, nous arriverons a la
courbe plane Cn-?* Si cette derniére a au point P et
aux points voisins Pn_2 les droites H(/po/ et H pn—2~
d'un ordre de contact maximum, dans ce cas en désignant
par tl1 et t* les vecteurs-unites perpendiculaires res-
pectivement a Hylvj et H~/pn 2/ et situés dans le plan
HO/p /» par d , l'angle entre ces vecteurs et par s 0

la longueur d'arc de la ccurbe 0 entre les points

po, F?'l—‘c on détermine la limite

1231 lim "0 = En-1 ' en désignant
n—2
/1241 X** v |
On détermine de cette maniére /si les hyperplans corres-

pondants i~/po/, H”™pn>i_1 et les limites correspondan-

tes existent/ la suite de nombres

125/ ne_, ... K=

que nous appellerons respectivement /n-I/-me, /n-2/-me,
................ la premiére courbure de la courbe C au peint Ps-
Gomme on le voit, nous nous basons dans cette défi-

nition sur:

1



1/ la notion d'hyperplan oscillateur a p dimensions comme

un hyperplan d'un ordre de contact maximum /dans la
définition de ce dernier nintervient que la notion
de distance/,

2/ le calcul de la limite du rapport d'un angle entre

deux vecteurs voisins a la distance entre les points
d'application de ces vecteurs,

3/ les projections consécutifs de la courbe C sur les
hyperplans osculateurs H”/p”~/ de dimensions de plus

en plus petites en terminant par H?/pQ 0

Il peut arriver dans cette méthode qu'il existe des
courbures X* tandis que la courbure JCc* .
n-1 P p-i

n'‘existe déja plus. Ce phénoméne est a un certain degré
inverse a celui d'une définition inductive clas™.que
de3 courbures X% 3~ ,..., XN A, L'exemple qui se trouve
dans l'ouvrage de Z.Moszner W montre que la courbe peut
avoir l'unique hyperplan HApQ d'un ordre de contact ma-
Ximum, tout en ne possédant pas | "hyperplan unique
Hi-l”/po/ d'ordre maximum de contact.

La définition des courbures X, qui résulte de la
généralisation des formules Burali-Forti et que je cite
dans l'ouvrage [1],n'exige pas que I'on commence la dé-
finition soit a partir de X ou de Xpg , mais peut étre
appliquée a I'une quelconque de courbures X~ Si, nota-

mment, la courbe C a au point p~ | 'hyperplan ~/p Q d'un

ordre de contact maximum pour i * 1,2,...n-1 et si I'on
désigne par ~ la distance
| 28 *ji-¢[P. W ]

oll p est un point voisin sur la courbe C, dans es cas
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neus pouvons définir

s( /1+1/. a*
1271 = lim -
>-Fo & si.,
$0 = < *= la longueur de 1 arc pop

Nous vpyons que dans cette définition qui n”a ni un ca-
ractére de définition par induction, ni par réduction
interviennent les distances du point p aux deux /voisins
guant aux dimensions/ hyperplans osculateurs.

Nous allons maintenant démontrer, en nous servant de
deux propositions de Z.Moszner WU . les propositions
suivantes»

Proposition 2

njn/

Si la courbe 0 de I*espace est de classe G

dans ce cas il existe toutes les courbures X?

et ont lieu les égalités
128/ X* = XN pour i=1,...,n-1
o XN sont des courbures au sens classique et les vec-

teurs t*, t ,.».,t* /lau sens pres/ sont des vecteurs-

unités du n-édre de Frenet.

Proposition 3

Si la courbe C n*est que de classe et pos-
sede la courbure dans ce cas est vrai également
la thése de la proposition 1» .t

Démonstration» Il résulte de la supposition C e
que la courbe posséde les courbures X~ ,»» , au

sens classique remplissant Inéquation de Frenet. De la

supposition C 4 et de la proposition | de Z.Noszner



il résulta egalement que la courbe posséde l'hyperplan os-

culateur Hn-l’ d"ordre maximum n» Comme on le sait, | 'hy-
perplan est déterminé par les vecteurs /linéaire -
ment indépendant”® /5/ du n-eédre de Frenet. Il s'ensuit

que le vecteur-unite t* perpendiculaire au N se con-

fond /au sens prés/ avec le vecteur tn du n-édre de Fre-
net, c'est a dire

H

n n th
De la, en vertu de la définition de j£* ~ et de la der-

niére équation de Frenet, il resuite que 1 on doit avoir
=1X

n-1 n-1

Désignons par O la projection /orthogonale/ de la courbe

Csur Hn ,, Il s'ensuit de notre proposition 1 que

*'n=21 = ~n-2 o

De la proposition de Moszner découle que 1 hyperplan

étendu sur les vecteurs t*, i a précisément

t
*n-2
I'ordre maximum de contact avec la courbe» Le vecteur -

unite t perpendiculaire a H situe dans H se
n-1 n n

-2 -1
confond, par conséquent, /au sens preés/ avec t ~, Il en

resuite que = IC En appliquant le raisonne-

n-2’
ment analogue aux projections successives, nous obtenons
conséquemment les formules /28/, puisque JC* est déter-
miné en valeur absolue»

La proposition 3 se démontre pareillement en se ser-

vant de la proposition Il de Z«Moszner H
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KpaTkoe wn3noxxeHwe

O HekoTopoMm crnocobe perpeccMBHOro onpeaesieHns
KPUBU3H KPUBOI N -MEepHOro npocTpaHcTBa

Ha ocHoBaHuM 0606LEHNA U3BECTHOW TeopeMbl,UTOo
KPpMBU3HA KPUBOIN, KOTOpas ecTb MpoekLuuen AaHHOW
KPMBOWM Ha eé OCKa/IsUMOHHYKO MJIOCKOCTb B TO4WKe pQ,
paBHsSAeTCA MepBOW KPMBU3HE [AaHHON KpUBOM B TO4Ke

POraBTop onpepfesiaeT pPerpeccuUBHO KPUBU3IHBLIYE, J15»~ AE*
HauMHaA OT KPMBM3HbLI UN-f.
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