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SUR UNE MÉTHODE REDUCTIVE 

DE DÉFINITION DES COURBURES 

D'UNE COURBE PLONGÉE 

DANS UK ESPACE a-DIMEKSIONNBL

La courbe C dans l 'e s p a c e  e u c lid ie n  à о dimensions,  

suffisamment r é g u l iè r e ,  possède, comme on s a i t ,  dans 

chaque poin t non s i n g u l i e r  ? -  1 courbures

/ 1/ »

dont , X2 , . . . ,  oTn_ P sont déterminées absolument tan­

d i s  que l a  dern ière  Ж*  ̂ peut être  d é f in ie  algébrique­

ment /a v e c  l e  s ig n e /»  Les courbures / 1 /  peuvent ê tre  

d é f i n i e s  s c i t  analytiquement /a u  moyen des équations  

de F r e n e t /  en in tr o d u is a n t  l ' a r c  comme un paramètre na­

t u r e l ,  s o i t  par une v o ie  géométrique. Dans l e  dern ier  

cas nous disposons des méthodes d i f f é r e n t e s .  Quelques 

d é f i n i t io n s  géométriques ont un c a ra c tè re  p lu s  général  

que l e s  d é f i n i t i o n s  a n a ly tiq u e s , qui ex igen t l e s  suppo­

s i t i o n s  de r é g u l a r i t é  р1из f o r t e s  que dans l e s  cas  de 

d é f i n i t i o n s  gé m étriques. Dans ma recherche [ i]  a v  

donné, par exemple, l a  g é n é r a lis a tio n  de c e r ta in e s  fo r ­

mules de B u r a l i - F o r t i  a l ' a i d e  d e sq u e lle s  on peut d é f i ­

n i r  l e s  courbures / 1 /  même dans l e  cas où ces courbures 

n 'e x i s t e n t  pas au sens de d é f i n i t i o n  c la s s iq u e  /p a r  

exemple dans l e  cas où l a  courbe C  n ' e s t  pas r e c t i ­

f i a b l e / ,
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Dans l a  p résen te recherche nous a l lo n s  donner une pro­

p o s it io n  /q u i  dans l e  cas / 7 = 3  e st  connue/qui va nous 

s e r v i r  pour la  d é f i n i t i o n  par réd u ction  des courbures/ 1 /  

en p artan t de c e l l e  dont l 'o r d r e  e st  l e  p lu s  grand,c'est

à d ir e  de l a  coubure X  . <,n-1
On s a i t  que s i  la  courbe C dans l 'e s p a c e  à 3 dimen­

s io n s  possède en un p o in t détermine l e s  courbures X  ̂

et X 0 et  a au p o in t  envisagé l e  plan  0 3 c u la te u r  X  , 

dans ce c a s ,  s i  l 'o n  .désigne par C l a  p r o je c t io n  ortho­

gonale de l a  courbe C sur l e  plan X  , c e t t e  

p r o je c t io n  â aura au p o in t envisagé /d e  c o n t a c t /  l a  

première courbure éga le  en v a leu r absolue à la  première 

courbure de l a  courbe C . Noue a l lo n s  g é n é r a lis e r  c e t t e  

p r o p o s it io n  en démontrant la

P r o p o s it io n  1

S o i t  une courbe C de l 'e s p a c e  e u c lid ie n  R„ dont l a  

c l a s s e  de r é g u l a r i t é  est aU p o in t envisagé

PQ En in tr o d u is a n t  comme paramètre l ' a r c  6  , d é s i ­

gnons par ^ r _ i / P Q/  l 'h y p e rp la n  o s c u la te u r  étendu sur le s  

v ecteu rs

/ 2 /  r7<T0 / f * .  j / n" 1^ / < ? /

et par C l a  p r o je c t io n  orthogonale de l a  courbe C  sur  

НПв1/ р о/ .  Nous affirm ons que l a  courbe C a au p o in t pQ 

l e s  courbures

1 /  Nous dison s que l a  courbe e st  de c l a s s e  de r é g u la ­
r i t é  C P / V  /o ù  q « p /  au p o in t envisagé s ' i l  e x is t e  une 
re p r é se n ta tio n  paramétrique de l a  courbe à 1 aide ^du 
ra y o n -v e cteu r  г / Г /  t e l l e  que l e  champs de г / Г /  possédé  
l e s  d é riv é es  contin u es ju sq u 'à  l 'ordre P inclusivement,^  
l e s  vecteu rs  г  ' / Г / , . . .  , r  ( У /Г /  étant linéairem ent indé­
pendants au p o in t c o n s id é r é y



/ 3 / X 1 я г .n-1

et  que pour tous l e s  i  « 1, n -2  ont l i e u  l e s  é g a l i ­

té s

/4 / X \  = Жж

Dém onstration. I l  r é s u lt e  des su p p o sitio n s  f a i t e s  que 

dans l e  cas considéré sont a p p lic a b le s  l e s  équations de 

P ren et. En d ésignan t par t  l e s  v ecteu rs  du

n -èdre  de Prenet au p oint po , n ou s savons que l 'h y p e r -  

plan o sc u la te u r  K étendu sur l e s  vecteu rs  / 2 /  coïncide 

avec 1 'hyperplan étendu sur l e s  v ecteu rs

/ 5 / ■n-1

Nous a l lo n s  f a i r e  usage du système de coordonnées dont

l ' o r i g i n e  se trouve au p o in t p_ et dont l e s  axes x^

passent respectivem ent par l e s  v e cteu rs  t pour

I  = 1, „ о. „ n -1 .  Dans ce système nous é c riro n s  le s  équa­

t io n s  des courbes C et C respectivem ent

/ 6 /  r = r /C / , r  = r/ 6 /

où r et r ont respectivem ent le s  coordonnées

т/6/ = { l r’6 / t . . . .  Xr _ 1/ 5 / ,  Xn/G/}

Ш /  - {x1/0/ ......... xn -1/6-/. o] .

I I  en r é s u lt e  que l a  courbe Ç  sera au p oint p é g a le -  

ment de l a  c l a s s e  de r é g u la r it é  C * ~ ' , Notons cepen­

dant que l e  paramètre 6  ne sera p lu s  généralement un 

arc pour la  courbe G » Nous nous serv iro n s  maintenant 

des formules bien  connues pour le s  courbures / e n  suppo-

/7/



sant C v a la b le s  pour une p aram étrisation

conque. Désignons dans ce but par

/ 8/
a . ,  &  J U J *

ï i k  й £ г А / ^ к /

quel­

le s  p roduite  r e s p e c t i f s  s c a l a i r e s  des v e cteu rs  dérivés  

/ d i f f é r e n t i a t i o n  par rapport au paramètre 6  / .

Désignons e n su ite  par G^ / e t  respectivem ent par G ^/ l e s  

determinants de Gram

/ 9 /

a 11 a 12 * * * a 1i

a21 a22 * * * a2 i

i l  i2 i i

i  * 1 f2|«»a

On aura dans ce cas l e s  formules  

2 G„G G
/ 1 0 /  %  J  -  - I r l p o u r  i = 2 , . . .  ,n -1  \ X 2 .  - f

°1 * ®i

En tenant compte des formules de Frenet

1

/ 11/

t1 -  * 1  <2

*3 = " ^ j - 1  ^ - 1 + *3+1» •)= 2 ’ '
,n -1

^ n  = * n - 1  *n-1

nous pouvons exprimer linéairem ent э / Ч ' О /  

. On a notamment:

r 7 o / Ц ,  г " /0 /= Д Г ^ 2 , г " 70/  =

-  - x 2 ^  + ж, x 2

par
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et a in s i  de s u i t e .  En vertu du lemme du t r a v a i l  [ l]n o u s

avons

i-1

/1 tLi т/ / 0 / =  ^  ’ ‘ ^ L - l  ^i*  i * U * * * » n 1
m=1

où l e s  c o e f f i c i e n t s  OC* sont des polynômes de courbures  

JE j , JC^f • • et de le u r s  d é r iv é e s .  I l  en r é s u lt e  en 

p a r t i c u l i e r  que

/ 1 3 /

х 'Ч /О /  = 0 pour i  = 1 , 2 , . . . , n-1

< n / / 0/  . r , r 2 . . .  arn_ , .

I l  s 'e n s u i t  de l a  formule pour r/ б /  e t  de l a  d é f i n i t io n  

/ 8 /  des éléments que

n

4k - 1 Iй <k/
3-1

a

n-1
У  x/ i /  « / к /  

ik = L_, xi 
3=1

Donc

/ 1 4 / aik " aik * _ n ” n
J U  J k ,

On en d é d u it ,  en tenant compte de / 1 3 / .  que pour l e  

p o in t considéré po / 6  = 0 /  on a

/ 1 5 /

Par contre  

/ 1 6 /  a

a * 3  + /агат . . .  ar , / 4nn nn 1 2  n-1

ik 4k s i  i <  n ou к < n.
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De сез dern ières  é g a l i t é s  i l  r é s u lt e  que
a

/ 1 7 /  Gi  = G  ̂ pour i * 1 , . . . , n - 1 ,

et en tenant compte des formules / 1 0 /

/ 1 6 /  = %, pour i » 1 , . . „ , n - 2 ,

ce que nous v o u lio n s  précisément démontrer*

En nous basant sur la  p r o p o s itio n  que nous venons de 

démontrer p lu s  haut, nous voulons proposer maintenant la  

d é f i n i t i o n  su iv an te:

Supposons que l a  courbe C plongée dans 1 'езр асе  eu­

c l i d i e n  a n dimensions Rn possède au p oin t p^ et dans 

son v o is in a g e  l 'h y p e r p la n  o sc u la te u r  à n-1 dimensions 

H /p  /  a in s i  que H . / p /  d'un ordre de c o n ta ct  maxi-
п** I О о ^  I I *  i

mum. S o i t  et t *  le s  v e c t e u r s -u n it é s  p erp en d icu la ires

respectivem ent à H , / p  / ,  s o i t  a H , / p /  et d i r ig é sn -  1 0  n -I
conventionnel!em entj Q désigne l a  longueur d 'a r c  p p 

et 6̂  - l ' a n g l e  entre l e s  vecteurs t n , t ^ .  s ' i l  e x is t e

/ 1 9 /  £ * 0  *  = g1

on dira  que l e  nombre g^ e s t  la  /n -1 /-m e  courbure abso­

lu e de la  courbe C au p o in t p ^ , que nous désignons

/ 2 C /  ^n -1  = 8Г

En d é sir a n t  déterminer la  courbure nous p ro jeto n s

C sur Hn_ -) /P 0/ °  Désignons c e t t e  p r o je c t io n  par . S i

la  courbe C  ̂ possède au p e in t  pQ et aux p o in ts  v o is in s

P 1 l e s  hyperplans o sc u la te u rs  Hn_ 0/ p o/  et Н д ^ / р ^ /  d'un

ordre de c o n ta ct  maximum, nous désignons de nouveau par  
° * *
t n_^ et  t   ̂ l e s  v e c t e u r s -u n it é s  p e rp en d icu la ire s  re ­

- 10 -
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spectivem ent à Нд_ 2/ р  /  e* Hn 2 ^ 1 ^  et s i 'tu®s dans 1 h y -
P 0  О £.

perplan К „ /p  / *  Désignons par 1 an gle  entre t
П — i О 2  П - 1

et t *  . e t  par (?ч 1 'arc de la  courbe C entre . l e s  
n-1 r 1 1

p o in ts  p& et p ^. s ' i l  e x is te  l a  l i m i t e

e2
/ 2 1 /  lirn -r* » g„  , on posera

6Г 0 O, 2

/ 2 2 /  Я £ _ 2 = g2 .

En procédant a i n s i  par recu rren ce, nous a rriv ero n s à l a

courbe plane C 0 * S i  c e t t e  dern ière a au p oin t p et  n -2  о
aux p o in ts  v o is i n s  Pn_ 2 l e s  d r o ite s  H.(/ p o/  et H1 / pn—2^

d'un ordre de c o n ta ct  maximum, dans ce cas en désignant  

par t 1 et t *  l e s  v e c te u r s -u n i  te s  p e rp e n d ic u la ire s  r e s ­

pectivement à Hy l v j  et H ^/pn 2/  et s i t u é s  dans l e  plan  

H0/p  / »  par d , l ' a n g l e  entre ces v e cteu rs  et par <5 0

l a  longueur d 'a r c  de l a  ccurbe 0 entre le s  p oin ts  

p , p on détermine la  l im iteО П—<c

/ 2 3 /  lim _ ^ 0 = Ên-1 ’ en désignant
n—2

/ 2 4 /  X * *  V , .

On détermine de c e t t e  manière / s i  l e s  hyperplans c o r r e s ­

pondants ï ^ / p o/ ,  H^/pn_>i_ 1/  et l e s  l i m i t e s  correspondan­

tes e x i s t e n t /  l a  s u i t e  de nombres

/ 2 5 /  Л £ _ , ..........  Ж *

que nous app elleron s respectivem ent / n - l / - m e ,  /n -2 / -m e ,

................  la  première courbure de l a  courbe C  au p e in t  p .
G

Gomme on l e  v o i t ,  nous nous basons dans c e t t e  d é f i ­

n i t io n  sur:

11



1 /  l a  n o tion  d 'hyperplan oscillateu r à p dimensions comme 

un hyperplan d 'u n  ordre de contact maximum /d a n s  la  

d é f i n i t i o n  de ce dern ier n"’i n t e r v ie n t  que la  notion  

de d i s t a n c e / ,

2 /  l e  c a lc u l  de la  l i m i t e  du rapport d 'un angle entre

deux vecteu rs  v o is in s  à la  d is ta n c e  entre le s  p o in ts

d 'a p p l i c a t i o n  de ces v e c te u r s ,

3 /  l e s  p r o je c t io n s  c o n s é c u tifs  de la  courbe C sur l e s

hyperplans o sc u la teu rs  H ^ /p ^ /  de dimensions de p lu s

en plu s  p e t i t e s  en terminant par H?/ p Q/ 0

I l  peut a r r iv e r  dans c e t t e  méthode q u ' i l  e x is t e  des

courbures X* ta n d is  que l a  courbure JC* .n - 1 P p - i
n 'e x i s t e  d é jà  p lu s .  Ce phénomène e s t  à un c e r ta in  degré  

in v e r se  à c e l u i  d'une d é f i n i t i o n  in d u c tiv e  clas^.que 

de3 courbures X^% 3 ^ , . . . ,  X^ ^, L'exemple qui se trouve

dans l 'o u v r a g e  de Z.Moszner И  montre que la  courbe peut 

a v o ir  l 'u n iq u e  hyperplan H ^/pQ/  d'un ordre de contact ma­

ximum, tout en ne possédant pas l 'hyperplan unique

H. „ /p  /  d 'o rd re  maximum de c o n ta c t .  
i - 1  о

La d é f i n i t i o n  des courbures X^ , qui r é s u lt e  de l a  

g é n é r a lis a t io n  des formules B u r a l i - F o r t i  et  que je  c i t e  

dans l 'o u v r a g e  [1] , n 'e x ig e  pas que l ' o n  commence l a  dé­

f i n i t i o n  s o i t  à p a r t i r  de X  ou de Xд , mais peut ê tre  

appliquée à l 'u n e  quelconque de courbures X ^  S i ,  nota­

mment, l a  courbe C a au p o in t p^ l 'hyperplan ^ / p Q/  d'un 

ordre de c o n ta c t  maximum pour i  * 1 , 2 , . . . n - 1  et s i  l ' o n  

d ésign e p a r  ^  l a  d ista n ce

/ 26/  * i - ç [ P .  W ]

où p e st  un p o in t v o i s i n  sur l a  courbe C , dans es cas

12 -



neus pouvons d é f i n i r

^  / 1 + 1 / .  â±
/ 2 7 /  X = _lim  -----------

i  > - P 0 <5C- S i . ,  ’

$0 = <7 *= l a  longueur de 1 arc pop

Nous vpyons que dans c e t t e  d é f i n i t i o n  qui n^a ni un ca­

ra ctè re  de d é f i n i t i o n  par in d u c tio n ,  ni par rédu ction  

in terv ie n n e n t le s  d ista n c e s  du p oin t p aux deux / v o i s i n s  

quant aux dim ensions/ hyperplans o s c u la te u r s .

Nous a l lo n s  maintenant démontrer, en nous servant de 

deux p r o p o s it io n s  de Z.Moszner И .  l e s  p r o p o s it io n s  

suivantes»

P r o p o s it io n  2
n /n /

S i  la  courbe 0  de l^ e sp a c e  e s t  de c l a s s e  G ' ,

dans ce cas i l  existe tou tes  l e s  courbures X ?

et ont l i e u  l e s  é g a l i t é s

/ 2 8 /  X* = X^ pour i = 1 , . . . , n - 1

où X^ sont des courbures au sens c la s s iq u e  et l e s  vec­

teurs t * ,  t , . » . , t *  /a u  sens p r è s /  sont des v e c t e u r s -  

u n ité s  du n -èdre  de F ren et.

P r o p o s it io n  3

S i  l a  courbe C n *e st  que de c l a s s e  et pos­

sède la  courbure dans ce cas e s t  v r a i  également

l a  thèse de l a  p r o p o s it io n  1»
„  /  „  л ł

Dém onstration» I l  r é s u lt e  de la  su p p o sitio n  C ' 

que la  courbe possède l e s  courbures X^ ,» » . , au 

sens c la s s iq u e  rem plissant Inéquation de Fren et. De la  

su p p o sitio n  C 4 e t  de la  p r o p o s it io n  I  de Z.Noszner

' 3  -



i l  résulta egalement que la  courbe possède l 'h y p e r p la n  o s -

c u la te u r  H , d"ordre maximum n» Comme on l e  s a i t ,  l 'h y -  n-I
perplan e s t  déterminé par l e s  vecteu rs  / l i n é a i r e  -

ment indépendant^ / 5 /  du n-èdre de F r e n e t.  I l  s 'e n s u i t

que l e  v e c t e u r -u n it e  t*  p erp en d icu la ire  au  ̂ se con­

fond / a u  sens p r è s /  avec l e  vecteur t n du n-èdre de Fre­

n e t ,  c ' e s t  à d ir e  

. #
n t - n n

De l à ,  en vertu  de l a  d é f i n i t io n  de j£*  ̂ et de l a der­

n iè r e  équation de F r e n e t ,  i l  r e s u it e  que 1 on d o it  a v o ir

n-1 = I X ,n-1

Désignons par û l a  p r o je c t io n  /o r th o g o n a le /  de l a  courbe 

C sur Hn „ I l  s 'e n s u i t  de notre p r o p o s it io n  1 que

| -^n—2 1 = ^ n - 2  о

De l a  p r o p o s it io n  de Moszner découle que 1 hyperplan  

précisément

l 'o r d r e  maximum de c o n ta c t  avec l a  courbe» Le v e c te u r  -

étendu sur l e s  v e cteu rs  t ^ , i, t  _ a * n -2

u n ite  t  , p e rp e n d ic u la ire  à H _ s i t u e  dans H , se n-1 n -2  n-1
confond, par conséquent, /a u  sens p r è s /  avec t ^ , I l  en

r e s u it e  que = JCn - 2 ’ En appliquant l e  raison n e­

ment analogue aux p r o je c t io n s  s u c c e s s iv e s ,  nous obtenons 

conséquemment l e s  formules / 2 8 / ,  puisque JC* e st  d é te r ­

miné en v a leu r absolue»

La p r o p o s it io n  3 se  démontre p a reillem en t en se s e r ­

vant de l a  p r o p o s it io n  I I  de Z«Moszner H .

14 -



Ouvrages c i t e s

ГО S . Gołąb, On the geom etrical s i g n i f i c a n c e  o f  curva­

tures of h igh er orders fo r  curves ly in g  i n  

n-dim ensional sp a ces. A n n .P o l .M a th .i l  / 1 9 5 5 /  

p„ 2 0 9 -2 1 4 .

|Y] Z.Moszner, Sur quelques théorèmes concernant l e s  hy-  

perplans o s c u la te u r s .  Rocznik Naukowo-Dydak­

tyczny W3P w Krakowie, z e s z . 1 3 ,  / 1 9 6 1 / .

Краткое изложение

О некотором способе регрессивного определения 
кривизн кривой п -мерного пространства

На основании обобщения известной теоремы,что 
кривизна кривой, которая есть проекцией данной 

кривой на её оскаляционную плоскость в точке pQ, 
равняется первой кривизне данной кривой в точке

Р0 г автор определяет регрессивно кривизныУ£,Л5»~,Я£* 
начиная от кривизны ÜCn- f .
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