
Zenon Moszner

SUR QUELQUES THÉORÈMES CONCERNANT 

LES HYPERP LANS OSCULATEURS

1 о E tant donnée une courbe C dans l 'e s p a c e  e u c lid ie n  

3 n de dimension n et ayant f i x é  un p oin t pQ sur c e t t e  

courbe, on peut d é f i n i r  l e s  hyperplans o sc u la teu rs  sx â -  

cesaifs  de l a  courbe C dans le  p o in t p^ de l a  manière 

su iv a n te . D ésign ant par i  l e  nombre e n t ie r  entre 1 et 

n-1 , et par H^/pQ/  1 "hyperplan o s c u la te u r  de dimension i ,  

nous déterminons d "abord H-,/P 0/  c . à  d. 1 "hyperplan tan­

gent de dimension 1 / l a  d r o i t e /  comme l i m i t e  de l a  droite  

v a r ia b le  pQp quand p— pQ, où p ^ pQ, p e  C • Supposant 

que nous avons d é jà  d é f in i  1 "espace H ^ p ^ / .n o u s  prenons 

de nouveau l e  p o in t  p /  pQ, p e C  , et s i  p n "appartient  

pas à H ^/pQ/ ,  nous considérons 1 "hyperplan de dimension  

i  + 1 qui e st  étendu sur 2 /hyperplan H ^ /p ^ / et l e  v ec­

teur p p ; s i  sa l i m i t e  e x i s t e ,  nous l a  désignons par

Hi + / po^°
C e t t e  façon de d é f i n i r  e st  p e u t -ê t r e  l a  p lu s  naturelle 

*9» conduit en conséquence aux d é f i n i t i o n s  s u c c e s siv e s  

des courbures 3 ^ / p  /  de l a  courbe C  dans l e  p oint p^ 

pour i  = 1 , 2 , . . . , / n - 1 / .  On peut omettre pourtant c e t t e  

façon in d u c tiv e  et ayant f i x é  un nombre e n tie r  i ,  rem­

p l i s s a n t  l e s  i n é g a l i t é s :  1 <  i  c  n -  1, on peut d é f i n i r  

directem ent H ^/pQ/ , n"ayant pas d é f in i  préalablement l e s  

H ^ p  / , . . .  ,H^ 1/ p Q/«  C ' e s t  pourquoi nous prenons l a  f a ­

m i l l e  de tous l e s  hyperplans de dimension i ,  qui passent
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par 1© p oin t po £  C  . Désignons n'im porte leq u e l de ces  

hyperplans par H*. S o i t  p un p o in t quelconque de l a  cour­

be С et  p pQ. Désignons par p / p , H * / ,  р / р , Р 0/  r e s -  

pectivement l a  d is ta n c e  du p o in t p a l  hyperplan K*  

e t  au p oint pQ. En prenant p / p , P 0/  comme in fin im en t  

p e t i t  du premier ordre, i l  peut a r r iv e r  / c e l a  dépend de 

l a  courbe C et du choix delbyperplan H */ que p / p , H * /  

sera  un in fin im en t p e t i t  d 'o rd re  déterminé et « s ' i l  exista  

dama l a  fa m il le  des hyperplans K* un hyperplan unique 

ayant l 'o r d r e  maximum c * / v o i r  l a  d é f i n i t i o n  3 / , nous 

l 'a p p e lo n s  l 'hyperplan osculateur, de dimension i  de l a  

courbe C  au p o in t p^„

C e tte  note n ' e s t  pas consacrée à l 'a n a l y s e  p r é c is e  du 

rapport mutuel de ces deux d é f i n i t i o n s .

Le seconde de ces d é f i n i t io n s  et une g é n é r a lis a t io n  

de l a  formule de B u r a l i -P o r t i  donnée par S « Gołąb / v o i r  0 1 /  

et qui concerne l ' i n t e r p r é t a t i o n  géométrique des courbu­

res * ^ / р о/ ,  ont donné l ' im p u ls io n  à l a  d é f i n i t i o n  re­

d u c tiv e  des courbures Ж / р  /  c .à  d. à le u r s  d é f i n i -i  о
t io n s  s u c c e s s iv e s  commençant par l a  p lu s  haute Ж^ ^ / р о/  

/ v o i r  И / .  C e la  entraine l a  n é c e s s i t é  de se s e r v i r  de 

quelques théorèmes concernant des hyperplans o s c u ia -  

teurs H^/pQ/  et ces théorèmes sont justem ent l ' o b j e t  de 

c e t t e  n ote. C e r ta in e s  d é f i n i t i o n s  in tr o d u c tiv e s  sont 

formulées non pour des courbes, mais pour des ensembles 

quelconques. Les théorèmes par contre concernent l e s  

courbes.

2 .  D é f i n i t i o n  1 .

Un nombre ce / f i n i  non n é g a t i f  o u  + oo /  es t  appelé  

l 'o r d r e  du c o n ta ct  d 'un hyperplan Нд  ̂ à 1 'ensemble

18 -



Z C  En dans l e  p oint p ^ , qui est un p ein t d “’accumulation  

de l ’ ensemble Z , s i :

1 /  dans l e  cas où oC e st  un nombre f i n i :

lim  
P - P 0 

p €  Z

P / p ' Hn - 1 /

[ P / P . P ^ *
S ,

où g est  un nombre f i n i  p o s i t i f ,

2 /  dans l e  cas où et -  + oo on a pour chaque nombre m en­

t i e r  p o s i t i f :

11Ш 9 ~ '  V /  

P -* P 0 [ > / P . P o / ]  
pe z

I l  y a des ensembles Z t e l s  que pour chaque hyperplan

1 passant par po€  Z i l  n ’ e x is te  pas d ’ ordre déterminé

du contact de H , avec Z. L ’ exemple d ’un t e l  ensemble n -l
dans l ’ espace e s t  une s p i r a l e  quelconque hyperbolique  

ou logarithm ique s ’ enroulant autour du p o in t pQ. Aucune 

d r o ite  de passant par l e  p oin t p^ n ’ a pas d *ordre 

déterminé du contact à c e t t e  s p i r a l e e S ’ i l  e x is t e  pour­

tant l 'ordre du co n ta ct d ’ un hyperplan à 1 “’ ensemble Z 

dans l e  p oin t p , i l  est  déterminé d ’ une manière uni­

voque. C e la  a l i e u  car:

ot étant l ’ ordre du contact de H , à Z dans p . on a:П-1 0

1 /  s i  ot e st  un nombre f i n i ,  a lo r s :

a /  pour chaque nombre /3 t e l  que 0 « / 3 < o (;

P ^ n - d  _

0 / p , p o/ ] p  [ p /p .p „ /| rt * *0
p e z
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b /  pour chaque nombre /3 >  ce :

f / p , p 0^  & / p . p 0/ ] “ & / p . v ]
------- “" g -/+ ° V = +  00 «

^**P—  P0
p £ Z

2 /  S i  ot > ł  00 , a lo r s  pour chaque nombre p f i n i :

[p /p .p 0/ ] ^  | f /p .p 0/ | m
p €  Z

C 0 ,

où m e s t  un nombre e n t ie r  p o s i t i f  quelconque t e l  quej3<m„

L 'o rd re  du co n ta ct  d 'un hyperplan H , à un ensemble Zn— 1
dans un p o in t  p / s ' i l  e x i s t e /  sera d ésign é par

К -i-z- >„}•0
Lemnie.

S i  l ' o n  suppose que:

/ 1/  l 'en sem ble  Z e s t  une courbe C d 'éq u a tio n  paramé- 

tr iq u e -v e c  t o r i  e l l e  r  = г/ t / ,  pour t e  [ a t b j ,

/ 2 /  en p o in t  t  = t  e  Q a .b j i i  e x is te  la  dériv ée  r ' / t / j  

/ 3 /  r ' / t Q/  * 0,
a lo r s  l a  d é f i n i t i o n  1 d 'ordre du c o n ta c t  e s t  équivalente  

à l a  d é f i n i t i o n  su iv a n te:

D é f i n i t i o n  2 .

Nous appelons un nombre ot / f i n i  non n é g a t i f  ou + 00/  

l 'o r d r e  du c o n ta c t  d 'un hyperplan à l a  courbe C

dans un p o in t  po€? C, /correspondant à l a  v a le u r  du

paramètre t / r s i :

1 /  dans l e  cas où CX e s t  un nombre f i n i :

Я / p / t / .  h /
lim ' 1 ■ -..= g ,  f i n i  et >  0 ,

t — t / t  -  t  / *0 o'
te |â,bj
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où р / 1/  e s t  l e  p o in t  de l a  courbe C , correspondant à l a  

v aleu r t du paramètre,

2 /  dans le  cas où ce -  + oo , pour chaque nombre e n tie r  

p o s i t i f  m:

lim
t — t

° _
te (â,b]

р /  p / 1 / , H J* П -Г

/ t  -  y »
= 0 .

Dém onstration.

I l  s u f f i t  de remarquer pour l a  démonstration que pour 

t f t  et pour chaque nombre JS non n é g a t i f  on a:

-P/ p ’ Hn - /  /> /р / * / » Н п И /  j O / p / t / , 11

[ p / p .P 07|^ | r / t / - r / t o/|^ / t  -

1
r / t / - r / t Q/  

t  -  't

P

et d 'a p rè s  l 'h y p o th è s e  / 2 /  et / 3 / :

1lim  
t — t

te  [â,b]
г/ t /  -  r / t Q/  

t  -  t

P ■ v y p
t  0.

Remaraue 1 .

L'exemple c i t é  c i -d e s s o u s  montre que l 'h y p o th è s e  / 3 /  

est e s s e n t i e l l e  dans l e  lemme précédent et que sans oette 

hypothèse l 'o r d r e  du co n ta ct au sens de l a  d é f i n i t i o n  

2 n 'a  раз un c a ra c tè re  géométrique, car i l  peut dépendre 

du paramétrage de l a  courbe C .

Exemple 1 .

S o i t  C l a  courbe d 'e sp a ce  d 'é q u a tio n  paramé-

t r i  que :
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г
pour t e 1, 1 J 0

La courbe C e st  de c la s s e  dans , mais e l l e

rem plit pas l 'h y p o t h è s e  / 3 /  au p o in t t  ^ C„ 

Considérons l a  d r o ite  à l 'é q u a t io n  y = 0»

ne

Puisque:
f / p / t / ,  i y  

|t -  0 | 4

i t r  
It I4

1»

a lo r s  l 'o r d r e  du c o n ta c t ,  au sens de l a  d é f i n i t i o n  2 ,  de 

l a  d r o ite  H1 a l a  courbe C dans l e  p oin t / 0 ,  0 /  est  

égal à 4»

Mais d 'a u tre  p a r t:

p/p/t/,iy Itl _ i l l
t— c 1*

[ f ÿ p / t / , p 0/]2 [ \ ( y e j  t 4* * 8 1+t'

a lo r s  (Н1 , C ,  po | au sens de l a  d é f i n i t i o n  1 e st  égal

a 2<

Remarque 2.

Les hypothèses du lemme n'im pliquent pas l ' e x i s t e n c e  

de |Hn_ , C , po j pour chaque hyperplan Oe que mon­

tr e  l 'ex em p le 3 à l a  page 24-.

D é f i n i t i o n  3 »

Nous appelons 1 'hyperplan Hn 1 'hyperplan d 'ordre  

maximum du co n ta ct  a l 'en sem ble Z au point pQ, s i  

1/ i l  e x is te  (h^  , Z, р&}*

2 /  pour chaque hyperplan f  :

a/  i l  e x is t e  Z, pc j

et { Hn-1 » Z* P0 ) ^ { Hn - 1 ’ Z* po) » 0U bien

22



w V l ’ Z’ Po n e x i s t e  pas,

Remarquons que:

I .  Tour un ensemble donné Z et un p oin t p ^, 1 ‘hyperplan

d ‘ ordre maximum du co n ta ct à Z dana p peut ne pas

ex ister»  C ela  e st  une conséquence de In e x is te n c e  de

t e l s  ensembles pour le s q u e ls  i l  n 'y  a pas d ‘hyperplans 
0 0 0 0 

d ordre determine du co n ta ct  dans un p ein t donne pQ»

I I .  I l  y a des exemples où i l  e x is t e  une i n f i n i t é  des

hyperplans d"ordre maximum du c o n ta c t  à Z dans un

p oin t donné p о о

Exemple 2 »

Prenons comme Z l a  courbe C dans 1 ‘ espace E^ 

t io n s  su iv a n tes:

d equa-

x = t  pour t e  [-1 , l] ,

0 pour t  * * 0 t
y =• _ 1

e" t3" pour t /  0 et t e  ,

z = 0 .

La courbe C e s t  de c l a s s e  C °° dans [ - ’ • 0  Désignons  

par l e  p o in t / 0 , 0 , 0 / »  Pour chaque plan H. d ‘ équa-
% o p ^

t io n  By t  Сг s  O, où B + C‘  >  0 ,  et pour chaque nombre 

e n tie r  p o s i t i f  m nous avons;

j O / p / t / , H 2/  |B„ e~ ar ^ C)>0|

t|m ’  |t|m

a lo r s  d ‘ aprcs l e  lemme on a: |но , C ,  pQ| = + oo.

I l  e x is te  a lo r s  une i n f i n i  té  de pl ans d ‘ ordre maximum du

co n ta ct à l a  courbe C dans l e  p o in t p „* о

t‘ Гг
J

t — 0
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I Ï I o  Même, s i l  e x is te  exactement un seul hyperplan

d 'o rd re  maximum du co n ta ct  à l 'en sem b le  Z dans l e  

p o in t p t i l  peut y a v o ir  des hyperplans pour l e s ­

quels 1 ordre du c o n ta c t  a Z dans p^ n e x is te  

comme l e  montre l'exem ple su iv a n t:

pas,

Exemple 3 »•
S o i t  C l a courbe d 'é q u a tio n s:

x = t pour t G - [n 3»
t q+1 pour t e [ 0 ,1 , ]  où q e st  un nombre

У = t q+2 t i e r  p o s i t i f ,

pour t e t  1 »Ô|
Z S 0

en -

On é t a b l i t  sans d i f f i c u l t é  que

1 /  l a  courbe C e st  de c l a s s e  C 4 dans 1 ,

2 /  l 'o r d r e  du c o n ta ct  du p lan  z = 0 à l a  courbe C dans 

l e  p o in t po / 0 ,  0 ,  0 /  est  égal à + oo ,

3 /  pour chaque p lan  H2 d 'é q u a tio n  Ax + By + Cz = 0 où 

A Ф 0 ,  nous avons:

A+B Д/..У,
t — o |А|¥= 0,

f / p / t z  ,H2/  |At4.By/ t /,+ C ł 0 |
РП |t|

d'où on a d 'a p rè s  l e  lemme: j l ^ , C , p o | =

4 /  pour chaque p la n  H2 d 'é q u a tio n  By + Cz = 0 ,  où B^O,

nous avons:

fj_p / t / . H 2/  |B - y / t / ł 0 t 0 |

|t|“ł1|t|4+1

a lo r s :

2LÜL

p / p / t / , H 2/
lim '--------------r - * - . l i m  |B|

t - 0 + 0  lt| 4 t -* 0 + 0

Л + 1

,q+1

.q+1

= |B| i  0 ,
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e t ,  par consequent,

p / p / t / , H  /
lim —----------:— ь -  -  lim В

t — 0 - 0  |t|q+1 t —«0-0

On v o i t  donc d ia p rés le  lemme que | H2 , C ,  p^j n 'e x i s t e  

pas, La d is c u s s io n  p rece d e n te  nous permet de conclure  

que dans ce c a s - c i  i l  e x is te  exactement un se u l plan  

d'ordre maximum du c o n ta c t ,  et que malgré c e la  i l  y a 

des plan s pour le s q u e ls  l 'o r d r e  du contact à C dans pQ 

n 'e x i s t e  pas,

3 .  Nous démontrerons maintenant un théorème qui donne 

une c o n d it io n  s u f f i s a n t e  d 'e x is t e n c e  et d'mioité de l ' h y -  

perplan d 'o rd re  maximum du c o n ta c t :

Théorème I  

S i  l ' o n  suppose que:

/ 1 /  l 'en sem ble Z de l 'e s p a c e  e st  l a  courbe C d*é-  

quation r = r / t /  pour t e  [ a ,b ] ,

/ 2 /  l a  fo n c t io n  r / t /  est  de c l a s s e  Cn dans un entourage  

d'un p o in t t Q€ [ a ,b ] ,

/ 3 /  l e  rang de l a  m atrice | r^ , rv, || ^ est égala n ,

a l o r s ,  i l  e x is t e  exactement un seu l hyperplan ^ , pas­

sant par l e  p o in t p^ = r / t o/ ,  d 'o rd re  maximum du c o n ta ct

à l a  courbe C dans l e  p oin t p^. L 'é q u atio n  de l'hyperplan

H , e s t  de l a  forme: n -I

/ 4 /  (R -  r / t 0/ ) .  u -  0 ,  2 /

1 /  I c i  et dans l a  s u i t e  j e  désigne par r^ l a  dérivée

p — pour  i = 1 , 2 , . . .  ,n<,
V dtA / t - t c

2 /  J e  désigne i c i  et dans l a  s u i t e  par . r^ l e  pro­
d u it  s c a l a i r e  des vecteu rs  et r ^ .
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ou R e s t  l e  ra yo n -v ecteu r du p oin t v a r ia b le  sur H ,
о e e 1 /  f n-<

et  u à A r 2 A . . .  Л r n_-]*» 2 e  p l u s : , C , р I = n. 

Dém onstration.

On peut représen ter  chaque hyperplan H* ^ , passant  

par pQ, par In équ ation  de l a  forme:

/ 5 /  (R -  r / t Q/ )  , u = 0 ,

où u e s t  un v e c te u r  de longueur 1.

Nous avons: p ( p / t / ,  H * _ ^  = | ( r / t /  -  r / t n/ )  . u|. 

Développons г / t /  d 'a p rès  l a  formule de Peano jusq u 'au  

terme d 'o rd re  n dans un entourage du point p / c e  qui 

e s t  p o s s ib le  d 'a p rè s  l a  hypothèse / 2 / :

/ t - t  / ” ■ '
г/ t /  = P / t 0A r 1/ t - t oA . . . + S n_ 1 ł

г -, / t - t  / ”

* [ ГП * e / t / ]  • —  •

où:

/ 6 /  lim  е/ t /  = a  .
t - * t

о

I Л - t  / “
/7 /  p ( p / t / , H j _ 1) = | / f 1 . u / / t - t o/ + . . . + / ^ . T - u / y — n  +

/ t - t  / n
+ p n + e / t / ) . u ] .  — ^  .

La supposition / 3 /  entraîne qu di n'esdste pas de vecteur u*0

1 /  J e  d ésign e i c i  et  dans l a  s u it e  par г Л г ^ Л , , .  
Л г  l e  p rod uit v e c t o r i e l  des v e cteu rs  r , r _ , . . . f r
d * Xi*** I _ n I u X* •espace En*
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perp en dicu laire  à tous l e s  v e cteu rs  , r2 , r n »

De là  pour chaque v e cteu r  donné u Ф 0 i l  e x is t e  un nombre 

к a l a  p rop riété  su iv a n te :

-  к est  l e  p lu s  p e t i t  des nombres 1 , 2 , . . . , n  pour le q u e l  

• u ф  0.
Alors diaprés l e  lemme, / 7 /  e t  / 6 /  nous avons:

K - v ' 0 ’ P c }  -  k •

Cela implique que le s  hyperplans pour le s q u e ls  к ■ n, 

c .à  d. l e s  hyperplans d 'é q u a tio n  / 5 /  pour le s q u e ls :

/ 6 /  u .r ^  f  0 et u.r^ * C pour i  -  1 , 2 , . . . , n - 1 ,

auront l 'o r d r e  maximum du co n ta ct à l a  courbe.

D 'après l a  su p p o sitio n  / 3 /  nous savons pourtant que l e  

vecteu r û de longueur 1 s a t i s f a i s a n t  aux co n d itio n s  

/ 8 /  e s t  donné par l a  formule:

r . Л r 2 Л . . .  Л rn_ 1

a г2 л. . .  лгп.,| ’

a lo r s  i l  e x is te  exactement un seu l l 'h y p e r p la n  ® * - 1 ' 

pour leq u el , C ,  p^j- = n, et on peut l e  représen­

te r  par l 'é q u a t i o n  de l a  forme: (R -  r / t ç /  ) . u = 0 ,  

donc de l a  forme: ( R - r / t ^ / ) .  / г ^  Л . . .  Л r n «* 0 ,  

c . q . f . d .

Remarque 3 .

L'exemple 2 à l a  page 23 montre que l a  su p p o sitio n  

/ 3 /  dans l e  théorème I  e s t  e s s e n t i e l l e  et  on ne peut pas

l 'é l i m i n e r ,  même par l 'au gm entation  de l a  c l a s s e  de ré ­

g u l a r i t é  de l a  courbe C, Dans c e t  exemple i l  e x is t e  une

i n f i n i t é  des plans qui ont l 'o r d r e  maximum du c o n ta c t .
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Nous démontrons maintenant le  théorème su iv a n t:

Théorème I I .

Supposons que:

/ 1 /  1 ‘ ensemble Z d ‘ espace En e st  l a  courbe C d 'équ a­

t i o n  r =» г / t /  pour t  c [ a ,b ] ,
11** 1/ 2 /  l a  fo n c tio n  г/ t /  e s t  de c l a s s e  C ~ dans un entoura­

ge du p o in t t^C [a .b j  ,

/ 3 /  l e  rang de l a  m atrice  J r ^ , r ^  || es t égal

à n -  1,

/ 4 /  i l  e x is t e  exactement un seu l hyperplan Hn_ 1 , passant  

par l e  p o in t  pQ = r / t Q/  et d 'o rd re  maximum du con­

ta c t  à C au p oin t pQ„

En désignant par c '  l a  p r o je c t io n  p e rp e n d icu la ire  de l a

courbe C sur l 'hyperplan. , nous affirm ons que l 'é q u a ­

t io n  de l 'h y p e r p la n   ̂ e s t  de l a  forme:

/ 5 /  ( R - r / t Q/ )  . u = 0 ,  où

/ 6 /  u = r 1 Л г  Л . . .  A r n_ 1 , et

/ 7 /  q u ' i l  e x is t e  exactement un seu l hyperplan Hn 2 de 

dimension n -2 ,  passant par l e  p o in t pQ et d 'ordre  

maximum du c o n ta c t  à C ' au p oin t p^.

Dém onstration.

Pour l a  démonstration de la  co n clu sio n  / 5 /  et / 6 /  par

l 'a b s u r d e  admettons que 1 equation de 1 hyperplan

 ̂ e s t  de l a  forme: ( R - r / t Q/ )  . v = 0 ,  où

/ 8 /  |v| = 1 , et

/ 9 /  l e  v e cteu r  v n 'e s t  pas p a r a l l è l e  au vecteu r

u = r ,  A . . .  A £ , .i n-1
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Par consequent, l e  v ecteu r v n ' e s t  pas perpendicu­

l a i r e  à tous l e s  vecteu rs  r^ , r ^ ,  7 i l  e x is t e

donc un nombre e n tie r  X t e l  que: 1 < L 4 n-1 et v.r^ f 0 .  

Désignons par m:

/ 1 0 /  l e  p lu s p e t i t  des nombres 1 , 2 , . . . , n - 1 ,  pour leq u el

v . f m t ° ,  m '

Développons r / t /  diaprés l a  formule de Peano jusqu'au  

terme d 'ordre m:

/ t - t
/ 11/  r / t / . r / ^ A f y t - ^ A  . . .  * T ^ r ï / f  +

г  n / t - t  / m

* Pm + e/t/] • ---
où:

/ 1 2 /  lim  е/ t /  = 0 .
t — t

о

Nous avons: P  ( p / V ,  И ^ )  = | ( r / t /  -  r / t o/ )

a lo r s  d 'a p rès  / 1 1 /  et / 1 0 / :

p ( p / t / .  H ^ , ) .  | |fm + e / t / )  . v ] ^ 2 -  

C e l a  donne d 'a p rè s  / 1 0 /  et  / 1 2 / :

lim 
t — t

о

p ( p / t / ,  H ^ )

l /h y p e r p la n  Kn a a l o r s ,  d 'a p rès  le  lemme, l 'o r d r e  du 

co n ta ct à l a  courbe C dans l e  p o in t éga l à m.

Ce raisonnement implique que pour chaque hyperplan H *_1 

d equations (R -  r / t Q/ )  . т  ̂ = 0 ,  pour leq u e l
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о » * nousr v l = * V T i = = 1 ' T 1 m-1 1 0 et rm,v 1 * °»
{ (. I , Ш - I I  Ui I

H * _ ^ , C ,  PQ ! = m» Mais l e  nombre de ces hyper­

p la n s  H* „ étant i n f i n i ,  nous obtenons l a  c o n tr a d ic t io n  n-1
avec la  s u p p o s itio n  / 4 / »  La co n clu sio n  / 5 /  et / 6 /  est  

donc démontrée»

Nous a l lo n s  démontrer l a  p r o p r ié té  / 7 / .  Prenons l e  s y s ­

tème des coordonnées de t e l l e  façon que Inéquation de 

l 'h y p e r p la n  Hn e s t  de l a  forme x ^  = 0»

/ 1 3 / . Le vecteu r u p erp en d icu la ire  à ce t  hyperplan aura 

la  n-ièm e coordonnée d if f é r e n t e  de zéro»

Désignons l e s  coordonnées du vecteu r г/ t /  par  

Ç ^ / t / ,  . » . ,  f n/ 1 / »

Puisque u = r^ Л .»  » Л г д ^ , a lo r s  la  n-ièm e coordon­

née du vecteu r u e s t  égale  à:

Л = / - 1 /
n+1

«,’ / v >  • • • •  ? ń - / V

о e © ©

(n~V
?;/*„/• ФУ - •••• O v

et de l à ,  diaprés / 13/ »  nous avons:

/ 1 4 /  C,

La p r o je c t io n  C* de l a  courbe C sur l^hyperplan a

Inequation de l a  forme r *  = r * /1 / , où l e  vecteu r r * / t /  a 

l e s  coordonnées: <f^/1 / ,  <jf^/t/ ,  »»»,  / t / ,

Nous constaton s a l o r s ,  en visagean t l a  courbe G "сошке l a

1 /  Les hypothèses du théorème I I  ne dépendent pas du 
système des coordonnées»
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courbe dans 1 espace de dimension n -  1 que:

1 / en vertu de la  su p p o sitio n  / 2 /  la  courbe C e s t  de
XIe* 1

c l a s s e  C dans un entourage du p o in t pQ,

2/ l e  rang de l a  m atrice  || r * ,  r | ,  r * ^  II, où

pour i 1 , 2 , . . . , n-1 e s t . d  après

/ 1 4 , égal à n - 1 .

En vertu  du theorem® I ,  eu nous posons n-1 a l a  p la c e  de 

n, nous concluons q u i l  e x i s t e  exactement un s e u l  hyper-  

plan Hn„2» Passant par p ^, d ordre maximum du c o n ta ct  à 

l a  courbe C'  dans le  p o in t pQ, c . q . f . d .

Remarque 4 .

i/exem ple 3 de la  page 24 montre que la  su p p o sitio n  

/ 3 /  du théorème I I  e s t  e s s e n t i e l l e  e t  on ne peut pas la  

supprimer, même par 1 a lim en ta tio n  de la  c la s s e  de régu­

l a r i t é  de l a  courbe C.

La courue a e ï i n i e  dans l'exem ple 3 e s t  de c l a s s e  

/ q  e st  un nomere quelconque e n t ie r  p o s i t i f /  uans c e r t a in  

entourage du p o in t  tQ « 0 et i l  e x is t e  exactement un seul 

plan j i  = 0 /  d ordre maximum du co n ta ct  à C au p oin t  

/ 0 , 0 , 0 / .  Kous montrerons que dans c e t  exemple l a  pro­

je c t i o n  C de la  courbe C sur l e  p lan  z * 0 ne possédé  

pas aans l e  p o in t  / 0 , 0 /  une d r o it e  unique d 'o rd re  maxi­

mum du co n ta ct  à C e

Considérons une d r o it e  quelconque , passant par le  

point p 1 / 0 , 0 / .  Son équation e s t  de la  forme: Ax+By » 0 ,  

ou A2 + Б2 > ü.

1 / E l  A ф 0 ,  a lo r s  en raisonnant d'è la  même façon comme

dans l e  p o in t 3 / J s l  exemple 3 nous obtenons:
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|Н̂  , G ' ,  Pl J = 1. Mais on peut trouver une i n f i n i t e  

de d r o it e s  in éq u a tion  Ax + By * 0 ,  où A £ 0 , a lo r s  

aucune d ’ e l l e s  ne peut ê tr e  une d r o it e  unique

possédant 1 ‘ c rdre таххпглп du c o n ta ct  à C dans p „

2 /  S i  A * 0 ,  a lo r s  Ъ ф 0 et  dans ce  c a s ,  en raisonnant

de l a  même façon comme dans l e  p o in t 4 / i e  l ’exemple 3 ,  

nous obtenons la  con clu sion  que j ^ ,  G , p^J n ’ existe 

p as.

Puisque l e s  cas 1 /  et 2 /  épuisent tou tes  l e s  p o s s i b i l i ­

t é s  quant a la  p o s i t i o n  de la  d r o it e  , a lo r s  i l  n ’ exisfce 

pas de d r o it e  unique possédant 1 ordre maximum du con­

t a c t  à G ’ dans p ^ .

Remarque э .

La s u p p o s itio n  / 4 /  dans l e  théorème I I  n ’ es t  pas une 

conséquence de la  su p p o sitio n  / З А  S i  c e la  é t a i t  j u s t e ,  

l e s  su p p o sitio n s  / 1 / ,  / 2 / , / З А  / 4 /  du théorème I I  au­

r a ie n t  l i e u  d ’ après l e s  hypothèses / 1 / ,  А / ,  / З А  A lors  

d ’ après l e  théorème I I ,  i l  a u ra it  l i e u  / 5 /  et  / 6 / ,  et 

l ’ hyperplan d équation: (R -  r  / t Q/ )  . u * ü où

u = г ,  Л r^ Л . . .  Л г д s e r a i t  I  hyperplan d ordre ma­

ximum du co n ta ct  a l a  courbe C dans l e  p o in t  p . C ‘ e s ;о
pourquoi i l  d e v r a it  y a v o ir  un ordre determine du con­

t a c t  a G dans p » H a is  ce la  ne d o it  pas nécessairementо
a v o ir  l i e u ,  comme l e  montre l ’ exemple su iv a n t:

Exemple 4 .

S o i t  C c  E j  l a  courbe donnée par l e s  equations:
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'J

X

У

Z

* t

s i n  1
t

pour t e  f  1 , l ] i  

pour t e £  1 , 1 ] ,

pour t ф 0 et t e 1 ,1]  , où q e st  un 

nombre e n t ie r  p o s i t i f .

l0 pour t  * 0«

C e t t e  courbe e s t  de c l a s s e  Cq en chaque point d inter­
v a l l e  Q- 1, 1]. La matrice | r^, r2|| dans l e  point
t  *  0 a l a  forme: о

1 ,  0 ,  0

0, 2, 0

a lo r s  e l l e  a l e  rang 2 .

Le v e cteu r  A r2 a l e s  coordonnées / 0 ,  0 ,  2 / .  Prenons 

l e  p lan  H2 d équation z « 0 .

Nous avons: p ( p / t / ,  H2) * | t 2q s i n  -|r 

p ( p / t / ,  H2) _  , !

2q
s m  —t

, alors:

n'existe pas et, parlim 111 2q I =
t — q 11^4 1 t —0
conséquent, comme on peut facilement démontrer, i l  n exis­

te pas |k 2 , C ,  poJ .

Remarque 6 .

L'exemple 4 ,  donné p lu s  h aut, démontre a u ssi  que: 

a /  on ne peut pas remplacer l 'h y p o th è s e  / 3 /  dans l e  

théorème I  par l a  s u p p o sitio n  / 3 /  du théorème II,même

par l'a u gm en ta tion  de r é g u l a r i t é  / 2 /  de la courbe C ,  

0/  l e  plan o s c u le te u r  de la courbe peut ne pas a v o ir  un 

ordre déterminé du contact à c e t t e  courbe.

Le théorème su ivan t est une co n clu sion  simple des théo -  

rèmes I  et  I I ;
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Théorème I I I  

S i  l ' o n  suppose que:

/ 1 /  l a  courbe С с  d équation r  * г/ t /  e s t  de classe

dans un entourage d'un p o in t t Q,

/ 2/  l e  rang de l a  m atrice  |J ^  » î*2 » || est égal

à n, a lo rs;

/ 3/  i l  e x is t e  exactement un hyperplan de dimension

n -  1, passant par l e  p oin t p^ = r  J x J  et ayant 

l 'o r d r e  maximum du c o n ta c t  a C au p o in t pQ, et s i  

nous désignons par C ' la  p r o je c t io n  p erp en d icu la ire  

de l a  courbe C sur l h y p e r p l a n  H , a l o r s :

/ 4 /  i l  e x is t e  exactement un seu l hyperplan Hn_2 de d i ­

mension n -  2, qui p asse par l e  p o in t  pQ et cpiftStde 

1 ordre maximum du co n ta ct  à C au p oin t pQ.
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Краткое изложение

Несколько теорем, связанных 

с соприкасающимися гиперплоскостями

Этот труд связан с возможностями определения со­
прикасающихся гиперплоскостей кривой С картезиан­
ского п -мерного пространства Еп в данной на ней 

точке ро , не предельным переходом а степенью ка­
сания с этой кривой и с некоторыми теоремами.свя­
занными с вышеуказанным способом определения. На­
чальные определения сформулированы для произволь­
ных множеств, а не обязательно для кривых. Теоре­
мы однако касаются кривых. Примеры, которые даны 

в настоящем труде, обосновывают необходимость это­
го затеснения.

Обозначим через; Hi i -мерную гиперплоскость про- 
станства Еп а через р (р, H,-) , р (р, pQ) соотвест-  

венно расстояние точки р от гиперплоскости Н/ и от 
точки р .

Принимаем следующие определения:

Определение i
Число of /конечное неотрицательное, или + с о / на­
зываем степенью касания гиперплоскости ко
множеству Z  с  Еп в точке р , являющейся предель­
ной точкой множества Z  # если:
I /  в случае если ос конечное число: 

lim P ( P f ^ n - t )  _

pP7pf  [f(p,p.j\* "
где g конечное положительное число,

-  35



2 /  в случае если <* = +- оо , для каждого натураль­
ного числа т :

lim ? ( P > " n - t )
р ~~Ро 7 --------------- ЧпГ ш °-
ре z [ ę f p . p o T

Если существует степень касания 'гиперплоскости 

Нп ~1 ко множеству Z  в точке pQ, то будем егс 

обозначать через , Z, р0 j .

Определение 3 ^
Гиперплоскость Нп_ 1 называем гиперплоскостью с 
максимальной степенью касания ко множеству Z  в 

точке р0 , когда:
I /  существует { НпЧ , Z ,  Ро } ,
2 /  для каждой гиперплоскости ф Нп. 1-

или: а /  существует [ H * - f , Z , p 0 ]

И ( НП -1 7 Z у Po J < { Н П~1 , Z ,р0 j J 
и л и :6 /  не существует { Н * _ , ,  Z, р0] .

Теорема I *
Если:
/ I / :  множество Z  пространства Е п кривая С с 

уравнением r ~ r ( t )  для t e  О ,  * ] ,
/ 2 / :  функция r(t)  класса С п в некотором окружении 

точки t0 е О . * ]  •

/ 3 / :  ранг матрицы I Г1 ) ?2 » • • • ) thn | Нравен п »
то существует только одна гиперплоскость Hn.,t 
которая проходит через точку pQ = г (t0) и

I /  В резюме не приводится 2 -г о  определения, 
имея в виду его вспомогательный характер*

2 /  Тут и дальше через г.- я обозначаю (— ty  ), - 
для i = 1,2,... п,  I dl* Jt*to
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имеет максимальную степень касания к кривой 
С в точке рЛ .

Кроме того: { Нп. с , р 0 J = п.

Теорема 2 .
Если:

/ I / :  множество Z  пространства £п кривая С с урав­

нением r=r (t) для t e  [ « > ] .
/ 2 / :  функция r(t) класса С Л_/ в окружении точки

to * [а,  б]
/ 3 / :  ранг матрицы f г/, гг , | равен п - 1 ,
/ 4 / :  существует только гиперплоскость //„_/ , про­

ходящая через точку pQ = r(ta) и имеющая макси­
мальную степень касания к С в pQ, и через Cł 
обозначим ортогональную проекцию кривой С на 

гиперплоскость Ип. 1
то существует только одна п -2-мерная гиперплоскость
Нп- 2 » проходящая через точку р и имеющая макси-

_» °
мальную степень касания к С в pQ,
Возможность определения соприкасающихся гиперплос­
костей степенью их касания к кривой с некоторым 
обобщением формулы Бурали-Форти, данным С.Голом- 
бом /с м . / I /  в списке литературы/, позволяет ре­
грессивно определить кривизны кривой С, это зна­
чит поочерёдно их определить, начиная с высшей 
/с м . / 2 /  в списке литературы/.
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