Zenon Moszner

SUR QUELQUES THEOREMES CONCERNANT
LES HYPERPLANS OSCULATEURS

1 o Etant donnée une courbe C dans l'espace euclidien
3n de dimension n et ayant fixé un point pQ sur cette
courbe, on peut définir les hyperplans osculateurs sxa-
cesaifs de la courbe C dans le point p~ de la maniére
suivante. Désignant par i le nombre entier entre 1 et
n-1, et par H*pQ 1"hyperplan osculateur de dimension i,
nous déterminons d"abord H-,/P0/ c.a d. 1"hyperplan tan-
gent de dimension 1 /la droite/ comme limite de la droite
variable pQp quand p—pQ, ou p » pQ, pe C - Supposant
que nous avons déja défini 1"espace H”p”~/.nous prenons
de nouveau le point p/ pQ, peC , et si p n"appartient
pas a HNpQ, nous considérons 1"hyperplan de dimension

i + 1 qui est étendu sur 2/hyperplan H~/p~/ et le vec-

teur p p; si sa limite existe, nous la désignons par
Hi + / po~°

Cette facon de définir est peut-étre la plus naturelle
*O» conduit en conséquence aux définitions successives
des courbures 37/p / de la courbe C dans le point p"
pour i = 1,2,...,/n-1/. On peut omettre pourtant cette
facon inductive et ayant fixé un nombre entier i, rem-
plissant les inégalités: 1< i c¢c n - 1, on peut définir

directement H”pQ , n"ayant pas défini préalablement les
Hp /,... H® UpQ« C'est pourquoi nous prenons la fa-

mille de tous les hyperplans de dimension i, qui passent
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par 1© point po£ C . Désignons n'importe lequel de ces
hyperplans par H*. Soit p un point quelconque de la cour-
be C et p pQ. Désignons par p/p,H*/, p/p,PO0/ res-
pectivement la distance du point p a | hyperplan K*
et au point pQ. En prenant p/p,P0/ comme infiniment
petit du premier ordre, il peut arriver /cela dépend de

la courbe C et du choix delbyperplan H*/ que p/p.H*/

sera un infiniment petit d'ordre déterminé et «s'il exista
dama la famille des hyperplans K* un hyperplan unique
ayant l'ordre maximum c*/voir la définition 3/, nous
I'appelons | 'hyperplan osculateur, de dimension i de la

courbe C au point p~»,

Cette note n'est pas consacrée a l'analyse précise du
rapport mutuel de ces deux définitions.

Le seconde de ces définitions et une généralisation

de la formule de Burali-Porti donnée par S«Goigb /voir 01/

et qui concerne l'interprétation géométrique des courbu-
res *~/po/, ont donné I'impulsion a la définition re-
ductive des courbures )Ki/p 0/ c.a d. a leurs défini-

tions successives commencant par la plus haute XX ~/po/
/voir N /. Cela entraine la nécessité de se servir de
quelques théorémes concernant des hyperplans oscuia-

teurs HNpQ et ces théoremes sont justement l'objet de

cette note. Certaines définitions introductives sont
formulées non pour des courbes, mais pour des ensembles
qguelconques. Les théorémes par contre concernent les

courbes.

2. Définition 1.
Un nombre ¢ /fini non négatif ou + oo/ est appelé

I'ordre du contact d'un hyperplan Hg ~ a 1 ‘ensemble
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ZC En dans le point p”, qui est un peint d®accumulation
de | "ensemble Z, si:

1/ dans le cas ou oC est un nombre fini:

lim P/p" Hn-1/ s
P-PO [P/P.PA*
pE€ Z

ou g est un nombre fini positif,

2/ dans le cas ou et- + ooon a pour chaque nombre m en-

tier positif:

uu 9~ "' v o/
P-*PO0 [>/P.Po/]
pe z

Il y a des ensembles Z tels que pour chaque hyperplan

1 passant par po€ Z il n’existe pas d’ordre déterminé
du contact de Hn-l’ avec Z. L’exemple d’un tel ensemble
dans | ’espace est une spirale quelconque hyperbolique

ou logarithmique s ’enroulant autour du point pQ. Aucune
droite de passant par le point p® n’a pas d *ordre
déterminé du contact a cette spiralee S’'il existe pour-
tant | 'ordre du contact d’un hyperplan a 1 *ensemble z

dans le point p , il est déterminé d’une maniére uni-

voque. Cela a lieu car:

ot étant | 'ordre du contact de H a Z dans Py- on a

rn-1
1/ si ot est un nombre fini, alors:

a/ pour chaque nombre /3 tel que 0«/3<o0(;

P"~n-d

0 /p,po/lp [p/p.p./lrt 0
pe z
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b/ pour chaque nombre /3 > ce :

f/p,p o~ &/p.p0/]* &/p.v]

2/ Si ot >+ (D, alors pour chaque nombre p fini:

[p/p.p0/]1~ |f/p.p0/| m
p€ Z

ou m est un nombre entier positif quelconque tel quej3<m,,

L'ordre du contact d'un hyperplan Hn— a un ensemble z

dans un point p /s'il existe/ sera désigné par
K-i-z >0
Lemie.
Si lI'on suppose que:
/ A I'ensemble Z est une courbe C d'équation paramé-
trique-vectorielle r = r/t/, pour te [atbj,

/2] en point t = t e Qa.bjii existe la dérivée r'/t/j
/31 r'/tQ * 0,
alors la définition 1 d'ordre du contact est équivalente
a la définition suivante:

Définition 2.

Nous appelons un nombre ot /fini non négatif ou + A0
I'ordre du contact d'un hyperplan a la courbe C
dans un point po€? C, /correspondant a la valeur du
parametre t/r si:

1/ dans le cas ou CX est un nombre fini:

Qiplt/. n |/

lim "1l w.= g, fini et > 0,
t—to /It - tO/,
te |14,bj
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ou p/1l est le point de la courbe C,correspondant a la
valeur t du parameéetre,

2/ dans le cas ou ® - + oo , pour chaque nombre entier
positif m:

p/p/il, HI‘I-Il _

lim 0.
t—to It - y»
te (4,b]

Démonstration.

Il suffit de remarquer pour la démonstration que pour
t T t et pour chague nombre JS non négatif on a:
-P/p "Hn -/ I>lpl*I»HRWN/ jOlplt/, 11 1

[p/p.PO7|™ |r/t/-rito/|” It - rit/-r/itQy P
t - 't

et d'aprés I'hypothése /2/ et /3/:

lim 1 t o.
t—t it/ - ritQy P RVEVES
te [&,b] t -t

Remaraue 1.

L'exemple cité ci-dessous montre que lI'hypothése [/3/
est essentielle dans le lemme précédent et que sans Oette
hypotheéese I'ordre du contact au sens de la définition
2 n'a pa3 un caractére géométrique, car il peut dépendre

du paramétrage de la courbe C.

Exemple 1.
Soit C la courbe d'espace d'équation paramé-

trique:



pour t e 1.1J0

La courbe C est de classe dans , mais elle ne

remplit pas I'hypothése /3/ au point t » C,

Considérons la droite a lI'équation y = 0»
fip/t/, iy .
Puisque: Itr 1»
It - 0]4 (o] 41

alors l'ordre du contact, au sens de la définition 2, de
la droite H1 a la courbe C dans le point /0, 0O/ est
égal a 4»

Mais d'autre part:

p/p/t/ 1y 1l i

y T tc 1*
[fyp/t/,p0/]2 [\(y e j t4**8 1+t'
alors (H1, C, po| au sens de la définition 1 est égal

a Xx

Remarque 2.

Les hypothéses du lemme n'impliquent pas l'existence
de |Hn_ , C, poj pour chaque hyperplan Oe que mon-
tre I'exemple 3 a la page 24-

Définition 3»

Nous appelons 1'hyperplan Hn l1'hyperplan d ‘ordre

maximum du contact a l'ensemble Z au point pQ, si

1/ il existe (h™  , Z, p&}*
2/ pour chaque hyperplan f
al il existe Z, pcj

et {Hn-1 » Z* PO)~{Hn-1" Z* po) » OU bien

22



W VI’Z P n existe pas,

Remarquons que:

I. Tour un ensemble donné Z et un point p”, 1‘hyperplan

d‘ordre maximum du contact a Z dana p peut ne pas
exister» Cela est une conséquence de Inexistence de
tels ensembles pour lesquels il n'y a pas d‘hyperplans

d’ordre determine du contact dans un peint donne pQ»
Il. Il y a des exemples ou il existe une infinité des
hyperplans d"ordre maximum du contact a Z dans un

point donné P,0

Exemple 2»
Prenons comme Z la courbe C dans 1‘espace E~ d equa-

tions suivantes:

X =t pour te [-1,1],

0 pour t* 0t
y —e _ 1

e" t3" pour t/ 0 et te ,
z = 0.

La courbe C est de classe C°° dans [-"« O Désignons
par le point /O,% 0/» Pour chaque plan H. d‘équa-
_ h O A
tion By t Cr s O, ou B + C° > 0, et pour chaque nombre

entier positif m nous avons;

joO/p/t/,H2/ IB,,e~ ar ~C)>0] ﬁ'
J
tlm ’ [tjm t—0
alors d‘aprcs le lemme on a: |Ho, C, pQ] = + oo.

Il existe alors une infini té de plans d‘ordre maximum du

contact a la courbe C dans le point po,,
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ITlo Méme, s il existe exactement un seul

hyperplan

d'ordre maximum du contact a l'ensemble Z dans le

point p t il peut y avoir des hyperplans pour les-

quels 1 ordre du contact a Z dans p® n eXxiste pas,

comme le montre l'exemple suivant:

Exemple 3,

Soit C la courbe d'équations:
x =t pour tG-[n 3»
ta+l pour t e [0,1,] ou g est un nombre en-
Yy tq+2 Atler positif,
pour te t ]_>q
zs O

On établit sans difficulté que

1/ la courbe C est de classe C4 dans 1 ,

2/ l'ordre du contact du plan z = 0 a la courbe C dans

le point po /0, 0, 0/ est égal a + 00,

3/ pour chaque plan H2

A ® 0, nous avons:

d'équation Ax + By + Cz

filp/tz ,H2/ JAt4.By/ t/,+CH0|

PM It

A+B A1.Y,

d'ou on a d'apreés le lemme: jI~,C,po] =

4/ pour chaque plan H2

nous avons:

d'équation By + Cz =

fi p/ti.H2/ |B-y/t/t0t0]

|t]4+1 It]“+1
alors: ot/ H 21
lim e r-*-.lim
t-0+0 It] 4 t-*0+0

18l

2LUL
g+l

n+1

g1 = BP0

=0 ou

JAJ¥= 0,

0,

ou B"O,



et, par consequent,

lim —-ee — b- - lim B
t—0-0 Itlg+1 t—«0-0
On voit donc diaprés le lemme que |H2, C, p?jn'existe
pas, La discussion precedente nous permet de conclure
que dans ce cas-ci il existe exactement un seul plan
d'ordre maximum du contact, et que malgré cela il y a
des plans pour lesquels l'ordre du contact a C dans pQ

n'existe pas,

3. Nous démontrerons maintenant un théoréme qui donne
une condition suffisante d'existence et d'mioité de I'hy-

perplan d'ordre maximum du contact:

Théoréme |
Si I'on suppose que:
/1/ I'ensemble Z de l'espace est la courbe C d*é-

quation r = r/t/ pour te [a,b],

12/ la fonction r/t/ est de classe Cn dans un entourage

d'un point tQ€ [a,b],

/3/ le rang de la matrice |r*, rv, I ~ est égala n,
alors, il existe exactement un seul hyperplan N, pas-
sant par le point p® = r/to/, d'ordre maximum du contact

A la courbe C dans le point p”~. L'équation de I'hyperplan

Hn-l’ est de la forme:

141 (R - r/to/). u- 0, 2/

1/ lIci et dans la suite je désigne par r™ la dérivée

p— pour i=1,2,... ,n<
V dtA /t-tc

2/ Je désigne ici et dans la suite par . r~ le pro-
duit scalaire des vecteurs et rn.
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ou R est le rayon-vecteur du point variable sur H ,
n-<
= n.

o e e 1/ f
et ua ATr2A ... NrnJ» 2e plus:,C,p I

Démonstration.
On peut représenter chaque hyperplan H* ~, passant

par pQ, par Inéquation de la forme:

/151 (R - r/tQ) , u=0,

ol u est un vecteur de longueur 1.

Nous avons: p(p/t/, H*_ ~ =] (r/t/ - r/tn/) . u].
Développons r/t/ d'aprés la formule de Peano jusqu'au
terme d'ordre n dans un entourage du point p /ce qui

est possible d'aprés la hypothése /2/:

/t-t /"m'
r’l't/! =P/tOArl/t-toA...+Sn_1 1
r -, /t-t [/~
*=[rn=* elt/] - — .
ou
16/ lim e/lt/ = a
t-*t
o]

| n-t /-«
7] p(p/t/,Hj D=|/fl.ullt-to/+ ...+ [~.T-uly— n +

/t-t /n
+ pn+ el/t/).u]. —~

La supposition /3/ entraine qudi n'esdste pas de vecteur u*0

1/ Je désigne ici et dans la suite par r Jir™n,,.
d-l"r){*’*l le piodmt vectoriel des vecteurs rl'ru'""er‘ .
espace En
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perpendiculaire a tous les vecteurs , r2, rn»
De la pour chaque vecteur donné u @0 il existe un nombre

K a la propriété suivante:

- K est le plus petit des nombres 1,2,...,n pour lequel
uf O.
Alors diaprés le lemme, /7/ et /6/ nous avons:
K -v "0" Pc} - k
Cela implique que les hyperplans pour lesquels K ® n,
c.a d. les hyperplans d'équation /5/ pour lesquels:
/6/ u.r f 0 et u.r™ * C pour i - 1,2,...,n-1,

auront l'ordre maximum du contact a la courbe.

D'aprés la supposition /3/ nous savons pourtant que le
vecteur 0O de longueur 1 satisfaisant aux conditions
/8/ est donné par la formule:

r. nr2 0 ... 1rn_1

ar2n... nrn,|’

alors il existe exactement un seul I'hyperplan ®*-1"
pour lequel , C, pYJ- = n, et on peut le représen-
ter par l'équation de la forme: (R - r/t¢/ ) . u=0,
donc de la forme: (R-r/t~/). /it~ 1 ... Jlrn &0,
c.q.f.d.

Remarque 3.

L'exemple 2 a la page 23 montre que la supposition
/3/ dans le théoréme | est essentielle eton ne peut pas
I'éliminer, méme par l'augmentation de la classe deré-
gularité de la courbe C, Dans cet exempleil existe une

infinité des plans qui ont I'ordre maximumdu contact.



Nous démontrons maintenant

Théoréme 11.
Supposons que:

111/
tion r » r/t/

/21 la fonction r/t/

ge du point t~C[a.bj,

1‘ensemble Z d‘espace En est
pour tc[a,b],

est de classe C]Ijcl

le théoréme suivant:

la courbe C d'équa-

dans un entoura-

/3/ le rang de la matrice Jr”?, r ~  Jest égal
an- 1,

/4] il existe exactement un seul hyperplan Hn_1, passant
par le point pQ = r/tQ et d'ordre maximum du con-

tact a C au point pQ,,

En désignant par c'

courbe C sur | 'hyperplan. .
tion de I'hyperplan N est de
/51 (R-r/tqQ) u=0,

16/ u=rlnr n A
/7] qu'il existe exactement un

dimension n-2, passant par

maximum du contact a C' au

Démonstration.

Pour la démonstration de la

I'absurde admettons que

N est de la forme: (R-r/tqQ)

/181 vl = 1, et

191

AE 4

28

la projection perpendiculaire de

la
nous affirmons que I'équa-
la forme:
ou
rn_1, et
seul hyperplan Hn 2 de
le point pQ et d'ordre
point p~.
conclusion /5/ et /6/ par

1 equation de 1 hyperplan

v =0, ou

le vecteur v n'est pas paralléle au vecteur



Par consequent, le vecteur v n'est pas perpendicu-
laire a tous les vecteurs r, r», 7 il existe
donc un nombre entier X tel que: 1<L4n-1 et v.r f 0.

Désignons par m
/10/ le plus petit des nombres 1,2,...,n-1, pour lequel
\VA fmt °,

Développons r/t/ diaprés la formule de Peano jusqu'au

terme d'ordre m

/t-t
/AU r/t/.r/I"AfFYE-~AA L TAri/f +
r n /t-t /m
* A+ et]] o---
ou
112/ lim e/t/ = 0.
t—t
o}
Nous avons: P(p/V, NW~) =](r/t] - r/tol)
alors d'aprés /11/ et /10/:
p(p/t/. H~,)). | |[fm+ e/t/) . v 1™ 2 -
Cela donne d'aprés /10/ et /12/:
p(p/t/, H~")
lim
t—t
o}
I/hyperplan Kn a alors, d'aprés le lemme, l'ordre du
contact a la courbe C dans le point égal a m

Ce raisonnement implique que pour chaque hyperplan H*_1

d equations (R - r/t@Q) .1~ =0, pour lequel
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o»*

rvl I *W T o= = m# T 0 et rovi* °» nous
H* ~, C, PQ!= nm» Mais le nombre de ces hyper-
plans Hr’;-l" étant infini, nous obtenons la contradiction
avec la supposition /4/» La conclusion /5/ et /6/ est
donc démontrée»
Nous allons démontrer la propriété /7/. Prenons le sys-
teme des coordonnées de telle facon que Inéquation de
I'hyperplan Hn est de la forme x” = O»
/13/.Le vecteur u perpendiculaire a cet hyperplan aura
la n-iéeme coordonnée différente de zéro»
Désignons les coordonnées du vecteur r/t/ par
Cn/t/, >, frn/l/»
Puisque u = rJl1 »» 1 rg ~, alors la n-iéme coordon-
née du vecteur u est égale a:
n+1
Ni=i-1 PEVTRVES ceee 2hH -/V
0O e ©0©
> /o q)y—.ooo
.,/*f, O v
et de la, diaprés / 13» nous avons:
/147 C,
La projection C* de la courbe C sur I™"hyperplan a
Inequation de la forme r* = r*/1/, o0 le vecteur r*/t/ a
les coordonnées: <fN1/, <jfrtl, »»», [t/
Nous constatons alors, envisageant la courbe G"cowke Ila
1/ Les hypothéses du théoréme Il ne dépendent pas du

systéme des coordonnées»



courbe dans 1 espace de dimension n - 1 que:
1/ en vertu de la supposition /2/ la courbe C est de
Nel
classe C dans un entourage du point pQ,

2/ le rang de la matrice |Jr*, r|, r*~ I, ou
pour i 1,2,...,n-1 est.d apres

/14, égal a n-1.
En vertu du theorem® 1, eu nous posons n-1 a la place de
n, nous concluons quil existe exactement un seul hyper-

plan Hn, 2» Passant par p”~, d ordre maximum du contact a

la courbe C' dans le point pQ, c.q.f.d.

Remarque 4.

i/exemple 3 de la page 24 montre que la supposition
/3/ du théoreme Il est essentielle et on ne peut pas la
supprimer, méme par 1 alimentation de la classe de régu-
larité de la courbe C.

La courue aeiinie dans l'exemple 3 est de classe

/g est un nomere quelconque entier positif/ uans certain

entourage du point tQ « 0 et il existe exactement un seul
plan ji = 0/ d ordre maximum du contact a C au point
/0,0,0/. Kous montrerons que dans cet exemple la pro-

jection C de la courbe C sur le plan z * 0 ne possédé
pas aans le point /0,0/ une droite unique d'ordre maxi-
mun du contact a Ce

Considérons une droite quelconque , passant par le
point pl1 /0,0/. Son équation est de la forme: Ax+By » 0,
ou A2 + B2 > 0.
1/ EI ACbO, alors en raisonnant de la méme fagcon comme

dans le point 3/Jsl exemple 3 nous obtenons:
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i, G', PI J= 1. Mais on peut trouver une infinite
de droites inéquation Ax + By * 0, ou A £ 0,alors
aucune d’elles ne peut étre une droite unique
possédant 1°‘crdre Taxxnrnan du contact a C dans p ,,
2/ Si A* 0, alors b 0 et dans ce cas, en raisonnant
de la méme facon comme dans le point 4/ie I'exemple 3,
nous obtenons la conclusion que j~, G , p~ n’existe
pas.
Puisque les cas 1/ et 2/ épuisent toutes les possibili-
tés quant a la position de la droite , alors il n’ exisfce
pas de droite unique possédant 1 ordre maximum du con-

tact a G’ dans p”.

Remarque 3.

La supposition /4/ dans le théoréme Il n’est pas une
conséquence de la supposition /3A Si cela était juste,
les suppositions /1/, /2/, I3A [4/ du théoréme II au-
raient lieu d’aprés les hypotheses /1/, A/, [I3A Alors

d’aprés le théoréeme 11, il aurait lieu /5/ et /6/, et
| "hyperplan d équation: (R - r /tQ) . u* 0Q ou
u=r,J1 r~n ... Nrp serait | hyperplan d ordre ma
Ximum du contact a la courbe C dans le point Py C'es;
pourquoi il devrait y avoir un ordre determine du con-

tact a G dans P> Hais cela ne doit pas nécessairement

avoir lieu, comme le montre | ’exemple suivant:

Exemple 4.

Soit C c Ej la courbe donnée par les equations:
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X* t pour te f 1,1]7i
y pour t e £ 1,1],
sin 1 pour tho et te 1,11 , ou g est un
nombre entier positif.

10 pour t * O«

Cette courbe est de classe Cq en d’m point d inter-
valle Q- 1, 1]. La matrice |r®, r2|] dans 1e point

t0 * 0 a la forme:

1, 0, O

0,2,0
alors elle a le rang 2.
Le vecteur A r2 a les coordonnées /0, 0, 2/. Prenons
le plan H2 d équation z « 0.

Nous avons: p(p/t/, H2) *]t2q sin -r , alors:

p(p/t/, H2) _ , ! _
lim miq | = sm T n EXISte ms et, pa.l
t— q nta 1 t—O0
conséquent, comme on peut facileret démontrer, il n exis-

te pas |k2, C, polJ.

Remarque 6.
L'exemple 4, donné plus haut, démontre aussi que:

a/ on ne peut pas remplacer I'hypothése /3/ dans le
théoreme | par la supposition /3/ du théoréme II,méme
par l'augmentation de régularité /2/ de la courbe C,

O le plan osculeteur de Ia courbe peut ne pas avoir un
ordre déterminé du contact a cette courbe.

Le théoreme suivant est une conclusion simple des théo -

remes | et II;
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Théoréme 111

Si lI'on suppose que:

/1/ la courbe Cc d équation r * r/t/ est de classe

dans un entourage d'un point tQ,

/' 2 le rang de la matrice J~ » ™2» I est égal
a n, alors;

/'3 il existe exactement un hyperplan de dimension
n - 1, passant par le point p» = r JXJ et ayant
I'ordre maximum du contact a C au point pQ, et si
nous désignons par C' la projection perpendiculaire
de la courbe C sur lhyperplan H , alors:

/4] il existe exactement un seul hyperplan HNn 2 de di-
mension n - 2, qui passe par le point pQ et cpiftStde
1 ordre maximum du contact a C au point pQ.

Ouvrages cités
M S.Gotgb "On the geometrical significance of cour-

i
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un espace n-dimensionnel”. Rocznik Nauko-

wo-Dydaktyczny WSP w Krakowie, Zeszyt 13»
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KpaTkoe wu3noXxeHue

Heckonbko TeopemM, CBA3aHHbIX

C conpukacawowmmMmmca rmneprnsiocCKoctTamMm

3TOT Tpyh CBA3aH C BO3MOXXHOCTAMW oOnpejersieHnNs  Cco-
npukKacarmLmMxca rmneprnaockocTen KpueBoi C KapTe3uaH-
CKOro n -mMepHoOro npoctpaHcTtBa En B gaHHOW Ha HewW
TOUKEe poO, He npejesibHbIM MNepexogoM a CTerneHbl Ka-
CaHVA C 3TOW KPWUBOWM WM C HEKOTOPbIMW TeopemMamMu.CBA-
3aHHbIMM C BbllWleyKa3aHHbIM crnocobom onpegeseHusa. Ha-
YasibHble onpegeneHns copMy/IMpPoBaHbl A9 NMPOU3BOJlb-
HbIX MHOXEeCTB, a He o06s3aTefsibHO A/ KpuBbIX. Teope-
Mbl OlHAKO KacarlTcsa KpuBbiX. [MpyMepbl, KOTOpble  AaHbl
B HacToswem Tpyae, 0O0OCHOBbIBAOT HEOOXOAMMOCTb 3TO-
ro 3aTecHeHwus.

O6o3Hauum 4yepe3; Hi | -MepHylO rMNepn/iocKoCTb Mpo-
ctaHctBa En a uvepes p (p, H-) , p(p, pQ) cooTBecT-
BEHHO paccTofAHMEe TO4YKM P OT runepnnockoctu H wn ot
TOUKN P

MpuHYMaeM crepytole ornpeaeseHns:

OnpepeneHwue i

Uucno of /KoHe4yHOe HeoTpuLaTesibHOe, WIN + co/ Ha-
3blBaeM CTeneHbl KacaHuAa TruneprnsiocKocTu KO
MHOXecTByY ZcCc En B TO4UKe p , SBAAKOLWIENCA npeaenb-
HOM TOYKOW MHOXXecTBa Z # ecnu:

I/ B cnydyae ecnym OC KOHEYHOE YUCO:
lim P(Pf~An-t)

p76  [f(p.pj\* "

rpe g KOHeYdYHoe noJsio>KmTtesibHoe 4Yucro,
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2/ B cnydyae ecnm <=+ 00 , ONA KaXgoro Hatypalb-

HOro 4wuciaa T :

lim ?2(P>"n-t)

Ecnn cywecTByeT cCcTeneHb KacaHua 'TMNeprnJjioCKOoCTr
Hi-1 Ko MHOXecTBy Z B Todke pQ, To 6ygem erc
o6o3Ha4aTb 4epes . Z, p0j .

OnpepgeneHne 3 7
NMnepnnockoctb Hn_ 1 Ha3biBaeM rmMnepnsiocKoCTbi C
MaKCMMaJIbHOW CTeneHbi KacaHUsA KO MHOXecTBy Z B
TOouke pO0, korpa:
I/ cywecTtByetr {HnY , Z, Po },
2/ Ansi KaKOo rmnepnsiocKocTum ¢ Hn.1-

nnn: al cyuwectByetr [H*-f,Z,p0]

N (HI-17ZyPod< {HIM1,Z,p0j J
nnn:6/ He cywectsyer {H*_,, Z p0].

Teopema I*

Ecnun:

/1/: mHOoXecTBO Z npocTpaHcTBa EN kpmBaa C ¢
ypaBHeHMEM r~r(t) ana te O, *],

/12 1: dyHkyma r(t) knacca Cn B HEKOTOPOM OKpPY>XEHUU
Toukn t0e O.*] «

/3 /: paHr matpuubl | 1) 2 x»eee) thn | HpaBeH N »
TO cyuiecTByeT TOJ/IbKO ofHa runepnaockocTb H.,t

KOoTopas npoxoauT 4epe3 TouKy pQ = r (t0 n

I/ B pestome He npmBoaAMUTCA 2-TO onpegesieHUA,
MMes B BULy €ero BClMomMoraTesibHbI XapaKTep*

le ;ya-él’.ﬁaﬁl:ame yepes r- s o6o3Haualo f_dlsyjt*to

ans
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MMeeT MaKCUM&TbHYHO CTerneHb KacaHUsA K KPUBOM
C B TOukKe pJl.
Kpome Toro: {Hi. c¢,p0J=n.

Teopema 2.
Ecnn:
/1/: mHOXxecTBO Z npocTtpaHcTBa £n KpumBass C c ypaB-

HeHuem r=r (t) agna te [«>].
[12]: dyHkyma r(t) knacca CJl/ B OKPY>XEHUN TOUKM

to * [a, 6]
/3/: paHr martpuubl f r/, m, |paBeH n-1,
/4/: cywecTByeT TOJIbLKO runepnaockoctb //,, /[ , npo-

Xoasaw@aa 4depe3 TouKy pQ = r(ta) u uvmerowas MaKcu-
MasibHYyIO cTerneHb KacaHua K C B pQ, un 4depes Ci
0603HauYMM OpPTOroHasIbHY MNpoeKkynto Kpumeol C Ha
rmnepnsaockocTb .1
TO cyuiecTBYeT TOJ/IbKO oOfHa M-2-MepHas runeprsiockocTb
H1-2 » npoxopsawas 4depe3 TOUKY PV vMelolaA MaKcu-
Ma/IbHYHO CTerneHb KacaHusa K C B pQ,
BO3MO>XHOCTb oOnpejeneHNs cornpuKacarLwmxcsa rmnepnsoc-
KOCTel CTeneHb WX KacaHUA K KPUBOM C HEKOTOPbIM
o6o6LueHeM dopmybl bypanu-®opTtun, paHHbiM C.Mo/om-
6éom /cm./1/ B cnucke nuTepaTypbl/, no3Bonsetr pe-
rpeccMBHO onpeaesinTb KpuUBU3HbI KpuBoil C, 3TO 3Ha-
YT NOOYEpPENHO UX onpefesnnTb, HadMHasas C  BbICLUEN

/lcm./2/ B cnucke nutepatypsbl/.



