
Stan isław  S e r a f in

O PROSTCtfALKCŚCI KRZYWYCH PRZEZ STYCZNE

Wstęp

D e f in i c j a  1
1 /J e ż e l i  krzywa К j e s t  sparametryzowana przy pomocy rów

nania r  * г/ t / ,  cc < t /3 , gd zie  składowe wektora r / 1/  

są c i ą g ł e  w Jóc,y33 i  j e ś l i  punkty P , P krzywej odpowia- 

dają wartościom parametru t 1 , 12 , to łukiem P 1î>2 krzy

wej К nazywamy zb iór  punktów krzywej odpowiadających war

tościom parametru z p rze d z ia łu  [ V * J -

D e f in i c j ą  2

własność  

P  j e s t

Krzywa prostowalna K ma w swym punkcie P
'P'Spl °

2-*-' = 1, gd zieArchimedesa / А / ,  gdy lim
P— P Ipo r|

zmiennym punktem krzywej K, (P^Pl oznacza d łu go ść  łuku 

P^P krzywej K, zaś IP^P) j e s t  d łu g o śc ią  cięc iw y  Р_Ро

D e f i n i c j ą , 3

a/ Krzywa К ma w punkcie Po sty czn ą  з ,  j e ż e l i  p ro sta  s

j e s t  gran icą  s ieczn y ch  P qP ,  gdy P ■P oraz р е к »  o
b/ Krzywa К o równaniu parametrycznym r s r / 1 /  ma w

punkcie P o parametrze t  wektor s t y c z n y , j e ś l i  i s t -  
0 r / t /  -  r / t  /  °

M e 3e t ^ t  £ | r / t / - ? / t 0/ l ’ gd 2ie  Ł * Bgn / U V ‘ 
o

1 /  Zakładamy tu i  w dalszym c ią g u ,  że n ie  ma takiego  
p rze d z ia łu  zmienności parametru, którego obrazem przez  
fu n k cję  г/ t /  byłby zb ió r  złożony z jednego punktu»
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Uwaga 1. Krzywą prostowalną można sparametryzowac ł u -  

kiem. Przy t a k i e j  param etryzacji r  = г / e /  składowe 

л/ s / 1 y / s / ,  г/ s /  wektora г/ s / ,  d la  0 < S <  L / 1  ozna

cza dłu gość k rzyw ej/ s p e łn ia ją  warunek L i p s c h i t z ' a ,  

więc dłu gość L t e j  krzywej wynosi:

L B / lïïsl ds /  H . « t r . 4 1 2 /  /1/
O

/  /  oznacza tu ca łk ę  w se n s ie  L eb esgu e^a /.  Wyprowadzimy 

stąd pewien wniosek o zb io rz e  punktów, w których krzywa 

prostowalna n ie  ma sty c z n e j»  Dla dowolnych dwóch punk

tów Pq , p krzywej К odpowiadających wartościom sq, s pa

rametru zachodzi:

г/ s /  -  r / s Q/  

e | r / s / - r / s o/|

r / s /  -  r / s Q/  e . / s - e o/

s - s 0 * I r /  s / - r / s o/| »

g d z ie  e * sgn / s - s  / .  

Można to również za p isa ć :

r / s / - r / s o/  r / s / - r / s Q/  |PoPj

4 V I  * B-»o ' M  '
|r P|

J e s t  o c z y w iśc ie  ijr“pi > 1
r / s /  -  r / s Q/

e1 V I
1

zatem

r / s /  -  r / s Q/

S - 8
<  1

i  j e ś l i  | |  i s t n i e j e ,  to
dr
ds < 1.

/ 2/

/3 /
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Nierówność / 3/  w połączen iu  z / 1/  pozwala w nosić, że  

|ds| ^ ® prawie wszędzie w L o . i J  . Otrzymujemy więc wnio

sek, że krzywa prostowalna K ma prawie w szędzie sty c zn ą .

D e f in ic ją  4

Niech krzywa prostowalna będzie  dana równaniem r  = r / t / ,
1 /

o ( k t < | 0 o Rozważmy dowolny regularny c ią g  podziałów  

jpn J p rze d z ia łu  Q * , £ ]  , Pn ł f<*-*0 <  V  * * < V 1< t n = j3J 
oraz c ią g  łamanych { ^ r J wpisanych w К, o wierzchołkach  

w punktach wyznaczonych przez punkty Kolejnych podzia

łów. W każdym p r z e d z ia le  częściowym B i *  V l ]  dowolnego 

p odziału  wybierzmy punkt Г  t a k i ,  oy К w odpowiadającym 

mu punkcie miała styczną / ta k i punkt i s t n i e j e  na p odsta

wie uwagi 1 / .  C ięciw ę odpowiadającą temu przedziałow i  

zrzutujmy prostopadle na sty czn ą  w wybranym uprzednio  

punkcie. Sumując d łu g o śc i  utworzonych rzutów d la  cięciw  

tworzących łamaną # etrsymamy l i c z b ę  Ponieważ

c ią g  podziałów j e s t  re g u la r n y , więc c i ą g  j j Q n j] d łu g o ś c i  

łamanych Q ma za g r a n ic ę  dłu gość L krzywej K.

J e ż e l i  d la  dowolnego regularnego c ią gu  | p ,|  podzia

łów p rze d z ia łu  | o t i  dowolnego c ią gu  układów punktów 

t n ta k ic h ,  że w każdym z tych punktów krzywa ma s t y c z 

n ą, zachodzi lim u>n = L, to krzywą nazywać będziemy 
n-*- oo

prosTowalną przez s ty c z n e .

Przy oznaczeniach p r z y ję ty c h  w d e f i n i c j i  4 n iech  

będzie taką w artością  parametru w p r z e d z ia le  Jt^ , t^ + J  

p o d z ia łu  pv , że krzywa K ma w końcu wektora г / Г ^ /  s t y c z -

1 /  C ią g  podziałów jp l nazywamy regularnym,, j e ż e l i  
\  = max/1± •  t i<%1/ — L&i  gdy n — oo.

C.» o, fi
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ną. J e ż e l i  ta  sty czn a  tworzy z cięciw ą łą c zą c ą  końce wek

torów r / t ^ / ,  r / ' ti + 1 /  kąt jp , to dłu gość rzutu cięciwy  

na styczną w ynosi:

r/ t i + 1 /  -  r / ^ /  | . | cos f ± |. 

n-1

ЛоЬес tego co ^ =» H  ir / w - r /  t ±/ | . |cos <P±\ • / 4 /

i | °

J e ś l i  ponadto w każdym punkcie i s t n i e j e  niezerowy 

wektor ~  , to wówczas zamiast / 4 /  napiszemy:

I l i e  C o n sta n tin escu  wykazał» że j e ż e l i  krzywa ma 

p rzed sta w ien ie  r  = г/ t / ,  ot 4  t /3, s p e łn ia ją c e  wa

runki:

a /  r / 1/  €  C (0

dt ^ °»  d la  1 € to krzywa j e s t  prostcwalna

przez styczn e [ jł j .

Celem n i n i e j s z e j  pracy j e s t  zbadanie związku p r o s t o -  

w alności przez sty czn e  ze zwykłą prostow alnością  krzy

w ej. Okazuje s i ę ,  że p rostow alność, a nawet m ocniejsze  

za ło że n ia  n ie  gwarantują p rostow alności krzywej przez  

sty c z n e .

Twierdzenie 1

I s t n i e j e  krzywa prostowalna taka, że d la  dowolnej 

l i c z b y  , 0 1, i s t n i e j ą :  regularny c ią g  podziałów

p r z e d z ia łu  zmienności parametru i  c i ą g  układów punktów, 

d la  których:
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lim  (jü
л—со п

*7 • ь,
g d z ie  L oznacza d łu go ść  t e j  krzyw ej.

Dowód. Wiadomo, że i s t n i e j e  krzywa prostowalne o t e j  

w ła sn o śc i ,  że in dykatrysą wektorów styczn ych  na każdym 

j e j  łuku częściowym j e s t  c a ła  s fe r a  [ Д ] .  Rozważmy taką  

w łaśn ie  krzywą i  wybierzmy d la  n i e j  dowolny regularny  

c ią g  podziałów p rze d z ia łu  zmienności parametru. W każ

dym częściowym p r z e d z ia le  wybierzmy ta k i punkt,by s t y c z 

na w odpowiednim punkcie krzywej tw orzyła z c ięciw ą  łu 

ku wyznaczonego przez ten p r z e d z ia ł  k ą t ,  którego cosinus  

wynosi . P o słu gu ją c  s i ę  oznaczeniami z d e f i n i c j i  4 o -  

trzymamy związek: u>n *17 | Q n | i  ponieważ l im | Q ^ | =  L

w ięc:
lim  

n— 00
(On

Twierdzenie Z
I s t n i e j e  krzywa o w łasnościach:  

a /  j e s t  prostow alna,

b / ma w każdym punkcie wektor s ty c z n y ,  

с /  ma w każdym punkcie własność / А / , 

d / n ie  j e s t  prostowalna przez sty czn e.

Dowód. M e c h  na p ła s z c z y ź n ie  dany będzie prostokątny u-  

kład współrzędnych.

I» Na p r z e d z ia le  [0, 1]  o s i  od cięty ch  określamy n a stę 

pujący c i ą g  ro d zin  zbiorów:

a /  Rodzina R̂  składa s ię  z jednego p rze d z ia łu  otwar

tego x] o środku w środku p rze d z ia łu  [ p , l ]  i  d łu g o śc i^ - .  

Zbiór Q1 = [ 5 , l ]  - JT ,  składa s i ę  z dwóch rozłącznych

przedziałów domkniętych, przy czym dłu gość każdego z 
1 1 1n ich  wynosi — / 1-  “2 .
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2-1
Ь/ Rodzina R2 składa s i ę  z dwóch / 2  /  przedziałów

otwartych o środkach w środkach przedziałów  tworzących  

zb ió r  , których d łu g o śc i  równe są Oznaczmy te p rze 

d z ia ły  X$,JC22 . 4

2 21"1

Z biór q2 * |0, l ]  -  /Ą + + Jl\ / -  § , 1] -  J2  Y1  Я  5

i |1 зМ

składa s i ę  z c z te re c h  rozłącznych między sobą p rze d z ia 

łów domkniętych, przy czym dłu gość każdego z nich wyno-
2 -  1 x J _

3 *
. 1 >1 3 1 , 1 3 . t  -  . Vs i  ~  -- ---------- /  ~ — . ^ — r----  >2 2

4 42
,k-1

p r z e -c /  O gólnie rodzina R. / к > 2 /  składa s i ę  z 2
к * к—1

działów  otwartych JГ . ,  J | 1 , 2 , . . . , 2  o środkach w ś r ó d -
J

kach przedziałów  domkniętych tworzących zbiór

przy czym d łu g o śc i  przedziałów JTk równe są .
k 2k-1 * 4 k

‘k - 1*

Zbiórór Qk = [0, 1]  -  LL JTK składać s i ę  będzie z 2* 

Î|1 J|1

przedziałów  domkniętych, przy czym dłu gość każdego ; 

n ich  wynosi:

i(i-̂
,k-2 _  g k -3  _  2k -4

. k-1
. . .  -  1 1_  ) 

“ 4 k /

1  3 . 2k~1 -  2k~2 -  2k~3 -  . . .  -  1
2 * Л , k+1

I I .  Z o k r e ś le n ia  c ią g u  rodzin  zbiorów w idać, że każ

de dwa p r z e d z ia ły  JT * t 5Tk , i | l , 2, . . . *  j  11, 2, . . .  , 2i-1 •,
J  !

к 11, 2, . . . - ,  £ |1, 2,...,2 są r o z łą c z n e .  Oprowadźmy ozna-  
2k-1

cZenie =» JT D la  każdego к £  , Z^ J e s t  z b i o -

i|i
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rem otwartym. J e s t  więc też Z Z^ zbiorem otwartym

к |1
г  -i

oraz Q =  |_0,1J -  Z zbiorem zamkniętyra„

Zbiór ч j e s t  t e ż ,  jak widać z k o n s t r u k c ji ,  zbiorem n i g -  

dziegęstym .

I I I .  J e ś l i  | Q| oznacza miarę Lebesgue a zbioru Q, to:

Q|

w-I , i -1
= 1

C\3
Г 1 ±

, i  = 2 *
i | l

IV . Obierzmy dowolny odcinek [ot,p] c [o,ÎJ tak, że j e 

den z jego  końców / п р . с < /  j e s t  elementem zb ioru  0 i

^ 1 1I s t n i e j e  l i c z b a  naturalna p taka. że —~  <  В -  ot < ------- -  *
4P 4p- '

Oszacujemy od góry i l o ś ć  zbiorów każdej rodziny ma

jących punkty wspólne z przedziałem O / f l *

Lia  к <  p -  1 ani jeden zb iór  rodziłby n ie  zawiera s ię  

»: | > , P ]  o J e ż e l i  zaś j a k i ś  p r z e d z ia ł  z t a k ie j  rodziny  

ma punkty wspólne z D * - W . to wspólna c z ę ść  tych prze

działów ma długość m niejszą n iż

1 / 1 _  1 \  1  

'  U k ' 4г т  2
i b a

4 2k

J e s t  bowiem к < p -  1 , c z y l i  к + 1 ^  p -  1 oraz k+1 «:2k.

Wynika s tą d ,  że 1
, k+1

ч —J_ i JL_ V U- > 1  -  
'  ,P-1 > 42k ^ 2 * 44 4 r 4

Dodając stronami powyższe n ierów n ości, otrzymujemy

1
2k *

1
k+1

J ___  ±
p-1 + 2

1
, 2k

c z y l i :

-  4p



1
2 1

1
,2k .p-1 r

zatem o s t a t e c z n ie

2 ( 4 *  '  , 2k ) > ^ " ° <'

a w ięc wspólna c z ę ś ć  p rzed zia łu  JZV z px‘zedziałera D*,fO
V

ша dłu gość m n iejszą  n iż
42k

D la  к * p -  1 ty lk o  jeden p r z e d z ia ł  rodziny R^  ̂ może 

mieć punkty wspólne z O , ( O  z tym, że dłu gość wspólnej  

c z ę ś c i  tych przedziałów może być w iększa lub równa

2 ( T p ^  " , 2/ J - l / )  •

Gdyby bowiem dwa różne p r z e d z ia ły  rodziny R 1 miały punk

ty wspólne z przedziałem  D * > d .  to w [ot,fff  musiałby s ię  

zawierać j a k i ś  c a ły  p r z e d z ia ł ,  k tó r e jś  z ro d zin  R d la  

i | 1 , 2 , . . . , p - 2 .  Z k o n s tr u k c ji  rodzin wynika bowiem, że 

między każdymi dwoma przedziałam i rodziny R^, к >  2,

zn ajdu je  s ię  choć jeden p r z e d z ia ł  j a k i e j ś  rodziny  

d la  i  |1, 2,o * a ,k —1 ©

Z uwagi na t o ,  że dłu gość p r z e d z ia łu  JT wynosi — —-*
ü дР~ *

1  ̂
zaś , żaden p r z e d z ia ł  rodziny R .j a i e  za

w iera s ię  c a łk o w ic ie  w •

D la  к e p ty lk o  jeden p r z e d z ia ł  rodziny R^ może s i ę  za

w ierać w [ot;j3]  , przy czym dwa p r z e d z ia ły  t e j  rodziny  

n ie  mogą mieć równocześnie punktów wspólnych z П с е , я  .

Gdyby bowiem dwa p r z e d z ia ły  rodziny R miały punkty współ
P

ne z [et,Д  , to w [ot, p l  zawierałby s i ę  choć jeden prze  

d z i a ł  k tó r e jś  z rodzin R ^ , i  11, 2„ . . « , p - 1«
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Pokażemy in d u k c y jn ie ,  że dla  s e l i^  i s t n i e j e  co najwyżej  

2S przedziałów rodziny R o mających punkty wspólne z 

0* , $  ”
Dla к * p+1 mogą i s t n i e ć  co najwyżej dwa p r z e d z ia ły  ro

dziny Rp+  ̂ mające punkty wspólne z [pSfO dwóch stron  

ewentualnego jedynego p rze d z ia łu  rodziny R^/„

Dla к * p + s+ 1 , g d z ie  s e N ^  mogą i s t n i e ć  co najwyżej z 

obu stron  każdego p rze d z ia łu  rodziny R^+ s  po dwa prze»  

d z ia ły  z p̂+a+1 mające punkty wspólne z [oC,j3j . J e ś l i  

więc i l o ś ć  przedziałów  rodziny R + s  mających punkty 

wspólne z [oc,g] nie przekracza 2‘ , to łą czn a  i l o ś ć  prze

działów rodziny Rp+S+1 mających punkty wspólne z 

n ie  przekroczy l i c z b y  2S + 1 „

V, Zbudujmy nad odcinkiem Г- ^  , o] o s i  od ciętych  
2 2 L. 4 J

łuk p a ra b oli y = ~  x i  "dosztukujmy" do niego w punkcie

^  t "oj okręgu ro zp o sta rty  nad odcinkiem Q-1 # 

o s i  o d cięty ch  ta k , by środek okręgu l e ż a ł  na p r o s te j  

x = -  1 oraz by utworzony łuk <Ł " zesztukowany" miał  

styczną w punkcie ^  „ Odbijmy łuk £  symetrycznie

względem p r o s te j  x = -  1 « Łuk à. i  jego  symetryczne od

b ic ie  utworzą łuk £  « Łuk ten  w każdym punkcie ma s t y c z 

ną, styczną w końcach i: j e s t  oś o d c ię ty c h ,  zaś styczn a  

w punkcie tworzy z o s ią  o d c ię ty c h  kąt 4 5 ° < 3 t y c z -

na wzdłuż całego łuku à zmienia s ię  w sposób c i ą g ł y ,  

przy czym kąt s ty c z n e j  z o s ią  o d c ię ty c h  j e s t  w granicach  

(j  4 5 ° ,  4 5 ° ] ,  / r y s .  1 / .
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przedziałem  -  - - - г г  , Ol /g d z i e  к j e s t  dowolną
L 2 . # K J

nad

lic z b ą

n a tu r a ln ą /  i  odbijmy go sym etrycznie względem 

-  — Przesuńmy łuk jf wzdłuż o s i
2-4.

2k

p r o s te j

o d cięty ch

ta k ,  by punkt / - 1, 0/  je go  c ięciw y p rz e s z e d ł  w punkt

/ ------~ ~  * ° )  3 Otrzymany łuk dć’̂  p rze k szta łc im y  jed n o -
' 2 , 4  /  / •) ,

E ła d n ie  względem środka f -  , 01 w takim stosunku
,n ,) .2*4

Pjj, by obraz łuku «1^ / bez końców/ zawarty b ył we

wnątrz obszaru ograniczonego o s ią  o d cięty ch  i  skon

struowanymi wyżej łukami p arabol. /# y s t a r c z y  w ziąć s t o 

sunek jedn ok ładn o ści m niejszy  n iż  o d le g ło ś ć  punktu

f” » ° )  od wspomnianych łuków p a r a b o l/.  R y s .2
V 2.4 /
i l u s t r u j e  k onstrukcję d la  к * 1.

Łuk uzupełnimy odcinkami leżącymi na o s i  o d c ię ty c h  

do łuku prostego o końcach w / -  “ 2̂ » 1 ( c , o ) .
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Rys* 2

Z k on stru k cji  łuku 5^  wynika, że ma on w każdym punk

cie  s ty c z n ą , oś o d c ię ty c h  j e s t  s ty czn ą  do niego w jego  

końcach oraz i s t n i e j e  ta k i punkt, w którym ?  ma s t y c z 

ną tworzącą z o s ią  o d c ię ty c h  kąt 4 5 ° .  Ponadto styczna  

zmienia s ię  na łuku w sposób c i ą g ł y .

Opisaną konstrukcję wykonujemy d la  w szelk ich  к na

turalnych.

V I I .  Łuk i  ma skończoną dłu gość s ,  zatem i  łuk ф 

ma też skończoną długość | 7. f . Oszacujmy stosunek dłu 

go ści  łuku 6^  do d łu g o śc i  c ięciw y  ł ą c z ą c e j  jego koń

ce . J e s t  o c z y w iś c ie :

1
j f k l  • 3 * ш 

- 4r  ’  h  • 2 1 n

gd zie  m oznacza sumę d łu g o śc i  odcinków p ro sto lin io w y ch  

dołączonych do uL̂  d la  utworzenia o.

Ale s > 2  z k o n stru k c ji  łuku i  , zat  

c z y li

em Ук-
s+m

< 4
?k.2+m 2
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g d z ie

Л- f  >  1

V I I I »  Zbudujemy teraz krzywą K, k tó rej  i s t n i e n i e  zapo

wiedziano w twierdzeniu»

Przy każdym k e l l .  łuk <3, przesuniemy równolegle wzdłuż
' К ^

o s i  o d cięty ch  do każdego p rze d z ia łu  Л  . rodziny R, tak,
к 3 *

aby środek p r z e d z ia łu  JT b y ł środkiem cięc iw y  obrazu 
— к — ic “łuku (3 » Łuk 3 \  uzupełnimy odcinkami p r o s t o l i n i o -

J Ł J
lc *

wymi ćb łuta prostsg 5  . o końcach w końcach p rze d zia łu  
кJT Żądaną krzywą К będzie zb iór punktów;
3 2k-1

oo
К г  г

к 11 j  h

Zbiór К j e s t  krzywą i  to łukiem prostym, bowiem z jego  

k o n s tr u k c ji  w idać, że każdemu x e  [0. 1]  odpowiada dokład

n ie  jeden punkt tego zb io ru , przy czym odpowiedniość ta  

j e s t  fu n kcją  c ią g łą »

IX» Skonstruowana w V I I I  krzywa К ma w każdym punk

c i e  styczn ą  i  j e s t  krzywą prostowalną»

J e ż e l i  bowiem ponkt P należy do krzywej К i  j e s t  punk-
f lc

tem / a l e  n ie  końeeny któregoś łuku <5‘ s to z poprzed-
J

n ich rozważań wiadomo, że w tym punkcie K ma sty c zn ą .

J e ś l i  zaś P € Q„ to przesunąwszy parabolę c równaniu
2

у * x równolegle wzdłuż o s i  od cięty ch  ta k , by P był  

wierzchołkiem otrzymanego obrazu stwierdzamy, że w o to 

czeniu  punktu P krzywa К le ż y  pod otrzymaną parabolą, a 

nad o s ią  odciętych» Zatem w takim punkcie P krzywa К 

ma również styczną i  tą styczną j e s t  oś o d c ię ty c h ,

'.Vobec końcowej uwagi w V I I I  krzywą К można podać równa-
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niem y = f / х / .  Z poprzednich rozważań wynika, że f / х /  w 

każdym punkcie p r z e d z ia łu  [û^ïjma pocnodną f  '/ х /  i

/Nierówność ta j e s t  wnioskiem z k o n stru k cji  

wymienionych w V , V I ,  V I I I/o Funkcja f / х /  s p e łn ia  więc »? 

[ o . ’]  warunek L ip s e h it z  a , a więc krzywa К j e s t  p r o s t o -

walna.

X. Każdy punkt P zbioru Q j e s t  punktem n i e c i ą g ł o ś c i  • 

s ty czn ej do krzywej K„

Punkt P j e s t  bowiem punktem skupienia  końców przedziałów  

Ж zatem w każdym jego o to cze n iu  można zn a leźć  zawarty
U ^

w nim j a k i ś  p r z e d z ia ł  Л , a w tym p r z e d z ia le  punkt, w 

którym styczna tworzy z o s ią  od cięty ch  kąt 4 5  » '•¥ samym 

punkcie P ,  jak wiadomo z IX , s ty czn ą  j e s t  oś o d c ię ty c h ,  

XI® Krzywa К ma w każdym punkcie w łasność / Л / .

J e ż e l i  P q j e s t  punktem wewnętrznym któregoś z łuków 6\ ,  

to własność ta j e s t  bezpośrednio widoczna z k o n stru k cji  

tego łukua

Udowodnimy, że gdy P q £  Q, to również w nim K ma własność  

/ А / . Oznaczmy przez P '  rzu t punktu P krzywej К na oś od

c i ę t y c h  

Л ów czas
P Po
P P o

. IVI
I5?!

bowiem
P P| > |P P

Długość łuku JP^Pj przedstawmy w p o s t a c i  sumy

i^ / р /  + i ^ / P / , gd zie  iv,/F/  j e s t  sumą d łu g o śc i  łuków 0"̂

mających punkty wspólne z łu k ie a  P qP , zaś

I / Р /  =  |P^P| -  ^ / ? / e
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Gdy —  4 IP P '  
4P 1 0

jemy:

< ------- - ,  to zgodnie z IV i  V I I  otrzymu-
4 P

0 « izi Р /

.2P

E  2 ° • X 4 2/p
J|°

2/ p + j /  + A /  2p-<2

( Af  J j  + Л Iz) -  . 2p ‘ M*
j|o

g d z ie  M j e e t  s t a ł ą .  Możemy więc n apisać:

|ГР| , у ? / + 4 / р /

lp0p! I V ' l  ■ 

ą  n /  i 2m  __ v p /  *  725 ( , / p /  “  • ~

'  I v l 1 1 v l  4 T v V  1р7 Г < |рЛ  ł  —
4P

V p/ « J _

'  T v 1  4P

1_
2p

1Gdy P —► P » to P — *-P 1 p — ► oo , zatem № . —  — -  0 .
0 o .p

. £ / Р /  4
Ale -ту  д 1 < 1 ,  bowiem Х̂ /V /  j e s t  sumą d łu g o śc i  e d e in -  

I o I
ków położonych na o s i  od cięty ch  i  zawartych w odcinku

V *

Ponieważ zaś
IP P o oPl

I >  1 ,  zatem 1 <  j y y j  4  1 + 3 / Р / ,

g d z ie  0 / Р / — - 0» vfynika stąd równość

I P~P I

lim | p % r  1 - 
P - P 0 1 01
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XIIo N iech L oznacza dłu gość krzywej K„ Określamy ciąg 

podziałów p r z e d z ia łu  M  Jak n a stę p u je :  

a/  Punktami p o d ziału  p1 będą końce p r z e d z ia łu  [0. 1]  oraz  

końce p rze d z ia łu

b/ P o d z ia ł  Рк+1 otrzymamy z p o d z ia łu  pk , d o łą c z a ją c  / j a 

ko nowe punkty p o d z ia łu /  końce w szy stk ich  przedziałów  
1сч* 1 łcЯ » j | l , 2, o . o ,2 oraz skończoną i l o ś ć  punktów l e -

żących wewnątrz przedziałów Я t i | l , 2, . . . , k ;
. i  — 1 J

j | 1, 2, o ..,2 tak dobieranych, by śred n ica  p o d ziału

malała do zera , gdy к — -oo .

Łamaną 2 .  odpowiadającą podziałow i p , k h , 2 , . . .  p rzed -  
K к 1 2

stawiny w p o s ta c i  sumy dwóch składników й к= £?к + й к>

Do Q k zaliczym y każdą cięciw ę łuku j  11 , 2 , . .  . ,2^"^

oraz każdy odcinek wpisany w j a k i ś  łuk C * ,  i | l , 2, . . . ,
J

i —1 2
k-1« j | l , 2 , « . . , 2  o Do 2 k zaliczam y p o z o s ta łe  odcin

ki wchodzące w skład łamanej Q  „
к 2

Widać, że przy każdym k € N 1 zb ió r  S^k stanowi skończone 

pokrycie zbioru ti, przy czym od cink i wchodzące w skład  

tego pokrycia n ie  mają punktów wspólnych*

Gdy j Q k |, |nk | , | Q k | oznaczają  sumy d łu g o śc i  odcinków

tworzących Qk* Q k* й к» to | ^ |  -  | e i | .  | e *

к
г1-1
■*■*7— , zatem 

4
Ale E

lim  
k— oo K l - b

c z y l i
u m  | a * | I * M

/z o b .  I I I / .
k— oo '



Ponieważ lim I £2, I = L, zatem i s t n i e j e  lim £2
k-~oo 1 Kl k-^oo 1

X I I I .  D la  każdej u sta lo n e j  l i c z b y  'Tj , ^  7] ^  1

można podać ta k i c ią g  podziałów i  c ią g  układów punktów, 

że :

lim
k-«-oo

tok = lim
к — oo

£2,
7*

określone w d e f .4/ .

Wybierzmy c ią g  podziałów jp ^ j  ta k i  sam jak  w X I I .  Dla  

p o d ziału  p, określamy układ punktów w ten sposób, by: 

a /  w każdym p r z e d z ia le  odpowiadającym odcinkowi z £2̂  

sty czn a  do К wystawiona w wybranym punkcie była  równoleg

ł a  do tego odcinka,
2

b /  w każdym p r z e d z ia le  odpowiadającym odcinkowi z £2̂

sty czn a  do К wystawiona w wybranym punkcie tworzyła z o -

s ią  o d ciętych  k ą t ,  którego cosin u s wynosi «

Taki wybór punktów j e s t  możliwy, bo К w każdym punkcie
ima s ty c z n ą , każdy łuk S . j e s t  k la sy  C oraz w każdym

2 i i iodcinku z zawiera s i ę  j a k i ś  p r z e d z ia ł  ÏÏ j l > k | .

ïnobec zaś końcowej uwagi w V oraz wobec V I  i  V I I I ,w  każ

dym p r z e d z ia le  St . i s t n i e j e  taki punkt, że cosin u s ką-
m

t a ,  j a k i  s ty czn a  do К w tym punkcie tworzy z o s ią  o d c ię 

ty ch , wynosi <q .

Przy tak wybranym cią gu  podziałów i  c ią gu  układów punk

tów zachodzi:

| n 1 
“ к -  I a k

2 I
Я к |’

zatem

lim  
к —»oo

CÙ, lim
k—~oo

£2, 7

-



XIV. Krzywa K nie J e s t  prostowalna przez s ty czn e.  

Wystarczy w tym ce lu  zauważyć, że skoro | Ç | = - j  > 0, a 

rj< 1 , to

S > lim u), -
k — oo

«'niosek; przykład powyższy dowodzi, że zb ió r  punktów nie

c i ą g ło ś c i  wektora stycznego do krzywej może być miary do

datniej .

Tw ierdzenie 3

Prostow ainość krzywej i  c i ą g ł o ś ć  wektora stycznego  

do t e j  Krzywej prawie w szędzie /p o z a  zbiorem miary L e-  

besgue a z e r o / ,  n ie  stanowią warunku dostatecznego proa-  

towalności krzywej przez s ty c z n e .

Dowód. Wykres fu n k c ji  Cantora / f i ] ,  s t r . 4 1 0 /  j e s t  krzy

wą, dla k tó rej  spełnione są warunki: a /  prostow ainość,  

b/ c ią g ło ś ć  wektora stycznego poza zbiorem Cantora / ic tó -  

1’ego miara Lebesgue a wynosi z e r o / .

Rozważmy dla t e j  krzywej dowolny regularny c ią g  podzia

łów p rze d z ia łu  [ o , . ] .  л każdym p r z e d z ia le  każdego po

działu  można o c z y w iśc ie  zn aleźć  punkt t a k i ,  że styczn a  

* odpowiadającym mu punkcie krzywej j e s t  równoległa dc 

osi o d c ię ty c h .

Ciąg cun d la  ta k  dobranych ciągu  podziałów i  c ią gu  u-  

kładów punktów sp e łn ia  warunek œ = 1 d la  każdego n. 

Zatem
lira u) = 1 , 

n—►<*>

podczas, gdy dłu gość łuku t e j  krzywej j e s t  większa n i ż 1, 

bowiem krzywa ta nie j e s t  odcinkiem l i n i i  p r o s t e j  rów

n o le g łe j  do o s i  o d c ię ty c h .



Tw ierdzenie 4

J e ż e l i  krzywa s p e łn ia  warunki: 

a /  j e s t  prostow alna,

b /  w każdym punkcie, w którym ma s ty c z n ą , ma wektor 

s ty c z n y ,

с /  w każdym punkcie, w którym ma s ty c z n ą ,  ma też w łas

ność / А / ,

d /  z b ió r  punktów n i e c i ą g ł o ś c i  wektora styczn ego j e s t  

miary L ebesgue’ a zero,  

to krzywa j e s t  prostowalna przez s ty c z n e .

Dowód. Dla rozważanej krzywej К prostow alnej wprowadź

my równanie parametryczne г  = г / s / ,  g d z ie  s j e s t  d łu go ś

c i ą  łuku od punktu początkowego zaś r j s / ,  у/ s / ,  z / s /  są 

składowymi wektora r / s / .

Obierzmy dowolny punkt o parametrze s^ krzywej K,\v któ

rym i s t n i e j e  jednostkowy wektor styczny

tJsQl Ш lim
s —»s

o

г/ s /  -  r / s Q/  

g | r / s / - r / s Q/| *

g d z ie  £ =  sgn /s -  s /

Zachodzi

r / s / - r / s o/  r / s / - r / s Q/  e . / s  -  s q /  

e . | r / s / - r / s o/| = S -  S Q " Iv / s / - r / s 0/| * / 1/

Krzywa ma w rozważanym punkcie własność / А / ,  zatem

£• / s  -  a /
lim  ,—7—7--------- — 7, = 1

s - s  I2*/8/  -  * V V I  
o
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i wobec / 1/

lim
s — s

r / s /  -  r / o o/ Л(Щ
\ d s /  s=s

i s t n i e j e  i

(i)s=s t / 3 0 / .

Klech teraz pp. będzie  regularnym ciągiem  podziałów prze

działu  [ o * ] .  g d z ie  L oznacza dłu gość krzywej. Rozważmy 

ja k iś  c i ą g  | ^ nJ odpowiadający temu ciągowi podziałów i  

dowolnemu ciągowi układów punktów /p o  jednym punkcie z 

każdego p r z e d z ia ł u / .

Wówczas

" a  -  £  | { r/<W  -  r / s i /  } • ( d f ) s » i  I
i| o

gdzie jsi f  s i + -|J j e s t  przedziałem p o d zia łu  рд i

j e s t  pewną l i c z b ą  tego p r z e d z ia łu ,  przy czym krzywa ma

styczną w punkcie o parametrze .

Zachodzi o c z y w iśc ie :

n-1

Y .  { r / s H - • (d s )  s * s «  <^n <|On|* / 2 /
i  i o 1

zaś
i

n-1

Ż  {r / s i , /  -  r / s i / } • ( H ) s. i  -
i| o

n-1 n-1

И M it £ { y / s i + i / ' y / s i / } - y ' / i i /  ł
i|o

n-1 i l °

r X -  { Z/^Si + 1̂  "  z/ 8j / ]  * * / 3 /
i l e
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Rozważmy funkcję

x V s /  d la  tych s ,  d la  których т'/ s /  i s t n i e j e ;

f / s /  &L
1 d la  tych s ,  d la  których x 7 s /  n ie  i s t n i e j e .  

Funkcja ta s p e łn ia  warunek | < p /s /| < r i ,  0 <  s <  L. Wyni

ka to s t ą d ,  że х/ s /  sp e łn ia  warunek L i p s c h i t z ' a  ze s t a 

łą  1.

Suma n-1

un = ^  j x / s ^ ^ - x / S j / j  .х ' /Ъ^/  /  [ i ]  , s t r . 4 7 9 /

i| o

j e s t  pewną sumą aproksymacyjną R ie m a n n a -S tie lt je s a  dla  

fu n k c ji  t p / s /  względem х/ s / .

Każdy punkt c i ą g ł o ś c i  wektora stycznego do krzywej od

powiada t a k ie j  w arto ści  parametru s ,  d la  k tó r e j  x '/ s/  
j e s t  c i ą g ł a ,  zatem według za ło że n ia  x 7 s /  j e s t  c i ą g ł a  

prawie wszędzie w [0, L ] .  Funkcja х/ s /  j e s t  a b so lu tn ie  

c i ą g ł a ,  więc wobec o k r e śle n ia  (f / s /  i  za ło że n ia  / d /  oraz  

uwagi zrobionej odnośnie x'/  s/  otrzymujemy w niosek, że 

f / з /  j e s t  względem х/ s /  całkowalna w s e n s ie  Riemanna- 

S t i e l t j e s a  / f i ] ,  s t r .  4 0 4 ,  4 4 3 , 4 8 5 / ,  zatem gdy n — oo, to

i L
un -J(f>/s/d x / s /  = £ < f / s / d x / s / ,  1 /  f i ] , s t r . 4 8 6 / .  / 4/

. o(RS) (L5)

Te same za ło że n ia  pozwalają n apisać związek /[i] , s t r . 4 7 2 /  

y < p / s / d x / s /  s J ' y / s/cx"/s/dsc ‘

i /  1rs)'

/ 5 /
M

w s e n s ie  Riemanna S t i e l t j e s a ,  
(L§) w se n s ie  Lebesgue^a S t i e l t j e s a .

2/  (i) w s e n s ie  Lebeague a.
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-Ale prawie wszędzie w [b̂ L̂  zachodzi q>/s/„x /s/=[x /s/JŁ,
satem w-:tec / 4/  i / 5/

un — - /  [ x 7 s/]2 ds . / 6/
w

Ponieważ możemy podobnie p o stą p ić  z pozostałym i sk ła d n i

kami w prawej s t r o n ie  związku / 2/ ,  więc gdy n —  ©o , to

n— 1

/ 7 /

Prawie wszędzie bowiem w []o , l ]  zachodzi |-~| = 1»

Uwzględniając nierówność / 1 /  i  związek / 7 /  otrzymujemy

o s t a t e c z n ie ,  że i s t n i e j e  lim co i  lim to * L .’ П— oo n П — oo n
Twierdzenie 5

J e ż e l i  dla  krzywej prostow alnej i s t n i e j e  przedstaw ienie

parametryczne r = г/ t / ,  cc < t < fi s p e łn ia ją c e  warunki :
di*a /  i s t n i e j e  niezerowy w e k to r —  d la  w szelk ich

t£  [ d - d  ,

b /  składowe wektora г/ t /  są a b so lu tn ie  c i ą g ł e  w [■*./0 -
t  drс /  z b ió r  punktów n i e c i ą g ł o ś c i  wektora —  j e s t  miary L e-u X

besgue^a ze ro , to krzywa j e s t  prostowalna przez s t y c z 

ne.

Dowód j e s t  analogiczny do dowodu tw ierdzenia  3 .

Uwaga 2 . J e ż e l i  k tó reś  z założeń b /  lub с /  tw ierdzenia  

4 n ie  j e s t  sp ełn io n e w skończonej i l o ś c i  punktów,to t e 

za mimo to utrzymuje s i ę  w mocy. Wystarczy bowiem zau

ważyć, że gdyby punktem, d la  którego choć jedno z tych  

założeń n ie  j e s t  spełnione był ty lk o  koniec krzywej, to
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dla  dowolnej l i c z b y  £ > o znajdziemy tak i punkt P k rzy

w ej, że długość łuku krzywej od rozważanego końca do 

punktu P wynosi £ . Dla p ozo stałego  łuku krzywej s p e ł 

nione są w sz y stk ie  za ło że n ia  tw ierdzenia 3 ,  zatem łuk  

ten j e s t  prostowalny przez styczne*, Wobec dowolności licz

by £ c a ła  krzywa j e s t  też  prostowalna przez s ty c z n e .

Gdy zaś ta k ich  punktów, w których za ło że n ia  b /  lub с /  tw, 

4 n ie  są sp e łn io n e , j e s t  skończona i l o ś ć ,  to wobec ad-  

dytywności d łu g o śc i  łuku możemy krzywą r o z b ić  na skoń

czoną i l o ś ć  łuków, d la  których tylko w jednym końcu za

ło ż e n ia  b /  lub ę /  n ie  są spełnioneo Do nich z a s t o s u je 

my poprzednie rozumowanie i  stw ierdzim y, że uwaga 2 j e s t  

słuszn a d la  c a ł e j  krzyw ej.

L ite r a tu r a  cytowana

H -  Roman S i k o r s k i ,  Funkcje r z e c z y w is te ,  Monografie Ma

tematyczne, PWN, Warszawa 1958.

[2]  . I l i e  C o n sta n tin escu , Sur l e  C a lc u l  de l a  longue u.-?

d \ m  arc de courbe, Zeszyty Naukowe 

AGH nr 3 5 ,  G eodezja, z e s z .4 ,1 9 6 1 .

[3]  . Zygmunt Z ah orski, Sur l e s  courbes dont l a  tangente

prend sur tout arc p a r t i e l  tou tes  

l e s  d i r e c t i o n s ,  Czechoslovak Mathe

m a tic a l  Jo u r n a l ,  V o l . 1 / 7 6 / ,  1952,

s t r ,  105- 117.
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Sumnary

On r e c t i f i a b i l i t y  o f  curvec by tangente

One r e c t i f i a b l e  curve i s  given by equation r  = r / t / ,

<* 4 t  4 p .  Let |pn J be an i n f i n i t e  sequence o f  chains o f

p oin ts between at and j3 / a  chain pn between cC and

i s  a f i n i t e  sequence o f  p o in ts  t o , t ^ , . . . , t  1 , t n such

that o l = t  <  t ,  .ć . . .  t , <  t = 6 / .о 1 n-1 n г
We denote as ÇÏ the broken l i n e  c o n s i s t i n g  o f  segments 

with v e r t i c e s  in  f i n a l  p o in ts  o f  v e c to r s  r / t ^ / ,  

i | o , 1 , . . « ,n„

In every in t e r v a l  J t ^ , t^ +1J ,  t ^ ,  t^ +<J e  Pn we take a 

point Г\ such th at a curve has tangent f o r  i t .  P r o je c 

tin g  the segment /co rresp o n d in g  to i n t e r v a l  [V  1
on the tangent o f  curve a t  f i n a l  p o in t  o f  v e c to r  r /T ^ / ,
we denote as ш the sum o f le n g th s  o f  the p r o je c t io n s

n 1 /  г i
/ f o r  pn/ .  I f  f o r  every re g u la r  sequence j p and eve

ry sequence o f  p o in ts  s e t s  / Г ,  /

nliraj w = j,, / L  le n g th  o f  c u r v e / ,

then we sa y , th at a curve i s  r e c t i f i a b l e  by ta n g en ts .  

There e x i s t s  a r e c t i f i a b l e  curve f o r  which lim a> caxiП — oo П
be an o p tion a l number o f  in t e r v a l  [ M ]  . I t  i s  a curve 

constructed by Z .Zahorski / s e e  Й / .  There e x i s t s  a 

r e c t i f i a b l e  cu?.*ve f o r  which the s e t  o f  tangent v e c to r  

d is c o n tin u ity  p o in ts  has Lebesgue measure zero,and which 

i s  not r e c t i f i a b l e  by ta n gen ts. I t  i s  the graphic o f  

Cantor fu n c tio n  / s e e  И page 41С / .

1 /  I f  = m a x / t , - t ^ ^ / — »0 with n —-«*>, then sequen

ce o f  chains j ? n | named re g u la r  sequence c f  ch a in s.
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There ex&ts a r e c t i f i a b l e  curve having the fo llo w in g  pro

p e r t ie s  :

a /  i t  has a tangent v e c to r  in  every p o in t ,

Ъ/ in  every p o in t P q o f  t h i s  curve

lim
P — P

о

I V I  

IV I
1

/ | P nP| i s  the le n g th  o f  arc P^F of curve, |PQP | i s  the

le n g th  o f  segment P Р / ,о
с /  i t  i s  not r e c t i f i a b l e  by tangents,,

The c o n s tru c tio n  o f  that curve i s  d escribed  in  the proof 

o f  theorem 2 . I t  i s  known th at i f  a curve has a parame-
rir*

t r i e  re p r e se n ta tio n  r  = r / t /  o£ ^  t  ^  j3 such that  

e x i s t s  i s  continuous and d if fe r e n t  from zero fo r  every 

t  e  then t h i s  curve i s  r e c t i f i a b l e  by tangents

/ s e e  [z] / .

Theorem 4 o f  t h i s  paper says th at i f  a curve has f o l l o 

wing p r o p e r tie s :  

ęj  i t  i s  r e c t i f i a b l e ,

b /  i t  has tangent v e c to r  in  every p oin t i n  which i t  has 

the ta n gen t,

с /  in  every po in t  i n  which i t  has tangent there i s

H m  i
lim |P P|= 1 *

P— P ' o '
О

d /  the 3et o f  tangent v e c to r  d is c o n t in u it y  p o in ts  has 

Lebesgue measure zero , then t h is  curve i s  r e c t i f i a b l e  

by ta n gen ts.

Theorem 5 o f  t h i s  paper says th at a curve having para

metric r e p r e s e n ta tio n  r = г/ t / ,  ot ^ t  <  p w ith  proper

t i e s  :
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a/ components o f  v e c to r  г / t /  are a b s o lu te ly  continuous  

fu n c tio n s  i n  C o t , /3 j

b/ there e x is t  d i f f e r e n t  from zero v e c to r  t t  fo r
dt

every t e [ог, p] , 
dr

с /  v e c to r  i s  continuous almost everywhere in  [<*>*>]• 

i s  r e c t i f i a b l e  by tangen ts.

Краткое изложение

О спрямляемости кривых касательными

Спряамляемая кривая дается уравнением r*r(t) ,  
се * t < ft . Обозначим [Яп| бесконечную последова
тельность систем точек

d =t0 < ti . . .  tn~f < tn =ft e

Обозначим дальше я п ломанную линию с вершинами 

в концах векторов r(tj),  i \о,1,.. , ,п  . В каждой
ячейке [ * / , / / , выбираем точку Г/ такую, что 
кривая имеет для ней касательную. Проектируя каж
дую сторону ломаной я п на касательную кривой 

/касательная в выбранной выше точке каждой ячей

ки/, обозначаем ооп сумму длин этих проекций.
Когда для каждой последовательности |/?„|, такой 

что max о с /?— оо , и каждой п осле-
i/L...,n

довательности систем точек (Ц) hm ш„-1ri-*'со
/  L длина кривой/, то кривая называется спрям*» 

ляемой касательными.
Существует спрямляемая кривая для которой Lim



может быть любым числом интервала (Ô,l] .Эта кривая

была сконструирована З.Захорским / с м . [ 3 ] / .
Существует спрямляемая кривая, для которой мнакеаю 

точек разрыва касательного вектора имеет меру Ле
бега нуль, и которая не спрямляемая касательными. 
Это график функции Кантора / с м .  Ы .  с т р . 4 1 0 / .

Существует спрямляемая кривая, которая: 
а /  в каждой точке имеет касательный вектор, 
б /  в каждой точке PQ этой кривой

|Р” Р| . _  ___,
р%,  / 1 р0 р 1 длина ДУГИ Р0Р кривой,

|PQP| длина хорды PQP / ,  

в /  не спрямляемая касательными.
Конструкция этой кривой представлена в доказатель
стве теоремы 2 статьи.

Известно, что кривая, имеющая параметрическое 

представление r -r ( t ) ,dL£ .łś /3  такое, что суще
ствует непрерывный и не равный нулю вектор 

для всех te\ot,fT \ , есть спрямляемая касательными 

/см  . [2 ] / .
Теорема 4 статьи: Если кривая: 

а /  есть спрямляемая,
б /  имеет вектор касательный в каждой точке, в ко- 

торой имеет касательную,
в /  lim 1Д1£_1 = / , для каждой точки Р , в которой

Р — Ро \РоР\ 0
кривая имеет касательную,

г /  множество точек разрыва касательного вектора
имеет меру нуль /по Л е б е гу /,

то она есть спрямляемая касательными.
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Теорема 5 статьи: Если кривая имеет параметри 
ческое представление г — r(t) ,c( .śt*p, для которого 

а /  существует ^ и | ^ | > 0  для всякого i  € ,

б /  координаты вектора r(t) абсолютно непреры
вные Функции в [ot,/8] ,

в /  вектор ~тг непрерывный почти везде в [ос,уЗр 

тогда эта кривая есть спрямляемая касатель

ными. ■
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