Stanistaw Serafin

O PROSTCtfALKCSCI KRZYWYCH PRZEZ STYCZNE

Wstep

Definicja 1

S . 1/ .
Jezeli krzywa K jest sparametryzowana przy pomocy row
nania r * r/t/, o<t [/3, gdzie sktadowe wektora r/1X
sg ciagte wlocy33 i jesli punkty P , P krzywej odpowia-
daja wartosciom parametru tl1, 12, to tukiem PXEZ2 krzy-
wej K nazywamy zbidér punktéw krzywej odpowiadajgcych war-

tosciom parametru z przedziatu [V *J-

Definicjg 2

Krzywa prostowalna K ma w swym punkcie P witasnosé
Archimedesa /A/, gdy lim Pﬁ’pl = 1 gdzi; P jest
p—p ko
zmiennym punktem krzywej K, (P*Pl oznacza diugos¢ tuku

PAP krzywej K, zas$ IP™P) jest diugoscia cieciwy P_Po

Definicja,3

a/ Krzywa K ma w punkcie Po styczng 3, jezeli prosta s
jest granica siecznych PgP, gdy P IPO oraz pek»

b/ Krzywa K o réwnaniu parametrycznym r s r/1/ ma w

punkcie P o parametrze t wektor styczny,jesli ist-
Or/t/ - rit | °

Me3et”t £l r/t/-2/tQ1' gd2ie +* Bgn /U Vv
o

1/ Zakiadamy tu i w dalszym ciggu, ze nie ma takiego
przedziatu zmiennos$ci parametru, ktérego obrazem przez
funkcje r/t/ bylby zbidr ziozony z jednego punktu»



Uwaga 1 Krzywa prostowalng mozna sparametryzowac tu-
kiem. Przy takiej parametryzacji r = r/e/ sktadowe
nws/lyl/s/, r/s/ wektora r/is/, dla 0 <S< L /1 ozna-
cza diugosé¢ krzywej/ spetniaja warunek Lipschitz'a,

wiec diugos$é L tej krzywej wynosi:

Le /7 I ds | H.«tr.412/ /f1I/
0

/ | oznacza tu catke w sensie Lebesgue”al/. Wyprowadzimy
stagd pewien wniosek o zbiorze punktow, w ktérych Kkrzywa
prostowalna nie ma stycznej» Dla dowolnych dwéch punk-
tow Pq, p krzywej K odpowiadajacych wartosciom s(, S pa-

rametru zachodzi:

r's/ - risqQ/ r/is/ - r/sQ/ e./s-eol

/2]

e|r/s/-risol] s-sO * Irls/-r/sol]| »

gdzie € * sgn /s-s /.

Mozna to rdéwniez zapisac:

r/s/-r/sol r/s/-r/s@ |PoPj
4Vl * B»o 'M
Ir P| ris/ - r/s@
Jest oczywiscie ijrpi >1 1
elVl
zatem
ris/ - r/sqQ
s -8 <1
S . - dr
i jesli || istnieje, to ds < 1. 13/
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Nieréwnos$¢ / 3 w potaczeniu z / 1 pozwala wnosié, ze
|lds] ~ ® prawie wszedzie w Lo.iJ . Otrzymujemy wiec wnio-
sek, ze krzywa prostowalna K nma prawie wszedzie styczng.
Definicja 4
Niech krzywa prostowalna bedzie dana réwnaniem r = r/t/,
o(kt<] 0o Rozwazmy dowolny regularny 1/ ciag podziatow
jpnl przedziatu Q*,£] , Pt f<<=*0< v **< VvV 1<tn =j3
oraz cigg tamanych { ~ rJ wpisanych w K, o wierzchotkach
w punktach wyznaczonych przez punkty Kolejnych podzia-
téw. W kazdym przedziale czesciowym Bi* V |I] dowolnego
podziatu wybierzmy punkt T taki, oy K w odpowiadajacym
mu punkcie miata styczng / taki punkt istnieje na podsta-
wie uwagi 1/. Cieciwe odpowiadajgca temu przedziatowi
zrzutujmy prostopadle na styczng w wybranym uprzednio
punkcie. Sumujac diugos$ci utworzonych rzutéw dla cieciw
tworzgacych tamang # etrsymamy liczbe Poniewaz
ciag podziatow jest regularny, wiec ciag jjQnj] diugosci
tamanych Q ma za granice diugosé L krzywej K.

Jezeli dla dowolnego regularnego cigagu |p,] podzia-
téw przedziatu | ot i dowolnego ciggu ukiadow punktow
tn takich, ze w kazdym z tych punktéw krzywa ma stycz-

ng, zachodzi Ilim wh = L, to krzywa nazywac¢ bedziemy
n-*- 00
prosTowalng przez styczne.

Przy oznaczeniach przyjetych w definicji 4 niech
bedzie taka wartoscig parametru w przedziale Jt», t"N+]

podziatu pv, ze krzywa K ma w koncu wektora r/I'~/ stycz-

1/ Cigg podziatow jp | nazywamy regularnym,, jezeli
\' = max/k - ti<sel —L&i gdy n— oo.
(‘»Qﬁ
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ng. Jezeli ta styczna tworzy z cieciwg taczgca konce wek-
toréw r/t~/, r/'ti+1l/ kat jp , to diugosé¢ rzutu cieciwy

na stycznag wynosi:

r/ti+1/ - r/~] |. | cos fx].

n-1

Nobec tego €O > H  ir/w - r/t+/].|cos <Pt\. 141
i]°

Jesli ponadto w kazdym punkcie istnieje niezerowy

wektor ~ , to wowczas zamiast /4/ napiszemy:

Ilie Constantinescu wykazal» ze jezeli Kkrzywa ma
przedstawienie r = r/t/, ot 4t /3, spetniajace wa-

runki:
al r/iX € c©

dt ~ °» dla 1€ to krzywa jest prostcwalna

przez styczne [jij.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie zwigzku prosto-
walnosci przez styczne ze zwykla prostowalnosciag krzy-
wej. Okazuje sie, ze prostowalnos$é¢, a nawet mocniejsze
zatozenia nie gwarantujg prostowalnosci krzywej przez

styczne.

Twierdzenie 1
Istnieje krzywa prostowalna taka, ze dla dowolnej
liczby , O 1 istniejg: regularny cigg podziatéw
przedziatu zmiennos$ci parametru i cigg ukitadéw punktow,
dla ktérych:
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lim (o * e b,
n1—€0 n

gdzie L oznacza diugos¢ tej krzywej.

Dowéd. Wiadomo, ze istnieje krzywa prostowalne o] tej
witasnosci, ze indykatrysag wektoréw stycznych na kazdym

jej tuku czesciowym jest cata sfera [[]. Rozwazmy takag
wtasnie krzywa i wybierzmy dla niej dowolny regularny
cigg podziatow przedziatu zmiennosci parametru. W kaz-
dym czesciowym przedziale wybierzmy taki punkt,by stycz-
na w odpowiednim punkcie krzywej tworzyta z cieciwg +tu-

ku wyznaczonego przez ten przedziat kat, ktdérego cosinus

wynosi . Postugujac sie oznaczeniami z definicji 4 o-
trzymamy zwiagzek: wn *17 |On] i poniewaz Iim|Q~]= L
wiec:

lim (O

n—a@ "

Twierdzenie Z
Istnieje krzywa o wtasnosciach:
al/ jest prostowalna,
b/ ma w kazdym punkcie wektor styczny,
c/ ma w kazdym punkcie wtasnos¢ /A /,

d/ nie jest prostowalna przez styczne.

Dowdéd. Mech na ptaszczyznie dany bedzie prostokatny u-
ktad wspodtrzednych.

I» Na przedziale [0,1 osi odcietych okreslamy naste-
pujacy cigg rodzin zbiorow:

a/ Rodzina R sktada sie z jednego przedziatu otwar-
tego X] o $rodku w $rodku przedziatu [p,I] i dtugosci”-.
Zbiér Q1= [5,1] -JT, sktada sie z dwodch roztacznych
przedziatéw domknietych, przy czym diugos$¢ kazdego z
1 1 “o

nich wynosi i/ 1
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b/ Rodzina R2 sktada sie z dwbéch /2 2_1/ przedziatow
otwartych o $rodkach w $Srodkach przedziatéw tworzgcych
zbior , ktérych diugosci réwne sa Oznaczmy te prze-

dziaty X$,JC2.

4
JY
Zbiér q2* P,1] - /A’ +IN/- 8,7 i 5

i |1 3m
sktada sie z czterech rozitgcznych miedzy sobg przedzia-

t6w domknietych, przy czym diugosé kazdego z nich wyno-
.1 > 3 1, 1 3.2- 1. % J_
st » 5 T [~ = . "7 "> 3 *
4 42
s . . k-1
c/ Ogodlnie rodzina R. /k>2/ sktada sie z 2 prze-
o K * K— , .
dziatéw otwartych JFJ., J11,2,...,2 o Srodkach w $rod-
kach przedziatéw domknietych tworzgacych zbidr T
przy czym ditugosci przedziatéw JTk réwne sa
k 2k-1 * 4k
Zbiér Qk = [0,1 - L L JTK sktadaé sie bedzie z 2
711 J)1
przedziatéw domknietych, przy czym diugos¢ kazdego ;

nich wynosi:

= 2_gk3 247 g
I(i_K k-1 -)

“ 4k

1 3. 2k1- 2k2- 2k3- ... - 1
2 * n kL

1. Z okresSlenia ciggu rodzin zbioréw widac¢, ze kaz-

de dwa przedziaty JTJ*t 5T!<, i]1,2...r j1,2,... ,2i-1-

k11.2,...-, £]11L2,...,2 sa roztaczne. Oprowadzmy ozna-
2k-1

cZenie > JT Dla kazdego Kk £ , Z™ Jest zbio-
1[
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rem otwartym. Jest wiec tez Z Z™ zbiorem otwartym
k|1
r - . .
oraz Q = ].0,1) - Z zbiorem zamknietyra,,

Zbidor 4 jest tez, jak wida¢ z konstrukcji, zbiorem nig-

dziegestym.
1. Jesli |Q oznacza miare Lebesgue a zbioru Q, to:
. a3
-1 1 [ 1+
QI - 'i - 2 *
il
V. Obierzmy dowolny odcinek [Ot,p] C [O,Utak, ze je-

den z jego koncow /np.c</ jest elementem zbioru O i

AN
Istnieje liczba naturalna p taka. ze —1~ < B-"ot < - -
4P 4p-'
Oszacujemy od gory ilos¢ zbioréw kazdej rodziny ma-

jacych punkty wspélne z przedziatem O /fl*

Lia K < p - 1 ani jeden zbidr rodzitby nie zawiera sie
» | >,P] olJezeli zas$ jaki$ przedziat z takiej rodziny
ma punkty wspélne z D *-W . to wspodlna czes¢ tych prze-

dziatow ma diugos¢ mniejszg niz

1 /1_ 1\ 1 ib a
UK "4rT 2 42k

Jest bowiem kK < p - 1, czyli k+ 17~ p - 1 oraz k+l «:2k.
: e 1 uyu-J iJL_VU->1 -1
Wynika stad, ze 4,k+1 , 4?_1_ y — o Mok A~ D x AX *

Dodajac stronami powyzsze nierdwnosci, otrzymujemy

1 I % 1
k+L p-1 + 2 , 2K

czyli:

_4p



1 1
2 1 2 p-1 r

zatem ostatecznie

2 (4 ' 2k )>A""e<
a wiec wspolna czes$é¢ przedziatu JZ\\// z px‘zedziatera D*,fO

wa dtugos¢ mniejszg niz
42k

Dla Kk * p - 1ltylko jeden przedziat rodziny R ~ moze
mie¢ punkty wspdlne z O ,(O0O z tym, ze diugos$¢ wspodlnej

czesci tych przedziatldbw moze by¢ wieksza lub roéwna

2 (Tpr " ,21-11) -

Gdyby bowiem dwa rézne przedziaty rodziny R 1 miaty punk
ty wspélne z przedziatem D *>d. to w][ot,fffmusiatby sie
zawiera¢ jaki$ catly przedziat, ktérejs z rodzin R dla
iJ]l1,2,...,p-2. Z konstrukcji rodzin wynika bowiem, ze
miedzy kazdymi dwoma przedziatami rodziny R”, Kk > 2,
znajduje sie cho¢ jeden przedziat jakiej$ rodziny

dla i |1, 20*a,k—3©

Z uwagi na to, ze diugos$é przedziatu JT wynosi ——-*

1 G AP~ *
zas , zaden przedziat rodziny R j aie za-
wiera sie caltkowicie w .

Dla k e p tylko jeden przedziat rodziny R moze sie za-
wieraé w [ot;jJ , przy czym dwa przedziaty tej rodziny
nie mogg mie¢ rownoczesnie punktow wspolnych z Mce,qa
Gdyby bowiem dwa przedziaty rodziny RP miaty punkty wspoét
ne z [et,/[j , to wlot,pl zawieratlby sie choé¢ jeden prze

dziat ktorejs z rodzin R”, i 1L 2, ..«,p-1«

- 46 -



Pokazemy indukcyjnie, ze dla seli™ istnieje co najwyzej
2S przedziatéw rodziny R o0 majacych punkty wspoélne z
0.8 ”

Dla Kk * p+l mogag istnie¢ co najwyzej dwa przedziaty ro-
dziny Rp+”™ majgce punkty wspdlne z [pSfO dwoéch stron
ewentualnego jedynego przedziatu rodziny R%/,

Dla k * p+s+1, gdzie seN” mogg istnie¢ co najwyzej z
obu stron kazdego przedziatu rodziny R”+s po dwa prze»
dziaty z "™ptatl majace punkty wspdlne z [0C,j3j . Jesli
wiec ilos¢ przedziatéw rodziny R +s majgcych punkty
wspolne z [oc,g] nie przekracza 2, to taczna ilos$é prze-
dzialow rodziny Rp+SHlL majacych punkty wspdlne z

nie przekroczy liczby 25+1,,

V, Zbudujmy nad odcinkiem TI- " , 0] osi odcietych
tuk paraboli y = ~2 x2 i "dosztlt_jkjjmy'g do niego w punkcie
Nt g okregu rozpostarty nad odcinkiem Q-1#
osi odcietych tak, by $rodek okregu lezat na prostej
x = - 1loraz by utworzony tuk < "zesztukowany" miat
styczng w punkcie n ,» Odbijmy tuk £ symetrycznie
wzgledem prostej x = - 1« tuk & i jego symetryczne od-

bicie utworza tuk £ « tuk ten w kazdym punkcie ma stycz-

na, styczng w koncach i: jest o0$ odcietych, za$§ styczna
W punkcie tworzy z osig odcietych kat 45°<3tycz-
na wzdtuz catego tuku a zmienia sie w sposob ciggty,

przy czym kat stycznej z osig odcietych jest w granicach

(j 45°, 45°], /rys. 1/.



nad

przedziatem - ---rr , Ol /gdzie k jest dowolng liczbg
L 2.#K J
naturalng/ i odbijmy go symetrycznie wzgledem prostej

o Przesunmy tuk jf wzdtuz osi odcietych

2-4.
tak, by punkt /-1,O jego cieciwy przeszedt w punkt

[——~ ~ * °) 30trzymany tuk " przeksztatcimy jedno-

2,4 / / ,
Etadnie wzgledem S$rodka f- , L w takim stosunku

Pjj, by obraz n tuku <€’B’\ /.kz)’e(i koncoéw/ zawarty byt we-
wnatrz obszaru ograniczonego osig odcietych i skon-
struowanymi wyzej tukami parabol. /#ystarczy wzig¢ sto-
sunek jednoktadnosci mniejszy niz odlegtos¢ punktu

f” » °) od wspomnianych tukéw parabol/. Rys.2
VvV 2.4 /
ilustruje konstrukcje dla k * 1

tuk uzupetnimy odcinkami lezagcymi na osi odcietych

do tuku prostego o koncach w /- “ 2» 1 (c,o0).



Rys* 2

Z konstrukcji tuku 5”7 wynika, ze ma on w kazdym punk-
cie styczng, o$ odcietych jest styczng do niego w jego
koncach oraz istnieje taki punkt, w ktéorym ? ma stycz-
na tworzgacg z osig odcietych kat 45°. Ponadto styczna
zmienia sie na tuku w sposbéb ciaggty.

Opisang konstrukcje wykonujemy dla wszelkich « na-

turalnych.

VIl. tuk i ma skonczong diugos$¢ s, zatem i tuk ¢
ma tez skoniczong ditugos¢ |7. f. Oszacujmy stosunek dtu-
goséci tuku 67 do diugosci cieciwy taczacej jego kon-

ce. Jest oczywiscie:
jfkl e« 3* w
-4r * h « 21n

gdzie m oznacza sume diugosci odcinkéw prostoliniowych

dotaczonych do u” dla utworzenia O.
s+tm

Ale s>2 z konstrukcji tuku i, zatemZL(_Z_Fm < 45

czyli



gdzie
n-f > 1

VIll» Zbudujemy teraz krzywag K, ktdérej istnienie zapo-
wiedziano w twierdzeniu»
Przy kazdym kell. #tuk <3k przesuniemy réwnolegle wzdtuz
osi odcietych do kazdego przedziatu J1 . rodziny R, tak,
aby S$rodek przedziatu JTK byt s’.rodkiemgcieciwy oBrazu

_;( tuku (3L» tuk _SRJ uzupetnimy odcinkami prostolinio-

I *
wymi ¢b tuta prostsg 5 (.:0 koncach w koncach przedziatu
K Zadana krzywa K bedzie zbidr punktow;
3 -1
(00)
Ko r r

k1l jn

Zbior K jest krzywa i to tukiem prostym, bowiem z jego

konstrukcji wida¢, ze kazdemu xe [0.1 odpowiada doktad-
nie jeden punkt tego zbioru, przy czym odpowiednio$¢ ta
jest funkcjg ciggta»

IX» Skonstruowana w VIIl krzywa K ma w kazdym punk-
cie styczng i jest krzywa prostowalng»
Jezeli bowiem ponkt P nalezy do krzywej K i jest punk-
tem /ale nie kor%ceeny ktéregos$s tuku 5;‘05 to z poprzed-
nich rozwazan wiadomo, ze w tym punkcie K ma stycznag.
Jesli zas P € Q, to przesungwszy parabole ¢ réwnaniu
y * X rownolegle wzdtuz osi odcietych tak, by P byt
wierzchotkiem otrzymanego obrazu stwierdzamy, ze w oto-

czeniu punktu P krzywa K lezy pod otrzymang parabolg, a

nad osig odcietych» Zatem w takim punkcie P Kkrzywa K
ma rowniez styczng i tg styczng jest o$ odcietych,
"Vobec koncowej uwagi w VIl krzywa K mozna podac¢ rowna-
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niemy = f/x/. Z poprzednich rozwazan wynika, ze f/x/ w
kazdym punkcie przedziatu [O07~ijma pocnodng T '/x/ i
INieréwnos$¢ ta jest wnioskiem z konstrukcji
wymienionych w V, VI, VIll/o Funkcja f/x/ spetnia wiec »?
[0.] warunek Lipsehitz a, a wiec krzywa K jest prosto-
walna.
X. Kazdy punkt P zbioru Q jest punktem nieciggtosci -
stycznej do krzywej K,
Punkt P jest bowiem punktem skupienia koncéw przedziatow
)KU zatem w kazdym jego Rtoczeniu mozna znalez¢ zawarty
w nim jaki$ przedziat J1 , aw tym przedziale punkt, w
ktorym styczna tworzy z osig odcietych kat 45 » % samym
punkcie P, jak wiadomo z IX, stycznag jest OS odcietych,
XI® Krzywa K ma w kazdym punkcie witasnosé¢ /n/.
Jezeli Pq jest punktem wewnetrznym ktérego$ z tukéw 6,
to wtasnos¢ ta jest bezposrednio widoczna z konstrukcji
tego tukua
Udowodnimy, ze gdy Pg£ Q, to réwniez w nim K ma wtasnos¢

/A /. Oznaczmy przez P' rzut punktu P krzywej K na o$ od-

cietych
Néwczas
Po” LIV
P B2
bowiem

PPI> PP

Dtugos¢ tuku JPMPj przedstawmy w postaci sumy
ir/p/ + i~/P/, gdzie iv,/F/ jest suma diugosci tukéw O

majacych punkty wspoélne z tukiea PgP, zas

1/P/ = |PP| - ~/2]e



Gdy — 4IZII_D P' < - -, to zgodnie z IV i VII otrzymu-
4P

2° o X 42p+jl + A D=2
J|°

p  (Af Jj + n 1z) - 2 M*
ilo

gdzie M jeet statg. Mozemy wiec napisac:

ITP] , y?2Il+4i/pl

IpOp! VAR ]
1

a n/ i2m v p/ * 725 (,/p! “ ~2

"1lvI111vl 4T vV 1p7 I <pn + —

4P
Vi «._
"Tvl1 4P
Gdy P—»P _» to P —*P 1 p—» 00 , zatem Ne . . 0.
o) o] P
EIP/ val
Ale Ty g 1<1, bowiem XNV/ jest sumg diugosci edein-
I o |
kéw potozonych na osi odcietych i zawartych w odcinku
V *
IP P
Poniewaz za$ Il > 1, zatem 1< jyyj 4 1 + 3/P/,

gdzie 0/P/— - O» vfynika stad rownosé
1 P~P I

lim %r 1-
o 0o hPoi
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Xllo Niech L oznacza dtugos$é¢ krzywej K, Okreslamy ciag

podziatéw przedziatu M Jak nastepuje:

a/ Punktami podziatu pl beda konce przedziatu [0.1 oraz
konce przedziatu

b/ Podziat PKk+l otrzymamy z podziatu pk, dotgczajac /ja -
ko nowe punkty podziatu/ konce wszystkich przedziatéw

ol

2| » j I,2,o.o,f oraz skonczong ilos¢ punktéw le-
zacych wewnatrz przedziatow a4 ti]l,2,....k;
L i—1 . J ) . .
jlL20..,2 tak dobieranych, by $rednica podziatu
malata do zera, gdy kK —-o00 .

tamanag 2. odpowiadajgaca podziatowi p , kh,2,. .. grzed-

K K 1
stawiny w postaci sumy dwoéch skitadnikéw i k= £7k + nK

Do QKk zaliczymy kazda cieciwe tuku j11,2,.. ..,2~"n
oraz kazdy odcinek wpisany w jakis$ tuk C’;, i|j.2,...,

k-1« j| I,2,«..,2i_:li) Do 2% zaliczamy pozostate odcin-
ki wchodzgce w sktad tamanej QK,, >
Wida¢, ze przy kazdym k€N 1 zbiér S~k stanowi skonczone
pokrycie zbioru ti, przy czym odcinki wchodzgce w skiad
tego pokrycia nie maja punktéw wspoélnych*

Gdy jQk |, Ink ], |]Qk | oznaczajg sumy dtugosci odcinkow

tworzgacych Qk* Ok* K> to |~ - lei]. Je*
K
rl-
Ale w7 — zatem
4
lim K| b
k— oo B
czyli
Y um la* 1> ™

/zob. 111/.



Poniewaz I|im 1£2, 1 = L, zatem istnieje lim £2

k-~oo 1 Kl k-~00 1

XI11l. Dla kazdej ustalonej liczby T, ATy L
mozna podac¢ taki cigg podziatéw i cigg ukiadow punktow,
ze:

lim tok = lim £2 -

k—=<«00 K— 00

okre$lone w def. 4.
Wybierzmy cigg podziatow jp~j taki sam jak w XII. Dla

podziatu p, okreslamy uktad punktow w ten sposoéb, by:

a/ w kazdym przedziale odpowiadajagcym odcinkowi z £2
styczna do K wystawiona w wybranym punkcie byta réwnoleg-
ta do tego odcinka,

b/ w kazdym przedziale odpowiadajagcym odcinkowi z f2°
styczna do K wystawiona w wybranym punkcie tworzyta z o-
sig odcietych kat, ktérego cosinus wynosi «

Taki wyboér punktow jest mozliwy, bo K w kazdym punkcie
ma styczna, kazdy #tuk Si. jest klasy C oraz w I_<a2dym
odcinku z 2 Jawiera sie jaki$ przedziat (1. }I>k|.
inobec za$ koncowej uwagi w V oraz wobec VI i VIllI,w kaz-
dym przedziale Str.nistnieje taki punkt, ze cosinus Kka-
ta, jaki styczna do K w tym punkcie tworzy z osig odcie-
tych, wynosi Q.

Przy tak wybranym ciggu podziatéw i ciggu ukiadéw punk-

tow zachodzi:

In1 21
“K - lak a k|’
zatem
lim @ lim  £2 7

K —»00 k—o00



XIV. Krzywa K nie Jest prostowalna przez styczne.
Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze skoro |C |=-j > O, a

<l to

S > Iim u, -
k—oo
«'niosek; przyktad powyzszy dowodzi, ze zbidér punktéw nie-
ciagtosci wektora stycznego do krzywej moze by¢ miary do-

datniej .

Twierdzenie 3

Prostowainos$¢ krzywej i ciggtos¢ wektora stycznego
do tej Krzywej prawie wszedzie /poza zbiorem miary Le-
besgue a zero/, nie stanowig warunku dostatecznego proa-
towalnosci krzywej przez styczne.
Dowdd. Wykres funkcji Cantora /fi], str.410/ jest Kkrzy-
wg, dla ktorej spetnione sa warunki: a/ prostowainosc,
b/ ciggtos¢ wektora stycznego poza zbiorem Cantora /icto-
dego miara Lebesgue a wynosi zerol/.
Rozwazmy dla tej krzywej dowolny regularny ciag podzia-
téw przedziatu [o,.]. N kazdym przedziale kazdego po-
dziatu mozna oczywiscie znalezé¢ punkt taki, ze styczna
* odpowiadajgcym mu punkcie krzywej jest réownolegta dc
osi odcietych.
Ciag an dla tak dobranych ciggu podziatléw i cigagu u-

ktadow punktow spetnia warunek @ = 1 dla kazdego n.
Zatem

lira u = 1,

n—p<>

podczas, gdy diugosé tuku tej krzywej jest wieksza nizl,
bowiem krzywa ta nie jest odcinkiem linii prostej row-

nolegtej do osi odcietych.



Twierdzenie 4
Jezeli krzywa spetnia warunki:
al/ jest prostowalna,

b/ w kazdym punkcie, w ktérym ma styczng, ma wektor

styczny,

c/ w kazdym punkcie, w ktéorym ma styczng, ma tez wias-
nosé¢ /A,

d/ zbidér punktéw nieciggtosci wektora stycznego jest

miary Lebesgue’a zero,
to krzywa jest prostowalna przez styczne.
Dowdd. Dla rozwazanej krzywej K prostowalnej wprowadz-
my rownanie parametryczne r = r/s/, gdzie s jest dtugos-
cig tuku od punktu poczatkowego za$ rjs/, y/s/, zlsl sa
sktadowymi wektora r/s/.
Obierzmy dowolny punkt o parametrze s™ krzywej K\v kto-

rym istnieje jednostkowy wektor styczny

rl's/ - ri/s@

LIJ -
tsd M g rrsiorisq)

S—»S
gdzie £= sgn /s - s
Zachodzi
r/s/-r/sol r/s/-ri/sqQ e.ls - sql
e.lris/-riso/l] = s - so * IV/s/-riso0/] * [

Krzywa ma w rozwazanym punkcie wtasnos¢ /A/, zatem

£e /s - al
lim — —fe- — 7 =1
S-S 12/8/ - *V VI

(o}



i wobec / 1 r/s/ - rl/oo/
lim \ s
S—s -
@_ t/30/.
=s

Klech teraz pp bedzie regularnym ciggiem podziatow prze-

istnieje i

dziatu [o*]. gdzie L oznacza dtugos¢ krzywej. Rozwazmy
jakis cigg |”~nlJ odpowiadajgcy temu ciggowi podziatéw i
dowolnemu ciggowi ukitadow punktéw /po jednym punkcie z
kazdego przedziatu/.

Woébweczas

"a - £ | {r/<W - r/sil } e (df)s»i |
i|] o
gdzie jsif si+-|J jest przedziatem podziatu pg i
jest pewna liczbg tego przedziatu, przy czym krzywa ma
styczng w punkcie o parametrze

Zachodzi oczywiscie:

n-1
Y. {r/sH - e (ds) s*s « <™n <|]On]|* /2/
ijo 1
zas nel
Z {r/isi,/ - risil} » (H)s.i -
i]o
n-1 n-1
= =
- £ { yl/si+il'yl/sil }-y'liil %
Ho n-1 i 10
r X - {zmsi+¥» " z2/8/] * * 131

ile
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Rozwazmy funkcje

xVs/ dla tych s, dla ktérych T'/s/ istnieje;
fis/ &L

1 dla tych s, dla ktorych x7s/ nie istnieje
Funkcja ta spetnia warunek | <p/s/]<ri, 0 < s < L. Wyni-

ka to stad, ze x/'s/ spetnia warunek Lipschitz'a ze sta-

ta 1
Suma n-1
un = ~ jxIsn~n-x[Sjlj . X"/ ! [i] ,str.479/
iJo
jest pewna sumg aproksymacyjng Riemanna-Stieltjesa dla

funkcji tp/s/ wzgledem x/s/.
Kazdy punkt ciggtosci wektora stycznego do krzywej od-
powiada takiej wartoséci parametru s, dla ktérej x '/sl/

jest ciggta, zatem wedlug zatozenia x7s/ jest ciaggta

prawie wszedzie w [O,L]. Funkcja x/s/ jest absolutnie
ciggta, wiec wobec okreslenia (f/s/ i zatozenia /d/ oraz
uwagi zrobionej odnosnie X'/ s/ otrzymujemy wniosek, ze

f/3/ jest wzgledem X's/ catkowalna w sensie Riemanna-
Stieltjesa /fi], str. 404, 443, 485/, zatem gdy n— oo, to
i L
un -J(f>/sldx/s/ = £<fls/dx/s/, 1 [/ fi],str.486/. |4

155 (15

Te same zatozenia pozwalajg napisa¢ zwigzek /[i] ,str.472/

y<p/s/idx/s/ s J'yls/cx"/s/dsc /5/

M
i/ 1rs)’ w sensie Riemanna Stieltjesa,

(L8) w sensie Lebesgue™a Stieltjesa.

2 (i) w sensie Lebeague a.
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-Ale prawie Vm_tiEW [b(\LA thﬁ CP’g,X/g:[X /g\]t,

satem w-tec /4 115
un— -/ [x7s/]2 ds. /6l

w

Poniewaz mozemy podobnie postgpi¢ z pozostatymi sktadni-

kami w prawej stronie zwigzku / 2, wiec gdy n— @o , to
n—1
171
Prawie wszedzie bowiem w [lo,1] zachodzi |-~] = 1»
Uwzgledniajac nierownos¢ /1/ i zwiagzek /7/ otrzymujemy
ostatecznie, ze istnieje I'II—Irgo o i I_Ill_mOO ton L.

Twierdzenie 5
Jezeli dla krzywej prostowalnej istnieje przedstawienie
parametryczne r = r/t/, a<t <fi spetniajgce warunki :
al istnieje niezerowy Wektorgi* dla wszelkich
tE [d-d ,
b/ sktadowe wektora r/t/ sa absolutnie ciggte w [I*./O -
c/ zbiér punktéw nieciggtosci wektora %;jest miary Le-
besgue™a zero, to krzywa jest prostowalna przez stycz-

ne.

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.

Uwaga 2. Jezeli ktéres z zatozen b/ lub c/ twierdzenia
4 nie jest spetnione w skonczonej ilosci punktéw,to te-
za mimo to utrzymuje sie w mocy. Wystarczy bowiem zau-
wazyé, ze gdyby punktem, dla ktérego cho¢ jedno z tych

zatozen nie jest spetnione byt tylko koniec krzywej, to

- 59



dla dowolnej liczby £ > o znajdziemy taki punkt P Kkrzy-
wej, ze diugos¢ tuku krzywej od rozwazanego konca do

punktu P wynosi £ . Dla pozostatego tuku krzywej spet-
nione sg wszystkie zalozenia twierdzenia 3, zatem tuk
ten jest prostowalny przez styczne*, Wobec dowolnosci licz-
by £ cata krzywa jest tez prostowalna przez styczne.

Gdy zas takich punktéw, w ktérych zatozenia b/ lub c/ tw,
4 nie sg spetnione, jest skonczona ilo$é, to wobec ad-
dytywnosci dtugosci tuku mozemy krzywg rozbi¢ na skon-

czong ilos¢ tukdéw, dla ktorych tylko w jednym koncu za-
tozenia b/ lub e/ nie sg spetnioneo Do nich zastosuje-
my poprzednie rozumowanie i stwierdzimy, ze uwaga 2 jest

stuszna dla catej krzywej.
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Sumnary

On rectifiability of curvec by tangente

One rectifiable curve is given by equation r = r/t/,
<4t 4p. Let |pnJ be an infinite sequence of chains of

points between at and j3 /a chain pn between < and

is a finite sequence of points to, t~,...,t 1, tn such
that ol=t < t, & ... t , <t =61.

o __1 n-1 n r
We denote as ClI the broken line consisting of segments
with vertices in final points of vectors r/tn/,
iJo,1,..«,n,
In every interval Jtn, t~M+1), tN, tM< e Pn we take a

point N such that a curve has tangent for it. Projec-
ting the segment /corresponding to interval [V 1
on the tangent of curve at final point of vector r/T"/,
we denote as w the sum of lengths of the p_rojections
/for pn/. If fornevery regular o sequence jrp I and eve-

ry sequence of points sets /I, /

nliraj w = j,, /L length of curvel/,

then we say, that a curve is rectifiable by tangents.

There exists a rectifiable curve for which lim & caxi

be an optional number of interval [M] . It is a curve
constructed by Z.Zahorski /see MW /. There exists a
rectifiable cu?*e for which the set of tangent vector

discontinuity points has Lebesgue measure zero,and which
is not rectifiable by tangents. It is the graphic of

Cantor function /see I/I page 41C/.

1/ I f = max/t,-t*"/—»0 with n —«*>, then sequen-
ce of chains j?n]| named regular sequence cf chains.
- Bl -



There ex&ts a rectifiable curve having the following pro-
perties :
a/ it has a tangent vector in every point,

b/ in every point Pq of this curve

. 1V I
lim

p—p_ V]
¢}

/]PnP|] is the length of arc P~AF of curve, |PQP|is the
length of segment POP/,
c/ it is not rectifiable by tangents,,
The construction of that curve is described in the proof
of theorem 2.1t is known that if a curve has a parame-
trie representation r = r/t/ £~ t N j3 such that
exists is continuous and different from zero for every
t e then this curve is rectifiable by tangents
Isee [z]1/.
Theorem 4 of this paper says that if a curve has follo-
wing properties:
ej it is rectifiable,
b/ it has tangent vector in every point in which it has
the tangent,
c/ in every point in which it has tangent there is

o
d/ the 3et of tangent vector discontinuity points has

Lebesgue measure zero, then this curve is rectifiable

by tangents.

Theorem 5 of this paper says that a curve having para-
metric representation r = r/t/, ot t < p with proper-
ties :



a/ components of vector r/t/ are absolutely continuous
functions in Cot,/3j
b/ there exist different from zero vector Ei% for

every te [or, p] ,

dr
c/ vector is continuous almost everywhere in [<*>*>]e

is rectifiable by tangents.

KpaTkoe un3noxkeHue
O cnpamMIAeMOoCTU KPUBbIX KacaTe/lbHbIMU

Cnpsamnsiemasi KpmBas faeTcs ypaBHeHuMeM r*r(t),
e*t <ft . O6o3Hauum [An] 6GeckoOHe4yHyH nocsiegoBa-
Te/IbHOCTb CUCTEM TOYEK

d=t0<ti ... tn~f<tn=ft e

O603HauUM pasiblile AN JIOMaHHYH JIMHUIO C  BepLumMHamu
B KOHUax BekTopoB r(tj), ilo,1,..,,n . B Kaxkgmon
Aveike [ * / , /|, Bblbupaem TOuKy [/ Takyto, yTo
KpvBasa uMMeeT /1A Hell KacaTenbHYyr. [poeKTupysa Kok
Oyl0 CTOPOHY J/IOMaHOW fAN Ha KacaTeslbHYHo KpuBOWi
/KacaTenbHas B BblOpaHHOW BbllE TOYKE KadKAoOW sA4Yel-
Kn/, o6o3Hayaem aIl CyMMy AJ/IMH 3TUX MNPOEKUWNA.

Korgpa pgnsa kaokgoit nocneposaTtenbHocTu |/?,], Takon
yTo _r/rllaxn o cC /?7— 00 , n Kakgon nocne-
,CI,OBaITe.J.'.I’bHOCTI/I cuctem Toudek (L) r?_mmm,,-l
/ L pnnHa kKpuBoW/, TO KpuBasa Has3blBaeTCAa  CrpaM™»
ngemMoni KacaTtes/ibHbIMW.

CyuwiecTByeT cnpsmisemMasl KpmBas A8 KOTOpOoW Lim



MOXET 6bITb /IH06bIM umncsiom mHTepsana (O,1] .O9Ta Kpusas

O6bl1la CKoOHcTpympoBaHa 3.3axopckum /cwm .[3]/.
CywiecTByeT cnpsmM/siemMas KpuBas, 4JI9 KOTOPO MHakearo

TOYeK paspbiBa KacaTe/IbHOro BeKTOopa umeeT Mepy Jle-

6era Hynb, W KOTOpas He chnpsam/semMas KacaTes/lbHbIMW.

910 rpadmk yHKumnm KaHTopa /cm. bl . cTp. 410/.
CywecTByeT crnpsamisemMas KpuBas, KoTopas:

a/ B Kakaolk TO4YKe WuMeeT KacaTes/lbHblli BeKTOp,

6/ B Kaxkgoi Touyke PQ 3TO KpuBOW

|P” Pl . :

p%, /1 pOpl gnuHa AYTW POP KpuBOW,

|PQP] pnvHa xopabl POQP/,
B/ He cnpsamisiemMasi KacaTesibHbIMMW.
KOHCTpPYKLUA 3TO KPUBOW npeactaB/ieHa B AoKasaTeslb-
CTBe TeopeMbl 2 cTaTbW.

MN3BeCTHO, 4TO KpuBas, WMeOWAs NapamMeTpuyeckoe
npeactaeneHune r-r(t),dLE.4S/3 Takoe, 4TO cyLle-
CTBYET HEMpepbIBHbIi U HE paBHbIA HY/II0 BEKTOP
ona Bcex telotfT\ |, ecTb cnpamnsemas KacaTesibHbIMU
lem . [2]/.

Teopema 4 cTtaTtbun: Ecnn Kpusas:

a/ ecTb cnpamasemas,
6/ nMeeT BeKTOpP KacaTesibHbIl B KadKAOM TO4WKe, B KO-

TOpPOW MMeeT KacaTesibHY1o,

B/ le:b %zl , ANS KaKOoM TOo4Ku PO, B KOTOpOW

KpuBass MMeEEeT KacaTesibHYHo,

r/ MHOXeCTBO TO4YeK pa3pblBa KacaTes/ibHOro BeKTopa
nmveeT Mepy Hynb /no Jlebery/,

TO OHa €eCTb chnpamMmndemMasd KacaTeJ/ibHbIMW.
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Teopema 5 ctatbun: Ecnm KprmBada umeeT napameTpwu
yeckoe npepacrtaBneHme r—r(t),c(.$t*p, Ana kKoToporo

al/ cyuecTtByeT “n |~|>0 gna BcaAkoro i € :

6/ koopguHaTbl BekTopa r(t) abconoTHO Henpepbl-

BHble PyHKUMN B [0t,/8] ,
B/ BEKTOp ~Tr HenpepbiBHbIM nodyTun Be3ge B [oc,y3p
Torga aTa KpuBasd ecTb crpamMiseMas KacaTellb-

HbIMAN. &



