
Dobiesław Brydak

O FUNKCJACH pdliîYPUKLYCH { f } .

z o s ta ło  wprowadzone 

, zaś w s zc z e g ó ln e j

1. Tematem t e j  pracy będzie  związek pomiędzy pojęciem  

wypukłości i  półwypukłości |f j „  P o ję c i e  fu n k c ji  półw y-  

pukłej [ f j  oraz półmonctonicznej  

w ogólnej p o s ta c i  przez К » Kuczmę 

postaci -  d la  f / х /  = x+ o) , gd zie  u) J e s t  s t a ł ą  -  przez

J .A n a s ta s s ia d is a  H  /pod nazwą półw ypukłości co i  p ó ł -  

monotoniczności ш / «

Niech f / rj będzie funkcją rz e c z y w istą  określoną w 

przedziale / а , Ь / ,  s p e łn ia ją c ą  dla każdego х e / а , Ъ /  wa­

runek f / х /  >  x i  tak ą, że f ( / a , b / ) c  / a , b / .  Oznaczmy

przez f n/ x /  n - t ą  i t e r a t e  fu n k c ji  f / x / :

f ° / x / f n+1/ x /  «■ f ( f n/ x / ) ,  n * 0 , 1 , ,

Funkcję <p / х /  określoną w p r z e d z ia le  I  nazywamy w 

tym p rz e d z ia le  półwypukłą j f j  lub p ó łw k lę słą  j f j ,  J e ś l i  

odpowiednio

/ 1/

lub

/ 2/

f ( f / x / ) £ / * / .

< Ą M ) > £ IM -J l£

d la  x e  I ,

d la  x €  I .

Funkcję / х /  nazywamy ś c i ś l e  półwypukłą j f j  lub ś c i ś l e  

półwklęsłą j f j ,  J e ś l i  odpowiednio

ф г /)<  é d la  x €  I ,
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lub

d la  x €  I .f ( f M )  > 4

A n a lo g ic z n ie :  funkcję <р / х /  nazywamy półrosnącą { f } 

w p r z e d z ia le  I ,  lub półm alejącą j f ]  w p r z e d z ia le  I , j e ś l i

>  ijl ! xj  d la  x €  I ,

lub (jł(f/x/ ) 4  у/ / х /  d la  x €  I ,

zaś ś c i ś l e  p ółrosn ącą j f J  lub ś c i ś l e  półm alejącą j f ]  , 

j e ś l i

yĄr /x / ) >  y) lxl d la  x С I ,

lub yi(t/x/)< (р/х/  d la  x e  I .

P o ję c ie  półw ypukłości i  półm onotcniczności powstało w 

w związku z badaniem równania funkcyjnego

/ 3 /  <p/x/  + (f(t/x/)  = P / x / ,

g d z ie  (f JxJ  oznacza funkcję szukaną, a f / х /  i  P / x /  

fu n k cje  dane. Dowodzi s i ę  m ianow icie, że równanie to ma, 

przy pewnych naturalnych za ło że n ia c h , dokładnie jedno 

rozw iązanie w k l a s i e  fu n k c ji  półmonotoniczEych j f ] ,  j e ś ­

l i  funkcja  Р / x /  j e s t  półwypukła { f j  lub p ó łw k lę sła  jf] [2} 

Przy an alogicznych  za łożeniach  można te ż  udowodnić, że 

równanie / 3 /  posiada co najwyżej jedno rozw iązanie w k la ­

s i e  fu n k c ji  półwypukłych j f ]  £ 1] .  P o j ę c i e  półwypukłości  

j f ]  i  półm onotoniczncści j f ]  odgrywa więc dużą ro lę  w za­

gadnieniu jednoznaczności rozwiązań równania / 3 / .

2* P o ję c i e  fu n k c ji  półmonotonicznych j f ]  j e s t  o g ó l ­

n i e j s z e  n iż  p o ję c ie  fu n k c ji  monotonicznych w zwykłym sen­

s i e .  J e s t  widoczne, że każda fu n k cja  monotoniczna w zwyk­

łym se n s ie  j e s t  również półmonotoniezna j f ] , j e ś l i  t y l -
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ko funkcja f / х /  s p e łn ia  podane we w stępie  z a ło ż e n ia .C h o -  

ciaż może to s i ę  wydać w p ierw szej c h w il i  zaskakujące,  

nie j e s t  już tak dla  fu n k c ji  wypukłych; fu n k cja  wypukła 

w zwykłym se n s ie  może n ie  być półwypukła { f } , jak o tym 

świadczy n astępu jący przykład:

niech f / х /  = logpX , p < 1, f / х /  = x , x > 1, Funkcja  

(f/ х/  j e s t  w p r z e d z ia le  / 1 , * » /  wypukła w zwykłym s e n s ie ,  

ale

2 <f{t/x/) =41ogpx > 51ogpx =lo gpx *+ lo g px= f ( t 2/ x / )  + f / х /

dla każdego x > 1 ;  fu n k cja  f / х /  n ie  j e s t  więc w tym 

przypadku półwypukła { f } .

2 drugiej strony fu n k cja  półwypukła [ f ]  może n ie  t y l ­

ko n ie  być wypukła w zwykłym s e n s ie ,  a le  może być nawet 

bardzo n ie re g u la rn a . Np. fu n kcja  f  / x / =  fi ( x - E /x / j  (E/ х /  

oznacza tu ta j  cechę l i c z b y  x ) ,  g d zie  J3 / х /  j e s t  zu p ełn ie  

dcwolną funkcją określoną w lew ostron nie domkniętym prze­

dziale j e s t  półwypukła ( f j  d la  f / х /  = x + 1 , mo­

że ona n ie  być n ie  tylko wypukła w zwykłym s e n s ie ,  a le  

j e ś l i  wziąć odpowiednią funkcję ^ / х / ,  może być nawet 

niemierzalna.. Tak więc p o ję c ia  wypukłości i  półw ypukłoś-  

ci |f] zachodzą na s i e b i e ,  a le  żadne z n ic h  n ie  zawiera  

się w drugim. Związek między tymi pojęciam i u s ta la  do­

kładniej n a stę p u ją ce :

Twierdzenie 1 .

Niech f / х /  b ęd zie  funkcją określoną w p rzedziale /oc,oo /  

i  s p e łn ia ją c ą  warunek f / х /  > x d la  każdego x > o t . Niech  

ponadto f / х /  p osiada własność Darboux w /  ot, o o / e

J e ś l i  każda funkcja  f / х /  określona i  wypukła w zwyk­

łym sen sie  w p r z e d z ia le  /  &. , oo /  j e s t  w tym p r z e d z ia le
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półwypukła |f] lub p ó łw k lę sła  {fj  , to f / х /  j e s t  dla  

w szy stk ich  x >c* p o s ta c i  x + h, g d z ie  h j e s t  s t a ł ą .

Dowód: Udowodnimy n ajp ierw , że fu n k cja  f / х /  musi s p e ł ­

n iać  d la  x > ot równanie funkcyjne

/ 4 /  f ( f / x / )  -  f / x / »  f / х /  -  x

Przypuśćmy, że tak n ie  j e s t ,  t z n . , że i s t n i e j e  tak i

punkt xq > ot , dla  którego j e s t  albo

/ 5 / f 2/ * , /  -  f / х /  > г / х 0/  -  V

albo też

/ 6 / f 2/ * /  -  f / * 0 /  <  f / x 0/  -  x0 .

Rozpatrzmy k olejn o  oba przypadki,  

a/  Przypuśćmy, że zachodzi przypadek / 5 / .  Możliwe są 

d a ls z e  dwa podprzypadki:

I .  r 3/ x 0/  -  f 2/ x 0/  <  f 2/ * 0/  -  r / * 0 / ,

I I .  f 3/ x 0/  -  f 2 / x o/  >  f 2/ x o/  -  f / x c / .

W przypadku I  weźmy pod uwagę funkcję ( f / х /  = x. Funk­

c j a  ta j e s t  wypukła w /  ot, 00/ ,  powinna więc w myśl za­

łożeń tw ierdzenia  1 sp e łn ia ć  nierówność / 1 /  lub / 2 / ,  a 

w ięc również i  równoważną nierówność

/ 7 /  f ( f 2/ x / )  -  f / x Q/ )  »  if ( f / х / )  -  (f / х /

d la  każdego x > ot 

lub

/ 8 /  <f(f2/ x / )  -  < p (f /x /)«  <p(f/x/) -  ( f / х /

d la  każdego x >  o t .
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Tymczasem mamy:

<f(r3/ x o/ )  -  <ł(f2/ x o/ )  = f 3/ x 0/ - f 2/ x 0/  <  f 2/ x o/ - f / x o/  «

-  * f(t / x o/ '>‘

natomiast

^ 2/x 0/ ) -<P(f / V )  =

-  f 2/ V " f / x o/ > f / V ’ xo = < p / v *

Tak więc dla  x = xq spełniona j e s t  nierówność / 7 / ,  a d la  

x = f / x  /  nierówność / 8 / ,  co przeczy z a ło ż e n iu , że (p/ х /  

j e s t  funkcją półwypukłą [f| w całym p r z e d z ia le  lub p ó ł -  

wklęsłą j f ]  w całym p r z e d z ia le  / oC , o o /„
2

W przypadku I I  rozważmy funkcję < р /х /  = | x -  f  / x q / |  .  

Wtedy

ffr 3/ * / ) -  <p(f2/ x o/ )  = |f3/ x o/ - f 2/ x o/|  -

= f ' V x j /  •  f 2/ x o/  >  f 2 / x0^ ~ f / x0/  =

-  <p(f 2 / x0/ )  -

natomiast

=f / x o/ - f 2 /x o/ < - f / x o/ - f 2 / x o/ + f 2 / V + x o= (P(f / x 0/ ) -  <P/ x oA

Znów więc d la  x = xq spełniona j e s t  nierówność / 8 / , a d la  

x = f / x Q/  nierówność / 7 / ,  a zatem fu n k cja  <jp / х /  /wypukła 

w zwykłym s e n s i e /  n ie  j e s t  ani półwypukłą { f}  ani p ć ł -  

w klęsła { f }  wbrew za ło że n iu .
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b/ Przypuśćmy t e r a z ,  że zachodzi przypadek / 6 / .  Tu 

również możliwe są dwa podprzypadki:

I I I .  f 3/ x  /  -  f 2/ x  /  > f 2/ x  /  -  f / х  /O O O O
IV . f 3 / x Q/  -  f 2 / x o/  ^  f 2/ x 0/  -  f / x o/ .

W przypadku I I I  zu pełn ie a n a lo g ic z n ie  ja k  w przypadku 

I ,  można pokazać, że fu n kcja  / х /  = x n ie  j e s t  w 

ybf,oo/ani półwypukła {f}  ani p ó łw k lę sła  {f} , zaś w przypad­

ku IV można, a n a lo g ic z n ie  jak  w przypadku I I ,d o w ie ś ć ,  że 

fu n k cja  (f / х /  » I x -  f / x Q/1  n ie  j e s t  ani półwypukła { f }  

ani te ż  p ó łw k lę sła  { f j  » Każda bowiem z tych fu n k c ji  speł­

n ia  d la  x = xq nierówność przeciwną n iż  d la  x = f /x Q/ .

Udowodniliśmy w ięc, że tak w przypadku / 7 / ,  jak i  w 

przypadku / 8 /  i s t n i e j e  fu n kcja  (f / х /  wypukła w zwykłym 

s e n s ie  w p r z e d z ia le  / o t ,  o o / ,  która n ie  j e s t  ani półwy­

pukła {f } ani p ó łw k lę sła  {f} « W obu ty ch  przypadkach do­

szliśm y więc do sp rze czn ości z założeniem , że i s t n i e j e  

ta k ie  xo , d la  którego związek / 4 /  n ie  j e s t  spełniony»  

Równanie / 4 /  musi być zatem spełn io n e dla  każdego x > ot.

Równanie / 4 /  sprowadza s i ę  przez podstaw ienie f / х /  =

= g/ х /  + x do równania

/ 9 /  g (x  + g / x / )  * g / x / ,

przy czym fu n kcja  g/ х /  j e s t  również określona dla  x > ot 

i  posiada w całym p r z e d z ia le  /  a ,  oo /  w łasność Darboux. 

J e ś l i  jednak fu n k cja  g/ х /  określona i  p o siad a ją ca  w łas­

ność Darboux w p r z e d z ia le  /  o* , 00 /  s p e łn ia  w tym prze­

d z ia le  równanie / 9 / »  t o ,  jak z o s ta ło  wykazane w M  i  H .  

musi być s t a ł a .  Tak więc musi być g/ х /  =  h, skąd

f / х /  =  h +  x w / c t , o o / ,

co kończy dowód naszego tw ierd zen ia .
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Uwaga J :  J e ś l i  w tw ierdzeniu 1 położymy (p /x/=»* (p/ х / , 
to otrzymamy tw ierdzenie następujące /p r z y  założeniach o 

funkcji f / х /  an alogicznych , jak w tw ierdzeniu 1 / :

J e ś l i  funkcja  Ip / х /  określona i  w klęsła  w zwykłym 

sensie w p rz e d z ia le  /  oc, 00/  j e s t  w tym p r z e d z ia le  półwy-  

pukła |f) lub p ółw klęsła  [f]  , to f / х /  j e s t  d la  wszystkich  

x > of p o s ta c i  x + h.

Uwaga 2: Z a ło ż e n ie ,  że funkcja  f / х /  posiada własność  

Darboux, j e s t  i s t o t n e ,  gdyż np. funkcja f / x / = g / x /  + x , 

gdzie

g Ы  =

- 1  d la  x c  0 ,

0 d la  x « 0 ,

1 d la  x > 0 ,

spełnia równanie / 4 /  w p rze d z ia le  / - 00, + e o / ,a  nie j e s t  

postaci x + h.

3 .  Prawdziwe j e s t  również, do pewnego stop n ia  odwrot­

ne, następujące

Twierdzenie 2 .

J e ś l i  ^ / x /  j e s t  funkcją  określoną w p rz e d z ia le  

/  o(/3 / i  j e ś l i  i s t n i e j e  ta k ie  8 > 0 ,  że d la  każdego 

0 <  h < $  ÿ?/x/ j e s t  półwypukła j f ^ j  w / e t ,  (3 / ,  gdzie

fjV x/ = x + h, to <p / х /  j e s t  wypukła w zwykłym sen sie  

w / o t ,  J3 / •

A n alogiczn ie : J e ś l i  (p/ х /  j e s t  funkcją określoną w 

/ e t ,  /3 /  i  j e ś l i  i s t n i e j e  ta k ie  d > 0 ,  że dla  każdego 

C < h < 5  <p/x/ j e s t  półw klęsła  { f ^ j  w / o f »  p / ,  gd zie

fjV x / = x + h, to (p / х /  j e s t  w klęsła  w zwykłym se n s ie  w

/o t  , {3 Л

Dowód: Udowodnimy tu t a j  tylko pierwszą część twierdze­

n ia ,  gdyż dowód w przypadku fu n k c ji  (j> /x /p ó h » k lę s łe  j {f^J
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j e s t  a n a lo g ic z n y . Z a ło że n ie ,  że <\ / х /  j e s t  półwypukła 

oznacza, że dla  każdego O < h < 8  i  d la  każdego 

x e / e t ,  p -  2 h /  spełn io n a  j e s t  nierówność:

/ 1 0 /  2 <p/x+h/ < ÿ / х /  + ÿ  /x + 2 h / .

Niech y będzie  dowolnym punktem p rze d z ia łu  /ot, p / ,  

zaś k^ dowolrtyro ciągiem  takim, że 0 < < min / 5 ,  p - у /

d la  n = 1, 2 , . » .  i^ lim k ^  * 0 .  Dla każdego ustalonogc n 

połóżmy x * у -  кд * wtedy z nierówności / 1 0 /  otrzymamy 

/p r z y  h « kn/ :

<f/y+kn/ +  ÿ / y - k n/ - 2 ÿ / y / > 0  d la  n *  1 ,  2 ,  . . . »  

a stąd wynika, że

/ 1 1 /  limsup ^ o d la  y e  / o ( , p / .
к — 0 к

Z aś, jak wiadomo- / [ б ] ,  s t r .  5 3 / ,  związek / 1 1 /  stanowi wa­

runek d o s ta te c z n y ,  by fu n k cja  / х /  b y ła  wypukła w zwyk­

łym s e n s ie  w p r z e d z ia le  / o t ,  (3 / •

L ite r a tu r a  cytowana

Mo Kuczma, Remarks on some fu n c t io n a l  equations,Ann.

P o l.M a th , e / i 9 6 0 / ,  s t r .  2 7 7 -2 B 4 .

------ On the form o f s o lu t io n s  o f  some f u n c t io ­

n a l eq uation s, A nn.Pol.M ath. 9 / 1 9 6 0 / , s t r .  

5 5 -6 3 .

J . A n a s t a s s ia d is ,  Pon ction s sami-monotones et semi- 

convexes et s o lu t io n s  d*une équation  

f o n c t io n n e l le ,  B u l l . S c i . M a t h . / 2 / ,

76 / 1 9 5 2 / ,  s t r .  1 4 8 -1 6 0 .
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м  С oKuratowski, Sur une équation fo n c t io n n e l le ,  Spra­

wozdania z posiedzeń Tow.Nauk.warszaw­

skiego 2 2 / 1 9 2 9 / ,  D z ia ł  I I J , s t r . 160 -

161 o

[5]] R.Wagner, E in d eu tige  Losungen der F u n k t io n a lg le i -

chung f ( x + f / x / )  -  f / х / ,  Elemente der  

Kath. 4 / 1 9 5 9 / ,  s t r .  7 3 - 7 6 .

Ы  N.Bourbaki, Les Str u c tu re s  fondamentales de 1 Ana-

ly s e i  Ponctions d'une V a r ia b le  R é e l­

l e ,  P a r is  1949»

Résumé

Sur l e s  fo n c tio n s  semi-convexes { f }

Dans c e t t e  note on présen te quelques r é s u l t a t s  con­

cernant l e s  r e la t io n s  entre l e s  fo n c t io n s  semi-convexes  

{f} et l e s  fo n c tio n s  convexes au sens o r d in a ir e .

En supposant que l a  fo n c t io n  f / х /  s a t i s f a i t  à l a  

condition f / х /  > x on a p p e lle  une fo n c t io n  (p / х /  sem i-  

convexe {f} s i  e l l e  s a t i s f a i t  à l ' i n é g a l i t é  / 1 /  et semi- 

concave {f} s i  e l l e  s a t i s f a i t  à l ' i n é g a l i t é  / 2 / .

La n o tio n  de senïiconvexité {f} f u t  appliquée dans l a  

théorie des équations fo n c t io n n e lle s  par M.Kuczma.

Les r é s u l t a t s  présen tés dans c e t t e  note son t:

Théorème 1 . S o i t  f / х /  une fo n c t io n  d é f i n i e  dans un 

in te r v a lle  /  et, оо /  et jo u is s a n t  de l a  p r o p r ié té  de 

Darboux dans c e t  i n t e r v a l l e .  On suppose ©n outre que 

f/ х /  > x dans / e t ,  00/ .

Si chaque fo n c t io n  (f / х /  convexe dans /  ot, 00 /  s a -



t i s f a i t  à 1 '’i n é g a l i t é  / 1 /  ou / 2 / ,  a lo r s  l a  fo n c tio n  f / x /  

e s t  de l a  forme x + h dans / e t ,  £ » / .

Théorème 2. Soit (f> / х /  une fo n c t io n  d é f i n i e  dans 

/ o t ,  p / .  s ' i l  e x is t e  un <5 > 0 t e l  que pour tout  

0 <■ h <  ô < p /x /  e s t  semi-convexe | fh] , où f ^ / x /  = x+h, 

a lo r s  (jp/ х /  e s t  la  fo n c tio n  convexe au sens o r d in a ire  

dans /  et, j3 / .

Ces deux théorèmes é t a b l is s e n t  l a  r e l a t i o n  entre l e s  

notion s de co n v ex ité  et de 8 end-convex!té  { f ] .  Les exem­

p le s  p résen tés  au début de paragraphe 2 fo n t  v o ir  que 

ces n o tio n s  ne doivent c o ïn c id e r  qu'au cas où 

f / х /  = x  ♦  h.

Краткое изложение 

О Функциях долувыпуклых {/]

В этой статье даются некоторые результаты отно­

сительно соотношений между Функциями полувыпуклы- 
ми [f] и полувыпуклыми в обычном значении.

Имея функцию f  (х) для которой f (х)>х , мы 

называем функцию <jp (х) пелувыпуклой { f] , если она 
удовлетворяет неравенству / 1 / ,  а полувогнутой, 
если неравенству / 2 / , .  Эти пойятия были приложе­
ны М,Кучмой к теории функциональных уравнений.

Теорема I . Пусть f(x) -  функция обладает 

свойством Дарбу в интервале (а,со) и удовлетворя­
ет' в нем неравенству f(x) > х  .

Если всякая функция ą (х) ,  выпуклая в(<х,оо) 
удовлетворяет неравенству / 1 /  или / 2 / ,  то функция 
f(x) имеет вид x+h.
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Теорема_^11« Пусть (р (х) задана в интервале (oc,pj, 
и пусть существует такое <5 >0 , что для всех he(0,ô)9 

if (х) полувыпукла , где = х * h . Тогда
if(x) выпукла в обычном значении.

Эти теоремы указывают связь выпуклости и полу- 
выпуклости [f] . Эти понятия не эквивалентны при 
f(x)£x+h.
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