Dobiestaw Brydak

O FUNKCIACH pdlifYPUKLYCH {f}.

1. Tematem tej pracy bedzie zwigzek pomiedzy pojeciem
wypuktosci i poétwypuktosci |fj,, Pojecie funkcji potwy-
puktej [fj oraz péitmonctonicznej zostato wprowadzone
w 0go6lnej postaci przez K»Kuczme , zas$ w szczegOlnej
postaci - dla f/x/ = x+ 0) , gdzie U) Jest stata - przez
J.Anastassiadisa H /pod nazwag po6twypuktosci ©© i pobt-
monotonicznosci W/ «

Niech f/ rj bedzie funkcja rzeczywistg okres$long w
przedziale /a,b/, spetniajgcg dla kazdego x e /a,b/ wa-
runek f/x/ > x i taka, ze f(/a,b/)c /a,b/. Oznaczmy

przez fn/x/ n-tg iterate funkcji f/x/:

folx/ fn+tl/x/ @ f(fn/x/), n*0,1,,

Funkcje < /x/ okreslong w przedziale | nazywamy w
tym przedziale poétwypukla jfj lub poétwklesta jfj, Jesli

odpowiednio

/1/ f(fixsy BT dla x e I,
lub
/2] <AM) > £ IM-JI£ dla x € 1.

Funkcje Ix! nazywamy $cisle potwypuktg jfj lub Scisle
potwklesta jfj, Jesli odpowiednio

dla x € 1,

D

® r¥
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lub

f(fM ) > 4 dla x € 1.

Analogicznie: funkcje <P /x/ nazywamy poéirosnacag {f}

w przedziale I, lub poétmalejacqg jf] w przedziale I,jesli
> il 1 xj dla x €1,
lub (/) ys ¥ Ix/ dla x €1,

za$ $cisle po6irosngcg jfJ lub $Scisle poétmalejacg jf] ,

jesli
)A’/x/)> )Dle dla x CI,
lub  yi(t/x/)< (p/x/ dla x el.
Pojecie potwypuktosci i poétmonotcnicznosci powstato w

w zwigzku z badaniem réwnania funkcyjnego
/131 <p/x/ + (F(tIx]) = PIxI,

gdzie (fJxJ oznacza funkcje szukang, a f/x/ i P/x/
funkcje dane. Dowodzi sie mianowicie, ze rdownanie to ma,
przy pewnych naturalnych zatozeniach, doktadnie jedno
rozwigzanie w klasie funkcji pétmonotoniczEych jf], jes-
li funkcja P/x/ jest potwypukta {fj lub potwklesta jf] [2}
Przy analogicznych zatozeniach mozna tez udowodni¢, ze
robwnanie /3/ posiada co najwyzej jedno rozwigzanie w kla-
sie funkcji potwypukiych jf] £1]. Pojecie potwypukitosci
jf] i po6tmonotoniczncsci jf] odgrywa wiec duzg role w za-
gadnieniu jednoznacznosSci rozwigzan roéwnania /3/.

2* Pojecie funkcji p6tmonotonicznych jf] jest ogol-
niejsze niz pojecie funkcji monotonicznych w zwykiym sen-
sie. Jest widoczne, ze kazda funkcja monotoniczna w zwyk-

tym sensie jest rowniez poétmonotoniezna jf], jesli tyl-
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ko funkcja f/x/ speitnia podane we wstepie zatozenia.Cho-
ciaz moze to sie wydaé¢ w pierwszej chwili zaskakujace,
nie jest juz tak dla funkcji wypuktych; funkcja wypukta
w zwyklym sensie moze nie by¢ poétwypukta {f}, jak o tym
Swiadczy nastepujacy przykitad:

niech f/Xx/ = logpX, p < 1, f/Ix/ = x , x > 1, Funkcja
{#x/ jest w przedziale /1,*»/ wypukta w zwykiym sensie,

ale

2 <f{t/x/) =410gpx > 5logpx=logpx*+logpx= f(t2/x/)+ f /Ix/

dla kazdego x > 1; funkcja f /X/ nie jest wiec w  tym
przypadku potwypukta {f}.

2 drugiej strony funkcja potwypukta [f] moze nie tyl-
ko nie by¢ wypukta w zwykiym sensie, ale moze by¢é nawet
bardzo nieregularna. Np. funkcja f /x/= fi (x-E/x/j (E/x/
oznacza tutaj ceche liczby x), gdzie J3/x/ jest zupeinie
dcwolng funkcjg okreslong w lewostronnie domknietym prze-
dziale jest potwypukta (fj dla f/Ix/ = x + 1 , mo-
ze ona nie by¢ nie tylko wypukia w zwyklym sensie, ale
jesli wzig¢ odpowiedniag funkcje ~ /x/, moze by¢ nawet
niemierzalna.. Tak wiec pojecia wypuktosci i poétwypuktos-
ci |f] zachodza na siebie, ale zadne z nich nie zawiera
sie w drugim. Zwigzek miedzy tymi pojeciami ustala do-
ktadniej nastepujgce:

Twierdzenie 1.

Niech f/x/ bedzie funkcjg okreslong w przedziale/oc,oo0/
i spetniajgcag warunek f/x/ > x dla kazdego x > ot. Niech
ponadto f/x/ posiada wtasnos¢ Darboux w / ot, oo/e

Jesli kazda funkcja f /X/ okreslona i wypukta w zwyk-

tym sensie w przedziale / &., 00/ jest w tym przedziale
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potwypukta |f] lub poétwklesta {fj, to f/x/ jest dla
wszystkich x >c* postaci x + h, gdzie h jest stata.
Dowdd: Udowodnimy najpierw, ze funkcja f/x/ musi spet-

nia¢ dla x > ot rownanie funkcyjne
14/ f(fix!l) - fix/» fIx/] - x

Przypus¢my, ze tak nie jest, tzn., ze istnieje taki

punkt xg > ot , dla ktérego jest albo

/51 f2/*,1 - f/x! >1r1/x0 -V
albo tez
16/ f2/* /1 - f/*0/ < f/x0/ - xO.

Rozpatrzmy kolejno oba przypadki,
al Przypusémy, ze zachodzi przypadek /5/. Mozliwe sa
dalsze dwa podprzypadki:

l. r3/x0/ - f2/x0/ < f2/*0/ - r/*0/,
I1. f3/x0/ - f2/xol > f2/xol - flxcl.

W przypadku | wezmy pod uwage funkcje (f/X/ = x. Funk-

cja ta jest wypukta w / ot, OO0/, powinna wiec w mys$l za-

tozen twierdzenia 1 speinia¢ nieréwnos¢ /1/ lub /2/, a
wiec rowniez i réwnowazng nierownosc¢
171 f(f2/x/) - fIxQ) » if(fix/)y - (F/x/

dla kazdego x > ot
lub

181 <f(f2Ix1) - <p(fIx« <p(fIxl) - (fIx/

dla kazdego x > ot.
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Tymczasem mamy:

<f(r3/xo/) - <Kf2/xol) =f3/x0/-f2/x0/ < f2/xo/-f/x ol «

- *  f(t/xof >
natomiast
N 2/x0) <P(f/V ) =
- f2/v " f/xo/>f/V ’"xo0 = <p/v*

Tak wiec dla x = xg spetniona jest nieréwnos¢ /7/, a dla
x = f/x |/ nieréwnos$¢ /8/, co przeczy zatozeniu, ze (p/x/
jest funkcja potwypuktg [f] w calym przedziale lub pdt-
wklesta jf] w catym przedziale / oC, oo/,

W przypadku Il rozwazmy funkcje <p/x/ = | x - f2/ xql| .
Wtedy

ffr3/*/)- <p(f2/xol) = |f3/xo/-f2/xol] -
= f'Vxj/ « f2/xo/ > f2/x0™ ~ f/ x0/ =

- q(f2/ x0/) -

natomiast

=f/xol -f2/x0o/ < -f/xol/ -f2/xo/+f2/V +x0= @E{/x0/)- <P/xo0A

Znéw wiec dla X = xgq spetniona jest nieréwnos¢ /8 /,a dla
X = fIxQ nieréwnos¢ /7/, a zatem funkcja 9p/x/ /wypukta
w zwyklym sensie/ nie jest ani potwypuklg {f} ani pct-

wklesta {f} wbrew zatozeniu.
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b/ Przypus¢my teraz, ze zachodzi przypadek /6/. Tu
rowniez mozliwe sg dwa podprzypadKki:

111, f3/xd - f2/xd >fax / Of/X/

V. f3/xQ - f2/xo/ ™ f2/x0/ - f/xol.

W przypadku 111 zupetnie analogicznie jak w przypadku
I, mozna pokazaé¢, ze funkcja /X!l = X nie jest w
ybf,oo/ani poétwypukta {f} ani poétwklesta {f} , zas w przypad-
ku IV mozna, analogicznie jak w przypadku Il,dowies$¢, ze
funkcja (f/Ix/ » Ix - f/IxQ/1 nie jest ani po6twypukta {f}
ani tez potwklesta {fj » Kazda bowiem z tych funkcji spet-
nia dla X = xg nieréwnos$¢ przeciwng niz dla x=f/xQ.

UdowodnilisSmy wiec, ze tak w przypadku /7/, jak i w
przypadku /8/ istnieje funkcja (f/x/ wypukia w zwyklym
sensie w przedziale /ot, oo/, ktdra nie jest ani potwy-
pukta {f} ani poétwklesta {f} « W obu tych przypadkach do-
szliSmy wiec do sprzecznos$ci z zatozeniem, ze istnieje
takie xo, dla ktdrego zwigzek /4/ nie jest spetniony»
Roéwnanie /4 / musi by¢ zatem spetnione dla kazdego x > ot.

Rownanie /4/ sprowadza sie przez podstawienie f/x/ =

= g/x/ + x do réwnania
191/ g(x + g/x/l) * gl/x/,

przy czym funkcja g/x/ jest rowniez okreslona dla x > ot
i posiada w caltym przedziale / a, oo/ witasnos¢ Darboux.
Jesli jednak funkcja g/x/ okresSlona i posiadajgca wtas-
nos¢ Darboux w przedziale / o, 00/ spetnia w tym prze-
dziale réwnanie /9/» to, jak zostato wykazane w M i H .

musi by¢ stata. Tak wiec musi by¢ g/x/ = h, skad

fiIx/ = h+ x w/ct,oo/,
co konczy dowdd naszego twierdzenia.
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Uwaga J: Jes$li w twierdzeniu 1 potozymy (p/x/=»* (p/x/,
to otrzymamy twierdzenie nastepujgce /przy zatozeniach o
funkcji f/x/ analogicznych, jak w twierdzeniu 1/:

Je$li funkcja Ip/x/ okreslona i wklesta w zwykiym
sensie w przedziale / oc, OO jest w tym przedziale potwy-
pukia |f) lub poétwklesta [f] , to f/x/ jest dla wszystkich
x > of postaci x + h.

Uwaga 2: Zatozenie, ze funkcja f/x/ posiada witasnosc¢
Darboux, jest istotne, gdyz np. funkcja f/x/=g/x/ + x ,

gdzie

-1 dla xc 0,
g bl = 0 dla x« 0,
1 dla x> 0,

spetnia réwnanie /4/ w przedziale /- 00 +eo/,a nie jest
postaci x + h.

3. Prawdziwe jest rowniez, do pewnego stopnia odwrot-
ne, nastepujace

Twierdzenie 2.

Jesli ~NIx | jest funkcjg okreslong w przedziale

/ o(/3/ i jesli istnieje takie 8 > 0, ze dla kazdego

0 < h<$ y?/x/ jest potwypukia jf*j w/et, @/, gdzie
fijiVvx/ = x + h, to <Pp/x/ jest wypukia w zwyklym sensie
w/ot, J3 /e

Analogicznie: JeSli (p/x/ jest funkcjg okreslong w
let, B/ i jesli istnieje takie d >0, ze dla kazdego
C<h<5b <p/x/ jest poétwklesta {f~j w/of» p /, gdzie
fjVvx/ = x + h, to (p /x/ jest wklesta w zwyklym sensie w
/ot , 8 N

Dowdd: Udowodnimy tutaj tylko pierwsza czes¢ twierdze-

nia, gdyz dowéd w przypadku funkcji (P /x/poh»klestej {f~]
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jest analogiczny. Zatozenie, ze < /x/ jest potwypukia
oznacza, ze dla kazdego O < h <8 i dla kazdego

X e /let, p-2h/ spetniona jest nieréwnos¢:
/10/ 2 <p/x+h/ < yIx/ + y Ix+2h/.

Niech y bedzie dowolnym punktem przedziatu lot, p /,

za$ k» dowolrtyro ciggiem takim, ze 0 < < min /5, p-y/
dla n= 1, 2,.». i“limk~ * 0. Dla kazdego ustalonogc n
potézmy x * y - ka* wtedy z nieréwnosci /10/ otrzymamy

/Iprzy h « kn/:

<fly+kn/+ y/y-kn/-2y/y/>0 dla n* 1, 2, ...»
a stad wynika, ze

/11/ limsup ~o dlaye /o(, p/.
K— O K

Za$, jak wiadomo-/[6], str. 53/, zwiazek /11/ stanowi wa-

runek dostateczny, by funkcja Ix/ byta wypukta w zwk-

tym sensie w przedziale /ot, @ /-
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Résumé
Sur les fonctions semi-convexes {f}

Dans cette note on présente quelques résultats con-
cernant les relations entre les fonctions semi-convexes
{f} et les fonctions convexes au sens ordinaire.

En supposant que la fonction f/x/ satisfait a la
condition f/x/ > x on appelle une fonction (p/x/ semi-
convexe {f} si elle satisfait a l'inégalité /1/ et semi-
concave {f} si elle satisfait a l'inégalité /2/.

La notion de senTiconvexité {f} fut appliquée dans la

théorie des équations fonctionnelles par M.Kuczma.

Les résultats présentés dans cette note sont:

Théoréme 1. Soit f/x/ une fonction définie dans un
intervalle / et, oo/ et jouissant de la propriété de
Darboux dans cet intervalle. On suppose ©n outre que
fiIx/ > x dans /et, OQO.

Si chaque fonction (f/x/ convexe dans / ot, oo/ sa-



tisfait a 1"inégalité /1/ ou /2/, alors la fonction f/x/
est de la forme x + h dans /et, £»/.

Théoréme 2. Soit (/x/ une fonction définie dans
/lot, p /. S'il existe un $> 0 tel que pour tout
O mh < 6 <p/x/ est semi-convexe |fh], ou f~/x/ = x+h,
alors (jp/x/ est la fonction convexe au sens ordinaire
dans / et, j3/.

Ces deux théoremes établissent la relation entre les
notions de convexité et de 8end-convex!té {f]. Les exem-
ples présentés au début de paragraphe 2 font voir que

ces notions ne doivent coincider qu'au cas ou

fiIx/ =x ¢ h.

KpaTkoe wu3no>keHune
O dyHKUMax gonysBbinNyknbix {/]

B aTol cTaTbe parTcsa HeKOTOopble pe3y/bTaTbl OTHO-
CUTENIbHO COOTHOLUEHUW MeXay PyHKUMSMU MonyBbINyK/bl-
M1 [f] v nonyBbINyKIbIMX B OObIMHOM 3Ha4YeHUW.

Nmves dyHKumo  f (X) ONA KOTopoWn f(X)>x , wbl
Ha3blBaeM yHKumMio P nenysebinyknon {f] , ecnm oHa
yaoBneTBopsAeT HepaBeHCTBY [/1/, a nosyBOrHyToM,
ecqin HepaBeHCTBY /2/,. 3Ty nonatums ObUIN NpUoXKe-
Hbl M,Kyumor K Teopuun QPYHKUMOHASIbHbLIX YpaBHEHUNA.

Teopema | . Myctb f(X) - dyHKUumMsa obnagaet
ceoictBomMm [apby B mHTepBane (a,co) u ygoBreTBops-
er' B HeM HepaBeHCTBY f(X) >x .

Ecnn Bcskas dyHKuma 3 (X), Bbinyknasa B(<X,00)
yaoBneTBopseT HepaBeHcTBY /1/ wim /2], TO yHKUUSA

f(x) nmeet BUL X+h. 16



Teopema M1« Myctb (P(X) 3agaHa B MHTepBane (oc,pj,
N NycTb cyuwiectByet Takoe $>0 , uyto ana Bcex he(0,6)9
if (9 nonyeBbINykna : rge = x*h . Torpa
if(X) BbiInykna B 06bIMHOM 3HA4YeHUMW.

3T Teopembl yKasblBalOT CBA3b BbINYK/JIOCTU M MONYy-

Bbinyknoctn [f] . 3T noHATUS He 3KBMBaANEHTHbLI NpuU
f(xX)Ex+h.



