Zenon Moszner

I-EWNE ZAGADNIENIA ZWIAZANE Z MIERZALNOSCIA
LINIOWA i POWIERZCHNIOWA zbiorow

Wstep

Minkowski /zobc M w spisie literatury na koncu pra-
cy/ podat pewng definicje miary liniowej i miary powierz-
chniowej dowolnego zbioru

Estermann /zob, [iG / w swojej pracy zestawiajgcej
definicje miary liniowej zbioru wediug Minkowskiego z
definicjg tego pojecia podang przez Carathéodoryegc
przyjmuje umowe nastepujgca:
Niech Z oznacza dowolny zbiér punktéw przestrzeni n-wy-
miarowej Rn,, Oznaczmy przez Ze zbidr tych wszystkich
punktow tej przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od zbioru Z
jest niewieksza od »
Zbiér Zp jest zamkniety, co jest bezposSrednim wnios-
kiemz ciggtosci odlegtosci punktu od zbioru /zob, I
tw,4 str. 198/, jest wiec mierzalny w sensie Lebesgue'a
Oznaczmy jego miare Lebesgue”™a przez )Zp|”"
Niech An n, gdzie AN jest statag zalezng tylko od
nizob. | str. 216/, bedzie objetoscig kuli n-wymiaro-

wej O promieniu

1/ Wedtug Killinga i Hovestadta /zob, [i] str,250™
256/ takze i Dehn w wyktadzie na uniwersytecie w Muns-
ter wprowadzit w roku 1Cl11 analogiczne definicje,

2/ W dalszym ciggu przez jA | bedziemy oznacza¢ mia-
re Lebesgue”™a zbioru A,



Przyjmujemy nastepujgace oznaczenia:

ffi/Z/= lim — -

ViP '

oraz
\Zp\
m/Z/ lim
n-1
AqA-° *n-1?
v

Jezeli m/zZ/ = m/z/ , to zbidr Z bedziemy nazywali mie-

rzalnym liniowo wediug Winkowskiego /krotko: wedtug /°*//,
a wspolng wartos¢ m/zZ/ = m/Zl = m/Z/, /ktdbra moze by¢
réwna + OO/ jego miara liniowa wedtug /1 /.

Jezeli m/z/ * m/z/ < + ADf to zbidr Z bedziemy nazywali
mierzalnym liniowo w sensie wezszym -wediug /M /.

Pavard / zob. 02]/ przyjmuje analogiczng definicje mie-
rzalnos$ci liniowej zbioru w przestrzeni 3-wymiarowej,bio-

rac jedynie pod uwage zamiast zbioru Z& zbior 1*/pl ,

ktéry definiuje jako sume mnogosciowg kul otwartych o]
promieniach p i $rodkach w punktach zbioru Z.
Zbior 1*Jp/, jako otwarty, jest mierzalny w sensie Le-

besgue*a. Nadto rozwaza on mierzalnos¢ powierzchniowsg
zbioréw w przestrzeni 3-wymiarowej, definiowang analo-

gicznie do mierzalnosci liniowej na podstawie funkcji:

e|Z| = lim IZEB))I oraz <T/Z/= lim Iz* (P)]

?7— o ? “0 27

Poniewaz zbiory Zp i Z*Ipl sg ro6zne, wytania sie za-

gadnienie réwnowaznosci podartych W definicji.

1/ Istnieja zbiory, dla ktérych m/z/ < m/zZ/, a wiec
niemierzalne liniowo wediug /M/. Zob. [10] str.184 oraz
(33] str. 202-212.



Wprowadzmy poza zbiorami Zp i 2 /p/ jeszcze zbiory:

Zp - zbidér punktow przestrzeni Rn, ktérych odleg-
tos¢ od zbioru Z jest mniejsza od J ,

ZIlp/ - zbidér punktéow réwny sumie mnogosciowej kul dom
knietych o promieniu P i $rodkach w punktach zbioru Z

Powyzej podane zagadnienie rownowaznosci /dla zbiorow
Zp i Z*/pH mozna ogo6lnie sformutowaé nastepujgco:

Czy obojetne jest, z ktérego ze zbioréw Zp , Zﬂr/p/, ZS_,
ZIp/ bedziemy wychodzili definiujgc miare liniowag lub po
wierzchniowg zbioru Z wedtug /M/? 1/.

81 niniejszej pracy poswiecony jest rozwigzaniu po-
wyzszego zagadnienia.

A 82 podaja pewne warunki dostateczne mierzalnos$ci li-
niowej zbiorow wedtug /M/.

Killing i Hovestadt /zob. [j]/ omawiajgc definicje
Dehna mierzalnosci liniowej i powierzchniowej zbiordéw,
pokiywajace sie z definicjami Minkowskiego tych poje¢,
podaja tez nastepujgaca ich modyfikacje:

I. Niech C oznacza krzywa ptaska majgca styczng w kaz-
dym punkcie. Przez kazdy punkt p tej krzywej popro-
wadzmy odcinek o diugosci 2R / p >0/, o Srodku

punkcie p, prostopadty do krzywej C w punkcie p

1/ Wystarczy tu ograniczy¢ sie do zbioru Z ograniczo-
nego, bowiem w przeciwnym przypadku miary Lebesgue*a
zbioréw Zp , Z*/p/, Zp , Zp/! sa, niezaleznie od o,row-
ne + oo/dla zbioru Zp wynika to z [ii] tw.3 str.76, dla
pozostatych mozna przekonac¢ sie o tym rozumowaniem ana-
logicznym/.

2/ Killing i Hovestadt odktadaja odcinki o dtugoscip
prostopadte do krzywej C, czy powierzchni P, po jednej
tylko ich stronie* w celu unikniecia kilopotliwych roz-
wazan zwigzanych ze strona krzywej czy powierzchni mo-
dyfikuje nieco te definicje.
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Oznaczmy przez Np/ sume mnogosciowg tych odcinkéw, gdy
punkt p zmienia sie po krzywej C. Jezeli zbidor Np/ jest
mierzalny /potowo np. w sensie Lebesgue”™al/ i jezeli ist-
nieje /skonczona lub nie/ granica | i m to krzywa
nazywamy mierzalng liniowo wedtug
1. Niech F oznacza powierzchnie majgcg w kazdym punk-

cie ptaszczyzne styczng. Podobnie jak poprzednio przez
kazdy punkt p tej powierzchni poprowadzmy odcinek o dtu-
gosci 2p , Srodku w punkcie p, prostopadty do powierzch-

ni F w punkcie p. Oznaczmy przez N /pj sume mnogosciowa

tych odcinkéw, gdy punkt p zmienia sie po powierzchni F.

Jezeli zbiér N /p/ jest mierzalhy /objetosciowo np. w
sensie Lebe3gue a/ i istnieje granica /skoriczona lub nie/
IIoirp0 p to powierzchnie F nazywamy mierzalng powierz-

chniowo wedtug /K-H/, a granice te jej miarg powierzch-
niowg w tym sensie.

W zwiagzku z definicjg | wprowadzam nastepujgce jej u-
og6lnienie: Niech Z oznacza ustalony zbiér w przestrzeni
Rn. W kazdym punkcie p przestrzeni Rn, w ktéorym kontin-
gens Bouliganda /zob. [4] str. 66/ zbioru Z zawiera przy-
najmniej jedng prostg P /tzn 0 do ktdérego nalezg dwa opo-
‘zycyjne promienie/, tworzymy n-1 wymiarowg hiperptasz-
czyzne N/p,P,Z/ prostopadtg do prostej ? w punkcie p.
Bierzemy pod uwage zbidér A/p,P,Z/ tych punktéw przestrze-
ni R”, ktére lezag na hiperptaszczyznie N/p,P,Z/ i kté6-
rych odlegto$é od punktu p jest nie wieksza od p/ [0
liczba dodatnia/ i oznaczamy przez Np/ sume mnogosciowa
tak utworzonych zbioréw A/p,P,Z/, gdy punkt p zmienia sie
w przestrzeni Rfi oraz prosta P nalezy do kontigensu Bou-
liganda zbioru Z w punkcie p.

Jezeli zbiér Np/ jest mierzalny objetosciowo np.
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w sensie Lebesgue'a i jezeli istnieje Ilim to
pn

n “
n-u
zbior Z nazywamy mierzalnym liniowo wedtug /K-H/, a war-

tos¢ tej granicy jego miarg liniowag wedtug /K-H/»

W 83 niniejszej pracy zajmuje sie ustaleniem w pew-
nych wypadkach réwnowaznosci mierzalnosci liniowej zbio-
row wedtug /Ne/ oraz wedtug /K-H/ i wnioskéw stad wyptywar
jacych»

84 poswiecony jest zbadaniu réwnowaznos$ci mierzalnos$-

ci powierzchniowej wedtug /M/ oraz wedtug /K-H/ zbioréw

la

Twierdzenisrk |

w p§zestrzeni tréjwymiarowej =

! *
Zbiory Zp , Zp , Zp! i Z e l/ sg mierzalne w sensie

Jordana i miary ich sa rowne*.
Dowaod

Udowodnimy najpierw, ze:
Zp =z*/plc zlplc zZp C lz*/" ™ . 11/

Uzasadnienia wymaga jedynie zawieranie ostatnie, bowiem
zwigzki poprzednie widoczne sg z definicji zbiorow Z% ,
z*Ilpl , ZI™i Zp.

Niech punkt peZp. Nalezy wykazaé¢, ze w kazdym oto-
czeniu punktu p o promieniu Z dodatnim istnieje choé
jeden rézny od p punkt zbioru Zp , a wiec punkt odlegty
od zbioru Z o mniej niz p . Do w mysl definicji od-
legtosci punktu od zbiorUj istnieje w zbiorze Z punkty

£
taki, ze: p q £p+ —» Niech r oznacza punkt na odcinku

1/ Zbiory te okres$lone zostaty we wstepie»

2/ Jedynie ostatnie zawieranie mozna zastgpi¢ row-
noscig»
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_ 2
p q odlegty od punktu p o — ¢ . Mamy wtedy:

£ 2

qr = gp - rp <p+-|-"£ =
stad: qgr 4 p - a stad odlegtos$¢ punktu r od zbioru Z
jest nie wieksza od f A, a wiec jest mniejsza od 9 *

co nalezato okazaé¢. Mierzalnos¢ w sensie Jordana zbioru
Z*/p/ udowodnitem w pracy [J4 . Stad mierzalny jest tez
zbior zZp , a wiec i zbior /Zy /' J/zob. [6]tw./4.5/ str.
201/ oraz |Zpl* |/Zp/*|. Ze zwiazku /1/ otrzymujemy
wniosek o mierzalnosci w sensie Jordana zbioll\’()w Zn i
Z/G/ i rownoéci miar Jordana zbioréw Zn , Zp , Z/p/

i z*/pl.

§ 2.

Fodamy teraz pewne warunki dostateczne mierzalnosci
liniowej zbioréw wedtug /M /.

Estermann /zob. co str. 110/ wprowadza nastepujace
pojecie zbioru ciggtego /kontinuierlich/:

- zbidr Z jest ciggty, gdy do niego nalezy wiecej niz
jeden punkt,oraz gdy do kazdych dwu punktéw do niego na-
lezagcych istnieje takie kontinuum, do ktdérego te punkty
nalezg i ktére zawiera sie w zbiorze Z. 0 zbiorach cigg-
tych dowodzi on, ze sa mierzalne liniowo wedtug /M/
/zob. [TV] tw.24 str. 110/.

Kazdy zbidér ciagty jest spéjny /zob. [X]tw, 6.3 str.
88/, ale nie odwrotnie, jak na to wskazuja przyktady na-
stepujgce:

1/ Wykres funkcji /zob. rys*l/:

f/Ix/ = sin ~ dla xe(0,1) i f/O/ = 0,
jest przykiadem zbioru spdjnego i ograniczonego, kto-

ry nie jest zbiorem ciggtym.
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Rys. 1

2/ Wykres funkcji /zob. rys.2/:

f/Ix/ =7 sin ~ dla x e (0,1),

z dotgczeniem do niego prostej x = 0, jest przykiadem

zbioru spéjnego i domknietego,

ciggtym.

ktéry nie jest zbiorem

» 85 -



Nazwijmy prawie spojnym kazdy taki zbior Z, ktérego
domkniecie Z jest zbiorem spéjnym»

Poniewaz domkniecie zbioru spdjnego jest tez zbiorem
spéjnym / zob. H tw, 602 str. 87/, kazdy zbior spojny
jest prawie spojny, ale oczywiscie nie odwrotnie,

Warunek dostateczny liniowej mierzalnosci weditug /M/
zbioru Z podany przez Estermanna /ciggto$¢ zbioru Z/ moz-
na uogo6lni¢ jak nastepuje:

Twierdzenie |11
Suma skonczonej ilosci zbiorow prawie spéjnych jest zbio
rem mierzalnym liniowo wedtug /M/.

Dowodd

Hiech s$g

zbiorami prawie spéjnymi., Poniewaz dla C> 0 zachodzi
Zy =2y / zob. (YJ tw.2 str.198/, mierzalnos$¢ liniowa

zbioru Z réwnowazna jest mierzalnosci liniowej zbioru Z,

Nadto Zy Zy, gdzie zy dla ve 1,2.. .2 Sg zbiorami

zamknietymi i spéjnymi. Dla uzasadnienia mierzalnosci li-
niowej zbioru Z wystarczy wiec pokazaé¢, ze suma skonczo-
nej ilosci zbioréw zamknietych i spdjnych jest zbiorem
mierzalnym liniowo wediug /M/. Dowdd powyzszego przepro-
wadzimy indukcyjnie ze wzgledu na ilos¢ sktadnikow w
sumie.
1. Wykazenty najpierw, ze zbidér zamkniety i spéjny Z jest
mierzalny liniowo.
Rozwazmy nastepujgce trzy przypadKi:

al zbidér Z skitada sie z jednego punktu, wtedy jest rnie-
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rzalny liniowo, bowiem m/Z/ = m/zZ/ =0,

b/ do zbioru Z nalezg przynajmniej dwa punkty, przy
czym jest on ograniczony. Poniewaz z zalozenia jest
spo6jny i domkniety, jest kontinuum, a wiec zbiorem
ciggtym, a stad na podstawie cytowanego powyzej
twierdzenia Sstermanna jest mierzalny liniowo,

c/ zbidr Z jest nieograniczony, wtedy m/Z/=m/Z/=+°°
/zob. 01] tw,,3 str. 76/, a wiec zbidr Z jest mie-
rzalny liniowo.

Zatozmy, ze kazdy zbidor, ktéry jest sumg .ic zbioréw

zamknietych i spdjnych jest mierzalny liniowo. Wyka-

zemy, ze kazdy zbiér, ktory jest sumg /1 + 1 zbiorow

zamknietych i spdjnych, jest mierzalny liniowo.
/bl+ 1

Niech Z = Zv, gdzie zbiory , Z2,..., Zu, Z™ +|
v=1

sg domkniete i spoédjne.

Rozrézniam przypadki:
al 1Z~+Z22+ ..e+Z".Za+i ~ O, wtedy wsrod liczb 1...jJ.

istniejeg taka liczba v dla ktorej Z O»

o v Bt ¢
Ale wtedy zbiér 2Zv + Z™1 jest zamkniety oraz
spojny /zob. H t$. 6.1 str.87/ i zbidor Z mozna
przedstawi¢ jako sume jul zbioréw spoéjnych i dom-
knietych, jest wiec w mys$l zatozenia indukcyjnego
mierzalny liniowo,

b/ /1ZzZ~+2Z22+ .. . +Zal.Z™+1 = 0. Wtedy zbidér Z jest sumg
zbiorow A = Z1+Z2+...+Z"™ i Z +1, Kktoére sg zamknie-
te i rozitgczne, nadto pierwszy z nich A jest mie-
rzalny liniowo w mysl zatozenia indukcyjnego,a dru-

gi Z w my$l pierwszego kroku indukcyjnego. Stad
r+'



w mys$l twierdzen 2 i 7 pracy Estermanna /zob. [1f)

str. 76 i 78/ zbiér Z jest mierzalny liniowo 1".

W ten sposéb dowdd twierdzenia Il zostat zakoriczony.
Warunek prawie spo6jnosci zbioru Z nie jest konieczny
dla mierzalnosci liniowej zbioru Z, stuszne jest bowiem

twierdzenie nastepujgce:

Twierdzenie 111
Jezeli zbidér Z jest sumg skonczonej ilosci zbiorow
Zv Iv * 1,2 ... ju/ mierzalnych liniowo wedtug /M/,z kté6-
rych kazde dwa majg odlegtos¢ dodatnig, to jest on mie-

rzalny liniowo wedtug /M/ i zachodzi:

m/z/ = miz~ + ... + wZjul

Dla dowodu wystarczy skorzysta¢ z twierdzen 2 i 7 pracy
Estermanna /zob. Cu] str. 76 i 78/ i zatozen mierzalnos-

ci liniowej zbiorow zZ~.

Uwagi:

1. Wtwierdzeniu Ill nie wystarczy zatozy¢, ze zbiory
Zv dla v = 1,2 ...~ sa rozitgczne. Niech bowiem z~ i zZ»
beda zbiorami rozigcznymi, o spéjnych domknieciach i ta-
kimi, ze z» * 72 oraz m/z®» ®O0 i m/iZM / + °0, Witedy
zbior Z * Z» + Z™ jest wprawdzie w mysl twierdzenia |1
mierzalny liniowo, ale m/z/ = m/zZ~ = m/Z™ + m/Z?/.

2. Twierdzenie 11l nie przenosi sie na przeliczalng
ilos¢ zbioréw, co wynika z podanego przez W.H.Young /zob.

N 1ub M str. 198-199/ przyktadu zbioru ograniczonego,

1/ Dwa zbiory zamkniete roztgczne i ograniczone maja
odlegtos¢ od siebie dodatnig, gdyby natomiast ktéry$s ze
zbioréw A lub Zz byt nieograniczony, to nieograniczony,

a wiec mierzalnyfiniowo, bytby zbidér Z.
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bedgcego sumag przeliczalasj ilosci rozigcznych i domknie-
tych tukéw okregdéw, ktérego miara liniowa wedtug /M /jest
wieksza od sumy miar liniowych /czyli diugosci. - zob.
nizej/ tworzacych go tukéw. Zobacz tez przykiad na str.
105-1009.

3. Moze jednak sie zdarzyé¢, ze zbidr bedacy sumg prze-
liczalnej ilos$ci zbiorow mierzalnych liniowo jest zbio-
rem mierzalnym liniowo /i to w sensie wezszym/ oraz jego
miara réwna sie sumie miar zbioréw skiadowych.

Wezmy bowiem pod uwage przykiad nastepujacy:

Niech zbidr Z bedzie sumg okregéw Kqg, , K kon-

centrycznych, o srodkach w punkcie p i o promieniach 1,
0 N

1/2, 1/2 ... z dotaczonym punktem pQ.

Do dowolnego C z przedziatu (0,1) dobierzmy tak licz-
be naturalng v, by:

77 V-1 /l/

Oznaczmy przez ZVv sume mnogosciowa okregow K, T«

K i potézmy:

Pokazemy niewprost, ze przy zatozeniu /1/ zbiory zZ1U "™ |/
oraz Z /0/, dajace w sumie zbior I/0J, nie maja punkt()wv
Wspéln\{/ch. Gdyby bowiem zbior Z’l‘/plz.Zy/p/ nie byt pusty,
istniatby punkt p, ktérego odlegtos¢ od okregoéw ,

oraz 2 bytaby nie wieksza od p . Wtedy odlegto$é tych

okregébw od siebie musiataby by¢ nie wieksza od 2 p,czyli



1 1
a wiec ji- 20 , astad—— 40 , co jest sprzecz-
e ZXJ v q 2/\.. * J p

ne z /1/.
Mamy wiec: Z/p/ = Zylp! + zjlpl/ oraz Zylpl/.Z2/p/ = 0.
Stad:

|zlp/l = |Z~p! + |Z*Ip/] . 121

Ale zbidér z~/p/ skitada sie /z uwagi nal/l/l z niezachodza-

cych na siebie pierscieni kotowych, wiec:

IzVp/|= [r1+p/2 -JTi1 -p /4 +

| f4*p/2%"1 - pl3--- Ifi"Ta $P2 -AT13 -pll

=Blp/1 -(p’\/- /131

2
Zbior Zy/p/ zawiera sie w kole o $srodku pQ i promieniu

p+p , awiec z uwagi na/l/ mamy:
2 1

I8 ~3rbir + paIT(~2 + T aM i

Stad z uwagi na /1/:

9
JT« ; jr<
. P v . 9 3r
: - < 1 V-1
Gdy p—- O, to r— »+ 00 , z powyzszego otrzymuj emy wiec :
Oo



Z uwagi na /2/ mamy:

izlplt 1zv. | 17|
rp " rp rp
czyli
im *ff - u, A
p—*0 p— O

Ostatnia granica z uwagi na /3/ réwna sie 4JT.
Zbior Z jest wiec mierzalny liniowo wedtug /M/ i jego

miara liniowa réwna sieg:

+ 00 + 00
m/Z/ 4 4 = 2 JT

v|] 0 4 v=0

-1V

Znane jest twierdzenie nastepujace:
Jezeli przez C oznaczymy tuk prosty w przestrzeni
Rn, to zbiér C jest mierzalny liniowo wedtug /M/
oraz m/C/ = NnN/C/, gdy tuk C jest prostowalny, a
N/C/ oznacza jego ditugos¢ i m/C/ = + cO, gdy *tuk
C nie jest prostowalny»

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzony jest w pracy Ester-

manna /zobo Di] str, 93-94/ oraz w pracy Fararda /zob.

[12] str. 69 74/0 W dalszym ciggu podam pewne uogoélnie-

nie tego twierdzeniao

Z rozumowania przedstawionego przez Favarda /zobe bl

str. 69/ wynika twierdzenie nastepujace:

Jezeli: 1/ F~ i F~ sg zbiorami zamknietymi i mie-
rzalnymi liniowo,
21w m [VIWe] = -
to zbior 3est mierzalny liniowo oraz jego

miara liniowa rdéwna sie sumie miar liniowych zbio-
row F1 i F2



Stad wynika nastepujacy wniosek:
Jezeli P jest dowolnym zbiorem zamknietym mierzalnym 1li -
niowo, a C tukiem prostym, prostowalnym, majacym ze zbio-
rem P co najwyzej dwa punkty wspoélne, to zbidér P+C jest
mierzalny liniowo, oraz jego adara liniowa rdéwna sie su-
mie miary Iiniow(?j zbioru P i dtugosci tuku C.

Dowaod

I* Gdy P.CaO, to twierdzenie wynika z twierdzen |1l oraz

Illc Niech PcC skitada sie z jednego tylko punktu pgB C-
znaczmy przez r=r/I'/, dla Tlefo(.,]3], réwnanie pararne-
tryczno-wektorowe tuku C, W mys$l twierdzenia |Tj
zbiér C jest mierzalny liniowo i m/C/ = N1 /C/, gdzie
X /C/ oznacza diugos¢ tuku C. Poniewaz pole r/r/
jest ciggte, zbidr C jest zamknietyo
Niech punktowi pQe G odpowiada parametr Toel« $ -
Oznaczmy przez O0(F)=|r/T/ - r/T™c Punkcja ta jest
ciggta w przedziale O -ri -

Niech £ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Utwdrzmy
zbiér C./FcCl/g , jest to zbidor tych punktow tuku C,
ktéorych odlegtos¢ od punktu pQ jest nie wieksza od £,
tzn. zbidér takich punktow p/I'/ krzywej G, dla ktdérych
0/T/<£. Niech zZz = /T/(p/T/< £j . Zbiér ten posiada
kresy dolny i gorny, ktére oznaczmy przez TI*(£) oraz
\z (£).

Z uwagi na ciggtos¢ d/I'/ kresy te nalezg do zbioru
Z. Pokazemy, ze gdy £—- 0, to TL(E)-*I0 oraz TZ(£)-*TO
Przypusémy bowiem, ze dla pewnego ciggu £v—*0 ciag
np. VL(EY) -/ - TO e Z ciggu tego datby sie wtedy wy-
braé¢ ciag (Eliy) *» TIdTO . Mamy p\jt(E/Ny)] <Eny ,
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a stad,wobec ciggtos$ci funkcji Q/F/ , otrzymujemy:
d/ro/ = O» Ale wobec wzajemnie jednoznacznego odwzoro-
wania liczb przedziatu [«>/»] na punkty tuku prostego C
many stad tO-TO , co daje sprzeczno$é.

Niech CE£ oznacza tuk o réwnaniu r * r/Ir/ dla N(e)M o
Kamy C . /E.C/*c CE£ , a stad mjc./F.C~] « m/CE/ /zob.
[11] tw.1 str. 76/o0 Ale w mys$l twierdzenia |T™]: m/Cg/
rowna sie ditugosci tuku CE£ , ktdrg oznaczamy Ag . Z we-
gi na ciggtos¢ dtugosci tuku krzywej ciggtej i prostowal-
nej /zob. £ tw. 2 str. 62/ Ag - » 0 przy £ — -0, bo-
wiem wtedy t1(£)— -0 oraz T2 (£)—»T0 . Stad wobec nie-
rownosci: 0 « mje./F.C/)J «Ag , wnioskujemy, ze

limm je./P«C/g] = 0, co wobec twierdzenia | J dowodzi
prawdziwosci naszego wniosku.

I1l. Analogicznie mozna uzasadni¢ prawdziwos$é¢ wniosku,

gdy zbidér FoC sktada sie z dwu punktéw.

Uwaga

eYidoczne jest, ze wniosek pozostanie w mocy przy za-
tozeniu, ze zbidér P.C skiada sie ze skonczonej ilosci
punktow.

Na podstawie powyzszego wniosku udowodninjy nastepuja-
ce twierdzenie:

Twierdzenie IV
Jezeli krzywg C /tzn. ciggty obraz odcinka/ mozna rozto-
zy¢ na sume skonczonej ilosci tukéw prostych
takich, ze zbiér /C~+0”+.*.+Cy/ . dla v=1,2... /*-1
jest ztozony z co najwyzej dwu punktéw, to miara liniowa
mC/ krzywej C réwna sie J1 /C/, gdzie A /C/ jest dtu-
gosécig krzywej C, gdy ta jest prostowalna lub A/C/=+dD

w przeciwnym przypadku.



Ilo

Dowod
Zatézmy, ze krzywa C nie jest prostowalna. Wtedy

przynajmniej jeden z tukéw C ~ C ~ ..~ , przypusémy

C , nie jest prostowalny. Jest C C C, a stad
o] o]
m/Cv / ~ m/C/, ale T/ICy | = + «? J[zob.tw. /T~ ]/, a
o] vo

wiec i T/C/ ™ + 00

Niech krzywa C bedzie prostowalna. Wtedy wszystkie
tuki C1...C~ sa prostowalne i jezeli przez A [/ Cy/
oznac¢ zymy dtugos¢ tuku Cy, many 1 /C/= N/C ~/+.. +1/CN
/zob. I/I tw. 1 str. 62/. Przypus¢émy dla dowodu nie

wprost, ze m/C/ N /C/. Niech vg oznacza najmniejsza

z liczb 1 ... /,u, dla ktorej:

m/C~r+.e»+Cy [/ p\ /C~/+...+ nJ/Cc | . 111/
o Vo

Poniewaz Tt/Cn = N1 /C»]/ /na podstawie twierdzenia

/T-1* jest tukiem prostym/, many vg > 1. Nadto z

okreslenia vg mamy:

m/C1+...+CV _1,/ = A/Cl/+- .t A/CV _1/4
o] o]
Oznaczmy przez P = C/~+...+C/ . Zbiory F i Cy sa
Vo
oba zamkniete, mierzalne liniowo i majg co najwyzej
dwa punkty wspélne. Z wniosku ze str. 92 otrzymu-
jemy stad:

m/C,+...+C ,+C /[=m/F+C | = T/F/ + m/C | =
1 v -1 v0 v0 v0

= alcM+.«.+ a [cN =M alcN | N
(o] (0]

bo C jest tukiem prostym, co jest sprzeczne z /1/.
o]
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Twierdzenie V
Jezeli 1/ réwnanie parametryczno-wektorowe krzywej C ma
posta¢ r = r/27, gdzie f e [ot, B] , przy czym
w przedziale To”/3M istniej e — oraz
df * °»

2/ krzywa C posiada tylko skonczong ilo$¢ punktéw
wielokrotnych, tzn. takich, ktérym odpowiada
wiecej niz jedna wartos¢ patametru I z prze-
dziatu C«,n,

to: m/C/ = nN/C/, gdzie A /C/ ma znaczenie takie jak w

twierdzeniu IV »
Dowod tego twierdzenia poprzedzimy nastepujgcym lema-

tem:

al Przy zatozeniu, ze pole r = r/I'/ dla e Co"/SD jest
ciagte, zbidér Zr = [M/(T«e8<-p}|r/T/-I'T*=0) okresSlony dla
Toe J jest zamkniety,

b/ Jezeli istnieje d*r ~dla e 0*,/O oraz | ¢ O,
zbior ZN dla kazdego TOC (6¢c,pj jest skonczony.

Dowod

a/ Niech tVeZ bo i o Wtedy refotjjS] oraz
r'ry/-— - r/r/, czyli, poniewaz |r/?y/-r/To/] * 0, ma-
my |r/l/ - r/fTo/] = 0, awiec e Z”~, co nalezato o-
kazadg,

b/ Przypusémy, ze zbidr Zy jest nieskonczony. Jako o-

graniczony, musi posiada¢ cho¢ jeden punkt skupienia

r*~, w mysl a/ nalezacy do ZrO . Istnieje wiec taki
ciag ry € ZTo , ktéry jest zbiezny do I i dla
ktorego I G V* dla v = 1,2,3...

Poniewaz T*e Z¢ , oraz oczywiscie IlBe . mamy
\cfr*t - r/T / | = 0, czyli r/ C,/* r/C*/» Nadto stad,
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ze Tne ZTo mamy (r/zj - rirQ J= 0O, czyli vIXj-rit].
r/T/-r/T7*/ A-r/T*/

Stad ——-— — =C i gdy t n V* otrzymujemy -d':*r*-=0,
co jest sprzeczne z zatozeniem.

Dowdd twierdzenia V
* mys$l twierdzenia 3V wystarczy pokazaé, ze krzywa C
mozna roztozy¢ na takag skonczong ilos¢ tukéw prostych
wl eee "/i » 2ze zbibr /CJ+ + CV/.CV+1 dla v*1,2,,,
/i-1 sktada sie co najwyzej z dwu punktow

Niech p* ... Ph beda punktami wielokrotnymi Kkrzywej
C, a F.l o jakimikolwiek odpowiadajgcymi im parame-
trami. Wmysl lematu zbiory Zr f ... Z sa skonczo-
ne, a wiec i zbidor Z = + ...+ ZN jest skonczony.
Oznaczmy jego elementy, uporzagdkowane rosngco, przez

v ny oxg I'T. Wezly sieci:

ANln - +T < N
a<l.< 5 ~p " < e

oznaczmy przez [ N JU«
Niech GV dla v = 1.2 SN bedzie zbiéran o réwna-

niu parametryczno-wektorowym r=r/I/ dla Te n, ,

Oczywiscie C = M Cv. Rozktad przedziatu na prze-
v=1

dziaty K-1- rv] jest taki, ze z kazdego z tych prze-

dziatéw tylko jeden punkt /kraniec/ nalezy do zbioru Z.

Stad:

1/ zbiory Cv sg tukami prostymi.

Udowodnimy nie wprost, ze:

2/ zbior /C.l+.,,+CV/.CV+1 dla v = 1,2... ,jil-1 sktada sies\(
co najwyzej z dwu punktéw.

Przypus¢my, ze dla pewnego v zbidér /C~+...+C™ /.C +1
o Vo+ *
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sktada sie z trzech punktow, ktéorym w przedziale
odpowiadajg parametry Pt $H2<4d3° biamy st3d

p2 g ry oraz pr f Iy « Wedy do istnieje w prze-
o o
dziale c«*.u: taki parametr p2 f p2, ze r/p2/=r/p2/

a wiec p2 € Z. Podobnie p» ~ p2 nalezy do Z, co
sprzeczne jest z tym, ze w przedziale [ rkK*rkoti] jest
tylko jeden punkt zbioru Z.

Dowdd twierdzenia V mozna wiec uwaza¢ za zakonczony.

§ 3»

Przejdziemy teraz do ustalenia pewnych zaleznosci mie-
dzy mierzalnoscia liniowg zbioréw wediug /M/, a ich mie-
rzalnoscia liniowag wedtug /K-H/.

Definicja

Méwimy, ze odlegtosé¢ punktu pQ od zbioru Z realizuje
sie w pewnym punkcie p , nalezacym do domkniecia Z zbio-
ru Z, jezeli odlegto$¢ punktu pQ od zbioru Z réwna sie
odlegtosci punktu pQ od punktu p~.

Udowodnimy lemat /L /:

Jezeli odlegtos¢ punktu pQ od zbioru Z realizuje sie
w pewnym punkcie p* f PQ* przy czym kcntingens Bouligan-
da zbioru Z w punkcie p* zawiera pewng prostg P, to pros
ta ? jest prostopadta do prostej PQP1le

Dowdéd nie wprost.

Oznaczmy przez K kule o $srodku w punkcie pQ i promie-
niu p= pQpl9 Jezeli prosta P nie jest prostopadta do
prostej PejP™ to przecina powitoke kuli K w jakim$ punk-
cie p2  pl. WeZmy pod uwage poéiprosta p~p~o Nalezy ona
do kontingensu Bouliganda zbioru Z w punkcie pl. Istnie-

je wiec w zbiorze Z taki cigg punktow p~ @ p~,dla kto-
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rych , oras poOtproste p~p~zdazajg do poOiprostej
p~ 2 Niech By oznacza miare kata miedzy potprostymi
P1Pv oraz plp2. Mamy ©y --—---- »0. Wybierzmy uktad odniesie-
nia tak, by punkt p» miat wspo6trzedne /0,0...0/, punkt
P2 wspo6trzedne /1,0,...,0/, a punkt pQ wspodtrzedne

/m~ | YN2- *0 ... 0/ /zob. rys.3/ i oznaczmy wspbitrzed-

ne punktu pv W tak dobranym uktadzie przez (cCl,&2 >

Poniewaz
cos 0 =
\%
mamy przy v— »+ 00 ; K
ot,
1.
Poniewaz

TT?
sin OV \Y' ,
Vv VCr«;/ =
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many stad przy v — + 00

m0, a nie¢ L «/ 0.
/\

Poniewaz w punkcie p* realizuje sie odlegto$¢ punktu pQ
od zbioru Z, mamy dla kazdego punktu p nalezgcego do
zbioru Z: ppo ¥ P~gq =p , a stad z uwagi na to, ze

pve Z, mamy, p™pQ > p , czyli:

« -l SV 22-1 ) 24 (€f8)2<s e o +(<*nf* P*dla v 123...,

czyli: I\(;/Il(ct’\f et!l-2 VA~T «<F1 >0y

skad po wydzieleniu przez » bo pv * po.

otrzymamy :
oy «lJ
F ~rypr< - 2 >0.
Przechodzac tu do granicy, gdy v—-+ 00 , otrzymujemy

- 1> 0, skad sprzecznos¢. Lemat zostat wiec udowodniony

Whniosek

Jezeli Z jest zbiorem zamknietym i do kontingensu
Bouliganda tego zbioru W kazdym jego punkcie nalezy przy
najmniej jedna prosta, to dla kazdego p > 0 mamy Zp =
= Np/ /zbiory Zp i N/p/ zostaty okreslone we wstepie/.

Stad wynika rownowaznos$¢ jego mierzalnosci liniowej
wedtug /M/ i wedtug /K-H/.

Zbiorem Z moze by¢ w szczegd6lnos$ci krzywa zamknieta,
majgca w kazdym punkcie stycznag.

Twierdzenie VI

Jezeli zbidér Z speinia warunki nastepujace:

a/l jest zamkniety,
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b/

c/

d/

to :

el

f/

jest mierzalny liniowo wedtug /M/,

zbi6ér U tych punktéw zbioru Z, w ktérych kontingens
Bouliganda zbioru Z nie zawiera prostej, jest miary
liniowej /M/ zero,

zbidor li/y/ dla dostatecznie matych p > 0 jest mierzal-

ny objetosciowo np. w sensie Lebesgue’a,

zbidr Z jest mierzalny liniowo wedtug /K-H/ i
obie miary liniowe wedtug /M/ i /K-H/ zbioru 2z sg”
sobie réwneo

Dowdd tego twierdzenia poprzedzimy dowodem lematu;

Dla kazdego p > 0O mamy: Zp - Up C KjpJ ¢ Zp.

Uwaga: przez Up oznaczamy zbidér tych punktéw przestrze-

ni

p

Rn, ktérych odlegtos¢ od zbioru U jest nie wieksza od
/zob. Wstepl/.

Dowdd

Drugie zawieranie jest widoczne.

Niech pe Zp -Up . Odlegtosé¢ punktu p od zbioru Z jest

nie wieksza od p i realizuje sie w pewnym punkcie ge Z

Punkt g nie nalezy do zbioru U, w przeciwnym bowiem wy-

padku p nalezatby do zbioru Up , co jest niemozliwe.Kon- -

tingens Bouliganda zbioru Z w punkcie q zawiera wiec na

podstawie okre$lenia zbioru U pewna prosta P. Hmysl le-

matu /L/ na str. 97 prosta pq jest prostopadta do pros-

tej P, oraz pg « p , a wiec pe Np/, co nalezato oka-

ZaCe

Dowdd twierdzenia VI

Mamy Up C Zp , wiec Zp = /Zp - Up/ + Up , a stad
IZpl=1Zp - Upl + |Wl, czyli |Zp - Upl =|Zp|] - |Up Il . Na
podstawie lematu: |Zp - Up|] <|N/p/] *s] Zp], a stad i z
powyzszego:
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Y R— Jp— LI * IN/p/T A~ 1z 21 Jx,
ViPn-1 *N-1en-1 Vi?ni *N-1?7n_1

Poniewaz z zatozenia miara liniowa wedtug /M/ zbioru U

robwna sie zeru, wiec """ M 4 0, gdy p 0,
rpp "
przechodzac wiec w nieréwnosciach /*/ do granicy, gdy
p-——0 otrzymujemy teze twierdzenia.
Uwaga
W przypadku, gdy lim * NG n—q - + 00 , teze twier-
P O *n-1pP

dzenia otrzymujemy na podstawie twierdzenia o dwu funk-
cjach dla granic niewtasciwych, z lewej nieréwnosci /* /e
Wprzypadku tym wystarczytoby zamiast zatozenia c/ za-
tozy¢, ze m/U/ < + o0 .

W zwigzku z zatozeniem c/ twierdzenia VI udowodnimy

twierdzenie :

S.YI1

Kiech C oznacza krzywg Jordana /zamknietg lub nie/,
prostowalng. Jezeli zbiér U tych punktow krzywej C, w
ktéorych kontingens Bouliganda nie zawiera prostej, jest

zamkniety, to zbiér U jest miary liniowej /M/ zero.

S2EOd
V dowodzie skorzystamy z nastepujacego twierdzenia

Grossa /zob. [V] tw.IX str. 180 oraz [jo] str. 11-12/:
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Niech zbiér zamkniety A lezy na prostcwalnej krzy-
wej Jcrdana C. Wprowadzmy na tej krzywej jako para-
metr ditugos¢ tuku C liczong od pewnego punktu

Ay pOG C i przez B oznaczmy zbidér tych wartos$ci para-
metru (', ktére odpowiadajg punktom zbioru A. Wte-
dy miara liniowa wedtug /M/ zbioru A réwna jest
mierze Lebesgue”™a zbioru B /zbiér B musi by¢ zam-
kniety,co wynika z zamknietosci zbioru A i ciggtos-
ci krzywej C/.

Niech krzywa C ma réwnanie r=r/r/, gdzie Te Po-
niewaz krzywa ta jest prostowalna mozna jako parametr na
niej przyja¢ ditugos¢ tuku /zob. [p] tw.3 str.62/ liczong
od punktu pQ, ktory jest korncem wektora r/oc/. Niech wte-
dy jej roéwnanie bedzie postaci v=V/(T/, gdzie a przy
czym A oznacza diugos¢ krzywej C. Wspotrzedne wektora
v/<y/ sg funkcjami O o ograniczonym wahaniu w przedziale
[O, A]l, a stad w mys$l znanego twierdzenia Lebesgue'a

/zob, (=3j tw.2 str.70/ w prawie kazdym punkcie przedzia-

tu (O.alJ istnieje oraz w prawie kazdym punkcie tego
przedziatu | = 1>0 /zob. [3] tw.8 str.83/e0znaczmy
przez

1/ Z zbiér tych wartoséci parametru G , ktore odpowiada-
ja punktom zbioru Uc C,

2/ Zl zbiér tych wartosci parametru CIr, dla ktérych nie

. o 1(jy/g-/ =
istnieje do lub ar P1,
3/ zbidér punktéw krzywej C odpowiadajgacych wartosciom

parametru <7 ze zbioru Zl*

Z uwag poprzednich wynika, ze miara Lebesgue a zbioru
Z™ rowna jest zeru. Dla parametru e [o,?T] Z , ist-
nieje ® O, a wiec w punkcie p na krzywej C, kto-
remu odpowiada parametr G f kontingens Bouliganda skta-

da sie z dwu opozycyjnych promieni, zawiera wiec prostg.
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Stad U C , a wiec Z C Z”, a wobec tego miara Lebesgue”a
zbioru Z réwna sie tez zeru. Ale miara liniowa /M/ zbio-
ru U rébwna sie mierze Lebesgue™a zbioru Z /zob./1//, skad

otrzymujemy teze twierdzenia.

Uwaga
Okreslony poprzednio /zob. tw.VI/ zbiér U nie musi by¢

zamkniety jak na to wskazuje przykiad nastepujacy:

Rys. 4
Niech C bedzie wykresem funkcji okreslonej w nastepuja-

cy sposOb /zob. rys.4/:
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1/ f/ior1 - o,

Z/tbf) /1/ @ﬂa v = 1,2,3,...:

3/ w przedziatach dla v = 1,2,3,

funkcja f/x/ Jest I|n|owa,
4/ fIx/ = fl-x/ dla xe[- 1,6].

Krzywa C jest prostowalna w przedziale [-1, i]* co wyni-

ka ze zbieznosci szeregui

£ Y (@r=1- [HT '~ ) 2 (Dv-(rO)ry

ktéra widoczna jest na podstawie nieréwnosci:

V(G-A rf*fevyd 2 A Y o~ (o~ i-2mHm™

Funkcja f/x/ jest ciggta w przedziale 1,1] oraz jak
tatwo zauwazyé, wykres jej posiada w kazdym punkcie prze-
dziatu [ -1 1 styczna, z wyjatkiem punktéw o odcietych

£ . 11 /£=+ 1, v=1,2,3,.../, w ktérych kontingens
v
Bouliganda zbioru C nie zawiera prostej.

Zbiér U sktada sie wiec z punktéw o odcietych £. *3 .

Punkt o wspo6irzednych /0,0/ jest punktem skupienia zbioru
U. bowiem £ = 07 oraz f (E. D4 7)) = f (SiinF

= /-1/Vv”"1 | n 0. Punkt ten nie nalezy jednak do
/ 2

zbioru U, bowiem mamy - x « f/x/ « x , a wiec istnieje
f'/0/ = 0.

Zbidor U nie jest zamkniety. Zbidr U jest jednak miary
liniowej /M/ zero. Domkniecie U tego zbioru jest zbiorem

przeliczalnym, oczywiscie zamknietym, lezacym na krzywej
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Jordana C prostowalnej, wiec jego miara liniowa /K/ roéw-
tYa jest zeru /zob. /1I/ w dowodzie twierdzenia VI1I/,a stad
i miara liniowa zbioru UC U jest rowna seru. Z przykta-
du tego wynika wiec, ze zamknieto$se zbioru U nie jest
konieczna do tego,by byt on miary liniowej /V/ zero,

T'wierdzenie VI mozna cze$ciowo odwrocic:

Twierdzenie V111

Przy zatozeniach a/, c/ i e/ mamy teze b/ i f/ J/zobo
tw.VI/.

Dowaod

Na podstawie lematu do twierdzenia VI mamy:
Np/ CZj) C Np/ + W
Stad:

m/e/l . c Upl 4 l«/pli tupi
V iP E-1 n-1"~

a wiec gdy P— »O otrzymujemy teze twierdzenia.

Uwaga

Zatozenie c/ jest w tym twierdzeniu istotne, jak na to
wskazuje przykitad nastepujacy:
Klech zbiér Z bedzie suma zbiorow:

Z1l: ztozonego z punktow P~ o0 wspoOirzednych
js.( i - g d z i e ~NL-0,1,2.../2V-1/ oraz

v=1,2,3...

Z~: odcinka x=2iye[O0,f] /zob. rys.5/.
Widoczne jest, ze zbidr Z jest zamkniety.

Poniewaz kazdy punkt zbioru Zjest punktem izolowa-
nym zbioru Z, kontingens Bouliganda zbioru Z jedynie w

punktach zbioru Z» nie jest pusty, przy czym w punktach



wewnetrznych odcinka 2, zawiera na pewno prosta x = 2.

Rys. 5
Stad dla dowolnego P > 0:
2p « [N/p/| < 2p + fp 2,

awiec 1 < < 1+JT% , czyli

lira NNffiA, 1,
f— O rP

zbior Z ma wiec miare liniowg wedtug /K-H/ rowng 1.
Niech = ~xI'T ' £dzie A jest dowolng liczbg natu-
ralnag.

Oznaczmy przez Z_ zbidr tych punktéw zbioru , dla
ktéorych v < X.

/1/ Kazdy punkt zbioru Z* jest od zbioru Z, oddalony o]

wiecej niz 2pn = —jj- .
2
Kamy bowiem dla v < X : v - 1 < J1 , czyli
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1 S 1
2V-1 22\ »

22 -1>7-

/2] Dwa rb6zne punkty zbioru Z sg od siebie oddalone o
i 3

a stad

wiecej niz 27 )
i » a o
Niech bowiem P» £ z~ i P~ e Z~, gdzie [N - [~ 4+

/Ivr v2/2 > 0.

Odlegtos¢ tych punktéw wyraza sie wzorem:

al/ Przypus$émy, ze N v2 i np. < V.

Wtedy:

Ale v2 « N1 , czyli v2 - 1 <CA, a stad

a poniewaz >0, wiec v2 “ v] > 1» czyli
2 2 W > 2, czyli 2™l - 1> 1, Z powyzszych

[

nierownosci otrzymujemy <<$> —
2*

b/ Przypusémy, ze v~Vg, wtedy /O3 ~ JA2, a wiec

[~2- [*1 1 * 1%

- 10?7 -



Wtedy

B- | A

- [*2]* ale V1 < ~ » czyli
2<-1

2N < 2* | a wiec 27~-1 < 2* | a stad

Z nieréwnosci tych i w tym przypadku otrzymujemy

wniosek 6> A -.

2N
/3] W zbiorze Z3 mamy 2 + 22 + + 20 = 2/20*1 - 1/
punktow.
Z uwagi

na to,ze zbidor Z9 jest odcinkiem o diugosci 1
mamy:

I'Ve = 2x + iffp»)2

Z uwagi na £2/ i 13/: |/z3lpx | =2 g*L :I/s*r(ﬂgi%

Z uwagi na /1/ zbiory /Z»/p

oraz /Z |/
3 TA -

sg roz~

P*
taczne, a nadto

Zn o IZgln, 1 2,0
stad
IZPa I W fV | +1V a | =22n0F/37 11x2~0ma/

czyli

EpiL ja/&¢-1f .0 +i.fa »

2Pa N
IJT/IPRL (1 ST 1
2a + 1 2 * 2A41
Poniewaz przy /J1— »+ BO, PX =~~~ — O, oraz
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; XK
IlIT"YI) 5 JT+ 1,

zbiér Z nie moze mieé miary liniowej /M/ réwnej 1.

N1 zwigzku z zatozeniem d/ twierdzenia VI udowodnimy
nastepuja-ca:

Twierdzenie IX

Niech C oznacza krzywag o rdownaniu parametryczno-wektc—
rowm r = r/[/, gdzie Te Zatézmy, ze w kazdym
punkcie przedziatu [/*,/3] istnieje oraz | [i oe
Niech nadto r/oC/ [ r/~3/.
Wtedy dla dostatecznie matych p > O zbior K/p/ jest mie-
rzalny objetosciowo w sensie Jordana.

Uzasadnimy najpierw dwa nastepujgce lematy:
Lemat |

Jezeli przy zatlozeniach twierdzenia IX o krzywej C,
odlegtos¢ punktu p od krzywej C, odlegtego od niej ¢ nie-
wiecej niz P , realizuje sie w pewnym jej punkcie wew-
netrznym q /tzn,, takim, ktéremu odpowiada parametr
Te(<",p)/,10 pe Kl/plo

Dow 6d

Z uwagi na to, ze punkt g jest punktem wewnetrznym
krzywej C, w mysl zatozen o niej uczynionyc¢h, kontingens
Bouliganda zbioru C w punkcie q zawiera cho¢ jedng stycz-
ng do krzywej C w punkcie . Zgodnie wiec z lematem /L/
str. 97 odcinek pq jest:
1/ prostopadty do stycznej do krzywej C w punkcie q,
2/ nadto jest on o ditugosci nie wiekszej od p

Z+t/ i 2 wynika, ze pe Wp/, co nalezato wykazad.



Lemat 11
Jezeli:
1/ prosta P Jest prostopadta do n-1 wymiarowej hiper-
ptaszczyzny N, ich punkt przeciecia oznaczam przez pQ
2/ punkt po Jest punktem wewnetrznym krzywej C /odpowia-
dajgcy mu parametr I e (ot,/3)/, o ktérej czynie zato-
zenia takie Jak w twierdzeniu IX,
3/ istniejg punkty g i g2 takie, ze:
a.- lezg po roznych stronach hiperptaszczyzny N,
be- Zzaden z punktéw krzywej C o parametrze T<tO nie
lezy wewnatrz kul: o0 $rodku w punkcie g™ i pro
mieniu pogi dla i = 1,2,

to prosta P nie moze by¢ styczng do krzywej C w punkcie

\

Dowdd
Przyjmijmy uktad odniesienia | , XN ... xa| tak, by:
a/ hiperptaszczyzna K miata réwnanie x1 = 0,
b/ prosta P miata réwnanie /x"/2 + ... 1+ /x,lJ,/2 =0
/zob. rys.6/.
Punkt po ma wtedy wspo6irzedne /0,0,...,0/. Oznaczmy
przez r. wektor wodzacy punktu q. dla i = 1,2, a przez
/etl\,«--»,cti\ wspotrzedne punktu qgi /i = 1,2/.

Niech réwnanie krzywej C w tym uktadzie bedzie posta-
ci v = v/ilr/, gdzie Tc [oc"3j » Punktowi pQe C niech na-
dal odpowiada parametr T0e(<*/3) . Wezmy pod uwage funk-

cje:

/17 = (viT] - rj2
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Rye. 6

W mysl zatozenia 3/ b. mamy dla T<TO

o+HN T /rH = oHro

Stad dla < T

« O,
r r
a wiec:
A o /T/\
~ar Ir-re< O [/
Ale
LV - 2(vir] - ori) e . 12/

Przypusémy, ze prosta P jest styczna do krzywej C w
punkcie pQ, wtedy wektor m N E O ma wspotrzedne
/| A> 0, 0/, gdzie NoN0.
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Stad w mysl /2/:

do./r/\
dT /T*f0= 2 « /'~°V *A »

a wiec w mysl / 1/ : Il XsO, czyli «1 n » C, oraz
2 12 2 1.2
o¢,o1 >0, czyli othr«dC ¢« X >0, skad @C1» T~ » 0, co

jest sprzeczne z zatozeniem 3/ a., bowiem punkty i
lezg po réznych stronach hiperptaszczyzny N, a wiec
t . oc™ < Oe W ten sposéb lemat Il zostat udowodniony.

Dowéd twierdzenia IX

Niech pl oznacza koniec wektora r/o</, a p0 koniec
wektora r/p/. Odlegtos¢ punktu p» od punktu oznaczmy
przez 4Po. W mysl zatozenia po > 0. Ograniczmy wartos-
ci p do mniejszych od p~. Niech bedzie dowolng
liczbg z przedziatu (o(,p), a pQ odpowiadajacym jej punk-
tem na krzywej C. Oznaczmy przez Kg kule o promieniu p
i Srodku w punkcie pQ. Hiperptaszczyzna N~ normalna
do krzywej 0 w punkcie po dzieli te kule na dwie /dom-
kniete/ potéwki.

Twierdze, ze przynajmniej jedna z nich, i te oznaczam
przez ?X0* zawiera sie w zbiorze N/p/. [*/

Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy w kazdej z tych po-

téwek istniejg odpowiednio punkty g* i g”, nie nalezace

do N/p/, a wiec i nie lezgce na . Wezmy pod uwage ku-
le i K, o $Srodkach w tych punktach i promieniach pQq*
oraz P~52* Foniewaz POYl «P oraz p™q2 ~p , a kule te
maja wspoélny punkt pQ, Srednica zbioru K1 + jest nie-
wieksza od 4p , a wiec mniejsza od 4 p0 . Stad oba punk-
ty p* i p2 nie moga jednoczes$Snie naleze¢ do + K,.Przy-
pusémy, ze do zbioru nie nalezy punkt pl /gdyby
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punjct p2 nie nalezat do zbioru K + K2 dowdd przebiegatby

analogicznie/ i oznaczmy przez czes¢ krzywej C od-
powiadajaca parametrom Te (&, Ta”r » Mamy M /= a , bo-
wiem T0 e (cc, p)

We wnetrzach kul i K2 nie ma punktéw zbioru $@)
Gdyby bowiem do wnetrza np. kuli K nalezat punkt

C C,,T , to odlegtos¢ punktu od krzywej CJs1° byta-
by nie wieksza od g~g”,co jest mniejsze od plLl, a to nie
przekracza p , i bytaby realizowana w pewnym punkcie we-
wnetrznym/krzywej Cn°® , a wiec punkt qI w mysl lematu

| nalezatby do zbioru #/p/, co daje sprzeczno$¢.

Zachodzi ‘wiec -7 (*) , ale wtedy krzywa C zgodnie z le-
matem |l /uktad 4odnies'ilenia mlozna dobrac¢ "tak, jak w do-
wodzie lematu 11/f nie moze mie¢ w punkcie p” stycznej
prostopadtej do hiperptaszczyzny Ny0 , co sprzeczne jest
z okresleniem NTlo . Uzasadnilismy wiec (*) .

Pokazemy teraz, ze: N/p/ = Pr WWW

2
et<10</3
Z uwagi na (*) mamy Pr C Np/, a wiec

E Plo N/p/.
oc<ro/3 °

Niech peN/p/. Z uwagi na okresSlenie zbioru N/p/ ist-
nieje taki parametr Te (<Xxp) , dla ktorego p £ Njo ,
a wiec p€ Pf m. Stad:

N/p/ ¢ E
ot<To< /3

Zbiory Pk, sa wypukie i w kazdym z nich zawiera sie
kula o promieniu fz , stad zbiér N/p/, jako ich suma,
jest mierzalny w sensie Jordana /zob. Jj-TJ tw.lIl strona
442/, co nalezato wykazacd.

Z twierdzen IX, VI oraz V otrzymujemy wniosek naste-
pujacy:
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Jezeli:

1/ krzywa C nma rOéwnanie parametryczno-wektorowe r = r/r/
dla oraz r/ot/ ™ rl/9/,
2/ dla kazdego Trle{cc,/3] istnieje d'o *

3/ krzywa G posiada tylko skonczong ilo$¢ punktow wielo-
krotnych,

to zbidér C jest mierzalny liniowo weditug /K-H/ oraz jego

miara liniowa w tym sensie réwna sie J1 /c/, gdzie

al/ni/Cc/ jest diugoscia w zwyklym sensie krzywej G, gdy
jest ona prostowaitna,

b/n/C/ - + oo , gdy krzywa C nie jest prostowalna.

§ 4.

I paragrafie tym zajmuje sie zaleznoscig miedzy mie-
rzalnosciag powierzchniowa wedtug /M/ zbioréw w przes-
trzeni tréjwymiarowej R”, a ich mierzalnoscia powierzch-
niowg wedtug /K-H/.

Twierdzenie X

Kiech F oznacza powierzchnie o réwnaniu parametrycz-
no-wektorowym r = r/u,v/, gdzie u i v zmieniajg sie w
pewnym obszarze ptaskim domknietym CO

Zatézmy, ze:

1/ przedstawienie parametryczne pola r/u,v/ jest ciggte
w obszarze domknietym G,

2/ przedstawienie parametryczne pola r/u,v/ ma w kazdym
punkcie obszaru G rézniczke zupelng w sensie otoltza,
oraz X ¢ 0 w kazdym punkcie obszaru G,

3/ obrazem brzegu obszaru G przez odwzorowanie r=r/u,v/
jest pewna krzywa Jordana C prostowalna,

4/ okreslony we wstepie zbiér K*/p/ jest, dla ostatecz-
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nie matych O , mierzalny objetos$ciowo np. w sensie

Lebesgue'al I

Wtedy mierzalnos¢ powierzchniowa zbioru P wedtug /M/
jest réwnowazna micrzalnosci powierzchniowej tego zbioru
wedtug /K-H/ i te miary powierzchniowe sa rdéwne.

Dowdd

Udowodnimy najpierw, ze:
Pp - Cp C N*/p/ C Pp C N*/p/ + Cp /11

1. Niech punkt pQe Pp - Cp . Poniewaz zbidr P jest
domkniety, istnieje w nim taki punkt g”», w ktérym re-
alizuje sie odlegtos¢ punktu pQ od zbioru P. Poniewaz
PQe Ppmamy: pQgo<p
Punkt gQ nie nalezy do zbioru C, gdyby bowiem gQe C,
to poniewaz punkt pQ nie nalezy do zbioru Cp , mie-
libySmy p go >p , co jest sprzeczne z poprzednim.
Oznaczmy przez r~ wektor wodzgacy punkt pQ, a przez
uq, vg parametry punktu gQ na powierzchni P. Poniewaz
gQ- e C, punkt o wspo6trzednych /uq. v / nalezy do
wnetrza obszaru G»

& mysl okreslenia odlegtosci punktu od zbioru, funk-
cja #/u,v/= (r/u,v/-rc)2 posiada w punkcie /uq, S

minimum lokalne.

Stad
( »*Is.al) m c>
V 9 u y(Uo,Vo)
oraz
(A d/u.v/]
( av Ji

1/ Pewne twierdzenie dotyczgce mierzalnosci zbioru
N/p/ podaje w dalszym ciggu.
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a wiec:

(r/luo,vo/-ro). (-~S*VHEu,v o,
oraz

("o'V -0)- (**&*%.,'-—I 0.
Ze zwiazkéw tych wynika, ze odcinek pQgQ jest prosto-
padty do ptaszczyzny stycznej do powierzchni P w
punkcie gQ, co z uwagi na to, ze pTqQ « £ » daje
POE N*/pl/.

2. Niech pg€ N*/p/, wtedy istnieje na powierzchni P
punkt 95 dla ktérego Po % )<)0, skad w mysl okresle-
nia odlegtosci punktu od zbioru otrzymujemy, ze od-
legtosdé punktu p od zbioru F jest nie wieksza od p,
a wiec pQ€ Pp .

3* zZawieranie Pp C H*/e/ + Cp wynika z zawierania
Pp - Cp C N*/p/t udowodnionego powyzej,

Wmysl zatozenia 3/ oraz twierdzenia IV miara liniowa
zbioru C réwna sie dtugosci J1/C/ krzywej C, a stad:

v 2p
czyli miara powierzchniowa wedtug /M/ krzywej C réwna

li - nN/C/.0*0, 121
P

sie zeru*
I, Zaldzmy teraz, ze zbidér P jest mierzalny powierzch-
niowo wedtug /M/.

Wmysl zwigzku /1/ i zatozenia 4/ mamy:

IF?1- ICp | « IN*?/] * |Pp]l
a wleo

szpli _I%E)I « 2p « F)))l N
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a stad, gdy p— —O, wnosimy, z uwagi na /2/, ze zbior
P jest mierzalny powierzchniowo wedtug /K-K/ i ma mia-
re powierzchniowg réwna mierze powierzchniowej zbioru
F wediug /M/.

I1. Zalézmy, ze zbidr P jest mierzalny powierzchniowo we-

dtug /K-H/o W mysl zwigzku /1/ mamy:

| K*/p/] £ |Pp |«S|IN*/p/ | + |Gpl,

skad po wydzieleniu przez 2p i przejsciu granicznym
/| p— -0/, otrzymujemy wniosek o mierzalnosci powierz-
chniowej zbioru P wedtug /M/ i rdéwnosci obu tych miar.
Uwaga

Zatozenie 3/ twierdzenia X bedzie spetnione jezeli np.
al/ brzeg C obszaru G bedzie krzywag Jordana zamknietsg,
prostowalng,

b/ odwzorowanie r=r/u»v/ bedzie wzajemnie jednoznaczne
na C* oraz wspotrzedne <jp™Mu,v/ dla i * 1,2,3 wekto-
ra r/u,v/ beda speitnia¢ na C* warunek Lipschitza
wzgledem u i vO0
Kiech bowiem réwnania krzywej C* majg posta¢ u = u/l/,

V=v/l/, gdzie T e [ot/3 . Poniewaz krzywa ta jest

prostowalna, funkcje wT/ i vir/ sg 0 ograniczonym waha-

niu w przedziale

Obraz C krzywej C* ma réwnania:
xi = /] = vir/ dla 1=1 *2,3,

jest wiec krzywag Jordana.
Krzywa C jest prostowalna, bowiem funkcje /™/T/ sg
tez o ograniczonym wahaniu. Mamy bowiem dla skonczonego

ciagu liczb takich, ze:
< < ..o < Tyl %3
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tvf:!l_lv w - W -

<ITEk

=1I1 flv(u/rv»t/ virv+1l) -
/i-1

- fi u/riviry)! «IT »jju/r /[-ulryl +
v=1 1

VW » IV | t

z warunku Lipschitza, co dowodzi, ze funkcja /~/T/ dla
i = 1,2,3 jest, wraz z funkcjami u/T'/ i v/T'/, o ograni-
czonym wahaniu w przedziale

V zwigzku z zatozeniem 4/ twierdzenia X udowodnimy na-
stepujace:

Twierdzenie XI

Jezeli pole r/u,v/ jest klasy C oraz

dr 3r
“du X dv &

w obszarze domknietym i ograniczonym G, to zbidor H*/p/
jest zamkniety, a wiec mierzalny objetosSciowo w sensie
Lebesgue'a.

Dowdd

Niech punkt pQ€ |N=*/p/] . Istnieje wiec cigg punktow
Pvc K#/p/ zbiezny do punktu pQ. Poniewaz punkty py nale-
zg do zbioru N*/p/, do kazdego z nich istnieje taki purikt
qy €P, ze:
/1] PAQV
/2] wektor pyqy jest prostopadty do powierzchni ? w punk-

cie q .

Niech punktowi af* odpowiadaja na powierzchni P para-
metry uy i vy. Cigg punktow o wspodirzednych /uy, vy/ na-
lezy oczywiscie do G, mozna wiec z niego wybra¢ ciag

zbiezny /ktoéry, dla uproszczenia oznaczam tez /ny, vy//
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do pewnego punktu /~c» vg/ £ G. Oznaczmy przez gQ punkt

powierzchni F, odpowiadajacy parametrom uq i vq. Wobec

tego, ze uv — »uq i — »»vqg I wobec ciggtosci pola
r/u,v/ ciag qv ------ gQ. Stad jTqv - ~ p~gqQ, a wiec wobec
/1/ mamy: /3/. Wobec /2/ mamy:
oraz

Mo/ . o*

co przy klasie C1 pola r/u,v/ daje:

(aT/iyrya fdr/u,vA

. /
c
v ou I(*o\0) '/PEIB  ov  fwhg O

czyli wektor pQQo jest prostopadty do powierzchni P w
punkcie g

Stad i z /3/ wynika, ze p~c K*/p/, co nalezato okazac€.
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Resume

Sur quelques problemes de la mesure

linéaire et superficielle des ensembles

Minkowski /voir I/I dans la bibliographie/ a donné
une définition de la mesure linéaire et superficielle de
| "’ensemble quelconque. Estermann /voir M |/ dans son tra-
vail confrontant la définition de la mesure linéaire au
sens de Minkowski avec la définition de cette notion,
donnée par Cerathéodory, présente la définition suivante:

Soit S un ensemble de i 'e3pace n-dimensionnel En« Dé-
signons par Z¢ | ’ensemble de tous les points de cet
espace pour lesquels la distance a Z est ép. L’ensemble
Zp est fermé, donc il est mesurable au sens de Lebesgue.
Désignons sa mesure par |Zp]e Soit ou est une
constante, qui dépend seulement de n, le volume de la
sphére n-dimensionnelle de rayon p.

Prenons les désignations suivantes:

Izpl Upl

m/z/ * et B/Z/
Si m/z/ =8B/Z/, alors nous appellerons Z | 'ensemble mesu-
rable linéairement au p.ens de Minkowski /en abrégé : /M/E
et la valeur commune m/zZ/ = m/zZ/ = m/Z/ /qui peut étre
égale a + @/ la mesure linéaire /bl/ de | ’ensemble 2»
Si m/z/ - m/Z/ < + oo, nous appellerons Z | "ensemble me-
surable linéairement /bl/ au sens étroit*

Eavard /voir W [/ admet la définition analogue de
la mesure linéaire de | ’ensemble dans |’ espace 3-dimen-
sionnel, en ne prenant qu’au lieu de |’ ensemble Zp | en-

semble z*/p/, qu’il définit comme la somme des sphéres
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ouvertes de rayon p et de centre dans les points de ~en-
semble Zo De plus il considére la mesure superficielle
des ensembles dans 1"espace 3-dimensionnel, en la défi-

nissant analogiquement a la mesure linéaire par les fon-

ctions:
0/1/ = lim et 6-/z/ * lim 129/l
p~-o 2p p-o 2p
Les ensembles Zp et Z*/p/ sont différents; il se pose

alors la question de lI'équivalence des définitions pré-
sentées ici»

Considérons outre les ensembles Zp et Z*/p/ encore
les ensembles:
Zp - ensemble des points de l'espace En pour lesquels

la distance a Z est <p>
Zlp./- la somme des sphéres formées de rayon p et de cen-
tre dans les points de l'ensemble Zo

Il se pose la question suivante:
Est-ce que les définitions de la mesure linéaire et su-
perficielle par les ensembles Zp, Z*/p/* Z*p et Z/p/
sont équivalentes?

Dans le 81 de ce travail on donne la réponse a cette
question par la démonstration du théoréme suivant:

Théoréeme |

Les ensembles Zp , Z/p/, Zp et Z/p/ sont mesu-
rables au sens de Jordan et leurs mesures sont égales.

Dans le 82 on donne quelques conditions suffisantes
de l'existence de la mesure linéaire /M/, qui forment la
généralisation des conditions, publiées par Estermann

/voir [il] p.93-94 et 110/ et par Favard /voir [l2} p.
69-74/.
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Appelons presque convexe un ensemble Z dont

la ferme-

ture Z est un ensemble convexe»

Nous avons

Théoréeme 11

La somme d'un nombre fini
est un ensemble mesurable

Théoreme IV

Si on peut décomposer une

les théorémes suivants:

d'ensembles presque convexes
linéairement /M /e
courbe C /c.a

d» 1 image

continue d'un segment/ en un nombre fini d'arcs simples
Cit CO,...,C fXt tels que le produit /C*+ .. .+Cy/ »Cy+~
pour v = contient tout au plus deux points,
alors la mesure linéaire /bl/ m/C/ de la courbe G est é-
gale an/c/, onn/C/ est la longueur de la courbe C, si
elle est rectifiable, et N/C/ = + o0dans le cas con-
traire.

Killing et Hovestadt /voir [']/ en discutant les dé-
finitions de Dehn de la mesure linéaire et superficielle
des ensembles, qui s'accordent avec les définitions de

Minkowski, donnent aussi
ftotions:
I. Soit Z un ensemble de

p de | ’espace En, ou

de I'ensemble Z contient au moins une droite P,

nmons un hyperplan n-1 «

culaire a la droite P au point p. Prenons

Alp,P,Z/ de ces point de
sur | "hyperplan N/p,P,Z/

est

1/ Le numérotage des théorémes est d'accord avec
le texte polonais.

numérotage dans
théorémes dans ce résume.

dimensionnel

I'espace En,
et dont

« Y et désignons par Np/

la modification suivante de ces

| "espace En» En chaque point

le contingent de Bouligand /voir [4]/

nous for-
N/p,P,Z/, perpendi-
I'ensemble

qui sont situés
la distance au point p

la somme de ces ensembles

le
On a omis quelques
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Alp,P,Z/ quand le point p varie dans 1°espace En et la
droite P appartient au contingent de Bouligand de | ’en-
semble Z au point p. Si l'ensemble N/*>/ est mesurable p.

ex, au sens de Lebesgue et s'il existe lim - -
Vi?n-1
nous appelons Z 1'ensemble mesurable linéairement au sens

de /K-H/, et cette limite sa mesure linéaire au sens de /K-y,
I, Soit P une surface, qui posséde dans chaque point le
plan tangent. Conduisons par chaque point p de cette sur-
face un segment de longueur 27, de centre dans le point p,
perpendiculaire a la surface P au point p. Désignons par
N /f/ la somme de ces segments, quand le point p varie
sur la surface. Si l'ensemble N*/0/ est mesurable p.ex.
au sens de Lebesgue et s il existg la limite IN*/P/]
nous appelons P la surface mesurable superficiellement
au sens de /K-H/, et cette limite sa mesure superficielle
en ce sens.
Dans le 83 on donne quelques dépendances entre la me-
sure linéaire et superficielle au sens de /M/ et au sens
de /K-H/.

A savoir nous avons les théorémes suivants:

Thégrem? VI

Si I'ensemble Z remplit les conditions suivantes:
al il est fermé,
b/ il est mesurable linéairement au sens de /M/,

c/ I'ensemble U de ces points de l'ensemble Z, ou le con-
tingent de Bouligand de l'ensemble Z ne contient pas
de droite, est de la mesure linéaire /M/ égale a zero,

d/ l/'ensemble N/~/, pour > 0 suffisamment petit, est
mesurable p.ex.au sens de Lebesgue,

alors :
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e/ 2'ensemble Z est mesurable linéairement au sens de

IK-1y, et
f/ les mesurées linéaires /M/ et /K-H/ de l'ensemble z

sont égales.
A la supposition ¢/ du théoréme dit ci-dessus est lié le
théoréme suivant:

Théoréme VI

Soit C une courbe de Jordan» rectifiable» Si Il'ensem-
ble U de ces points de la courbe C, ou le contingent de
Bouligand ne contient pas de droit», est fermé, alors
I'ensemble ') a la mesure linéaire /M/ égale a zéro.

Inverse dans un certain sens par rapport au théoréme
VI est le théoréme suivant:

Théoréme V111

Les suppositions a/, c/ et e/ impliquent b/ et f/.
/Voir théoreme VI1/.

A la supposition d/ du théoréme VI est lié le théoreme
suivant :

Théoréme IX

Soit C une courbe d*équation paramétri que-vectoriel-
le r=r/t/ ou t € i.bj et r/a/ 0 r/b/. Supposons qu'en
chaque point de l'intervalle |&ab] il existe la dérivée

e* ~ N * Dans ce cas l'ensemble Np/ est,

peur > 0 suffisamment petit, mesurable au sens de Jor-
dan.

Le 8 donne une relation entre la mesure superficielle

au sens de /M/ et au sens de /K-H/.
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KpaTkoe un3noxxeHue

HekoTopble BOMPOCbI, CBA3aHHbIE C JINHENHOW

N NMOBEPXHOCTHON MN3MEPUMOCTbIO MHOXXECTB

MuHkoBCKMi (cMm, VI B CNUCKe nutepaTtypbl) gan ofa-
HO u3* onpefesieHNin NUHEWHOW Mepbl U NMOBEPXHOCTHOM
Mepbl MPOU3BOJ/IbHOIO MHOXXeCTBa.

dctepmaHH (cwm.[llj B cumcke nuTepartypbl) B CBO-
émM Tpyge, conocTtaBnsloWeM AePUHULUIO JINHEWHOW Mepbl
MHO>XeCcTBa B CMbIC/le MMHKOBCKOro C JgeuVHUUUE 3TO-
ro nNoHATMA pfaHHO KapaTeogopbiM, MNPUHUMAaET crliefyto-
Luee ycsioBUe:

MyctTb Z npon3BO/IbHOE MHOXXECTBO J1 -MEPHOro npo-
cTpaHcTBa E”. O603Ha4MM Zp MHOXXeCcTBO BCeX 3Tux
TOYEeK 3TOro npocTpaHcTBa, pacCTosHUEe KOTOpbIX OT
MHO>XecTBa Z He Oosiblie p * MHOXeCTBO Zp KakK 3aMm-
KHyTOe - Uu3MepMMO B CMbIc/ie Jlebera. O6G03Ha4YMM ero.
neberoBckyto mepy 4yepesd \Zp\ . MycTb Nin.pn , rge

ABNSAETCA MNOCTOAHHON 3aBuUCAWEN Wb OT N «bypeT
06BLEMOM /1 -MEpPHOro wapa ¢ pagumycom p . [puHUmaem
cnepywowe ob603HayveHUs;

TWyS * W) fm

Echmn m(2)~ 21(Z) » TO MHOXecTBO Z 6yaemM HasblBaTb
JINHEWHO-U3MEPUMbBIM B CMbIcNie MMHKOBCKOro (B coOkKpa-

1) CywecTBYHOT MHOXXecTBa, Ana kKoTopbix LW(Z2)< T (2)
3TO 3HAUYUT MHOXXECTBa JINHENHO-HEU3MENUMbIE B CMbIC/1e
(M). CM. [1(3 cTp.184 u [13] cTp. 202-212.



weHunn: B cmbicne (M) ), a obulee 3HadeHue T (Z) =m(2Z) *
(KOTOpOE MOXET ObiTb paBHO + <) ero JIMHEWHOW
Mepoi B cMmbicsie (M).

Ecnm i (Z) = m(Z)<* oo , TO MHOXecTBO Z Oyaem
Ha3bIlBaTb JIMHEWHO-U3MEPUMbLIM B CMbIC/le 60siee Yy3KOM
n (M).

®asapg (cm., [12]) npuHMMaeT CXOAHYH [AePUHUNLNIO
JINHENHOW M3MEePUMOCTM MHOXXeCcTBa B MpocTpaHcTBe
3-MepHOM, TMpUHMMAas J/MWb BO BHUMaHWE BMECTO MHOXe-
cTBa Zp MHOXecTBO Z*(p) , KOTOpoe onpegensier Kak
CYMMy OTKpPbITbIX LIApPOB C paguycaMmm p W UeHTpamu
B TO4Kax MHoOXecTBa Z . MHoXecTBO Z*(p) , Kak OT-
KpbITOE, WU3MEPUMO B CMbic/ie Jlebera.

Kpome TOro paccmartpuBaeT OH MNOBEPXHOCTHYH W3-
MEPUMOCTb MHOXXeCTB B 3-MepHOM MnpocTpaHcTBe, onpe-
[ensieMmyro aHaJIorM4HO C JIMHEWHOM W3MEPUMMOCTbIO Ha
OCHOBe (MYHKLUUNN:

2 (zy Hm 6'(2)= Lim
? *q p~*° 22
Tak Kak MHoXecTBa Zp W Z*(/[p) pas3/inyHbl, BO3HUKaeT
BOMNPOC 3KBUBAJIEHTHOCTU MNpUBEAEHHbIX onpeneneHuii.
BBegéMm Kpome MHOXecTB Zp u Z* () ewg mMHOXKecTBa:
Zp - MHOXXeCTBO BCeX TO4YeK npocTpaHcTBa En ,
paccToAHMe KOTOPbIX OT MHOXecTBa Z  MeHbLle p
Z (O) - MHOXeCcTBO TOYEK paBHO CyMMe 3aMKHYTbIX Lla-
poB C pagunycomMm p W UeHTpamMun B TOo4dKax-MHOXecTBa Z..
BblLLenpuBeAeHHbI BOMPOC 3KBUBasieHTHOCTU (Ans

MHOXeCTB Zp u Z*(p) ) MOXHO BblpasmTb B 00LEM crie-
oralymm obpasom:

O B panbHeriwem 4vepe3 |A | 6ygem o603HadvaTb Mepy
Jlebera mMHoOXkecTBa A.
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- 6espag/IM4HO /M M3 KOTOPOro M3 MHOXeCTB Z¢>

z ?»»z9 , Z (?) 6yaem mcxoanTb, onpepenssa nu-
HEVMHYIO WM MOBEPXHOCTHYIO Mepy MHOXecTBa B CMbIC/ie
().

B § | HacToAwero Tpyga peleH BbllUeNnpUBeAeHHbIN
BOMPOC NyTemM [oKa3aTe/ibCTBa C/efylolen TeopeMmbl.

Teopema |

MHo>kectBa Zp , Z* () , Z p* n Z (p) WN3IMEPUMbI 3
CMbIc/ie >KopgaHa M Mepbl UX pPaBHbI.

B 8 2 pgaHbl HeKOTOpble AOCTATOYHbIE YC/IOBHA JMHEHON VBVE-
PUMOCTN MHOXXeCTB B cMmblicsie (M), asnsawowimecsa o606Le-
HMeM ycnoBuii,paHHbIN 3cTepmaHHOM (cmM*Mu]cTtp. 93-
-94 n HO), a Takxke ®aapgom (cm. [i2] cTp.69~70).

Ha30BEM MOUYTU CBSA3HbIM BCAKOE TaKoe MHOXXecTBO Z ,
3aMblKaHMe KOTOporo Z ecTb CBSA3HOE MHOXXeCTBO.
MpaBauBbl cnepytolme TeopeMbl:

Teopema |1

CymMmMma KOHEYHOro 4ucsa rnoyYTu CBA3HbIX MHOXXECTB,
.eCTb MHOXXECTBO J/IMHEMHO-U3MepumMoe B cMbiciie (M).

Teopema Ig N

Ecnm kpuByto C  (9TO 3HaA4YUT HenpepbiBHbLIN 06pa3s
oTpe3Ka) MOXKHO pas/ioKUTb Ha CYMMY KOHEYHOro 4ucna
MNPoOCTbIX Ayr , C2, ... Cuy, Takmx, 4YTO MHOXXeCTBO
(C, +CM + ... + Cy)e Cy+™ ansa V=1,2,...,
cocTouT, camoe 6onblluee, N3 ABYX TO4YeK, TO JIMHEeN-
Hass mepa T (C) kpuBoin C paBHa * (C), rae J1 (C)
ecTb A/MHa KpuBon C, ecnum oHa cnpsmisemMa, win

*(C) = + 00 B MNPOTUBHOM cJliy4yae.

1) Hymepauuysa TeopemM COOTBETCTBYET HyMepauun B
MONbCKOM TeKCcTe. B m3noxkeHunnm npuBoaATCA He Bce
TeopeMbl.
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Teopema Y
Ecnn:

1) mnapameTpuyecKo-BEKTOPHOe ypaBHeHue KpuBon C

nveet Bug = r(t) , roe te , Npn 4ém B
npome>xkytke D* | /3 3 cywecTByeT T I
b o,

2) KpuBada C MMeeT TOJ/IbKO KOHEYHOE 4MCN0 KpaTHbIX
Touek, To: T (C) =A(C) rje N(C) #nueetr T1akoe
3HaYeHne, Kak B Teopeme I,

KnnnuHr v TosewTtan (cm. « 06cy>xpgasa aemnHUUUN
JeHa NMHENHON M NOBEPXHOCTHOW WU3MEPUMOCTU MHOXKECTB,
coBrnagarolupe ¢ geuHNLUMAMN MUHKOBCKOFO 3TUX MNOHATUNA,
[AIOT TOXKe CnefyroLyro ux mMognukaumio:

I. MNMycTb Z HeKOTOpPOE MHOXeCTBO B J1 - MEpPHOM
npocTtpaHcTBe EnN. B kKaxKgow Touyke p npocTpaHcTBa En,
B KOTOPOW KOHTUHreHums bynuraHga (cm. W CTp. 66)
MHOXXeCTBa Z COAEPXXUT XOTA Obl ogHYy npsmyro P, 06-
pasyem n-/-mepHyto runepnnockoctb N(p,P,Z) nepneH-
OVIKYNISIDHYKO K MpsMoilt P B Touke p. [pyHMMaemM BO BHWU-
MaHVe MHOXXecTBO A(p,P,Z) 3Tux To4dekK npocTpaHcTBa EN
KOTOpble fiexxaT Ha runepnnaockoctn /v(p,P,Z) wn paccTto-
sSH/e KOTOPbIX OT TOUKM p He 6onbwe p ( p MNOMOXKU-
TeNlbHOe 4uncsio) un ob6o3Hayvaem 4yepe3 N (C) cymmy Tak
obpaszoBaHHbIX MHOXecTB A (p,P,Z), Korga Touka p
n3MeHsaeTca B npocTtpaHcTBe Ep v npamaa P npuHagne-

HT K KOHTUHIreHumnm EynmraHp,a MHO>XecTBa Z B TO4YKe P.

Ecom MHO>KecTBO 00BbEMO-N3MEPUMO HMP. B CMbIC/E
Jlebera n ecnn c ecTtByeT [1T L . TO MHOXKe-
yti y p—O *n—4AT

CTBO Z Ha3blBaeM JIMHEWHO-U3MepuMbiM B cMmbicne (K-TM),



)

a 3ToOT npegen ero JsMHeWHoW mepoli B cmbicnie (K-TM) 1
Il. Myctb F nNoBepXHOCTb,MMewOLWasA B KaXKgoW TOu-
Ke KacaTeslbHYI0 MJIOCKOCTb. TakK >Xe,Kak un npexpje.Jye-
pe3 Kakayrdo TOUKY P T[OBEepXHOCTU NpoBeféM OTpPe30K
OWMHO 2p, C cepeauvHO B TOYKe p, NeprneHguKynsap-
Hbih K MOBEPXHOCTU B Touke p, O6GO3HauMmM 4yepes
N* (p) cymmy 3TuxX OTpe3KOB, Korga Todka p pABwU-
>KeTcsa no noBepxHocTM F ¢ Ecnn mMHoxkecTBO N*(p) nsme-
pmo (06BEMO-U3MEPMMO HMP. B CMbicsie Jlebera) M cy-

wecTtByeT npeaen (KOHEUHbIA WM GECKOHEYHbI )

[

pT o Xéw TO noBepxHocTb F Ha3biBaemM noBepx-
HOCTHO-uamMmepumoin B cmbicnie (K-I'), a 3aToT npegen Ha-
3blBaeM €€ MNOBEepPXHOCTHOW Mepoli B cmbicne (K-T).

8§ 3 HacToAwero TpyAa MocBAWEH HEKOTOPbIM 3aBWU-
CUMOCTAM MeXay J/IMHENHOW W3MEPUMOCTbIO MHOXXECTB B
cuvbicne (M) U X NVNHEWHON WMN3MEPUMOCTbIO B CMbIC/E
(K-T).

MpaBavBbI crefyrolie TeopeMbl:

Teopema Yl

Ecnn mMHO>ecTBO Z WCMOJIHAET Ccriegylole ycrioBUSA:

a) 3aMKHYTO,

b) NAMHENHO-n3mMepnmo B cmbicnie (M),

c) MHoXecTBO U 3TuUX TOo4yekK MHoOXecTtBa Z , B KO-

TOPbIX KOHTUHreduyrobynmraHga MHoXecTBa Z He
COOEP>XXUT NPSAMON, UMeeT JIMHENHYIO Mepy B CMbk

cne (M) paBLytO HY/IO,

1) BblllenpuBeaeHHOE MNOHATUE JIMHEMHON WU3MepUMOC-
™M B cmbicnie (K-T') aBnaeTtca o0600wWeHMEM OpuUTrnHalb-
Hol (Kacarwwenca TONIbKO KpuMBOW) AedUHULUMN OAaHHOM
KunnnHrom m losewtagom.
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d) mHoxectBo N (p) ANs A0OCTATOUHO MabIX ) 06bE-
MO-U3MEPMMO HMpP. B CMbIcfie Jlebera, TO:

€) MHOXXeCTBO Z J/IMHENHO-u3mMmepumo B cMbicne (K-T') un

f) o06e nuHeliHble Mepbl B cmbicrie (M) un (K-I') MHo-
KectBa Z paBHbI.

C npeanosnoXkeHWem C) BbllenNpurBELEHHOW TeopeMmbl
cBA3aHa HacTosAuwas:

Teopema Y II.

Myctb C KpubBasa >XoppgaHa (3aMKHyTas WM HeT),
cnpamnaemas. Ecnm mMHoxkectBo U 3Tux TodeK KpuBon C,
B KOTOPbIX KOHTUHreHuusi bynnraHga He Ccofep>XUT MNpsaMOMn,
3aMKHYTO, TO MHOXecTBO U wnmeeT nuHeinHyro mepy (M)?
paBHYO HYJ/IIO.

3 HEeKOTOpOM cCMmbicsie obpaTHOW K Teopeme 71 saABnA-
eTca -

Teopema VIII.

M3 npegnonokeHuii a), c) wn e) BbiTekaeT b) m f ).
(Cm. Teopema Y 1). C npepnonoxeHviem d) Teopembl Y |
cBA3aHa:

Teopema IX,

Myctb C KpuBas Cc napamMmeTpryecKU-BEKTOPHbLIM ypaB-
HeHvem T ~ [ (t) rge te[cc, /3] . Mpumem, uTo B Kavk-
[ON TOUKe 1, .1y fot, /3] cywecTByeT 7]

= O. MycTb Kpome TOro r (et) ~ 1 (p) . Torpga
Ona pgoctatovyHo Masbix p > 0 mMHoxkecTBO N (f) 00Bbé-
MO-U3MepUMO B CMbIicsie >XopgaHa.

HeKoTopyto CBSI3b MeXay MNOBEPXHOCTHOW W3MeEPUMO-

CTblo B cMbicsrie (M) mn (K-I') paroT Teopembl § 4.
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