
Zenon Moszner

I-EWNE ZAGADNIENIA ZWIĄZANE Z MIERZALNOŚCIA 

LINIOWA i  POWIERZCHNIOWA zbiorów

Wstęp

Minkowski / z o b c  M  w s p i s i e  l i t e r a t u r y  na końcu pra­

cy/ podał pewną d e f i n i c j ę  miary l in io w e j  i  miary powierz­

chniowej dowolnego zbioru

Estermann /z o b ,  [i ü  /  w swojej pracy z e s ta w ia ją c e j  

d e fin ic ję  miary l in io w e j  zbioru według Minkowski ego z 

d e fin ic ją  tego p o ję c ia  podaną przez Carathéodoryegc 

przyjmuje umowę następującą:

Niech Z oznacza dowolny zb iór punktów p r z e s tr z e n i  n-wy- 

miarowej Rn„ Oznaczmy przez Zę zb ió r  tych  w szystk ich  

punktów t e j  p r z e s tr z e n i ,  których o d le g ło ś ć  od zbioru Z 

je s t  niew iększa od »

Zbiór Zp j e s t  zamknięty, co j e s t  bezpośrednim wnios­

kiem z c i ą g ł o ś c i  o d le g ło ś c i  punktu od zbioru /z o b ,  И  
tw„4 s t r .  1 9 8 / ,  j e s t  więc m ierzalny w s e n s ie  Lebesgue'a  

Oznaczmy jego miarę Lebesgue^a przez ) Z p | ^  .

Niech A n n , g d z ie  A^ j e s t  s t a ł ą  zależną tylk o  od 

n /z o b .  И  s t r .  2 1 6 / ,  będzie  o b ję t o ś c ią  k u li  n-wymiaro- 

wej o promieniu .

1 /  Według K i l l i n g a  i  Hovestadta /z o b ,  [ i]  s t r , 250™ 
256/ także i  Dehn w wykładzie na u n iw ersy te cie  w Muns­
ter  wprowadził w roku 1Ç11 an alogiczne d e f i n i c j e ,

2 /  W dalszym ciągu przez j A | będziemy oznaczać mia­
rę Lebesgue^a zbioru A,



Przyjmujemy n a stę p u ją ce  oznaczenia:  

ffi/Z/= lim — -

V i P  '
oraz

m /Z/ lim
\ Zp\

Я - °  * n -1 ?
n-1

1/
J e ż e l i  m /Z/ = m /Z/ , to z b ió r  Z będziemy nazywali mie­

rzalnym lin io w o  według Winkowskiego /k r ó t k o :  według / ’*//, 

a wspólną wartość m /Z/ = m/Z/  = m /Z /,  /k t ó r a  może być  

równa + 00/  je go  miarą lin iow ą według / Й / .

J e ż e l i  m /Z / * m /Z/ < + 00 f to zb ió r  Z będziemy nazywali 

mierzalnym lin io w o w s e n s ie  węższym -według /М / .

Pavard / zob. 0 2 ] /  przyjmuje an alogiczną d e f i n i c j ę  m ie-  

r z a ln o ś c i  l in io w e j  zbioru w p r z e s tr z e n i  3-wymiarowej,bio­

rąc jed y n ie  pod uwagę zamiast zbioru Zę> zb ió r  1* / pl  , 

który d e f i n i u j e  jako sumę mnogościową kul otwartych o 

promieniach p i  środkach w punktach zbioru Z.

Zbiór l*Jp / , jako otw arty , j e s t  mierzalny w se n sie  L e -  

besgue*a. Nadto rozważa on m ierzalność powierzchniową 

zbiorów w p r z e s tr z e n i  3-wymiarowej, definiowaną analo­

g i c z n ie  do m ie rza ln o śc i  l in io w e j  na podstawie fu n k c ji :

elzi = lim
?—  o

lz*(p)l

2P
oraz <T / Z / =  lim  

? “0

Iz *  (P)| 

2 ?

Ponieważ zbiory Zp i  Z*Ipl są różne, w yłania s i ę  za­

gad nienie  równoważności podartych tu d e f i n i c j i .

1 /  I s t n i e j ą  z b io r y ,  d la  których m/Z/  < m /Z /,  a więc 
niem ierzalne lin io w o według / М / . Zob. [10] s t r . 184 oraz  
(Зз] s t r .  2 0 2 -2 1 2 .
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Wprowadźmy poza zbiorami Zp i  2 / р /  j e s z c z e  zbiory:

Zp -  zb ió r  punktów p r z e s tr z e n i  Rn , których od leg­

łość od zbioru Z j e s t  m niejsza od J) ,

Z/ р /  -  zb ió r  punktów równy sumie mnogościowej kul dom 

kniętych o promieniu p i  środkach w punktach zbioru Z 

Powyżej podane zagadnienie równoważności / d l a  zbiorów 

Zp i  Z*/pH  można o g ó ln ie  sformułować n a stępu jąco:
' Яг 4L

Czy obojętne j e s t ,  z którego ze zbiorów Zp , Z / р / ,  Zp ,

Z/ р /  będziemy w y ch o d zili  d e f in iu ją c  miarę lin io w ą  lu b po
1/wierzchniową zbioru Z według /М /?  .

§1 n i n i e j s z e j  pracy poświęcony j e s t  rozw iązaniu po­

wyższego zagadn ien ia.

A §2 podają pewne warunki d o sta te czn e  m ie rza ln o ści  li ­

niowej zbiorów według /М /.

K i l l i n g  i  Hovestadt /z o b .  [ j ] /  omawiając d e f i n i c j e  

Dehna m ierza ln ości l in io w e j  i  powierzchniowej zbiorów, 

pokiywające s i ę  z d e fin ic ja m i Minkowskiego tych p o ję ć ,  

podają też n astępu jącą  i c h  m odyfikację:

I .  N iech C oznacza krzywą płaską mającą styczną w każ­

dym punkcie. P rze z  każdy punkt p t e j  krzywej popro­

wadźmy odcinek o d łu go śc i  2 n / p > 0 / , o środku w' 2/
punkcie p ,  prostopadły do krzywej C w punkcie p

1 /  Wystarczy tu ogran iczyć  s i ę  do zbioru Z o gra n iczo­
nego, bowiem w przeciwnym przypadku miary Lebesgue*a  
zbiorów Zp , Z * / p / ,  Zp , Z/р /  s ą ,  n ie z a le ż n ie  od o ,rów ­
ne + o o / d l a  zbioru Zp wynika to z [i i] tw .3 s t r . 7 6 ,  d la  
p ozostałych  można przekonać s i ę  o tym rozumowaniem ana­
logiczn ym /.

2 /  K i l l i n g  i  Hovestadt odkładają od cink i o d łu g o ś c ip  
prostopadłe do krzywej C , czy powierzchni P ,  po jednej  
tylko i c h  s tr o n ie *  w c e lu  u n ik n ię c ia  k łop o tliw y ch  ro z­
ważań związanych ze stroną krzywej czy powierzchni mo­
dyfiku ję  nieco te  d e f i n i c j e .
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Oznaczmy przez N/ р /  sumę mnogościową tych odcinków, gdy 

punkt p zmienia s ię  po krzywej C. J e ż e l i  zb ió r  N/ р /  j e s t  

m ierzalny /połow o np. w se n sie  Lebesgue^a/ i  j e ż e l i  i s t ­

n i e j e  /skończona lub n i e /  gra n ica  l i m to krzywą 

nazywamy m ierzalną liniow o według

I I .  Niech F oznacza powierzchnię mającą w każdym punk­

c i e  płaszczyzn ę sty c zn ą . Podobnie jak poprzednio przez  

każdy punkt p t e j  powierzchni poprowadźmy odcinek o dłu ­

g o ś c i  2 p , środku w punkcie p, p rostopadły  do powierzch-  

ni F w punkcie p. Oznaczmy przez N /p j  sumę mnogościową 

tych  odcinków, gdy punkt p zmienia s i ę  po powierzchni F. 

J e ż e l i  zb iór  N /р /  j e s t  m ierzalhy /o b ję to ś c io w o  np. w 

se n s ie  Lebe3gue a /  i  i s t n i e j e  gra n ica  /skończona lub nie/
lim to powierzchnię F nazywamy mierzalną p ow ierz-
p-*o ł p
chniowo według / К - H / , a granicę tę j e j  miarą powierzch­

niową w tym s e n s ie .

W związku z d e f i n i c j ą  I  wprowadzam n a stępu jące j e j  u -  

o g ó ln ie n ie :  Niech Z oznacza ustalony zb ió r  w p r z e s tr z e n i  

Rn. W każdym punkcie p p r z e s tr z e n i  Rn , w którym k o n tin -  

gens Bouliganda /z o b .  [4]  s t r .  6 6 /  zbioru Z zawiera przy­

najmniej jedną p rostą  P / t z n 0 do którego należą dwa opo-  

'zycyjne p ro m ie n ie /,  tworzymy n-1 wymiarową h ip e r p ła s z -  

czyznę N /p , P , Z /  prostopadłą do p r o s t e j  ? w punkcie p .  

Bierzemy pod uwagę zb ió r  A / p , P , Z /  tych  punktów p r z e s tr z e ­

n i  R^, które le ż ą  na h ip e r p ła s z c z y ź n ie  N /p , P , Z /  i  któ­

rych o d le g ło ś ć  od punktu p j e s t  n ie  w iększa od p /  j0 

l i c z b a  dod a tn ia / i  oznaczamy przez N/р /  sumę mnogościową 

tak utworzonych zbiorów A / p , P , Z / ,  gdy punkt p zmienia s ię  

w p r z e s tr z e n i  Rfi oraz prosta  P należy do kontigensu Bou­

liga n d a  zbioru Z w punkcie p .

J e ż e l i  z b ió r  N/ р /  j e s t  mierzalny objętościow o np.
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w sen sie  Lebesgue'a  i  j e ż e l i  i s t n i e j e  lim to
Л p n“ ‘

n - U
zbiór Z nazywamy mierzalnym lin iow o według / К - H / ,  a war­

tość te j  gran icy  jego miarą lin iow ą według / К -H /»

W §3 n i n i e j s z e j  pracy zajmuję s i ę  ustaleniem  w pew­

nych wypadkach równoważności m ie rza ln o ści  l in io w e j  zb io ­

rów według /№ / oraz według /К -H /  i  wniosków stąd wypływar 

jących»

§4 poświęcony j e s t  zbadaniu równoważności m ierzalnoś­

ci powierzchniowej według /М / oraz według / К -H /  zbiorów 

w p rzestrzen i trójwymiarowej =>§ 1.
Twierdzenie I

*  ' * 1/Zbiory Zp , Zp , Z/ р /  i  Z /ę>/  są m ierzalne w se n sie  

Jordana i  miary ic h  są równe*.

Dowód

Udowodnimy n ajp ierw , że:

Zp = z * / p / c  z / p / c  Zp c  / z * / '  ^  . / 1 /

Uzasadnienia wymaga jedyn ie  zawieranie o s ta tn ie ,  bowiem
£

związki poprzednie widoczne są z d e f i n i c j i  zbiorów Zp , 

z * /p /  , Z / ^ i  Z p .

Niech punkt p e Z p .  Należy wykazać, że w każdym o to ­

czeniu punktu p o promieniu Z dodatnim i s t n i e j e  choć 

jeden różny od p punkt zbioru Zp , a więc punkt o d le g ły  

od zbioru Z o mniej niż p . Do w myśl d e f i n i c j i  od­

le g ło ś c i  punktu od zbiorUj i s t n i e j e  w zb iorze  Z p u n k ty  
____ £

taki, że: p q £ p + —» Niech r  oznacza punkt na odcinku

1 /  Zbiory te określone z o s ta ły  we w stępie»

2 /  Je d y n ie  o s t a t n i e  zawieranie można z a s tą p ić  rów­
nością»
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P
—  2 
q o d le g ły  od punktu p o — Ç .

—  —  —  £  2 _  qr = qp -  rp < p + - | - - £  =

Mamy wtedy:

stąd: qr 4 p -  a stąd o d le g ło ś ć  punktu r  od zbioru Z

j e s t  n ie  większa od f  ^  , a w ięc j e s t  m niejsza od 9 *

co n a le ża ło  okazać. M ierzaln ość w s e n s ie  Jordana zbioru

Z * / p /  udowodniłem w pracy [14] .  Stąd mierzalny j e s t  też

zb ió r  Zp , a więc i  z b ió r  /Zy / '  / z o b .  [ 6 ] t w . / 4 . 5 /  s t r .

2 0 1 /  oraz | Z p | *  | / Z p / * | .  Ze związku / 1 /  otrzymujemy

wniosek o m ie rza ln o śc i  w se n s ie  Jordana zbiorów Zn i
^ '

Z /Ç /  i  równości miar Jordana zbiorów Z n , Z p , Z /р/

i  z * /p /.

§ 2 .

Fodamy tera z pewne warunki d o sta te czn e m ierza ln ości  

l in io w e j  zbiorów według / М / .

Estermann /z o b .  c o  s t r .  11 0 / wprowadza następujące  

p o ję c ie  zbioru c ią g łe g o  / k o n t i n u i e r l i c h / :

-  zb iór  Z j e s t  c i ą g ł y ,  gdy do niego n ależy w ięcej n iż  

jeden p unkt,oraz gdy do każdych dwu punktów do niego na­

leżących  i s t n i e j e  t a k ie  kontinuum, do którego te  punkty 

należą i  które zawiera s ię  w zb iorze  Z. 0 zbiorach c i ą g ­

ły ch  dowodzi on, że są m ierzalne lin io w o według /М /

/z o b .  [Î V] tw .24 s t r .  1 1 0 / .

Każdy z b ió r  c i ą g ł y  j e s t  spójny /z o b .  [X]tw,. 6 . 3  s t r .  

8 8 / ,  a le  n ie  odwrotnie, jak  na to wskazują przykłady na­

stę p u ją c e :

1 /  Wykres fu n k c ji  / z o b .  r y s * l / :

f / x /  = s i n  ^  d la  х е ( 0 , 1 )  i  f / О /  = 0 ,  

j e s t  przykładem zbioru spójnego i  ogran iczonego, któ­

ry n ie  j e s t  zbiorem ciągłym .
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R ys. 1

2/ Wykres fu n k c ji  /z o b .  r y s . 2 / :

f / х /  = ^  s in  ~  d la  x e  ( 0 , 1 ) ,

z dołączeniem do n iego p r o s t e j  x = 0 ,  j e s t  przykładem 

zbioru spójnego i  domkniętego, który n ie  j e s t  zbiorem 

ciągłym .
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któregoNazwijmy prawię spójnym każdy ta k i zbiór Z, 

domknięcie Z j e s t  zbiorem spójnym»

Ponieważ domknięcie zbioru spójnego j e s t  też  zbiorem

j e s t  prawie s p ó jn y ,  ale o c zy w iście  n ie  odwrotnie,

Warunek d o sta teczn y l in io w e j  m ierza ln o ści  według /М /  

zbioru Z podany przez Estermanna / c i ą g ł o ś ć  zbioru Z/ moż­

na u o góln ić  jak  n a stęp u je :

Twierdzenie I I

Suma skończonej i l o ś c i  zbiorów prawie spójnych j e s t  zbio­

rem mierzalnym lin io w o według /М / .

zbiorami prawie spójnymi., Ponieważ d la  Ç >  0 zachodzi

zbioru Z równoważna j e s t  m ierza ln o ści  l in io w e j  zbioru Z,

Nadto Zy Zy , g d z ie  Zy d la  v •  1 , 2 . . . ^  są zbiorami

zamkniętymi i  spójnymi. Dla uzasadnienia  m ie rza ln o ści  l i ­

niowej zbioru Z w ystarczy więc pokazać, że suma skończo­

nej i l o ś c i  zbiorów zamkniętych i  spójnych j e s t  zbiorem 

mierzalnym lin iow o według / М / .  Dowód powyższego przepro­

wadzimy in d u k cy jn ie  ze względu na i l o ś ć  składników w 

sumie.

1 .  Wykażenty n ajp ierw , że zb iór  zamknięty i  spójny Z j e s t  

m ierzalny l in io w o .

Rozważmy n astępu jące trzy  przypadki:

a /  zb ió r  Z składa s ię  z jednego punktu, wtedy j e s t  rnie-

spójnym / zob. H  tw, 6o2 s t r .  87/ ,  każdy zb iór  spójny

Dowód

Hi ech są

Z y  = Z y  / zob. (YJ tw.2  s t r . 1 9 8 / ,  m ierzalność lin io w a
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2 .

rzalny l in io w o , bowiem m /Z/ = m /Z/ = 0 ,  

b /  do zbioru Z należą przynajmniej dwa punkty, przy  

czym j e s t  on ograniczony. Ponieważ z za ło że n ia  jest  

spójny i  domknięty, j e s t  kontinuum, a więc zbiorem 

cią głym , a stąd na podstawie cytowanego powyżej 

tw ierdzenia  Sstermanna j e s t  mierzalny l in io w o ,  

с /  z b ió r  Z j e s t  n ieo gra n iczo n y, wtedy m /Z /= m /Z /= + °°  

/ z o b .  0 1  ]  tw„3 s t r .  7 6 / ,  a więc z b ió r  Z je s t  mie­

rza ln y  l in io w o .

Załóżmy, że każdy z b ió r ,  który j e s t  sumą .ic zbiorów 

zamkniętych i  spójnych j e s t  m ierzalny l in io w o . Wyka­

żemy, że każdy z b ió r ,  który j e s t  sumą /1 + 1 zbiorów 

zamkniętych i  spójn ych , j e s t  m ierzalny l in io w o .

/Ы + 1

Niech Z = Zv , g d z ie  zbiory , Z2 , . . . ,  Z u , Z^ + | 

v= 1
są domknięte i  spójn e.

Rozróżniam przypadki:

a /  /Z^ + Z2+ . . e + Z ^ /.Z a + i ^ O, wtedy wśród l i c z b  1 . . .  jJ.
i s t n i e j e  taka l i c z b a  v , d la  k tó r e j  Z .Z,, . 4 0»* О* V >U+1 TO *
A le wtedy z b ió r  Zv + Z^+1 j e s t  zamknięty oraz 

spójny /z o b .  H  t $ .  6 .1  s t r . 8 7 /  i  zb iór  Z można

przedstaw ić jako sumę jul zbiorów spójnych i  dom­

k n ię ty c h , j e s t  więc w myśl za ło że n ia  indukcyjnego  

mierzalny l in io w o ,

b /  /Z^ + Z2+ . . .+  Za / . Z ^  + 1 = 0 .  Wtedy zb ió r  Z j e s t  sumą 

zbiorów A = Z1+Z2+ . . . + Z ^  i  Z + 1 , które  są zamknię­

te i  r o z łą c z n e ,  nadto pierwszy z nich  A j e s t  mie­

rzalny  lin io w o  w myśl za ło że n ia  in du k cyjn ego, a dru­

g i  Z w myśl pierwszego kroku indukcyjnego. Stąd  
r + '

-  87



w myśl tw ierdzeń 2 i  7 pracy Estermanna /z o b .  [1 f) 

s t r .  76 i  7 8 /  z b ió r  Z j e s t  m ierzalny lin iow o 1^ .

W ten sposób dowód tw ierd zen ia  I I  z o s t a ł  zakończony. 

Warunek prawie s p ó jn o ś c i  zb ioru  Z nie j e s t  konieczny  

d la  m ie rza ln o ści  l in io w e j  zb ioru  Z, słu szn e j e s t  bowiem 

tw ierdzen ie  n a stę p u ją ce :

Twierdzenie I I I

J e ż e l i  zb ió r  Z j e s t  sumą skończonej i l o ś c i  zbiorów  

Zv / v  * 1 ,2  . . .  ju /  mierzalnych lin io w o według / M / , z  k tó ­

rych każde dwa mają o d le g ło ść  dodatnią , to  j e s t  on mie­

rz a ln y  lin io w o według /М / i  zach odzi:

m /Z / = m /Z ^/ + . . .  + ш/Zjul/

D la dowodu w ystarczy sk o rzy sta ć  z tw ierdzeń 2 i  7 pracy  

Estermanna /z o b .  C u ]  s t r .  76 i  7 8 /  i  zało żeń  m ierzalnoś­

c i  l in io w e j  zbiorów Z^.

Uwagi:

1. W tw ierd zen iu  I I I  nie w ystarczy z a ło ż y ć ,  że zb io ry  

Zv d la  v = 1 ,2  . . . ^  są  r o z łą c z n e .  Niech bowiem Z^ i  Z^ 

będą zbiorami rozłącznym i, o spójnych domknięciach i  t a ­

k im i, że Z^ * Z2 oraz m / Z ^  Ф O i  m/Z^f /  + °o , Wtedy 

z b ió r  Z * Z^ + Z^ j e s t  wprawdzie w myśl tw ierd zen ia  I I  

m ierzalny l in io w o ,  a le  m/Z/  = m /Z^/ = m /Z^/ + m/Z?/ .

2 .  Twierdzenie I I I  n ie  przen osi s i ę  na p r z e l ic z a ln ą  

i l o ś ć  zbiorów, co wynika z podanego przez W.H.Young /z o b .  

И  lub [V] s t r .  1 9 8 -1 9 9 /  przykładu zb io ru  ograniczonego,

1 /  Dwa z b io ry  zamknięte rozłączne i  ograniczone mają 
o d le g ło ść  od s i e b i e  dodatnią , gdyby natomiast k tóryś  ze 
zbiorów A lub Z b y ł  n ieo gra n iczo n y , to  n ieo gra n iczo n y,  
a więc m i e r z a l ń y f i n i o w o , byłby z b ió r  Z.
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będącego sumą p r z e l ic z a la s j  i l o ś c i  rozłącznych  i  domknię­

tych łuków okręgów, którego miara lin io w a  według / М / jest  

większa od sumy miar liniow ych / c z y l i  d ł u g o ś c i .  -  zob. 

n i ż e j /  tworzących go łuków. Zobacz też  przykład na s t r .  

105-109.

3 .  Może jednak s ię  zdarzyć, że z b ió r  będący sumą prze­

l ic z a ln e j  i l o ś c i  zbiorów m ierzalnych lin io w o  j e s t  zb io ­

rem mierzalnym liniow o / i  to w sen sie  węższym/ oraz jego  

miara równa s ię  sumie miar zbiorów składowych.

Weźmy bowiem pod uwagę przykład n a stę p u ją cy :

Niech zb iór  Z będzie  sumą okręgów Kq , , К . . .  kon­

centrycznych, o środkach w punkcie p i  o promieniach 1,  
o ^

1/ 2,  1 / 2  . . .  z dołączonym punktem pQ.

Do dowolnego Ç z p rze d z ia łu  ( 0 , l )  dobierzmy tak l i c z ­

bę naturalną v ,  by:

Oznaczmy przez  

К i  połóżmy:

7 7 ,v -1

Zv sumę mnogościową okręgów Kq ,

/ 1/

t> « « f

Pokażemy n iew prost, że przy za ło że n iu  / 1 /  zbiory Z 1/ ^  /
2 v 

oraz Z / 0 / ,  dające w sumie zb iór l /OJ  , n ie  mają punktów
v ' 1 2  

wspólnych. Gdyby bowiem zb ió r  Z^/ р / .Z y/ p /  n ie  b y ł p u sty ,

is tn ia łb y  punkt p, którego o d le g ło ś ć  od okręgów ,

oraz 2 byłaby n ie  w iększa od p . Wtedy o d le g ło ś ć  tych

okręgów od s i e b i e  musiałaby być n ie  w iększa od 2 p , c z y l i

>v-3 ,v -2 ^  2
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1 1
a więc y j -  ^ 2 0  , a s t ą d — —г  4  0 , co j e s t  s p r z e c z -  

2 * ' 2^" * 

ne z / 1 / .

Mamy w ięc: Z /p /  = Zy/ p /  + z j / р /  oraz Zy/ p / . Z 2/ p /  = 0 .  

S tą d :

|Z/p/| = |Z^/p/ + |Z*/p/| . / 2 /

Ale z b ió r  Z ^ /p /  składa s ię  / z  uwagi n a /1 / /  z niezachodzą- 

cych na s i e b i e  p ie r ś c i e n i  kołowych, w ięc:

|z|/p/|= [jr/1 + p/2 -JT/1 - p / 2] +

| f ł  * p / 2- * ' !  -  p / 2} - - -  lf/ ^ Г э  ,ł  P /2  - ^ 7 1 3  - p / J

= В 1 р / 1  -  ф^/ • / 3 /

2
Zbiór Zy/ p /  zawiera s ię  w k ole  o środku pQ i  promieniu

p + p , a w ięc z uwagi n a / 1 /  mamy:
2 1

|ẑ /p/1 ^згЫг ł p)24IT( ^ 2  ł T̂ rf- 31 M i j

Stąd z uwagi na / 1 / :

lz» 'P ' l
O *: - <

JT« ,2 v -2 jr<
9

? 4S _1_
9 З Г
„ V— 1

Gdy p — - O, to r — ► + oo , z powyższego otrzymuj emy więc :

Oo
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Z uwagi na / 2 /  mamy:

iz /p /i l zV l I f ^ i
г р  " г р  г р

c z y li

' f f  - u .  ^
p —*0 p — 0
lim

Ostatnia gra n ica  z uwagi na / 3 /  równa s ię  4 J T .

Zbiór Z j e s t  więc mierzalny lin iow o według /М /  i  jego  

miara lin io w a  równa s i ę :

+ oo

m/Z/ = 4 Я  =

v| 0

+  oo

2 JT - / V '
4 v=0

Znane j e s t  tw ierd zen ie  n astępujące:

J e ż e l i  przez C oznaczymy łuk p ro sty  w p r z e s tr z e n i  

Rn , to zb ió r  C j e s t  m ierzalny l in io w o  według /М /  

oraz m /C/ = Л / C / ,  gdy łuk C j e s t  prostow alny, a 

Л / C /  oznacza jego długość i  m /C / = + co , gdy łuk  

C n ie  j e s t  prostowalny»

Dowód tego tw ierdzenia  przeprowadzony j e s t  w pracy Ester- 

manna /zobo D i ]  s t r ,  9 3 - 9 4 /  oraz w pracy Fararda /z o b .

[Î2] s t r .  69- 74/0 W dalszym ciągu  podam pewne u o góln ie­

nie tego twierdzeniao

Z rozumowania przedstawionego przez Favarda / z o b e Ы  

s t r .  6 9 /  wynika tw ierdzenie n a stęp u ją ce :

J e ż e l i :  1 /  F^ i  F^ są zbiorami zamkniętymi i  mie­

rzalnymi l in io w o ,

2/11Ш m [V/W e] = ° ’
to z b ió r  3 est mierzalny lin io w o oraz jego

miara lin io w a  równa s ię  sumie miar lin io w ych  zb io ­

rów F 1 i  F 2
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Stąd wynika następujący w niosek:

J e ż e l i  P j e s t  dowolnym zbiorem zamkniętym mierzalnym l i ­

niowo, a C łukiem prostym, prostowalnym, mającym ze zbio­

rem P co najw yżej dwa punkty wspólne, to zb ió r  P+C j e s t  

mierzalny l in io w o ,  oraz jego adara lin io w a  równa s i ę  su­

mie miary l in io w e j  zbioru P i  d łu g o śc i  łuku C .
«

Dowód

I* Gdy P.CaO, to tw ierd zen ie  wynika z twierdzeń I I I  oraz

I I c  Niech PcC składa s i ę  z jednego tylk o  punktu p qB C -  

znaczmy przez г = г / Г / ,  d la  Ге£о(.,|3], równanie pararne- 

tryczno-wektorowe łuku C , W myśl tw ierd zen ia  | T j  

zb iór C j e s t  mierzalny lin io w o  i  m/C/ = Л / С / ,  gd zie  

X / С /  oznacza d łu gość łuku C . Ponieważ p o le  г / Г /  

j e s t  c i ą g ł e ,  zb ió r  C j e s t  zamkniętyo 

Niech punktowi pQ e  G odpowiada parametr Toe l « $ -  
Oznaczmy przez 0 ( Г ) = | г / Г /  -  г /  Г^/\с Punkcja ta  j e s t  

c i ą g ł a  w p r z e d z ia le  O - r i  •

Niech £ będzie dowolną l ic z b ą  dodatnią . Utwórzmy 

zb iór C . / F c C / g  , j e s t  to zb ió r  tych punktów łuku C, 

których o d le g ło ś ć  od punktu pQ j e s t  n ie  większa od £ ,  

tzn . zb iór  ta k ic h  punktów р / Г /  krzywej G, d la  których  

0 / Г / < £ .  Niech Z = / Г / ( ф / Г / <  £ j  . Zbiór ten posiada  

kresy dolny i  górny, które oznaczmy przez Г* (£) oraz  

Vz (£).

Z uwagi na c i ą g ł o ś ć  ф / Г /  kresy te  należą do zbioru  

Z. Pokażemy, że gdy £ — -  0 ,  to Т1(£)-*Г0 oraz TZ (£)-*T0 
Przypuśćmy bowiem, że d la  pewnego c ią g u  £v—* 0  c ią g  

np. V1 (£y) -/  -  Г0 e Z ciągu  tego dałby s i ę  wtedy wy­

brać c i ą g  (£/iy) *• TJ ф T0 . Mamy ф \ j t (£/Лу)] <£лу ,
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a stąd,wobec c i ą g ł o ś c i  fu n k c ji  ф / Г /  , otrzymujemy:

ф /Г 0 /  = О» Ale wobec wzajemnie jednoznacznego odwzoro­

wania l i c z b  p rze d z ia łu  [ « > / » ]  na punkty łuku prostego C 

mamy stąd t'0 -T 0 , co da je  sprzeczn ość.

Niech C £ oznacza łuk o równaniu r  * г / Г /  d la  ^ ( e ) ^  Ç)| 

Kamy C . /Е .С /^  c  C£ , a stąd  m j c . / F . C ^ ]  «  m/C£ /  /z o b .  

[11] tw.1 s t r .  7 6 /o  Ale w myśl tw ierd zen ia  |T̂ |: m /Cg/  

równa s ię  d łu go śc i  łuku C£ , którą oznaczamy Ag . Z uwa­

gi na c i ą g ł o ś ć  d łu g o śc i  łuku krzywej c i ą g ł e j  i  prostowal- 

nej /z o b .  £5]  tw. 2 s t r .  6 2 /  Ag ------► 0 przy £ — - O ,  bo­

wiem wtedy t 1 (£)— -Г0 oraz T2 (£)— ►T0 . Stąd wobec n ie ­

równości: 0 «  m j ę . / F . C / J  « A g  , wnioskujemy, że 

lim̂  m ję . /P « C /g ]  = 0 ,  co wobec tw ierdzenia  | J  dowodzi 

prawdziwości naszego wniosku.

I I I .  A n a lo giczn ie  można uzasadnić prawdziwość wniosku, 

gdy zb ió r  FoC składa s i ę  z dwu punktów.

Uwaga

•Yidoczne j e s t ,  że wniosek p o zo sta n ie  w mocy przy za­

łożen iu , że z b ió r  P.C składa s i ę  ze skończonej i l o ś c i  

punktów.

Na podstawie powyższego wniosku udowodninjy następu ją­

ce tw ierdzen ie:

Twierdzenie IV

J e ż e l i  krzywą C / tz n .  c ią g ły  obraz od cin k a/ można r o z ło ­

żyć na sumę skończonej i l o ś c i  łuków prostych  

ta k ich , że zb ió r  / С ^ + 0 ^ + .* .+ С у/  . d la  v = 1 , 2 . . .  / * - 1

j e s t  złożony z co najwyżej dwu punktów, to miara lin io w a  

m/ С /  krzywej C równa s i ę  Л / С / ,  gd zie  А / С /  j e s t  d łu ­

gością krzywej C , gdy ta  j e s t  prostowalna lub A / C /=+00 

w przeciwnym przypadku.
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Dowód

I .  Załóżmy, że krzywa C n ie  j e s t  prostow alna. Wtedy

przynajmniej jeden z łuków C ^ C ^ . . ^ ,  przypuśćmy

C , n ie  j e s t  prostow alny. J e s t  С С  C , a stąd  
o o

m/Cv /  ^  m /C / ,  a le  т /С у /  = + «? /z o b .t w .  / T ^  / , a 
o vo

więc i  т / C /  ^ + oo .

IIo Niech krzywa C będzie prostow alna. Wtedy w sz y stk ie

łu k i  C 1 . . . C^ są prostowalne i  j e ż e l i  przez А / Сy/

o znać żymy długość łuku Су , many Л / С / =  Л /С  ^ / + . .  .+Л/С^/

/z o b .  И tw. 1 s t r .  6 2 / .  Przypuśćmy d la  dowodu nie

w prost, że m/C/  ф Л  / С / .  Niech v q oznacza najm niejszą

z l i c z b  1 . . .  ,u , dla k t ó r e j :/

m /C ^ + .• »+Су /  ф \  / С ^ / + . . . +  Л /С  /  . / 1 /
o Vo

Ponieważ т / С л/  = Л /С^,/  /n a  podstawie tw ierdzenia  

/Т-,/* j e s t  łukiem p rostym /, mamy v q > 1. Nadto z 

o k r e ś le n ia  v q mamy:

m/C, + . . .+C , /  = А /С  . / + • * . +  A / C  * /  41 v -1  1 v - 1o o

Oznaczmy przez P = C ^ + . . . +С^ . Zbiory F i  Cy są
V  Vo

oba zamknięte, mierzalne lin io w o i  mają co najwyżej 

dwa punkty wspólne. Z wniosku ze s t r .  92 otrzymu­

jemy stąd:

m / C , + . . . + C  ,+C /=m/F+C /  = т / F /  + m/C /  =1 v -1  v v vo o o o

= a / c ^ / + . « . +  a  / c ^ —*i^+ a  / c ^ /  ^
o o

bo C j e s t  łukiem prostym, co j e s t  sprzeczne z / 1 / .  
o
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Twierdzenie V

Je ż e l i  1 /  równanie parametryczno-wektorowe krzywej C ma 

p ostać  r = r / 2 7 ,  gd zie  f  e  [ot, 13 ]  , przy czym 

w p r z e d z ia le  Го^/ЗП i s t n i e j  e — oraz

d f  * °»
2 /  krzywa C posiada tylk o  skończoną i l o ś ć  punktów 

w ielok rotn y ch , tzn . ta k ic h ,  którym odpowiada 

w ię c e j  n iż  jedna w artość patametru Г  z prze­

d z ia łu  С « , д ,

to: m/C/ = Л / С / ,  g d z ie  А / С /  ma znaczenie ta k ie  jak w 

twierdzeniu IV »

Dowód tego tw ierd zen ia  poprzedzimy następującym lema­

tem:

a/ Przy za ło że n iu , że p ole  r  = г / Г /  d la  Г  e Co^j/SD j e s t  

c i ą g ł e ,  zb iór  Z r = /Г/(Т«е§<-,р}|г/Г/-/'/Г^= 0) określony dla  

Toe J  j e s t  zamknięty,

b/ J e ż e l i  i s t n i e j e  d^ r ^ d la  Ге 0 * , /O  oraz | ф o,
zbiór Z ^  d la  każdego T0 c (óc,pj j e s t  skończony.

Dowód

Го Wtedy r e f o t j j S ]  oraza/  Niech t  eZ  r i  v 4 o
г / Г у / ----- - г / Г / ,  c z y l i ,  ponieważ |г / ? у / - г / Г о/|  * 0 ,  ma­

my | г /Г / -  г / Г о/|  = 0 ,  a więc Г е Z ^ ,  со n a le ża ło  о -  

kazać,

Ь/ Przypuśćmy, że zb ió r  Z у- j e s t  nieskończony. Jako o -  

graniczon y, musi posiadać choć jeden punkt skupienia  

Г*, w myśl a/  należący do Z r0 . I s t n i e j e  w ięc ta k i

c ią g  r y € ZTo , 

którego Г  ф V* d la  v = 1 , 2 , 3 . . .  

Г * е  Zr

który j e s t  zbieżny do Г  i  d la

Ponieważ T*e Z? , oraz o c z y w iśc ie  Гв e , mamy

\cfr*ł -  r / Г  /  | = 0 ,  c z y l i  r /  Ç , /  * г / Г * / »  Nadto s tą d ,
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że Г п e ZTo mamy ( г / z j  -  r / r Q/  J = O, c z y l i  v l X j -r l t J .

Г / Т / - Г / Т * /  A-r/T*/
Stąd ——-------— —  = C i  gdy t  V* otrzymujemy ■■ - ' =r *-=0 ,

Гп ~ Г n d ł

co j e s t  sprzeczne z założeniem.

Dowód tw ierd zen ia  V

* myśl tw ierdzenia 3V w ystarczy pokazać, że krzywą C 

można r o zło ży ć  na taką skończoną i l o ś ć  łuków p rostych

że zb ió r  /C.J +w 1 • • • ''/i »
/ i - 1 składa s ię  co najwyżej z dwu punktów 

Niech p̂

+ С / . C  , d la  v * 1 , 2 , . ,v v + 1 * *

С,  а Г.
1

. . .  Рф. będą punktami wielokrotnymi krzywej 

Гд- jakimikolwiek odpowiadającymi im parame­

tram i. W myśl lematu zbiory Z r  f . . .  Z są skończo­

ne, a więc i  z b ió r  Z = + . . .  + Z ^  j e s t  skończony.

Oznaczmy jego elementy, uporządkowane rosnąco, przez

V  ^2 • *e Гт . Węzły s i e c i :

ot < Г, < £

oznaczmy przez Г

2 ^ ł2
^ / n - f  + Tm <r  ̂ n 

2 < Lm*P

Niech G d la  v = 1 ,2  v *

 ̂ . . .  IjU «

. ^  będzie  zb ió r  ап o równa­

n iu  parametryczno-wektorowym г = г / Г /  d la  Те л , ,

O czyw iście  C = ^  Cv . Rozkład p r z e d z ia łu  na p r z e -

v= 1
d z ia ły  K - 1 -  r v ]  j e s t  t a k i ,  że z każdego z tych prze­

działów tylk o  jeden punkt /k r a n i e c /  n ależy do zbioru Z.  

Stą d :

1 /  zbiory Cv są łukami p rostym i.

Udowodnimy n ie  w prost, że:

2 /  zb iór  / С .  + . , ,+C / . C  . d la  v = 1 , 2 . . .  jjl -1  składa się1 v v + 1 '  x
co najwyżej z dwu punktów.

Przypuśćmy, że dla  pewnego v zb ió r  / C ^ + . . . +С^ / . C  +1
o Vo+ ‘
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składa s ię  z trzech  punktów, którym w p r z e d z ia le

odpowiadają parametry Pt Я2 < Яз° bïamy s t 3 d

p2 ф Гу oraz p^ f Гу « W tedy do i s t n i e j e  w p r z e -  
o o

dziale с « * . ч :  tak i parametr p 2 f p 2 , że r/p2/ =r / p2/  
a więc p 2 € Z. Podobnie p^ ^ p 2 n a leży  do Z, co 

sprzeczne j e s t  z tym, że w p r z e d z ia le  [  r Ke*r K0 ł i ]  j e s t  

tylko jeden punkt zbioru Z.

Dowód tw ierdzenia  V można w ięc uważać za zakończony.

§ 3»

Przejdziem y tera z do u s ta le n ia  pewnych z a le żn o śc i  mię­

dzy m ierzaln ością  lin iow ą zbiorów według / М / ,  a ich  m ie-  

rzalnością lin io w ą  według / К - Н / .

D e f in i c j a

Mówimy, że o d le g ło ś ć  punktu pQ od zbioru Z r e a l iz u je  

się w pewnym punkcie p , należącym do domknięcia Z zb io ­

ru Z, j e ż e l i  o d le g ło ś ć  punktu pQ od zbioru Z równa s ię  

o d le g ło śc i  punktu pQ od punktu p ^.

Udowodnimy lemat / L / :

J e ż e l i  o d le g ło ś ć  punktu pQ od zbioru Z r e a l i z u j e  s ię  

w pewnym punkcie p̂  f  PQ* przy czym kcntingens B o u lig a n -  

da zbioru Z w punkcie p  ̂ zawiera pewną p rostą  P ,  to pros  

ta ? j e s t  p rostop a d ła  do p r o s te j  PQP1 •

Dowód n ie  w prost.

Oznaczmy przez К kulę o środku w punkcie pQ i  promie­

niu p =  pQp 19 J e ż e l i  p rosta  P n ie  j e s t  prostop adła  do 

p rostej PęjP^ to p rzecin a  powłokę k u li  К w jakimś punk­

c ie  p2 ф p1 . Weźmy pod uwagę p ółp rostą  p^p^o Należy ona 

do kontingensu Bouliganda zbioru Z w punkcie p 1 . I s t n i e ­

je więc w zb iorze  Z ta k i  c ią g  punktów p^ ф p ^ , d l a  k t ó -

-  97 -



rych , oras p ó łp ro ste  p^p^zdążają do p ółp ro stej

p ^ 2’ Niech ву oznacza miarę kąta między półprostymi  

P 1 Pv oraz p 1p2 . Mamy ©y -------» 0 .  Wybierzmy układ o d n ie s ie ­

n ia  ta k , by punkt p  ̂ miał współrzędne / 0 , 0 . . . 0 / ,  punkt 

P2 współrzędne / 1 , 0 , . . . , 0 / ,  a punkt pQ współrzędne

/■~ , У ^ 2 -  * 0 . . .  0 /  /z o b .  r y s . 3 /  i  oznaczmy współrzęd­

ne punktu pv w tak dobranym uk ład zie  przez (cC1 , & 2  >

Ponieważ

cos 0 =v

mamy przy v — ► + oo ; к
ot,

Ponieważ

1.

TT?
s i n  0v Vl -

v Vćr«;/ ■
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+ oo

■0, a nieć L « / О.
^  "  " "

Ponieważ w punkcie p  ̂ r e a l i z u j e  s i ę  o d le g ło ś ć  punktu pQ

od zbioru Z, mamy d la  każdego punktu p należącego do

p , a stąd z uwagi na t o ,  że

, c z y l i :

«  -  j /  -V ? 2~ t ) 2+ (<*з)2< • • • +(<*nf * P*dla v  1,2,3. . . ,

c z y li :  Ç  (ct^f -et !! -2  V ^ ~ T  • <*I > 0 y 
M 1

mamy stąd przy v —

zbioru Z: ppo >/ P ^ q = 

pv e Z, mamy; p^pQ >  p

skąd po w ydzielen iu  przez » bo pv * p o .

o trzymamy :

Ot/
F  ~ г  у р г' <  •

« J
? > o .

Przechodząc tu do g r a n ic y ,  gdy v — - +  oo , otrzymujemy 

-  1 >  0 ,  skąd sprzeczn ość. Lemat z o s t a ł  więc udowodniony

Wniosek

J e ż e l i  Z j e s t  zbiorem zamkniętym i  do kontingensu  

Bouliganda tego zbioru w każdym jego punkcie należy przy  

najmniej jedna p r o s ta ,  to dla  każdego p > 0 mamy Zp =

= N/ р /  /z b io r y  Zp i  N/ р /  z o s ta ły  ok reślon e we w s t ę p i e / .

Stąd wynika równoważność jego m ie rza ln o ści  l in io w e j  

według /М / i  według / К - Н / .

Zbiorem Z może być w s z c z e g ó ln o ś c i  krzywa zamknięta, 

mająca w każdym punkcie s ty c z n ą .

Twierdzenie V I

J e ż e l i  z b ió r  Z sp e łn ia  warunki n a stę p u ją ce :  

a/ j e s t  zamknięty,
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b /  j e s t  mierzalny lin io w o według / М / ,

с /  zb iór U tych punktów zbioru Z , w których kontingens  

Bouliganda zb ioru  Z n ie  zawiera p r o s t e j ,  j e s t  miary 

l in io w e j  /М /  zero,

d / zb iór  l i / ÿ /  d la  d o s ta te c z n ie  małych p > 0 j e s t  mierzal­

ny ob jętościow o np. w s e n s ie  L e b esgu e’a,  

to :

e /  zbiór Z j e s t  m ierzalny liniow o według / К - H /  i  

f /  obie miary l in io w e  według /М / i  / К - H /  zbioru Z s ą ” 

sobie  równe o

Dowód tego tw ierdzenia  poprzedzimy dowodem lematu;

Dla każdego p > 0 mamy: Zp -  Up С  Kjp J  c  Zp.

Uwaga: przez Up oznaczamy z b ió r  tych  punktów p r z e s tr z e ­

n i  Rn, których o d le g ło ś ć  od zbioru U j e s t  n ie  w iększa od 

p / z o b .  W stęp/.

Dowód

Drugie zaw ieranie j e s t  widoczne.

Niech p e Zp - U p  . O d leg ło ść  punktu p od zbioru Z j e s t  

n ie  większa od p i  r e a l i z u j e  s ię  w pewnym punkcie qe Z. 

Punkt q n ie  należy do zbioru U, w przeciwnym bowiem wy­

padku p n a le ża łb y  do zbioru Up , co j e s t  niem ożliwe.Kon- -  

tin gen s Bouliganda zbioru Z w punkcie q zawiera więc na 

podstawie o k r e ś le n ia  zbioru U pewną p rostą  P .  H myśl l e ­

matu / L /  na s t r .  97 p ro sta  pq j e s t  prostopadła do p ros­

t e j  P ,  oraz pq «  p , a więc p e N/ р / , co n a le ża ło  oka-

ZâCe

Dowód tw ierdzenia V I

Mamy Up C Zp , więc Zp = /Z p  -  Up/ + Up , a stąd  

|Zp|=|Zp -  Up| + |Up|, c z y l i  |Zp -  Up I =|Zp| -  |Up I „ Na 

podstawie lematu: | Zp -  Up| <|N/p/| *s| Zp|, a stąd  i  z

powyższego:
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— ł - M -------  _  ------- LllfJ_____ *  lN /p/1  ^  Iz ? l , * ,

V i P n-1 *n-ien-1 V i ? n"1 *n-i ? n_1

Ponieważ z z a ło ż e n ia  miara lin io w a  według /М / zbioru U

równa s i ę  ze ru , więc " " ^ ?■
*̂n— 1 P

przechodząc więc w nierównościach / * /  do g r a n ic y ,  gdy  

p-----—0 otrzymujemy tezę  tw ie rd zen ia .

Uwaga

W przypadku, gdy lim  *..^•9-
P 0 * n -1 P

dzenia otrzymujemy na podstawie tw ierd zen ia  o dwu funk­

cjach dla  granic  n iew łaściw ych , z lew ej nierów ności / * / • 
W przypadku tym w ystarczyłoby zamiast z a ło ż e n ia  с /  z a ­

łożyć, że m/U/ < + oo .

W związku z założeniem с /  tw ierd zen ia  V I udowodnimy 

twierdzenie :

S..YI1
Kiech C oznacza krzywą Jordana /zam kniętą lub n i e / ,  

prostowalną. J e ż e l i  z b ió r  U ty ch  punktów krzywej C ,  w 

których kontingens Bouliganda nie zawiera p r o s t e j ,  j e s t  

zamknięty, to  z b ió r  U j e s t  miary l in io w e j  /М / zero .

S2EÓd

V/ dowodzie skorzystamy z następującego tw ierd zen ia  

Grossa /z o b .  [V] tw .IX  s t r .  180 oraz [ jo ]  s t r .  1 1 - 1 2 / :

n—1 = + oo , tezę  t w ie r -

n—1 0 ,  gdy p 0 ,
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Niech z b ió r  zamknięty A l e ż y  na prostcw alnej krzy­

wej Jcrdana C . Wprowadźmy na t e j  krzywej jako para­

metr długość łuku C  l ic z o n ą  od pewnego punktu

/ I /  p G C i  przez В oznaczmy z b ió r  tych  w a rto ści  para-
O

metru (Г , które odpowiadają punktom zb ioru  A. Wte­

dy miara lin io w a  według /М / zb ioru  A równa j e s t  

mierze Lebesgue^a zbioru В / z b i ó r  В musi być zam­

k n ię t y ,c o  wynika z zam kniętości zb ioru  A i  c i ą g ł o ś ­

c i  krzywej С / .

Niech krzywa C ma równanie r = r / r / ,  gd zie  T e  Po­

nieważ krzywa ta  j e s t  prostowalna można jako parametr na 

n i e j  p rzy ją ć  dłu gość łuku /z o b .  [p] tw .3  s t r . 6 2 /  l ic z o n ą  

od punktu pQ, k tóry  j e s t  końcem wektora г /oc/. Niech wte­

dy j e j  równanie będzie  p o s t a c i  v=v/(T/, g d z ie  а  przy

czym A oznacza długość krzywej C .  Współrzędne wektora 

v/<y/ są  funkcjami O' o ograniczonym wahaniu w p rzed zia le  

[o, A ] ,  a stąd w myśl znanego tw ierd zen ia  Lebesgue'a  

/ z o b ,  (~3j tw .2  s t r . 7 0 /  w prawie każdym punkcie p rze d zia ­

ł u  (j O.aJ  i s t n i e j e  oraz w prawie każdym punkcie tego

p r z e d z ia łu  | = 1 > 0  /z o b .  [3]  tw .8  str .8 3 /e 0 zn a c zm y

przez

1 /  Z zb ió r  ty ch  w a r to ś c i  parametru G , które odpowiada­

ją  punktom zb ioru  U c  C ,

2 /  Z z b ió r  ty ch  w a r to ś c i  parametru СГ , d la  których nie  
1 I (jy/g-/ ■

i s t n i e j e  lubd o dCT Ф 1,

3 /  z b ió r  punktów krzywej C odpowiadających wartościom

parametru <7 ze zb ioru  Z
1*

Z uwag poprzednich wynika, że miara Lebesgue a zb ioru

Z^ równa j e s t  ze ru . Dla parametru e [о,?Г| 

nie je  Ф O’, a więc w punkcie p na krzywej C ,

Z , i s t -  

k tó ­

remu odpowiada parametr G f kontingens Bouliganda s k ła ­

da s i ę  z dwu opozycyjnych promieni, zawiera więc p ro stą .
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Stąd U C  , a więc Z C  Z^, a wobec tego miara Lebesgue^a 

zbioru Z równa s i ę  t e ż  zeru . Ale miara lin io w a  /М / z b io ­

ru U równa s i ę  mierze Lebesgue^a zb ioru  Z / z o b . / I / / ,  skąd 

otrzymujemy te z ę  tw ie rd zen ia .

Uwagą
Określony poprzednio /z o b .  t w .V I /  z b ió r  U nie musi być 

zamknięty jak na to  wskazuje przykład n a stęp u ją cy :

R ys. 4

Niech C będzie wykresem fu n k c ji  ok reślon ej w n astępu ją­

cy sposób /z o b .  r y s . 4 / :
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1/ f / О /  -  о ,

2/ tbf)
3 /  w p rze d zia ła ch

/ - 1/
1 (ü̂7)
[г7 ’

d la  v = 1 ,2  , 3 , . . .  ;

d la  v = 1 , 2 , 3 , . . . ,
.2 ’ 2

funkcja f / х /  j e s t  l in io w a ,

4 /  f / х /  = f / - x /  d la  x e [ -  1 , 6 ] .

Krzywa C j e s t  prostowalna w p r ze d z ia le  [ - 1 ,  i ] * co wyni­

ka ze z b ie ż n o ś c i  szeregui

£  У (2^=1 -  [ н Г ’ ^ ) 2-  (~1)v- (гг)гУ ,

k tóra  widoczna j e s t  na podstawie n ierów ności:

V ( , - ^  r f * [ c -v уЧ( 2 ^ У ~ ( ~ i -2™+Н ™

Funkcja f / х /  j e s t  c i ą g ł a  w p rze d z ia le  1 , l ]  oraz jak  

łatwo zauważyć, wykres j e j  posiada w każdym punkcie prze­

d z ia łu  [ - 1. 1:  s ty c z n ą , z wyjątkiem punktów o od ciętych

£ . 1 1 / £  = + 1, v = 1 , 2 , 3 , . . . / ,  w których kontingens
2V" '

Bouliganda zb ioru  C nie zawiera p r o s t e j .

Zbiór U składa s i ę  więc z punktów o o d cięty ch  £ .  “J; . .
^  V •  I

Punkt o współrzędnych / 0 , 0 /  j e s t  punktem sk up ien ia  zb ioru  

U, bowiem £ .
, v — 1 V -

— -  0 ,  oraz f  ( E . - Ц т )  = f  ( ~ i - r ) =-+00 ’ V 2V-1  > V 2 V — 1 /
= / - 1 / V” 1 | ^  0 .  Punkt ten  nie n a le ży  jednak do

/  2 2
zb ioru  U, bowiem mamy -  x « f / х /  « x , a więc i s t n i e j e  

f ' / 0 /  = 0 .

Zbiór U nie j e s t  zamknięty. Zbiór U j e s t  jednak miary 

l in io w e j  /М / ze ro . Domknięcie Ü tego zb io ru  j e s t  zbiorem 

p rze licza ln y m , oc zy w iście  zamkniętym, leżącym na krzywej

-  104



Jordana C p r o s to w a ln e j, więc jego  miara lin io w a  / К /  rów- 

t*a j e s t  zeru /z o b .  / I /  w dowodzie tw ierdzenia V I I / , a stąd 

i miara lin io w a  zb ioru  U C  U j e s t  równa seru . Z p rzy k ła ­

du tego wynika w ię c ,  że zamkniętośe zbioru U nie j e s t  

konieczna do te g o ,b y  b y ł on miary l in io w e j  / V/  zero,  

T'wierdzenie V I  można częściowo odwrócić:

Twierdzenie V I I I

Przy za ło że n ia ch  а / ,  с /  i  e /  mamy tezę  b /  i  f /  /zobo  

tw .V I/.

Dowód

Na podstawie lematu do tw ierdzenia  V I  mamy:

N/ р /  C Z j )  C  N/ р /  + U? .

Stąd:

m / ę / l  . c  U p l  4  l « / p / i  łupi____

V i P E- 1 n- 1 ’

a więc gdy p — ►O otrzymujemy tezę tw ierd zen ia .  

U w a g ą

Założenie  с /  j e s t  w tym tw ierdzeniu i s t o t n e ,  jak na to 

wskazuje przykład n astępu jący:

Klech zb iór Z będzie sumą zbiorów:

Z1 : złożonego z punktów P^ o współrzędnych

js. ( i - g d z i e  ^JL- 0 ,1  , 2 .  . . / 2 V- 1 /  oraz

v = 1 , 2 , 3 . . .

Z^: odcinka x = 2 i y e [ 0 , f ]  /z o b .  r y s .  5 / .

Widoczne j e s t ,  że zb iór Z j e s t  zamknięty.

Ponieważ każdy punkt zbioru Z j e s t  punktem izo low a­

nym zbioru Z, kontingens Bouliganda zbioru Z jed y n ie  w 

punktach zbioru Z^ n ie  j e s t  p u sty ,  przy czym w punktach



wewnętrznych odcinka 2„ zawiera na pewno prostą  x = 2 .

У

R ys. 5

Stąd d la  dowolnego p > 0 :

2 p « |N /p/| < 2p + Я р  2 ,

a więc 1 <  <  1 + JT %  , c z y l i

lira ll f f i A ,  1 ,
f — О г Р

zbiór Z ma więc miarę liniow ą według / К -H /  równą 1.

Niech = ~хГТ ’ £d zie  A j e s t  dowolną l i c z b ą  natu­

ra ln ą .

Oznaczmy przez Z_ zb iór  tych punktów zbioru , d la  

których v <  X.

/ 1 /  Każdy punkt zbioru Z^ j e s t  od zbioru Z,, oddalony o

w ięce j  n iż  2рл = —jj- .
2

Kamy bowiem d la  v <  X : v -  1 <  Л , c z y l i
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1__
ż\ »

1

2v-1 >
2

a stąd

2 - 2 /' - i?> 7 •
/ 2 /  Dwa różne punkty zbioru Z są od s i e b i e  oddalone o

i 3
w ięcej n iż  2 ^  .

/ii  ̂ a. o
Niech bowiem P^ £ Z^ i  P^ e  Z^, g d z ie  / ^  -  / ^ /  +

/ v r v2/ 2 > 0 .

O d leg ło ść  tych punktów wyraża s i ę  wzorem:

a / Przypuśćmy, że ^ v2 i  np. <  v^. 
Wtedy:

Ale v 2 «  Л , c z y l i  v2 -  1 <CA, a stąd

a ponieważ > 0 ,  więc v2 “ v -] >  1 » c z y l i

2 V2 V>* >  2 ,  c z y l i  2V2 "*V/I -  1 >  1, Z powyższych

nierówności otrzymujemy <$ > —“ * .
2 *

b /  Przypuśćmy, że v ^ V g ,  wtedy /Д<) ^ JA2 , a więc

|^2“ - /*1 I *  1 *
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Wtedy

в -
2V <-1

l ^ -  / * 2 |* a le  V1 <  ^  » c z y l i

2^  < 2 *  , a więc 2 ^ - 1  <  2 *  , a stąd

— a— > 4 -
2V* .1 2 *

Z nierówności tych  i  w tym przypadku otrzymujemy

wniosek ô > A - .
2 Л

/ 3 /  W zb io rz e  Z3 mamy 2 + 22 + . . .  + 2 Л = 2/ 2 Л* 1 -  1 /  

punktów.

Z uwagi na t o , ż e  zb ió r  Z9 j e s t  odcinkiem o d łu g o śc i  1 

mamy:

?x + îffp»)2
„Л + 1 . / * . /л \2

I'Ve = 2

Z uwagi na /2/ i  / 3 / :  | /Z 3/ p x | = 2/ 2*  - 1/ЗГ(рд)2 .

Z uwagi na / 1 /  zbiory /Z » /p  oraz / Z  /  są roz~
3  ГА  -  P *

łą c z n e ,  a nadto

Zn э  / Z , / n + / Z „ /
Pa j3 ? a + / z ^

stąd

IZPa I W f V  I + I V a  I = 2/2Л +1 -1 / J T / /* .2 ,^ .JT/Д /

c z y l i

EpiL j, а/2л+'-1/ f  . о + i . f a  »
2Pa ‘ ГЛ

oA+1JT/2a+ - 1 /  _ ST 1
2 a + 1 " *2 ’ 2A41

Ponieważ przy Л — ►+ в о , рх = ~ ~ ~  —— О, oraz

108 -



9l i n
Л—*oo + Ж

2 JT + 1

zbiór Z n ie  może mieó miary lin io w e j  /М / równej 1.

Л związku z założeniem d /  tw ierdzenia  V I  udowodnimy 

następują-ca:

Twierdzenie IX

Niech C oznacza krzywą o równaniu parametryczno-wektc— 

rowym r  = r/ Г / ,  gd zie  T e  Załóżmy, że w każdym

punkcie p r z e d z ia łu  [ /* , /3 ]  i s t n i e j e  oraz | |i 0e

Niech nadto r/оС/ /  r /^3 /.

Wtedy dla  d o s ta te c z n ie  małych p > 0 zb ió r  К / p /  j e s t  mie­

rzalny objętościow o w se n s ie  Jordana.

Uzasadnimy najpierw dwa n astępu jące lem aty:

Lemat I

J e ż e l i  przy zało żen iach  tw ierdzenia IX o krzywej C ,  

od ległość punktu p od krzywej C ,  o d le g łe g o  od n i e j  c n i e -  

więcej n iż  p , r e a l iz u je  s ię  w pewnym j e j  punkcie wew­

nętrznym q / t z n „  takim, któremu odpowiada parametr 

Te(<*,p)/,to p e K/p/o
Dow ód

Z uwagi na t o ,  ż e  punkt q j e s t  punktem wewnętrznym 

krzywej C , w myśl założeń o n ie j  uczynionyćh, kontingens  

Bouliganda zbioru C w punkcie q zawiera choć jedną stycz­

ną do krzywej C w punkcie q. Zgodnie więc z lematem / L /  

str .  97 odcinek pq j e s t :

1/ prostopadły do s ty c z n e j  do krzywej C w punkcie q,

2 /  nadto j e s t  on o d łu go śc i  n ie  w iększej od p .

Z ł /  i  2/  wynika, że p e И/ p / ,  co n a le ża ło  wykazać.



Lemat II

J  e ż e l i :

1 /  p rosta  P J e s t  prostopadła  do n-1 wymiarowej h ip e r -  

p ła szc zy zn y  N, ic h  punkt p r z e c ię c ia  oznaczam przez pQ 

2 /  punkt po J e s t  punktem wewnętrznym krzywej C /odpow ia­

dający mu parametr Г e (ot,/3)/, o k tó rej  czyn ię  z a ło ­

żenia ta k ie  Jak w tw ierdzeniu IX,

3 /  i s t n i e j ą  punkty q̂  i  q2 t a k i e ,  że:

a . -  le ż ą  po różnych stronach h iperp łaszczyzn y N, 

b e-  żaden z punktów krzywej C o parametrze T <t0 n ie  

le ż y  wewnątrz kul: o środku w punkcie q^ i  pro

mieniu p q . d la  i  = 1 , 2 ,  
o ^ i  *

to p ro sta  P n ie  może być styczną do krzywej C w punkcie

V
Dowód

Przyjmijmy układ o d n ie sie n ia  | , x^ . . .  хд | ta k , by:

a /  h iperp łaszczyzn a К miała równanie x1 = 0 ,
2 1 2Ъ/ p ro sta  P miała równanie / х ^ /  + . . .  + / х д/  = 0

/z o b .  r y s . 6 / .

Punkt po ma wtedy współrzędne / 0 , 0 , . . . , 0 / .  Oznaczmy 

przez r. wektor wodzący punktu q. dla  i  = 1 , 2 ,  a przez
i  1 i

/et  ̂ , « • - » ,ct^  współrzędne punktu qi  / i  = 1 , 2 / .

N iech równanie krzywej C w tym uk ład zie  będzie p osta ­

c i  v = v/ Г / ,  g d z ie  T c [oc,^3j » Punktowi pQ e C n iech  na­

d a l odpowiada parametr Г0 е(<*,/3) . Weźmy pod uwagę funk­

c j e :

<p±/ l 7  = (v/ Г /  -  r j 2 .
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Rye. 6

W myśl za ło żen ia  3 /  b. mamy d la  T<T0

Ф ±/ П  Ï  / г ±Г  = Ф ±/ г 0/

Stąd d la  Г <  Г  :

°  У г /  ■
Г -  Г

«  О,

a więc:

rà ф / Г /  \

 ̂ ЗГг /г-гв < 0
Ale

...ïïV _ /  -  2 (v / r /  -  r i )  • •

/ 1/

/2/

Przypuśćmy, że p rosta  P j e s t  styczn a do krzywej C w

/Е O ma współrzędnepunkcie pQ, wtedy wektor ■ ^
/  A > 0 ,  0 / , g d z ie  ^  ^ 0 .
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Stąd w myśl / 2 / :

d 0 . / r / \

dT /Г*Г0 = 2 • /' ~ ° V  * A »

Л. 1a więc w myśl / 1 / : X s O ,  c z y l i  « 1 Л » C , oraz

2 1 2  2 1 2  
oć, о Л > 0 ,  c z y l i  ot  ̂« oC «, X > 0 ,  skąd CC 1 » CC  ̂ »  0 ,  co

j e s t  sprzeczne z założeniem 3 /  a . , bowiem punkty i  

le ż ą  po różnych stronach h iperp łaszczyzn y N, a więc  

■ot . oc  ̂ <  Oe W ten sposób lemat I I  z o s t a ł  udowodniony.

Dowód tw ierd zen ia  IX

Niech p1 oznacza koniec wektora r /o</, a p0 koniec  

wektora r/ р / .  O d le g ło ść  punktu p  ̂ od punktu oznaczmy 

przez 4 Po . W myśl za ło że n ia  po > 0 .  Ograniczmy w artoś­

c i  p do m niejszych od p ^ .  Niech będzie dowolną

l i c z b ą  z p rze d z ia łu  (o(,p), a pQ odpowiadającym j e j  punk­

tem na krzywej C .  Oznaczmy przez Kq kulę o promieniu p 

i  środku w punkcie pQ. H iperpłaszczyzn a N^  normalna 

do krzywej 0 w punkcie po d z i e l i  tę kulę na dwie /dom­

k n i ę t e /  połówki.

Twierdzę, że przynajmniej jedna z n ic h ,  i  tę  oznaczam 

przez ?X0 * zawiera s ię  w zbiorze N / p / .  / * /

Przypuśćmy, że tak n ie  j e s t .  Wtedy w każdej z tych po­

łówek i s t n i e j ą  odpowiednio punkty q  ̂ i  q^, n ie  należące  

do N / p / ,  a więc i  n ie  le ż ą c e  na . Weźmy pod uwagę ku­

le  i  К., o środkach w tych punktach i  promieniach pQq  ̂

oraz P~52 * Fonieważ Р0 Ч1 « Р  oraz p^q2 ^ p  , a kule te  

mają wspólny punkt pQ, średnica zbioru K1 + j e s t  n ie -  

w iększa od 4 p , a więc m niejsza  od 4 p0 . Stąd oba punk­

ty p  ̂ i  p2 n ie  mogą jedn ocześn ie  n ależeć do + K , .P r z y ­

puśćmy, że do zbioru n ie  należy punkt p 1 /gdyby
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punjct p2 nie n a le ż a ł  do zb ioru  К + K2 dowód przebiegałby  

a n a lo g ic z n ie /  i  oznaczmy przez c z ę ść  krzywej C od­

powiadającą parametrom Te (óc, Ta ^  » Mamy Г0 /= oc , bo­

wiem T0 e (cc, p) .

We wnętrzach kul i  K2 nie ma punktów zb ioru  (*)(*)
Gdyby bowiem do wnętrza np. k u l i  К n a le ż a ł  punkt

T г
C C„ , to  o d le g ło ść  punktu od krzywej Сл° b y ła ­

by nie większa od q~q^,co j e s t  m niejsze od р П Ц , a to  nie  

przekracza p , i  byłaby realizow ana w pewnym punkcie we- 

wnętrznym/krzywej Сл ° , a więc punkt q w myśl lematu
I

I n ależałby  do zb ioru  # / p / ,  co daje sp rze czn o ść .

Zachodzi ‘więc -?*) (*) , a le  wtedy krzywa C zgodnie z l e ­

matem I I  /u k ła d  o d n ie sie n ia  można dobrać "tak, jak  w d o -
4. '■ i

wodzie lematu I I / f  nie może mieć w punkcie p^ s ty c z n e j  

prostopadłej do h ip e rp ła szc zy zn y  N y0 , co sprzeczne j e s t  

z określeniem N Го . Uzasadniliśm y więc (*) .

Pokażemy t e r a z ,  że: N /p /  = 27 P r W W W
' et <lo</3 °

Z uwagi na (*) mamy Р г C  N/ р / ,  a więc

E Р Го
оС<Гo</3 °

N /p / .

Niech p e N / p / .  Z uwagi na o k reślen ie  zb io ru  N /p /  i s t ­

n ieje  t a k i  parametr T0 e (<x,p) , d la  którego p £ Nj-o , 

a więc p €  P f  ■ . S tąd:

N /p /  C E
ot < Го < /3

Zbiory P r są  wypukłe i  w każdym z n ich  zawiera s i ęc o
kula o promieniu f>jz , s tąd z b ió r  N / p / ,  jako ic h  suma, 

je s t m ierzalny w sen sie  Jordana /z o b .  Jj-TJ t w . I I  strona  

4 4 2 / ,  co n a le ża ło  wykazać.

Z twierdzeń IX ,  VI oraz V otrzymujemy wniosek n a stę ­

pujący:
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J  e ż e l i :

1 /  krzywa C ma równanie parametryczno-wektorowe г  = г / г /  

dla oraz г/ot/ ^ r / /9 / ,

2 /  dla  każdego Ге{сс,/3] i s t n i e j e  Ф "o *

3 /  krzywa G posiada tylko skończoną i l o ś ć  punktów w ie lo ­

krotnych,

to zb iór  C j e s t  m ierzalny lin io w o według / К -H / oraz jego  

miara lin iow a w tym s e n s ie  równa s i ę  Л / с / ,  gd zie  

а / Л / С /  j e s t  d łu g o śc ią  w zwykłym s e n s ie  krzywej G, gdy 

j e s t  ona p rostow ałna,

b/ Л /С/ - + oo , gdy krzywa C nie j e s t  prostowalna.

§ 4 .

ДГ p a r a g ra fie  tym zajmuję s ię  za le żn o śc ią  między m ie-  

r z a ln o śc ią  powierzchniową według /М /  zbiorów w p rzes­

t r z e n i  trójwymiarowej R^, a ic h  m ie rza ln o ścią  powierzch­

niową według / К - Н / .

Twierdzenie X

Kiech F oznacza powierzchnię o równaniu param etrycz-  

no-wektorowym r  = r / u , v / ,  gd zie  u i  v zm ieniają s i ę  w 

pewnym obszarze płaskim  domkniętym C0 

Załóżmy, że:

1 /  p rzedstaw ienie  parametryczne p o la  r / u , v /  j e s t  c i ą g ł e  

w obszarze domkniętym G,

2 /  przedstaw ien ie  parametryczne pola r / u , v /  ma w każdym 

punkcie obszaru G różniczkę zupełną w s e n s ie  o t o l t z a ,  

oraz x ф 0 w każdym punkcie obszaru G,

3 /  obrazem brzegu obszaru G przez odwzorowanie r = r / u , v /  

j e s t  pewna krzywa Jordana C prostow alna,

4 /  określony we w stępie  zb iór K * / p /  j e s t ,  d la  o s t a t e c z -
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w s e n s ien ie  małych O , mierzalny ob jętościow o np.
' 1 /Lebesgue a .

Wtedy m ierzalność powierzchniowa zb ioru  P według /М /  

je s t  równoważna m icrza ln o ści  powierzchniowej tego zbioru  

według / К - H /  i  t e  miary powierzchniowe są równe.

Dowód

Udowodnimy n ajpierw , że:

Pp -  C p C N * /p /  C Pp C  N * /p /  + Cp / 1 /

1. Niech punkt pQ e Pp -  Cp . Ponieważ z b ió r  P j e s t  

domknięty, i s t n i e j e  w nim ta k i  punkt q^, w którym r e ­

a l i z u j e  s ię  o d le g ło ś ć  punktu pQ od zbioru P .  Ponieważ

PQe Pp mamy: pQqo<p

Punkt qQ n ie  należy do zbioru C ,  gdyby bowiem qQe C ,  

to ponieważ punkt pQ n ie  należy do zbioru Cp , mie-

, co j e s t  sprzeczne z poprzednim.

a przez

libyśmy p qo > p

Oznaczmy przez r^ wektor wodzący punkt pQ, 

u q ,  v q  parametry punktu qQ na powierzchni P .  Ponieważ 

qQ~  e C, punkt o współrzędnych / uq . v /  nal eży do

wnętrza obszaru G»

«V myśl o k r e ś le n ia  o d le g ło ś c i  punktu od zb ioru , funk­

c ja  # / u , v / =  ( r / u , v / - r c) 2 posiada w punkcie / u q ,  s j  
minimum lo k a ln e .

Stąd
(  » * ls .aL)  m c>
V 9  u y(Uo,Vo)

oraz
(à  Ф / u . v / ]
( av Ji ?

1 / Pewne tw ierdzenie dotyczące m ierza ln o ści  zbioru  
N / р /  podaję w dalszym c ią g u .
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a więc :

oraz
(r/uo,vo/ - r o) .  ( - ^ S * V/)(>u„,v  

( ^ o ' V - o ) -  (**&*%.,ч

О,

0 .

Ze związków tych wynika, że odcinek pQqQ je s t  prosto­

padły do płaszczyzny styczn ej do powierzchni P w 

punkcie qQ, co z uwagi na to ,  że pTqQ «  £ » daje

P0 €  N * /p /.
2 .  Niech p q €  N * /p /,  wtedy is tn ie je  na powierzchni P 

punkt q , dla którego p q < 0 ,  skąd w myśl o k re śle -
O 0 0 »

nia o d le g ło śc i punktu od zbioru otrzymujemy, że od- 

le g ło śó  punktu p od zbioru F je s t  nie większa od p , 

a więc pQ €  Pp .

3*' Zawieranie Pp С  H */ę/  + C p wynika z zawierania  

Pp -  Cp C  N * /p /t udowodnionego powyżej,

W myśl za ło żen ia  3 /  oraz tw ierdzenia IV miara liniow a  

zbioru C równa s ię  d łu gości Л / С /  krzywej C , a stąd :

lim  lim  -  Л / C / . 0 * 0 ,  / 2 /
y- *0 2p p—*0

c z y l i  miara powierzchniowa według /М / krzywej C równa 

s ię  zeru*

I ,  Załóżmy te r a z , że zb iór P je s t  m ierzalny powierzch­

niowo według /М /.

W myśl związku / 1 /  i  założen ia  4 /  mamy:

|F? | -  |C p | « |N*/?/| *  |Pp| 

a wlęo

I f ł i  _ l g * l  «  «  ' I » 1 ,
2p 2p 2 p 2p *
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a s tą d ,  gdy p — — O, wnosimy, z uwagi na / 2 / ,  że zbiór  

P j e s t  m ierzalny powierzchniowo według / К - К /  i  ma mia­

rę powierzchniową równą mierze powierzchniowej zbioru  

F według / М / .

I I .  Załóżmy, że zb ió r  P j e s t  m ierzalny powierzchniowo we­

dług /K -H /o  W myśl związku / 1 /  mamy:

| K * / p / |  £  | P p  | «S | N * / p /  | +  | G p | ,

skąd po w ydzielen iu  przez 2 p i  p r z e jś c i u  granicznym  

/ p — - 0 / ,  otrzymujemy wniosek o m ie rza ln o ści  powierz­

chniowej zbioru P według /М /  i  równości obu tych miar. 

Uwaga

Założenie  3 /  tw ierdzenia  X będzie sp ełn io n e j e ż e l i  np. 

a / brzeg C obszaru G będzie krzywą Jordana zamkniętą, 

prostow alną,

b/ odwzorowanie r = r /u » v /  b ęd zie  wzajemnie jednoznaczne  

na C * oraz współrzędne <jp^/u,v/ d la  i  * 1 ,2 ,3 wekto­

ra r / u , v /  będą s p e łn ia ć  na C *  warunek L ip s c h it z a  

względem u i  v 0

Kiech bowiem równania krzywej C *  mają p o sta ć  u = u/ Г / ,  

v = v/ Г / , g d zie  Г e [ot,/3J  . Ponieważ krzywa ta  j e s t

prostowalna, fu n k cje  u/Т/ i  v/ Г /  są o ograniczonym waha­

niu w p r z e d z ia le

Obraz C krzywej C * ma równania:

xi  = Ф±/ Г /  = v / r /  d la  1=1 * 2 , 3 ,

j e s t  więc krzywą Jordana.

Krzywa C j e s t  prostow alna, bowiem fu n k c je  ф^/Г/  są 

też o ograniczonym wahaniu. Mamy bowiem dla  skończonego 

ciągu l i c z b  ta k ic h ,  że:

<* <  . • • < Tyii *(3
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t f |  V W - W l - ' Ë I  f i  ( u / r v » t / ' v / r v+ 1/ )  -  v = 1 1 v = 1 1 v
/ i -1

- fi u/r/.v/ry)! «s IT »j|u/r /-u/ryl +
v= 1 1

V /W  - » / V | t

z warunku L i p s c h it z a ,  co dowodzi, że funkcja ф ^/Г/  dla  

i  = 1 , 2 , 3  j e s t ,  wraz z funkcjami u/ Г /  i  v / Г / ,  o o gra n i­

czonym wahaniu w p r z e d z ia le

V/ związku z założeniem 4 /  tw ierdzenia X udowodnimy na­

stę p u ją ce :

Twierdzenie XI

J e ż e l i  p o le  r / u , v /  j e s t  k la sy  C oraz

d r 3 r  , -rr — — x ^ 0
du dv

w obszarze domkniętym i  ograniczonym G, to zb ió r  H * /p /  

j e s t  zamknięty, a więc mierzalny objętościow o w se n s ie  

Lebesgue 'a.
Dowód

Niech punkt pQ€ | N * /p /|  . I s t n i e j e  więc c i ą g  punktów 

Pv с  K#/ p /  zbieżny do punktu pQ. Ponieważ punkty py n a le ­

żą do zbioru N * / p / ,  do każdego z n ich  i s t n i e j e  ta k i purikt 

qy € P ,  że:

/ 1 /  P^QV

/ 2 /  wektor py qy j e s t  prostopadły do powierzchni ? w punk­

c i e  q .

Niech punktowi сц̂  odpowiadają na powierzchni P para­

metry uy i  vy . C ią g  punktów o współrzędnych / u y , vy/  na­

le ż y  o c zy w iśc ie  do G, można więc z niego wybrać c ią g  

zbieżny / k t ó r y ,  d la  uproszczenia oznaczam też / и у , vy/ /
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do pewnego punktu / ^ с » v q/  £  G. Oznaczmy przez qQ punkt 

powierzchni F ,  odpowiadający parametrom uq i  v q . Wobec 

tego, że uv — ► uq i  — •» v q i  wobec c i ą g ł o ś c i  pola

r / u , v /  c ią g  qv ------ q Q. Stąd jT q v -----~ p^qQ, a więc wobec

/ 1 /  mamy: / 3 / .  Wobec / 2 /  mamy:

oraz

' м /  • ° *

co przy k l a s i e  C 1 pola r / u , v /  d a je :

(дт/у^уД
V 0 U  /(*o,V0)

C i / p rtqnO O
/  fdr / u , v A

' 0 v  -fu0łVo) 0 ,

c z y l i  wektor pQQo j e s t  prostop adły  do powierzchni P w 

punkcie q .

Stąd i  z / 3 /  wynika, że p ^ c  K * / p / ,  co n a le ża ło  okazać.
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Resume

Sur quelques problèmes de l a  mesure 

l i n é a i r e  et s u p e r f i c i e l l e  des ensembles

Minkowski / v o i r  И dans la  b i b l i o g r a p h ie /  a donné 

une d é f i n i t i o n  de l a  mesure l i n é a i r e  et s u p e r f i c i e l l e  de 

l ’ ensemble quelconque. Estermann / v o i r  M  /  dans son tra­

vail confrontant la  d é f i n i t i o n  de la  mesure l i n é a i r e  au 

sens de Minkowski avec l a  d é f i n i t i o n  de c e t t e  n otion ,  

donnée par Cerathéodory, présente l a  d é f i n i t i o n  suivante: 

S o it  S un ensemble de i ’ e3pace n-dim ensionnel En« Dé­

signons par Zç l ’ ensemble de tous l e s  p o in ts  de c e t  

espace pour le s q u e ls  l a  d ista n c e  à Z e st  é p .  L ’ ensemble 

Zp e st  fermé, donc i l  e s t  mesurable au sens de Lebesgue. 

Désignons sa mesure par |Zp|• S o it  où e s t  une

constante, qui dépend seulement de n, l e  volume de la  

sphère n -dim en sion n elle  de rayon p .

Prenons l e s  d é sig n a tio n s  su iv a n tes:

m/Z/ * Izpl et в / Z/ U p l

Si m/Z/ =* в/ Z / ,  a lo r s  nous appellerons Z l ’ ensemble mesu­

rable linéairem ent au p.ens de Minkowski / e n  abrégé : /M/£ 

et la  v a leu r commune m/Z/  = m/Z/  = m/Z/  /q u i  peut être  

égale à + ©o /  l a  mesure l i n é a i r e  /Ы / de l ’ ensemble Z»

Si m/Z/ -• m /Z/ <  + oo , nous appellerons Z l ’ ensemble me­

surable lin éairem ent /Ы / au sens é t r o i t *

Eavard / v o i r  И  /  admet la  d é f i n i t i o n  analogue de 

la mesure l i n é a i r e  de l ’ ensemble dans l ’ espace 3-dim en- 

sionnel, en ne prenant qu’ au l i e u  de l ’ ensemble Zp l ’ en­

semble Z* /p /,  qu’ i l  d é f i n i t  comme l a  somme des sphères
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ouvertes de rayon p et de cen tre  dans le s  p o in ts  de ^ e n ­

semble Zo De plus i l  considère la  mesure s u p e r f i c i e l l e  

des ensembles dans 1 "’ espace 3 -d im en sio n n e l, en l a  d é f i ­

n iss a n t  analogiquement à la  mesure l i n é a i r e  par l e s  fon­

c t io n s :

0 / 1 /  = lim
p~o 2p

et б- / Z /  * lim
p - o

I z ! / g /[
2p

Les ensembles Zp  et Z * /p /  sont d i f f é r e n t s ;  i l  se pose  

a lo r s  la  question  de l 'é q u iv a le n c e  des d é f i n i t i o n s  pré­

sen tée s  i c i »

Considérons outre l e s  ensembles Z p et Z * /p /  encore 

l e s  ensembles:

Zp -  ensemble des p o in ts  de l 'e s p a c e  En pour le s q u e ls  

la  d is ta n c e  à Z est <p>

Z/p./ -  la  somme des sphères formées de rayon p et de cen­

tr e  dans l e s  p o in ts  de l'ensem ble Zo 

I l  se pose la  question su iv a n te:

E s t - c e  que l e s  d é f i n i t i o n s  de la  mesure l i n é a i r e  et su­

p e r f i c i e l l e  par le s  ensembles Z p ,  Z * /p /*  Z*p et Z /p /  

sont éq uivalentes?

Dans l e  §1 de ce t r a v a i l  on donne la  réponse à c e t t e  

question par la  démonstration du théorème suivant:

Théorème I

Les ensembles Z p  , Z / р / ,  Z p et Z /p /  sont mesu­

ra b le s  au sens de Jordan et le u r s  mesures sont é g a le s .

Dans l e  §2 on donne quelques co n d itio n s  s u f f is a n t e s  

de l ' e x i s t e n c e  de la mesure l i n é a i r e  / М / ,  qui forment la  

g é n é r a l is a t io n  des c o n d it io n s ,  p u b lié es  par Estermann 

/ v o i r  [ i l ]  p .9 3 -9 4  et 11 0 /  et par Favard / v o i r  [l 2} p. 

6 9 - 7 4 / .
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Appelons presque convexe un ensemble Z dont la  ferme­

ture Z est  un ensemble convexe»

Nous avons le s  théorèmes su iv a n ts:

Théorème I I

La somme d'un nombre f i n i  d'ensembles presque convexes

est un ensemble mesurable linéairem ent / М / •

Théorème IV

S i  on peut décomposer une courbe С / с . à d» 1 image 

continue d 'un segment/ en un nombre f i n i  d 'a r c s  simples  

C1t C 0 , . . . , C  fX t t e l s  que l e  produit /С ^+ . .  .+С у/  »Су+  ̂

pour v = c o n tie n t  tout au p lu s  deux p o i n t s ,

alors l a  mesure l i n é a i r e  /Ы / m/C/ de l a  courbe G est é-  

gale а Л / С / ,  о и Л / С /  e s t  l a  longueur de la  courbe C, s i  

elle  est r e c t i f i a b l e ,  et Л / C /  = + oo dans l e  ca s  con­

tra ire .

K i l l i n g  et Hovestadt / v o i r  [ ' ] /  en d isc u ta n t  l e s  dé­

f in i t io n s  de Dehn de la  mesure l i n é a i r e  e t  s u p e r f i c i e l l e  

des ensembles, qui s 'a c c o r d e n t avec le s  d é f i n i t i o n s  de 

Minkowski, donnent au ssi  l a  m o d ific a tio n  su iv a n te  de ces 

ftotions:

I .  S o it  Z un ensemble de l ’ espace En » En chaque point  

p de l ’ espace En, où le  co n tin ge n t de Bouligand / v o i r  [ 4 ] /  

de l'ensem ble Z c o n tie n t  au moins une d r o it e  P ,  nous f o r ­

mons un hyperplan n-1 «  dimensionnel N / p , P , Z / ,  perpendi­

culaire à l a  d r o ite  P au p o in t  p .  Prenons l'en sem ble  

A /p ,P ,Z /  de ces p o in t de l 'e s p a c e  En , qui sont s i tu é s  

sur l 'hyperplan N / p , P , Z /  et dont la  d is ta n c e  au p oin t p 

est «  Ÿ et désignons par N/ р /  la  somme de ces ensembles

1/ Le numérotage des théorèmes est  d 'accord avec l e  
numérotage dans l e  tex te  p o lo n a is .  On a omis quelques 
théorèmes dans ce résume.
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А/ p , P , Z /  quand le  point p varie dans 1 '’espace En et  la  

d ro ite  P appartient au contin gent de Bouligand de l ’ en­

semble Z au point p . S i  l 'ensem ble N/^>/ e s t  mesurable p. 

ex, au sens de Lebesgue et  s ' i l  e x is te  lim -------
V i ? n- 1

nous appelons Z 1 'ensemble mesurable linéairem ent au sens 

de / К - H / ,  e t  c e t t e  l im it e  sa  mesure l i n é a i r e  au sens de /K~lÿ, 

I I ,  S o it  P une s u r fa c e ,  qui possède dans chaque point le  

plan ta n gen t. Conduisons par chaque point p de c e t t e  sur­

face un segment de longueur 2 ^ ,  de centre dans le  point p, 

p erpendiculaire a l a  surface P au point p. Désignons par 

N / f /  l a  somme de ces  segments, quand le  point p varie

sur l a  s u r fa c e . S i  l 'ensem ble N * /0 /  e st  mesurable p .e x .
Y |N*/P/|au sens de Lebesgue et  s i l  e x is te  l a  l im it e

nous appelons P l a  surface mesurable su p e r fic ie lle m e n t  

au sens de /К - H / ,  et c e t t e  l im it e  sa mesure s u p e r f i c i e l l e  

en ce sen s.

Dans le  §3 on donne quelques dépendances entre l a  me­

sure l i n é a ir e  et s u p e r f i c i e l l e  au sens de /М /  et au sens 

de / К - Н / .

A sa v o ir  nous avons l e s  théorèmes s u iv a n ts :

Thégrèm? VI
S i  l'ensem ble Z rem plit l e s  c o n d itio n s  su iv a n te s :  

a /  i l  e s t  fermé,

b /  i l  e st  mesurable linéairem ent au sens de / М / ,  

с /  l'ensem ble U de ces p o in ts  de l'ensem ble Z , où le  con­

tin ge n t de Bouligand de l'ensem ble Z ne c o n tie n t  pas 

de d r o it e ,  e s t  de l a  mesure l in é a ir e  /М / éga le  à ze ro ,  

d /  l/'ensemble N / ^ / ,  pour > 0 suffisamment p e t i t ,  e st  

mesurable p .e x .a u  sens de Lebesgue, 

a lors  :
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е/ 2 'ensemble Z e s t  mesurable linéairem ent au sens de 

/К -Iÿ, e t

f /  le s  mesurées l i n é a i r e s  /М /  et / К - H /  de l'ensem ble Z 

sont é g a le s .

A la  su p p ositio n  с /  du théorème d i t  c i -d e s s u s  e s t  l i é  l e  

théorème su iv a n t:

Théorème V I I

S o i t  C une courbe de Jordan» r e c t i f i a b l e »  S i  l 'ensem ­

ble U de ces p o in ts  de la  courbe C, où l e  con tin gen t de 

Bouligand ne c o n tie n t  pas de d r o it» ,  e st  fermé, a lo rs  

l'ensemble !) a l a  mesure l i n é a i r e  /М /  éga le  à zéro.

Inverse dans un c e r t a in  sens par rapport au théorème 

VI est l e  théorème su iv a n t:

Théorème V I I I

Les s u p p o sitio n s  a / ,  c/  et e /  im pliquent b /  et f / .  

/V o ir  théorème V I / .

A la  su p p o sitio n  d /  du théorème V I  e s t  l i é  l e  théorème 

suivant :

Théorème IX

S o it  C une courbe d*équation paramétri que-vec t o r i  e l ­

le r = r / t /  où t e i .b j  et r/ а /  Ф  г / b / .  Supposons qu'en  

chaque p o in t de l ' i n t e r v a l l e  |â,b] i l  e x is t e  l a  dérivée  

e* ^ ^  * Dans ce cas l 'en sem b le  N/ р /  e s t ,

peur ф> 0 suffisamment p e t i t ,  mesurable au sens de J o r ­

dan.

Le §4 donne une r e l a t i o n  entre l a  mesure superficielle  

au sens de /М / et au sens de /К -Н /.
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Краткое изложение

Некоторые вопросы, связанные с линейной 

и поверхностной измеримостью множеств

Минковский (см, И в списке литературы) дал од­
но из* определений линейной меры и поверхностной 

меры произвольного множества.
Эстерманн ( с м . [ l l j  в сциске литературы) в сво­

ём труде, сопоставляющем дефиницию линейной меры 

множества в смысле Минковского с дефиницией это­
го понятия данной Каратеодорым, принимает следую­
щее условие:

Пусть Z произвольное множество л -мерного про­
странства Е^. Обозначим Zp множество всех этих 
точек этого пространства, расстояние которых от 

множества Z не больше р • Множество Zp как зам­
кнутое -  измеримо в смысле Лебега. Обозначим его. 
лебеговскую меру через \Zp\ . Пусть Лл.рп , где

является постоянной зависящей лишь от п «будет  

объёмом л -мерного шара с радиусом р . Принимаем 
следующие обозначения;

т Й) y S  * Ш (г) ‘ f m

Если m(Z)~ 2l(Z) » то множество Z  будем называть
линейно-измеримым в смысле Минковского (в сокра-

1) Существуют множества, для которых Ш (Z) < т (z) 
это значит множества линейно-неизмепимые в смысле 
(М). См. [1(3 ст р .1 8 4  и [13] стр . 2 0 2 -2 1 2 .



щении: в смысле (М) ) ,  а общее значение т (Z) =m(Z) * 
(которое может быть равно + <*> ) его линейной 

мерой в смысле ( М) .
Если ïïi (Z) = m (Z )< *  оо , то множество Z будем 

называть линейно-измеримым в смысле более узком 
по (М).

Фавард (см., [12] ) принимает сходную дефиницию 

линейной измеримости множества в пространстве 
3-мерном, принимая лишь во внимание вместо множе­
ства Zp множество Z*(р) , которое определяет как 
сумму открытых шаров с радиусами р и центрами 

в точках множества Z . Множество Z*(p) , как от­
крытое, измеримо в смысле Лебега.

Кроме того рассматривает он поверхностную из­
меримость множеств в 3-мерном пространстве, опре­
деляемую аналогично с линейной измеримостью на 
основе функции:

2  (Z) Lim
? *~о

б' (Z) =  Lim
Р~*° 2?

Так как множества Zp й Z*(/p) различны, возникает 

вопрос эквивалентности приведенных определений. 
Введём кроме множеств Zp и Z *  (f>) ещё множества: 

Zp -  множество всех точек пространства Еп , 
расстояние которых от множества Z  меньше р ,

Z (О) -  множество точек равно сумме замкнутых ша- 
ров с радиусом р и центрами в точках-множества Z . .

Вышеприведенный вопрос эквивалентности (для 
множеств Zp и Z*(p) ) можно выразить в общем сле­
дующим образом:

О  В дальнейшем через |А | будем обозначать меру 
Лебега множества А.
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-  безразлично ли из которого из множеств zç> ,
^ • 

z  (?)> z 9 , Z  (?) будем исходить, определяя ли­
нейную или поверхностную меру множества в смысле 
( М ) .

В § I  настоящего труда решен вышеприведенный 
вопрос путем доказательства следующей теоремы.

Теорема I

Множества Zp , Z *  (р) , Z  p* и Z  (p) измеримы з 
смысле Жордана и меры их равны.

В § 2 даны некоторые достаточные условна линейной изме­

римости множеств в смысле (М), являющиеся обобще­
нием условий,данный Эстерманном ( с м * П и ] с т р .  9 3 -  

-9 4  и Н О ) ,  а также Фавардом (см. [ i 2] с т р .6 9 ~ 7 0 ) .
Назовём почти связным всякое такое множество Z , 

замыкание которого Z  есть связное множество. 
Правдивы следующие теоремы:

Теорема I I
Сумма конечного числа почти связных множеств, 

.есть множество линейно-измеримое в смысле (М ).
Теорема I g  ^
Если кривую С (это значит непрерывный образ 

отрезка) можно разложить на сумму конечного числа 
простых дуг , С2 , . . .  Сц, таких, что множество 

(С, + С^ + . . .  + Су ) • С у+  ̂ для V = 1 , 2 , . . . ,  

состоит, самое большее, из двух точек, то линей­
ная мера т (С) кривой С равна *  (С ) ,  где Л (С) 

есть длина кривой С, если она спрямляема, или 
* ( С )  = + оо в противном случае.

1) Нумерация теорем соответствует нумерации в 
польском тек сте. В изложении приводятся не все 
теоремы.
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Теорема Y 

Если:
I) параметрическо-векторное уравнение кривой С 

имеет вид г = г (t) , где ł е , при чём в
промежутке D* , /3 3 существует

Ф о",
Т и

2) кривая С имеет только конечное число кратных 

точек, то: т (С) = А ( С )  г д е  Л ( С )  и м е е т  т а к о е  

з н а ч е н и е ,  к а к  в  теореме ГУ,

Киллинг и Говештад (см. И). обсуждая дефиниции 
Дена линейной и поверхностной измеримости множеств, 
совпадающие с дефинициями Минковского этих понятий, 

дают тоже следующую их модификацию:
I .  Пусть Z  некоторое множество в л -  мерном 

пространстве Е п. В каждой точке р  пространства Ел, 
в которой контингенция Булиганда (см. W , стр . 66)  

множества Z содержит хотя бы одну прямую Р, об­
разуем п -/-мерную гиперплоскость N ( р , P ,Z )  перпен­
дикулярную к прямой Р в точке р . Принимаем во вни­
мание множество A (p ,P ,Z )  этих точек пространства Е̂ , 
которые лежат на гиперплоскости /v (p ,P ,Z )  и рассто­
яние которых от точки р не больше р ( р положи­
тельное число) и обозначаем через N (Ç) сумму так 

образованных множеств A ( p ,P ,Z ) ,  когда точка р 

изменяется в пространстве Е р и прямая Р принадле­
жит к контингенции Булиганда множества Z  в точке р. 
Если множество объёмо-измеримо нпр. в смысле
Лебега и если существует Пт L  . то множе-

р—-О *п — 1Т
ство Z называем линейно-измеримым в смысле (К -Г),



а этот предел его линейной мерой в смысле (К -Г)  
I I .  Пусть F поверхность,имеющая в каждой точ­

ке касательную плоскость. Так же„как и прежде.че­
рез каждую точку р поверхности проведём отрезок 
длиной 2р, с серединой в точке р, перпендикуляр­
ный к поверхности в точке р„ Обозначим через 

N* (р) сумму этих отрезков, когда точка р дви­
жется по поверхности F • Если множество N*(p) изме­
римо (объёмо-измеримо нпр. в смысле Лебега) и су­
ществует предел (конечный или бесконечный )

1 )

то поверхность F называем поверх-т  ' Х а и  
р—  ° 2е

ностно-измеримой в смысле ( К -Г ) ,  а этот предел на­
зываем её поверхностной мерой в смысле ( К - Г ) .

§ 3 настоящего труда посвящён некоторым зави­
симостям между линейной измеримостью множеств в 
смысле (М) и их линейной измеримостью в смысле 
( К - Г ) .

Правдивы следующие теоремы:
Теорема YI
Если множество Z исполняет следующие условия:
a) замкнуто,
b) линейно-измеримо в смысле (М),
c) множество U этих точек множества Z  , в ко­

торых контингеяцгоБулиганда множества Z  не 
содержит прямой, имеет линейную меру в смы­
сле (М) равцую нулю,

1) Вышеприведенное понятие линейной измеримос­
ти в смысле (К -Г ) является обобщением оригиналь­
ной (касающейся только кривой) дефиниции данной 
Киллингом и Говештадом.
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d) множество N (p) для достаточно малых р  объё­
мо-измеримо нпр. в смысле Лебега, то:

e) множество Z линейно-измеримо в смысле (К -Г )  и
f) обе линейные меры в смысле (М) и (К -Г )  мно­

жества Z равны.
С предположением с) вышеприведенной теоремы 

связана настоящая:
Теорема Y I I .
Пусть С кривая Жордана (замкнутая или н ет),  

спрямляемая. Если множество U этих точек кривой С, 
в которых контингенция Булиганда не содержит прямой, 
замкнуто, то множество U имеет линейную меру (М)? 
равную нулю.

3 некотором смысле обратной к теореме 71 явля­
ется -

Теорема V I I I .
Из предположений а ) ,  с) и е) вытекает Ь) и f  ) .  

(См. Теорема Y I ) .  С предположением d) теоремы Y I  

связана:
Теорема IX ,
Пусть С кривая с параметрически-векторным урав­

нением г ~ г  (t) где t е [ с с  , /3 ]  . Примем, что в  каж­
дой точке п р о м е ж у т к а  fot , /з ]  существует и

= О. Пусть кроме того г (et.) ^ г  (р) . Тогда 

для достаточно малых р > 0 множество N (f)  объё­
мо-измеримо в смысле Жордана.

Некоторую связь между поверхностной измеримо­
стью в смысле (М) и (К -Г )  дают теоремы § 4 .
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