Witold Kleiner

ULATWIENIE W CALKOWANIU FUNKCIJI WYMIERNYCH

Prawie kazde efektywne catkowanie polega na sprowa-
dzeniu do catkowania funkcji wymiernej. Warto-wiec u-
prosci¢, choé¢by nieznacznie, te kluczowag faze rachunku.
Uproszczenie, ktore przedstawie ponizej w postaci szki-
cu wyktadu, polega na zastgpieniu utamkéw prostych przez
utamki podstawowe, dzieki czemu eliminuje sie proste,ale
zabierajgce czas przeksztatcanie catek typu
JIMx+N/T/x/ rdx. Wujeciu tym wida¢ wyrazniej, ze zrod-
tem catlkowalnos$ci utamkéw algebraicznych jest fakt, iz
stanowig one przestrzen liniowg o bazie, ktdorej elemen-
ty sg tatwo catkowalne.

Definicja. Utamkami podstawowymi nazywamy utamki pos-

taci

] 1- - iLUL
/IX-ot/n T/x/T  TI/x/n

gdzie oc jest dowolng liczba rzeczywistg, n * naturalna,
aT- trojmianem kwadratowym nierozktadalnym.

Niech bedzie zadany utamek witasciwy, np.

/1 Uix/ U t
| X-ct/r/ x-]3/nT /x/PS/x/"

gdzie T i S sa trojmianami nierozktadalnymi, ot i p
liczbami rzeczywistymi, zas$ licznik W - wielomianem stop-
nia nizszego niz mianownik.

Uktadem utamkoéw podstawowych, odpowiadajgcych utamko-
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wt U - kroétko: ukiadem podstawowym dla U - nazywamy u-
ktad utamkéw wskazanych w ponizszej tabelce.Powstaje ona
przez kolejne wypisanie utamkoéw, odpowiadajgacych poszcze-
goélnym czynnikom mianownika, a okreslonych jak nastepuje:

Czynnikowi odpowiada uktad utamkoéw podstawowych
W mianow-

niku

Ix-oc/Tl ! - 1 2»
/x-cx/n /Ix-of/n_1 [x-al Ix-ar/

Ix-131™ ! 1
IX-13/Im  /x-0/n“1* T Ix-1?127 Ix-y3/

/2]

T/X/P 1 1 ’ 1 P)) 1 4
T/Ix/p T/x/P * T/x/2 T/Ix/
T'/x/ T'IxIl , L7-x%* T..7x/
T/x/P* T/x/P“1,"* T/xI12 TIx/

S/xl/c L 1 PRI 1 1
S/x/*" S/x /™1 S/x/2 SIx/
s7x/ s7x/ £.7j7 37)(/,
sIx/** S/x[™1 3/x/2 S/x/

Gdyby w mianowniku U/x/ wystepowato wiecej rdéznych
czynnikow, tabelka liczytaby odpowiednio wiecej wierszy.
Zauwazmy, ze ilos¢ utamkow w tabelce - tj. w uktadzie
podstawowym dla U - jest réwna stopniowi mianownika u-
tamka U. Utatwi to przy rachunkach praktycznych kontro-

le, czy nie zapomnieliSmy ktérego$ utamka.

Twierdzenie
Kazdy utamek witasciwy da sie przedstawi¢ jako kom-
binacja liniowa uktadu odpowiadajgcych mu utamkéw pod-

stawowych} kombinacja taka jest jedyna.
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Dcwdd: Wiadomo z algebry, ze kazdy utamek wiasciwy
jest sumg utamkéw prostych} wystarczy w sumie tej zas-
tapi¢ kazdy utamek typu /Mx+N/T/x/ Tl,gdzie T jest trédj-
mianem kwadratowym nierozktadalnym, przez sume AT”3" +
+ BT M/A = M/T", B = N-MT*(0)/T"/. Jednoznaczo$¢ roz-
ktadu wynika z niezaleznos$ci liniowej ulamkéw podstawo-
wych* /Twierdzenie na charakter czysto techniczny i nie
stanowi ogniwa w konstrukcji Analizy; mozna wiec nie po-
rusza¢ w ogo6le sprawy jednoznacznos$ci, a nawet - jak sie
czesto robi w przypadku utamkéw prostych - pomingé do-
wod twierdzenial.

Na przyktad, przy n=3, m=1, p=1, qg=2

Uux/ - A —- 1-—r + B +
X-xrs o [i-«l2
+ E G-1+ Hf + k™~ .+ Ls§n
State A, B, ..., L wyznaczamy mnozac przez wspolny mia-

nownik i albo poréwnujgc wspodtczynniki, albo podstawia-
jac za x odpowiednio dobrane wartosci. Najbardziej opta-
ca sie podstawi¢ kolejno za x liczby ot, p oraz - o ile
wyrazajg sie prosto - po jednym pierwiastku zespolonym
wielomianéw T i S. Zwykle optaca sie kombinowaé¢ obie
metody.

Catkowanie otrzymanej kombinacji utamkéw podstawowych
jest juz automatyczne. W catkaoh typu / T-nT'dx mamy
"podstawienie przygotowane" T/x/=t. V catkach /T ~ndx

przeksztatcamy T/x/ = a T_/x-r/2 + SZ-IJ i podstawieniem

t = (x-r)s dochodzimy do / /i +t2/-ndt.
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Résumé

Une simplification dans l'intégration

des fonctions rationelles

On gagne un peu de temps et en certidude en se ser*
vant de R fractions /2/, dont /1/ /dénominateur du de-
gré J1/ est une comE)inaison linéaire. Il y a des Uvanta-

ges didactiques.

f

KpaTkoe wn3no>keHue

YnpouwleHre B MHTErpMpoBaHUU paunioHaslbHbIX ApPO-

6en

Mbl HECKOJIbKO COKpaTuM paboTy W LWaHCbl Ha OLUMOKW,
npeactaenaa (1) (3HameHaTtenb cteneHn N) Kak ar-
perat N pgpobein (2). 3TOT MeTOo4 KaXKeTca WU Ou-

AaKTn4YeCcKn npeanodYTuUTes/IibHbIM.
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