
Witold K le iner

UŁATWIENIE W CAŁKOWANIU FUNKCJI WYMIERNYCH

Prawie każde efektywne całkowanie polega na sprowa­

dzeniu do całkowania fu n k c ji  wymiernej. W arto-więc u -  

p ro śc ić ,  choćby n ie z n a c z n ie ,  tę kluczową fazę rachunku. 

Uproszczenie, które przedstawię p on iżej w p o s ta c i  s z k i ­

cu wykładu, polega na z a stą p ie n iu  ułamków prostych przez  

ułamki podstawowe, d z ię k i czemu elim in u je  s i ę  p roste ,ale  

zabierające czas p rz e k sz ta łc a n ie  ca łek  typu 

J/Mx+N/T/ х /  r dx. W u ję c iu  tym widać w y r a ź n ie j ,  że źród­

łem całkow alności ułamków algeb raiczn ych  j e s t  f a k t ,  i ż  

stanowią one p rze strze ń  lin iow ą o b a z ie ,  k tó r e j  elemen­

ty są łatwo całkowalne.

D e f i n i c j a .  Ułamkami podstawowymi nazywąmy ułamki pos­

taci

_ J _____ 1- -  iL U L
/ x - o t / n Т / х / П T / x / n

gdzie oc j e s t  dowolną l ic z b ą  r z e c z y w is tą ,  n ** naturalną,  

a T -  trójmianem kwadratowym nierozkładalnym .

Niech będzie zadany ułamek w łaściw y , np.

/ 1/ U /x / ___________________ U*Ł_______
/  x-ct/n/  x-|3/mT / x / PS / x / ^

gdzie T i  S są trójmianami n iero zk ła d a ln y m i, ot i  p 
liczbami rzeczyw istym i, zaś l i c z n i k  W -  wielomianem stop­

nia n iższe go  n iż  mianownik.

Układem ułamków podstawowych, odpowiadających ułamko-
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w± U -  krótko: układem podstawowym d la  U -  nazywamy u -  

kład ułamków wskazanych w p o n iższe j  ta b e lc e .P o w s ta je  ona 

przez kolejn e  wypisanie ułamków, odpowiadających p oszcze­

gólnym czynnikom mianownika, a określonych jak n a stępu je :

Czynnikowi 
w mianow­
niku

/х -о с /П

/ 2/

/х - /3 /

T / x / P

m

S / x / c

odpowiada układ ułamków podstawowych

1 _  1

/x-cx /n /x -o f /n_1

1 1

/ x - / 3 / m’  / x - 0 / n“ 1 *

1 1

T / x / p T / x / P ‘

т ' / х / Т ' / х /  „

T / x / P * T / x / P“ 1 , ‘ *

1 . 1

S/x /* '
4  f  •  •

S / x / ^ 1

s 7 x / s 7 x /

s / x / * *
4  0  •  •

S / x / ^ 1

2» ♦
/ х - а /  /х -аг /

’ / х - / ? / 2 ’ /х-уЭ/

1 1
’ P

Т / х / 2
» ♦

Т / х /

Ł 7 - xZ Т..7ж/ .О *
Т / х / 2 Т / х /

1 1

S / x / 2 S/ х /

£ .7 j 7 3.7.x/,
З / х / 2 S / x /

Gdyby w mianowniku U/ х /  występowało w ięcej różnych  

czynników, ta b elk a  l i c z y ł a b y  odpowiednio w ięcej w ierszy .  

Zauważmy, że i l o ś ć  ułamków w ta b e lce  -  t j .  w układzie  

podstawowym d la  U -  j e s t  równa stopniow i mianownika u -  

łamka U. U łatw i to przy rachunkach praktycznych kontro­

l ę ,  c z y  nie zapomnieliśmy któregoś ułamka.

Twierdzenie

Każdy ułamek właściwy da s i ę  przedstawić jako kom­

b in a c ja  lin io w a  układu odpowiadających mu ułamków pod­

stawowych} kombinacja taka j e s t  jedyna.
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Dcwód: Wiadomo z a lg e b r y ,  że każdy ułamek właściwy  

je s t  sumą ułamków prostych } w ystarczy w sumie t e j  z a s ­

tąpić  każdy ułamek typu /Mx+N/T/ х /  П, gd zie  T j e s t  t r ó j -  

mianem kwadratowym nierozkładalnym , przez sumę AT” 31! "  +

+ ВТ П /А  = M /T ", В = N-M T*(0)/ Т " / .  Jednoznaczość ro z ­

kładu wynika z n ie z a le ż n o ś c i  l in io w e j  ułamków podstawo­

wych* /Tw ierdzen ie  na ch arakter c z y sto  tech n iczn y  i  nie  

stanowi ogniwa w k o n s tr u k c ji  A n a liz y ;  można więc nie po­

ruszać w ogóle sprawy jed n ozn a czn ości,  a nawet -  jak  s i ę  

często ro b i w przypadku ułamków prostych -  pominąć do­

wód t w ie r d z e n ia / .

Na p rzyk ład, przy n =3, m=1, p=1, q=2

U/ х /  -  A ----- 1-----r  + В
/ X - * / 3 /х-« /2

+

+ E G - 1 +  H f  + к ^ . + L § ^  .

Stałe  A, B , . . . ,  L wyznaczamy mnożąc przez wspólny mia­

nownik i  albo porównując w sp ó łczy n n ik i,  albo podstawia­

jąc za x odpowiednio dobrane w a r to ś c i .  N a jb a rd zie j  o p ła ­

ca s i ę  podstawić k ole jn o  za x l i c z b y  ot, p oraz -  o i l e  

wyrażają s i ę  prosto -  po jednym pierw iastk u  zespolonym  

wielomianów T i  S .  Zwykle opłaca s i ę  kombinować obie 

metody.

Całkowanie otrzymanej kom binacji ułamków podstawowych 

je s t  już automatyczne. W całkaoh typu /  T-n T 'dx  mamy

"podstawienie przygotowane" T / x / = t .  V/ całkach / T ~ ndx
Г 2 2iprzekształcamy T/ х /  = a | _ /x -r /  + s J i  podstawieniem

t = ( x - r ) s  dochodzimy do / / i + t 2 / - nd t .
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Résumé

Une s i m p l i f ic a t i o n  dans 1 ' in t é g r a t io n  

des fo n c tio n s  r a t i o n e l l e s

On gagne un peu de temps et en certidu de en se ser*  

vant de R f r a c t io n s  / 2 / ,  dont / 1 /  /dénominateur du de­

g ré  Л/ e s t  une combinaison l i n é a i r e .  I l  y a des ü vanta-
ł ' •

ges d id a c tiq u e s .
f

Краткое изложение

Упрощение в интегрировании рациональных дро­

бей

Мы несколько сократим работу и шансы на ошибки, 
представляя ( I )  (знаменатель степени N) как аг­
регат N дробей ( 2 ) .  Этот метод кажется и ди­
дактически предпочтительным.
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