
Jan Leśniak

O DEFINICJACH CAŁKI NIEOZNACZONEJ

1. Za czasów Newtona i  Leibn iza ca łk a  nieoznaczona  

funkcji f / х /  oznacza taką funkcję F/ х / ,  k tó r e j  pochodna 

j e s t  równa f / х /  Odtąd w ielu  autorów podręczników ra­

chunku różniczkowego i  całkowego powtarza prawie ?s3 

zmian powyżej podane o k r e ś le n ie  c a ł k i  n ie o z n a c z o n e j.N p .:

1. G.H.Hardy: " j e ż e l i  (p / х /  j e s t  pochodną fu n k c ji  <jp/x/,

wówczas <p / х /  nazywamy całk ą  fu n k c ji  lp /x /"  .

2. A.Hoborski: "Każdą funkcję P/ х /  c i ą g ł ą  w całym p rze­

d z ia le  / а , Ъ /  s p e łn ia ją c ą  równanie / 1 /  / х /

wewnątrz p rze d z ia łu  / а , Ъ / ,  a więc p o sia d a ją c ą  tę włas­

n ość, i ż  j e j  pochodna wewnątrz p rze d z ia łu  równa s ię  

danej fu n k c ji  / х / ,  określonej wewnątrz p rze d zia łu  

/ а , Ь / ,  nazywamy całką nieokreślon ą /n ie o z n a ćz o n ą /fu n k ­

c j i  (p / х /  w p r z e d z ia le  / а , Ь /  i  oznaczamy ją  symbolem, 

wprowadzonym przez L eib n iza  f(p / х /dx"

3. G.Kowalewski: " J e ż e l i  funkcja  F/ х /  posiada w p rze d z ia ­

l e  < a ,b  > pochodną f / х /  c z y l i  różniczkę f / х /  dx, to  

funkcję F/ х /  nazywamy funkcją pierwotną lub całką  

fu n k c ji  f / х /  w < a , b >  , co na piśm ie wyrażamy za p o-

1 /  Zob. Poradnik d la  samouków. T . I »  Warszawa 1915,  
s t r .  242 .

«’. S i e r p i ń s k i ,  Rachunek różniczkowy i  całkowy.

2 /  Wykłady elementarne z dziedzin y  a n a l iz y .  Warszawa 
1916, s t r . 2 5 7 .

3 /  Wyższa matematyka. Część p ie r w s z a ,1923, s t r . 246 .
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mocą symbolu: F/ х /  = f  f / x / d x ,  który j e s t  równoważny
J  1 /  wzorowi następującemu: d F/ х /  = f / х /  dx".

4 .  F .L e j a :  "Mając daną funkcję f / х /  określoną w pewnym 

p r z e d z ia le  J  nazywamy funkcją  pierwotną fu n k c ji  f / х /  

każdą funkcję F/ х /  różniczkowalną w p r z e d z ia le  1 i  

s p e łn ia ją c ą  w całym p r z e d z ia le  związek F #/ x / * f / x / . . . .  

Funkcję pierwotną nazywamy również całką nieoznaczo­

ną lub krótko całką fu n k c ji  danej i  oznaczamy 

J f / x / d x ,  co czytan y: ca łk a  f /x /d x "  .

W oPogorzelski: "Funkcję pierwotną nazywamy również

całką n ie o k r e ślo n ą , zaś wyznaczanie fu n k c ji  p ie rw o t-
3 /nej -  całkowaniem" ,

6 .  Słownik p o ls k ic h  wyrazów tech n iczn ych . D z ia ł  I I .  Ma­

tematyka: "Funkcja pierwotna /względem fu n k c ji  d a n e j/ .  

/C a łk a  n ie o k r e ś lo n a /.  Funkcja F/ х / ,  k tó r e j  pochodna 

F ' / х/ ,  j e s t  równa fu n k c ji  danej f / х / .  Znak: F/ х /  =

Gdy przyjmiemy którąkolwiek z powyżej podanych d e f i ­

n i c j i  c a łk i  nieoznaczonej / n i e o k r e ś l o n e j / , to stw ierdza­

my, że z równości:

1 /  Zasady rachunku różniczkowego i  całkowego. Warsza­
wa 1923» S t r .  159«

2 /  Rachunek różniczkowy i  całkowy. W y d .II .  PZWS,1949» 
s t r .  198.

3 /  A n a liza  matematyczna T . I I , 1949, s t r .  145«

4 /  Wyd. Akademia Nauk Technicznych, 1936, s t r . 279*

J f / x / d x  = ^  / х /  n ie  wynika:

F/ х /  = £ / х / .
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Znak równości z o s t a ł  użyty w znaczeniu innym niż podaje  

Leibniz:

Ponieważ obecnie używamy równości w znaczeniu L e ib n iz a ,  

więc n ie  powinniśmy posługiwać s ię  żadną z podanych de­

f i n i c j i  c a ł k i  n ieozn aczonej.

2 .  Wielu autorów podręczników rachunku różniczkowego  

i  całkowego s ta r a  s i ę  podać ta k ie  o k r e ś le n ie  c a ł k i  n ie ­

oznaczonej, by równość b y ła  użyta w s e n s ie  L e ib n iz a ,a le  

wprowadza w d e f i n i c j i  c a łk i  nieoznaczonej ta k ie  p o j ę c i ^ ,  

których n ie  o k r e ś la ,  a które trudno p rzy ją ć  za p o ję c ia  

prymitywne. N p.:

1. K.Kuratowski: " J e ż e l i  dwie fu n k c je  F i  G są fu n k cja ­

mi pierwotnymi fu n k c ji  f  w p r z e d z ia le  ab /otwartym  

lub zamkniętym/, to te  dwie funkcje ró żn ią  s i ę  mię­

dzy sobą o s t a ł ą . . . .  Odwrotnie fu n k c ja ,  która powsta­

j e  przez dodanie s t a ł e j  do fu n k c ji  pierwotnej fu n k c ji  

f ,  j e s t  funkcją  pierwotną fu n k c ji  f .  A zatem wyraże­

n ie  F/ х /  + C j e s t  ogólną p o s ta c ią  fu n k c ji  pierw otnej  

fu n k c ji  f .  Wyrażenie to oznaczamy symbolem f f / x / d x  

/ c a ł k a  f / х /  po dx/ i  nazywamy j$ całką nieoznaczoną  

fu n k c ji  f"

2. A.Łomnicki: "Gromadę fu n k c ji  pierwotnych do danej 

fu n k c ji  f / х /  nazywamy całką nieoznaczoną fu n k c ji  f / x /
o /

i  oznaczamy ją  symbolem J t / x / d x " J / . * I.

1 /  A.Mostowski. Logika matematyczna 194 8, str.109®

2 /  Wykłady rachunku różniczkowego i  całkowego. Część
I. Warszawa 1948, str.l4b<>

3 /  Rachunek różniczkowy i  całkowy. T .I I .W y d .  3 » K a to-  
wice 1949, s t r . 2 .

-  139 -



3 . « . I.Sm irnow: "N a jb a rd z ie j  ogólne w yrażenie d la  fu n k c ji  

pierw otnej nazywamy także ca łk ą  nieoznaczoną danej 

fu n k c ji  f Jxj  lub danej ró ż n ic z k i  f / x / d x  i  oznaczamy 

symbolem f  f / x / d x ,  przy czym fu n k cję  f / х /  nazywamy 

funkcją podcałkową, a f / x / d x  wyrażeniem podcałkowym"1̂  

P o ję c ia  "ogólna p o sta ć  fu n k c ji  p ie r w o tn e j" ,  "gromada firJe 

c j i  pierw otnych", "n a jb a rd z ie j  ogólne wyrażenie d la  funk­

c j i  pierw otnej" są n iezdefin io w an e. Wydawałoby s i ę ,  że 

powinny oznaczać fu n k cje  różniczkow alne, skoro pochodna 

c a ł k i  nieoznaczonej równa s ię  fu n k c ji  podcałkowej.

3 .  T ru dn ości, które w ystępują przy ok reśla n iu  c a łk i  

n ieo zn a czo n e j, można przezw yciężyć d e f i n i u j ą c  całkę n ie ­

oznaczoną przy pomocy opisu jednostkowego /d e s k r y p tu /  

powstałego na t l e  odpowiednio dobranej fu n k c ji  zd a n io -

1 /  Matematyka w yższa. PrtN 1938. T . I .  , s t r . 1 7 6 .

2 /  A .M ostowski. Logika matematyczna, s t r . 2 5 0 .
" J e ś l i  Ф / х /  j e s t  funkcją  zdaniową o jed n ej zmiennej wol­
nej x /dowolnego typu с /  taką, że

/ ' /  i— E x Ф  /*/
/ 2 /  I 1C „  £ # / * / •  ф / у /  ------- - / х - y / ] ,Л fj
to wolno p rz y ją ć  za nową s t a ł ą  sp e c y fic z n ą  typu c sym­
bol Л , różny od w sz y stk ic h  dotychczas używanych w te o ­
r i i ,  przy czym jed n o c ze śn ie  przyjmujemy zdanie

/ 3 /  Ф / * /
za nowy aksjomat.
To, że stosujemy regułę defin iow a n ia , zapisujemy krótko 
wzorem

/ 4 /  П*/ ф / х / ,

który czytamy: j e s t  na mocy d e f i n i c j i  tym x , d la  k tó ­
rego zachodzi f  / x / " .
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Podamy dwie d e f i n i c j e  c a łk i  n ieo zn a czo n e j,  z których  

pierwsza j e s t  znana

D e f i n i c j a  I .  Całką nieoznaczoną f u n k c ji  f / х /  nazywa- 

my jedyną fu n k cję  < p /x / ,  k tó rej  pochodna równa s i ę  f / x /  

i  która d la  u sta lo n e j  l i c z b y  a z obszaru o k r e ślo n o śc i  

f / х /  ma wartość zero.

Można z ła tw o śc ią  udowodnić, że w niepustym zb iorze  wszy­

s tk ic h  f u n k c ji  pierwotnych fu n k c ji  f / х /  znajduje s ię  

tylko jedna fu n k c ja ,  która ze ru je  s i ę  d la  l ic z b y  a w zię­

te j  z obszaru o k r e ślo n o śc i f / х / .

Uwaga 1 . Obszary o k re ślo n o ści f u n k c ji  f / х /  i  < p /x /  są

równe. Należałoby w symbolu f  f / x / d x  uwidocznić zbiór
Ja

/ p r z e d z i a ł /  J  , w którym rozważamy fu n k cję  f / х /  np.

^ a f / x / d x .  Okazuje s i ę ,  że d e f i n i c j a  I  c a ł k i  nieozna­

czonej n ie  j e s t  wygodna w zastosowaniach np. przy wyzna­

czeniu rozwiązań ogólnych równań różniczkowych.

4 .  Przystępujem y do podania d ru giej d e f i n i c j i  c a ł k i  

n ieozn aczonej, w k tó r e j  występować będą znane nam p o ję ­

c ia .  Przytoczymy jednak o k r e śle n ia  n iek tórych  p o jęć  po­

mocniczych celem u n ik n ięcia  ewentualnych nieporozumień.

D f .  А/ Funkcją liczbową zmiennej x nazywamy każdą 

dwuczłonową r e l a c ję  R tak ą, że do każdej l i c z b y  у i s t -
л /

n ie je  co najwyżej jedna l i c z b a  x, d la  k tó rej  j e s t x R y ^ .

1 /  Zob. np. K.Menger, Cal»ulus,a modern approach. 
Boston 1955»

2 /  Zob. Logika matematyczna A.Mostowskiego, strony  
146, 147.
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D ziedzinę f u n k c ji  R nazywamy obszarem ok reślo n o ści  

lub zbiorom argumentów, p rzeciw dziedzinę zbiorem war­

t o ś c i  fu n k c ji  R.

Dla fu n k c ji  liczbow ych zmiennej x przyjmujemy powszæh- 

n ie  stosowane znakowanie: f / х / ,  g/ х / ,  < р /х / ,  Р / х / , . . . .

Zbiór w sz y stk ich  fu n k c ji  liczbow ych zmiennej x o ob­

sza rze  o k reślo n o ści V oznaczamy symbolem Ctj / х /

Uwaga 2 .  W praktyce fu n k cję  liczbow ą jed n e j zmiennej 

podajemy formułując '’prawo" przyporządkowujące każdej 

w artości zmiennej z danego zbioru Z określoną jedno­

znacznie l i c z b ę .  Z biór Z j e s t  wtedy obszarem ok reślon oś­

c i .  Gdy zb ió r  Z n ie  j e s t  z góry dany przyjmujemy, że zb io ­

rem Z j e s t  zb iór  tych w szy stk ich  l i c z b ,  do których "pra­

wo da s i ę  zastosow ać", t z n . , że po zastosowaniu go do 

każdej l i c z b y  ze zb ioru  Z otrzymamy jedną jedyną l i c z b ę .  

Np. dla  fu n k c ji  f / х /  = — obszarem o k r e ślo n o śc i  j e s t ,  w 

myśl t e j  umowy, zb iór  w szy stk ich  l i c z b  rzeczyw istych  z 

wyjątkiem ze ra .

Uwaga 3» Funkcje np„: f / х /  = 2x i  g/ х /  = x + x są i -  

dentyczne, mimo że "prawa" są różne. Funkcja / х /  = ~  

o obszarze o k r e ślo n o śc i  równym zbiorowi w sz y stk ich  liczb  

dodatnich j e s t  różna od fu n k c ji  ^ / х /  = —, k tó rej  obsza­

rem ok reślo n o ści j e 3 t  zb ió r  w sz y stk ic h  l i c z b  ujemnych.

D f.  В /  Sumą f u n k c j i  liczbow ych: f / х /  o ooszarze okreś­

lo n o ś c i  Z .  i  g/ х /  o obszarze o k r e ś lo n o ś c i  Z nazywamy 
i g

taką funkcję h/ х / ,  k tórej obszarem o k r e ślo n o śc i Z^ j e s t

wspólna c z ę ść  zbiorów Z . i  Z i  d la  k tó r e j  j e s t  h/ х /  =
— 6

» f / х /  + g/ х /  d la  każdej l ic z b y  x n a leżą cej do Zjj .

D f .  С /  Funkcją liczbow ą zmiennych x i  y nazywamy każ­

dą trójczłonow ą r e l a c j ę  R taką, że d la  każdej pary
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l ic z b  x, y i s t n i e j e  co najwyżej jedna l i c z b a  z d la  k tó ­

rej j e s t  R /x ,  y ,  z / .

Dla fu n k c ji  liczbow ych zmiennych x i  y przyjmujemy 

powszechnie stosowane znakowanie:

f / х . у / ,  g / x fy / , . . . ,  < p / x , y / ,  F / x , y /  . . .

Uwaga 4 .  W praktyce funkcję liczbow ą zmiennych x i  y 

podajemy formułując "prawo" przyporządkowania każdej pa­

rze l i c z b  x , y z danego zbioru Z ok reślon ej l i c z b y .Z b i ó r  

Z j e s t  wtedy obszarem o k r e ś lo n o ś c i .

Uwaga 5 .  J e ż e l i  w f / x , y /  wstawimy l i c z b ę  /d r u g i  e l e ­

ment pary lic zb o w e j n a le żą ce j  do obszaru o k r e ślo n o śc i na­

szej f u n k c j i /  w m ie jsce  y ,  to otrzymamy funkcję liczbową  

zmiennej x.

Podobnie jak d la  fu n k c ji  liczbow ych jed n e j zmiennej 

można o k r e ś l ić  sumę dwu fu n k c ji  liczbow ych dwóch zmien­

nych.

Uwaga 6 .  Z f u n k c ji  liczbow ych: f / х /  o obszarze okre­

ślon ości Z~ i  g/ у /  o obszarze o k re ślo n o ści Z możemy
— g

tworzyć nowe fu n k c je  liczbow e zmiennych x i  y .  Np. n iech

zbiorem Z^ b ęd zie  z b ió r  par, których pierwszy element na­

leży do Zf , drugi do Zg . W zb io rz e  Z^ określamy funkcję  

liczbową h / x , y /  przyjm ując, że dla każdej pary l i c z b  

^ / / n a l e ż ą c e j  do Z^ j e s t  h / x , y /  = f / х /  + g/ у / .

Weźmy pod uwagę fu n k cję  liczbow ą dwóch zmiennych x,p  

? / x , p /  i  n iech  obszarem o k r e ślo n o śc i F / x , p /  b ęd zie  ta ­

ki zb iór par liczbow ych Z, którego drugie  elementy par 

tworzą zb iór w szy stk ich  l i c z b  rzeczy w isty ch  q. Utwórzmy 

zbiór fu n k c ji  jednej zmiennej x:

[ f / ' x / ]  {iTpeq У ' /х /  = Р / х , р /  j Ш F / x ; p / .  /1/
143 -



D f.  D/ Zbiór / 1 /  nazywamy funkcją liczbową zmiennej x 

z parametrem p zmiennym w zb io rz e  q

Z biór w szy stk ich  fu n k c ji  liczbowych zmiennej x z pa­

rametrem p zmiennym w q oznaczamy symbolem # / x , p / .

Symbolem ó ^ / x , p /  oznaczamy zb ió r  w szy stk ich  fu n k c ji  

F / x ; p /  t a k ic h ,  że każdy element należący do k t ó r e jk o l ­

wiek z tych fu n k c ji  Р/ x i p /  j e s t  funkcją liczb ow ą, k tórej  

obszarem o k r e ślo n o śc i j e s t  zb ió r  J  .

Celem uzyskania skrótu w z a p is ie  zam iast:

W M  { r p£,  f M  -  ({ /  x/ + pj będziemy p i ­

s a l i  f  / х /  + p wtedy, gdy sk ró t n ie  powoduje w ątpliw oś­

c i ,  czy mamy na m yśli  F / x , p /  czy też F /x ;p / .

Uwaga 7 .  F / x ; p /  = Р / х ; г / .

Uwaga 8 .  J e ż e l i  (f> / х /  j e s t  funkcją liczbową zmiennej 

x i  F / x , p /  = (Ç/ х /  + p , to w s z c z e g ó ln o ś c i  mamy F /x i p /=

= P /x ;

D f .  Е / J e ż e l i  Р/ x j p /  i  G / x ; r /  są funkcjami liczbowymi 

zmiennej x z parametrem zmiennym w q, to sumą F / x ; p /  i  

G / x j r /  nazywamy zb ió r  fu n k c ji :

r p , f e q  G / * , r / | .

Uwaga 9» J e ż e l i  P / x , p /  = (L^jxJ + p ,  G / x , r /  = <p2/ x / + r ,  

to P / x ; p /  + G/ х ; r /  = H /x * ,s / ,  gd zie

Н/ x , s /  = ^ / х /  ♦ (р2/ х /  + s .

1 /  O czyw iście  "fu n k cja  z parametrem" n ie  j e s t  funkcją  
liczbow ą w s e n s ie  D f.  А / .
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D f. F /  Pochodną -d względem x fu n k c ji  F / x ; p /  nazy­

wamy pochodną fu n k c ji  zmiennej x, którą otrzymujemy z 

F / X»p/ przyjm ując, że p j e s t  l ic z b ą  s t a ł ą .

5. Przystępujem y obecnie do o k r e śle n ia  c a łk i  nieozna­

czon ej.

D f.  G/ Całką nieoznaczoną fu n k c ji  f / х /  n a le żą ce j do 

Oljlyj nazywamy jedyną funkcję F / x ; p /  zmiennej x z para­

metrem zmiennym w q taką, że i s t n i e j e  funkcja < p /x /  zmien­

nej x n ależąca do 6 ^ / х /  o w łasn ościach : ? / x , p /  *

= <jp/x/ + p i  -■ = f / х /  w zb iorze J  .

Za symbol c a łk i  nieoznaczonej fu n k c ji  f / х /  n a le żą ce j  

do Ol'-j i x / przyjmujemy symbol f /x / d x .

J^t/x/dx £  jj?F/xv p / J  C ^ / x / . F / x , p /  *

-  f / х /  + p . f l x£J — -  f / x / } .

Uwaga 1 0 . ^  = f ' / x / .

Zajmieąy s i ę  twierdzeniem następującym; j e ż e l i  i s t n i e -

je funkcja P /x ;  p /  s p e łn ia ją c a  warunek 

ki n ie o zn a c zo n e j, to j e s t  tylko jedn a.

d e fird c y jn y  

Załóżmy, że

c a ł -

f / я / .  f / х / ,  f / х /  £ / 1 /

F / x , p /  j f (f / х /  + p / 2 /

G / x ,r /  ^  f  / х /  + г / 3 /

d Р /  . f / х /  w J  dx / 4 /

d--C/d* i - r'' -  f / х /  w j / 5 /
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Twierdzimy, że F /x> p /  « G/ х ;  r / .

Dowód. Niech pQ będzie  dowolnie obraną l ic z b ą  rzeczy ­

w i s t ą .  Weźmy pod uwagę F / x , pq/

/ 2 /  (— P /x ,P 0/  * <р/х/ -  p0 / 6 /

/ 2 / / 4 /  |—— <jp'/x/ * f / х /  w J / 7 /

/ 3 / / 5 /  I— — ii

>

f / х /  w J / 8 /

/ 7 / / 8 /  h — f V x / -  / х /  = 0  w J / 9 /

/ 9 / I--------- / х /  ■ ^ > /х /  = к / s t a ł a /  w J / Ю /

/ Ю /  I -

/ 6/  / 11/

< p /x /  = (Jj / х /  + к 

P / x , p Q/  * ^ / х /  + /к + р ^ /

/ 11/
/12/

n iech к + p = г  
*о df о

/ 2/ / 13/

/ 1 3 /  / 3 /

Р/х ,р о/ = ^ / х /  г0

*7х  »Р0/  = G /x ,r 0/ ,

/ 1 3 /

/ 1 4 /

/ 1 5 /

Zatem każda fu n kcja  liczbow a zmiennej x należąca do 

F /x i  p/  n a leży  do G/x*f r / .

Podobnie uzasadniamy, że każda fu n k cja  liczbow a zmien­

nej x należąca do G /x j r /  należy do F / x ;  p / .

A wtedy mamy P / x ;  p /  = G /xj r / .

Uwaga 11. Gdybyśmy p r z y j ę l i  d e f i n i c j ę  n astępu jącą:

j £ f / x /d x  ^  [?P /x ł  р / ] | р / х ;  p / £ OCj / х ; р /  . "  =

= f / x / |  ,

to n ie  moglibyśmy udowodnić, że -  o i l e  ty lk o  F/х *  р /  

i s t n i e j e  -  to j e s t  jedyną funkcją  zmiennej x z paramet­
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rem p zmiennym w q s p e łn ia ją c ą  warunek d e f in ic y jn y  c a ł -
2' 2ki nieoznaczonej « Np. fu n k cje  z parametrem x + p oraz  

x2 + p s p e łn ia ły b y  warunek d e f in ic y jn y  d la  2x d x ,a le  

n ie  są id e n ty czn e.

6 .  Posłu giw an ie  s ię  podaną przez nas d e f i n i c j ą  c a łk i  

nieoznaczonej n ie  n a stręcza  żadnych pow ażniejszych trud­

n ości Dla przykładu udowodnimy znane tw ierdzen ie  ra­

chunku całkowego, które w sk ró c ie  wypowiadamy: "c a łk a  z 

sumy równa s ię  sumie c a łe k " .

Załóżmy, że f  / x /  i  g/ х /  są całkowalne w J  . / 1 /

Twierdzimy, że

yj [f/ х /  + g / x / ]  dx * f j  f / x / d x  g /x /d x

Dowód.

f j t / х /  dx = [пР/ x i  p / J  

Р / х , р /  » ÿ>/x / + p . f lX£J 

Niech f  / х /  sp e łn ia  warunki:

< ? /* /£  / * / •  

.  f / l / j .

(f>/x/ & OLjlxJ% f ' / х /  * f / х /  w J

«tedy P /x ł  р /  = <p /x/ + p ,  c z y l i  f /x /d jc  « <p /x /+p .

j f  g /x /d x *  [ l G / x ; r / ]  | Z ^ fx)̂ / x /  £ ^ / x / . G / x . r /  *

-  ^ / x /  + r  6 * / * / } .

Niech (p / х /  s p e łn ia  warunki:

ÿz/ х /  £ Ć # j / x / ,  Ç^Vx/ -  g/ х /  w J .

1 /  O czyw iście  konieczne j e s t  rozbudowanie t e o r i i  funk­
c j i  zmiennej x z parametrem p .
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Wtedy G/ х ;  г /  = (р / х /  + г ,  c z y l i  

У*g/ х /  dx * ^ / х /  + г .

Suma

f / x / +  g/ х /  = f / x / + ^ ' / х /  = Jjp'/ х /  ♦ Ip / х / ]  w J  

Określmy

Н/ x , s /  ^  J ÿ / х /  + ^  / x / j  + s .  

Stwierdzamy, że 

1 /  H /x ; s /  £  / х ;  s /

2 /  / х /  / х /  £ й ^ / х /  . К / x , s /  = р ( / х /  + s *

K „ ŚJU£ s L * t' ' J * в/ v ] .

Zatem

У* [f/ х /  + g/ х / ] dx

Okażemy d a l e j ,  że j e s t

H /x i s / .

H/ х ;  з /  = F/ х ;  p /  + G/х-, r / .  

I s t o t n i e .  Skoro

H /xł s /  * [ ÿ / x /  + (p / x / J  + s =

= [ jp /x / + f  ]  + [ f / * /  + f] 1 ^  / х/  + f  = **/х; f /  =

= F /X i p/ ,  ip / х /  + -jf « G/xv -|/ = G /x ; r / ,  

więc

H /xi s /  * F/ х ;  p /  + G/ х ;  r / , c .b .d .w ,

Na zakończenie zauważmy, że 

1 / [ / 7f / x /  d x j f = f / х /  /0 i l e  f / х /  j e s t  całkowalna/
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2 / d e f i n i c j e  c a ł k i  nieoznaczonej Df G/ i  Df I  n ie  są rów­

noważnej

3 /  w in te r e s u ją c y  sposób i n t e r p r e t u je  A.Hoborski równoś­

c i ,  w których po jednej i  po d r u g ie j  s tr o n ie  występu­

ją  po jednej lub po w ięcej całek określonych w ie lo -
1 /znacznie wskutek m ożliw ości dowolnego doboru s ta ły c h  . 

" . . .  j e ż e l i  A i  В n ie  są symbolami jednoznacznymi, a le  

wieloznacznymi / l i c z b ,  fu n k c ji  . . . / ,  co znaczyć może 

również A = B? P r z e c ie ż  można z ła tw o śc ią  nadać symbolom 

А, В ta k ie  znaczenia A , В , i ż  b ę d zie  A ł  В . Widoczną 

j e s t  tu pewna trudność, k tó r e j  pominąć nam n ie  wolno.

Otóż taką równość będziemy pojmowali je d y n ie  w spo­

sób n astępu jący: do każdego znaczenia Aq symbolu A można

dobrać ta k ie  znaczenia В symbolu B ,  i ż  b ę d zie  A * В io o o
na odwrót, do każdego znaczenia B^ symbolu В można dobrać 

znaczenie Â  symbolu A ta k , i ż  j e s t  Â  = B ^ . Tę własność  

symboli wieloznacznych А , В wyrażać będziemy krótko rów­

nością A = B " .

"Załóżmy, że symbole A, B.] , B2 , . . . ,  Bn są wieloznacz­

ne i  że mamy równość A = B^ + B2 + . . .  + Вд lub A =

H
i - 1

B. o

J a k i e  znaczenie można nadać ta k ie j  równości? Dla nas 

o s ta tn ia  równość b ęd zie  w yrażała n a stę p u ją ce  dwie w ła s­

n ości wieloznacznych symboli А, В , В ,.,  . . . ,  В :1 c . XI
a/ do każdego układu znaczeń В , B „ ,  . . . ,  B(0) symboli 

B 1 , B2 , . . . ,  B^ można dobrać ta k ie  znaczenie sym-

1 /  Antoni H oborski. Wyższa matematyka. Część pierwsza. 
Kraków, 1923, s t r .  253- 254.

H9 -



' bólu A, i ż  zachodzi równość Al°; = В i  zarazem 

b /  do każdego znaczenia k(0* symbolu można dobrać tak 

układ znaczeń , . . . ,  В^  symboli B ^ , B ^ , . . .

(oj
i ż  j e s t  A =

i - 1

Resume

Sur l e s  d é f i n i t i o n s  de 1 " in té g r a le  i n d é f i n i e

Après a v o ir  a n alysé  l e s  d iv e rs e s  d é f i n i t i o n s  de 1 "in­

t é g r a le  i n d é f i n i e  l 'a u t e u r  donne l a  d é f i n i t i o n  suivan te:  

Nous appelons i n t é g r a le  in d é f i n i e  d'une fo n c tio n  f / x /  

d é f in ie  dans l 'en sem b le  J  , l 'u n iq u e  fo n c t io n  F / x ;  p /  de 

l a  v a ria b le  x et du paramètre p v a r ia b le  dans l'ensemble  

de tous le s  nombres, t e l l e  q u ' i l  e x is t e  une fo n c­

tio n  ( f / x1 d e f i n i e  dans J  ayant le s  p r o p rié té s  suivantes.

1 /  P / x , p /  = (f / x/ + p ,

2 /  -  = t/ у /  dans J  .

En désignant par / х /  l  ' ensemble de toutes le s  fonc­

tio n s  d'une v a r ia b le  x d é f in ie s  dans J  , et par 

У  f / x / d x  l 'in tégra le  in d é f i n i e  de l a  fo n c tio n  î  /  x / e  Objj x/, 
nous avons

f / x / d x  jÓp/xłp/| I 52 j j p / x / e  С £ , /х / .Р /х ,р /= < р /х /+ р .

.г № *  -
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Sn s'appuyant sur la  d é f i n i t io n  précédente l 'a u t e u r  

démontré l e s  deux théorèmes s u iv a n ts :

I /  S i  l a  fo n c t io n  F / x ; p /  rem plissant l a  c o n d itio n  de 

la  d é f i n i t i o n  e x i s t e ,  e l l e  e s t  d é f in ie  d'une façon uni­

voque.

I I /  S i  le s  fo n c tio n s  f / х /  et g/ х /  appartenant à 01̂ 1 rj 
sont in t é g r a b le s ,  on a

к
f / x / d x  + J  g /x /d x .

Краткое изложение

Об определениях неопределенного интеграла

После критического обсуждения различных опре­
делений неопределенного интеграла в статье дается 

следующее определение:
Неопределенным интегралом функции f(x ),опреде­

ленной в множетве J ,  называется единственна^ функ­
ция F (х ; р) переменной х с параметром р, изменя­
ющимся в множестве всех действительных чисел,та­
кая, что существует функция f(x) определенная в 

множествеJ, обладающая следующими свойствами: 
функция двух переменных х, р

F / x ,  р /  = (f /  х /  + р и = f  / х /

в множестве J  .
Обозначая символом (Я,3/ л /  множество всех функций

переменной х имеющих областью определения множество 
3 , а сиш олом f  / х /ofx неопределенный интеграл
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функции f(x) принадлежащей к (Zj (х) имеемг

[ w e O , (х).F(X),p) = <f(x)tp.jr( ~ ÿ ’p} =/w )jj

Базируя на данном выше определении неопределен­

ного интеграла доказываются следующие теоремы:
I Если существует f(x-,p), выполняющая условие 

определения неопределенного интеграла, то только 

одна.
I I  Если f(x) и g (х) принадлежат к (Z,(x) и инте­

грируемы, то

/  [ ' «  ' g (xjJ dx -  jT f  (xj Лг *jf g(x)dx.
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