Jan Les$niak

O DEFINICJACH CALKI NIEOZNACZONEJ

1. Za czas6w Newtona i Leibniza catka nieoznaczona
funkcji f/x/ oznacza taka funkcje F/x/, ktérej pochodna
jest réwna f/x/ Odtad wielu autoroéw podrecznikéw ra-
chunku rézniczkowego i catkowego powtarza prawie  ?s3
zmian powyzej podane okres$lenie catki nieoznaczonej.Np.:
1. G.H.Hardy: "jezeli (p/x/ jest pochodng funkcji <jp/x/,

wowczas <P /x/ nazywamy catka funkcji Ip /x/"

2. A.Hoborski: "Kazda funkcje P/x/ ciggtga w catym prze-
dziale /a,b/ speiniajacg réwnanie /1/ Ix/
wewnatrz przedziatu /a,b/, a wiec posiadajgcag te wias-
nos$é¢, iz jej pochodna wewnagtrz przedziatu réwna sie
danej funkcji /Ix/, okres$lonej wewnatrz przedziatu
/a,b/, nazywamy catka nieokreslong /nieoznac¢zong/funk-
cji (/x/ w przedziale /a,b/ i oznaczamy ja symbolem,
wprowadzonym przez Leibniza  f(p /x/dx"

3. G.Kowalewski: "Jezeli funkcja F/x/ posiada w przedzia-
le <a,b > pochodng f/x/ czyli rézniczke f/x/ dx, toO
funkcje F/x/ nazywamy funkcjg pierwotng lub catka

funkcji f/x/ w <a,b> , co na piSmie wyrazamy za po-

1/ Zob. Poradnik dla samoukéw. T.I» Warszawa 1915,
str. 242.

<.Sierpinski, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

2/ Wyktady elementarne z dziedziny analizy. Warszawa
1916, str.257.

3/ Wyzsza matematyka. Czes¢ pierwsza,1923, str.246.
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moca symbolu: F/Ix/ = ff/x/dx, ktory jest réwnowazny
WZOrowi nastepujqcemu:‘] d FIx/ = fIx/ dx". 1

F.Leja: "Majgc dang funkcje f/x/ okreslong w pewnym
przedziale J nazywamy funkcja pierwotng funkcji f/x/
kazdg funkcje F/x/ roézniczkowalng w przedziale 1 i
spetniajgcag w catym przedziale zwigzek F#x/*f/x/....
Funkcje pierwotng nazywamy rowniez catkg nieoznaczo-
ng lub kroétko catkg funkcji danej i oznaczamy
Jf/Ix/dx, co czytany: catka f/x/dx"

WoPogorzelski: "Funkcje pierwotng nazywamy roéwniez
catka nieokreslong, za$ wyznaczanie funkcji pierwot-
nej - catkowaniem" 3/,

Stownik polskich wyrazow technicznych. Dziat Il. Ma-
tematyka: "Funkcja pierwotna /wzgledem funkcji danej/.

/Catka nieokreslona/. Funkcja F/x/, ktérej pochodna

F'/ x/, jest réwna funkcji danej f/x/. Znak: FIx/ =

Gdy przyjmiemy ktérgkolwiek z powyzej podanych defi-

nicji catki nieoznaczonej /nieokres$lonej/, to stwierdza-

my, ze z réwnosci:

ff/x/dx = P/x/, Jf/x/dx = ~ Ix/ nie wynika:

FIxl = E£/x/.

1/ Zasady rachunku rézniczkowego i catkowego. Warsza-
wa 1923» Str. 159«

2/ Rachunek rézniczkowy i catkowy. Wyd.ll. PZWS,1949»
str. 198.

3/ Analiza matematyczna T.11,1949, str. 145«

4/ Wyd. Akademia Nauk Technicznych, 1936, str.279*
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Znak rownosci zostat uzyty w znaczeniu innym niz podaje

Leibniz:

Poniewaz obecnie uzywamy rownosci w znaczeniu Leibniza,
wiec nie powinnismy postugiwaé¢ sie zadng z podanych de-
finicji catki nieoznaczonej.

2. Wielu autoréw podrecznikdéw rachunku rdézniczkowego

i catkowego stara sie poda¢ takie okresSlenie catki nie-

oznaczonej, by réownos¢ byta uzyta w sensie Leibniza,ale

wprowadza w definicji catki nieoznaczonej takie pojeci”,
ktérych nie okres$la, a ktére trudno przyja¢ za pojecia
prymitywne. Np.:

1. K.Kuratowski: "Jezeli dwie funkcje F i G sg funkcja-
mi pierwotnymi funkcji f w przedziale ab /otwartym
lub zamknietym/, to te dwie funkcje rdéznig sie mie-
dzy sobg o statg.... Odwrotnie funkcja, ktéra powsta-
je przez dodanie statej do funkcji pierwotnej funkcji
f, jest funkcja pierwotng funkcji f. A zatem wyraze-
nie F/x/ + C jest ogd6lng postaciag funkcji pierwotnej
funkcji f. Wyrazenie to oznaczamy symbolem T f/x/dx
/catka f/X/ po dx/ i nazywamy j$ catka nieoznaczong
funkcji f"

2. A.Lomnicki: "Gromade funkcji pierwotnych do danej
funkcji f/x/ nazywamy catkag nieoznacz/onq funkcji f/x/

0
i oznaczamy ja symbolem Jt/x/dx" J/.r

1/ A.Mostowski. Logika matematyczna 1948, str.109®

2/ Wyktady rachunku rézniczkowego i catkowego. Czesc
I. Warszawa 1948, str.l4b<>

3/ Rachunek rézniczkowy i catkowy. T.Il.Wyd. 3»Kato-
wice 1949, str.2.
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3.«.l.Smirnow: "Najbardziej ogé6lne wyrazenie dla funkcji
pierwotnej nazywamy takze catkg nieoznaczong danej
funkcji fJXj lub danej rozniczki f/x/dx i oznaczamy
symbolem f f/x/dx, przy czym funkcje f/x/ nazywamy

funkcja podcatkowa, a f/x/dx wyrazeniem podcatkowym"»

Pojecia "ogo6lna posta¢ funkcji pierwotnej", "gromada firle
cji pierwotnych", "najbardziej og6lne wyrazenie dla funk-
cji pierwotnej"” sa niezdefiniowane. Wydawatoby sie, ze

powinny oznacza¢ funkcje rézniczkowalne, skoro pochodna
catki nieoznaczonej rowna sie funkcji podcatkowej.

3. Trudnosci, ktdre wystepuja przy okres$laniu caitki
nieoznaczonej,mozna przezwyciezy¢ definiujgc catke nie-
oznaczong przy pomocy opisu jednostkowego /deskryptu/

powstatego na tle odpowiednio dobranej funkcji zdanio-

1/ Matematyka wyzsza. PrtN 1938. T.l., str.176.

2/ A.Mostowski. Logika matematyczna, str.250.
"Jes$li dP/x/ jest funkcja zdaniowa o jednej zmiennej wol-
nej x /dowolnego typu c/ taka, ze

/' i— E x0 /*/

121 | 191'5 E#l*]e Plyl ——- - Ix-ylI],

to wolno przyjag¢ za nowg statg specyficzng typu c sym-
bol N , rézny od wszystkich dotychczas uzywanych w teo-
rii, przy czym jednoczes$nie przyjmujemy zdanie

131 /)

za nowy aksjomat.
To, ze stosujemy regute definiowania, zapisujemy kroétko
wzorem

141 N*/ /x/,

ktéory czytamy: jest na mocy definicji tym x, dla kto-
rego zachodzi f /x/".

- Uo -



Podamy dwie definicje catki nieoznaczonej, z ktérych
pierwsza jest znana

Definicja |. Catkg nieoznaczonag funkcji f/x/ nazywa-
nmy jedynag funkcje <p/x/, ktdérej pochodna réwna sie f/x/
i ktora dla ustalonej liczby a z obszaru okreslonosci

f/Ix/ ma wartosé¢ zero.

Mozna z tatwos$cig udowodni¢, ze w niepustym zbiorze wszy-
stkich funkcji pierwotnych funkcji f/x/ znajduje sie
tylko jedna funkcja, ktéra zeruje sie dla liczby a wzie-
tej z obszaru okres$lonosci f/x/.

Uwaga 1. Obszary okreslonosci funkcji f/x/ i <p/x/ sa
rowne. Nalezatoby w symbolu faf/x/dx uwidoczni¢ zbior

/Iprzedziat/ J , w ktéorym rozwazamy funkcje f/x/ np.

N a f/Ix/dx. Okazuje sie, ze definicja | catki nieozna-
czonej nie jest wygodna w zastosowaniach np. przy wyzna-
czeniu rozwigzan ogdélnych réwnan rézniczkowych.

4, Przystepujemy do podania drugiej definicji catki
nieoznaczonej, w ktorej wystepowaé¢ bedag znane nam poje-
cia. Przytoczymy jednak okreslenia niektérych poje¢ po-
mocniczych celem unikniecia ewentualnych nieporozumien.

Df. A/ Funkcja liczbowa zmiennej x nazywamy kazda
dwucztonowg relacje R takg, ze do kazdej liczby y ist-

nl
nieje co najwyzej jedna liczba x, dla ktoérej jestxRy~".

1/ Zob. np. K.Menger, Cal»ulus,a modern approach.
Boston 1955»

2/ Zob. Logika matematyczna A.Mostowskiego, strony
146, 147.
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Dziedzine funkcji R nazywamy obszarem okres$lonosci
lub zbiorom argumentéw, przeciwdziedzine zbiorem war-
tosci funkcji R.

Dla funkcji liczbowych zmiennej X przyjmujemy powszah-
nie stosowane znakowanie: f/x/, g/x/, <pl/x/, PIx/,....

Zbiér wszystkich funkcji liczbowych zmiennej x o ob-
szarze okres$lonosci V oznaczamy symbolem Ctj /x/

Uwaga 2. W praktyce funkcje liczbowa jednej zmiennej
podajemy formutujgc “prawo" przyporzgdkowujgce kazdej
wartosci zmiennej z danego zbioru Z okreslong jedno-
znacznie liczbe. Zbidor Z jest wtedy obszarem okreslonos-
ci. Gdy zbiér Z nie jest z goéry dany przyjmujemy,ze zbio-
rem Z jest zbidér tych wszystkich liczb, do ktérych "pra-
wo da sie zastosowac', tzn., ze po zastosowaniu go do
kazdej liczby ze zbioru Z otrzymamy jednag jedyng liczbe.
Np. dla funkcji f/x/ = — obszarem okreslonosci jest, w
mys$l tej umowy, zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z
wyjatkiem zera.

Uwaga 3» Funkcje np,: f/x/ = 2x i g/x/ = x + X sg i-
dentyczne, mimo ze "prawa" sg rozne. Funkcja /x| = ~
0 obszarze okreslonosci rownym zbiorowi wszystkich liczb
dodatnich jest ro6zna od funkcji ~/x/ = —, ktdérej obsza-
rem okreslonosci je3t zbidr wszystkich liczb ujemnych.

Df. B/ Sumg funkcji liczbowych: f/x/ o ooszarze okres-
lonosci Zi. i g/x/ o obszarze okres$lonosci Zg nazywamy
taka funkcje h/x/, ktdérej obszarem okreslonosci Z" jest
wspolna czes¢ zbiorow Z._i ZG i dla ktorej jest h/ix/ =
» fIx/ + g/x/ dla kazdej liczby x nalezacej do Zjj .

Df. C/ Funkcja liczbowa zmiennych x i y nazywamy kaz-
da trojcztonowag relacje R taka, ze dla kazdej pary
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liczb x, y istnieje co najwyzej jedna liczba z dla kté6-
rej jest R/x, vy, zl.
Dla funkcji liczbowych zmiennych x i y przyjmujemy

powszechnie stosowane znakowanie:

fix.yl, g/xfy/l,..., <p/x,yl, Fix,yl

Uwaga 4. W praktyce funkcje liczbowg zmiennych X i y
podajemy formutujgc "prawo" przyporzadkowania kazdej pa-
rze liczb x, y z danego zbioru Z okres$lonej liczby.Zbior
Z jest wtedy obszarem okreslonosci.

Uwaga 5. Jezeli w f/x,y/ wstawimy liczbe /drugi ele-
ment pary liczbowej nalezgcej do obszaru okreslonosci na-
szej funkcji/ w miejsce y, to otrzymamy funkcje liczbowg
zmiennej X.

Podobnie jak dla funkcji liczbowych jednej zmiennej
mozna okresli¢ sume dwu funkcji liczbowych dwéch zmien-
nych.

Uwaga 6. Z funkcji liczbowych: f/x/ o obszarze okre-
slonosci Z~ i g/y/ o obszarze okreslonosci Z mozemy
tworzy¢ noxe funkcje liczbowe zmiennych x i 3 Np. niech
zbiorem Z~ bedzie zbidér par, ktérych pierwszy element na-
lezy do Zf, drugi do Zg. W zbiorze Z~ okre$slamy funkcje
liczbowa h/x,y/ przyjmujac, ze dla kazdej pary liczb
~NlInalezgcej do Z» jest hi/x,y/ = fiIx/ + gly/.

Wezmy pod uwage funkcje liczbowa dwoéch zmiennych Xx,p

?/x,p/ i niech obszarem okres$lonosci F/x,p/ bedzie ta-
ki zbidér par liczbowych Z, ktdérego drugie elementy par
tworzg zbidr wszystkich liczb rzeczywistych qg. Utworzmy

zbidor funkcji jednej zmiennej x:

[f/'x /] ﬁmf/x/ = P/x,p/J_I FIx;pl/. ”
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Df. D/ Zbiér /1/ nazywamy funkcjg liczbowag zmiennej x
z parametrem p zmiennym w zbiorze (¢

Zbioér wszystkich funkcji liczbowych zmiennej x 2z pa-
rametrem p zmiennym w g oznaczamy symbolem #/x ,p/.

Symbolem o67/x,p/ oznaczamy zbidr wszystkich funkcji
F/x;p/ takich, ze kazdy element nalezgacy do ktorejkol-
wiek z tych funkcji P/xip/ jest funkcja liczbowg, ktorej
obszarem okres$lonosci jest zbior J

Celem uzyskania skrétu w zapisie zamiast:

W M {r p£ fM - ({/x/ + pj bedziemy pi-
sali f /x/ + p wtedy, gdy skrét nie powoduje watpliwo$-

ci, czy mamy na mysli F/x,p/ czy tez F/x;p/.

Uwaga 7. F/x;p/ = PI/x;r/.

Uwaga 8. Jezeli (/x/ jest funkcja liczbowa zmiennej
x i Fix,p/ = (CG/x/ + p, to w szczego6lnosci mamy F/xip/=
= P/X;

Df. E/ Jezeli P/Ixjp/ i G/x;r/ sa funkcjami liczbowymi
zmiennej X z parametrem zmiennym w g, to suma F/x;p/ i

G/xjr/ nazywamy zbidr funkcji:

r p,feq G/*,rl].

Uwaga 9» Jezeli P/x,p/ = (LNXJ + p, G/x,r/ = q@/x/+r,
to P/x;p/ + Gx;r/ = HI/x*,s/, gdzie

H/x,s/ = ~/[/x/ & (E2/x/ + s.

1/ Oczywiscie "funkcja z parametrem” nie jest funkcja
liczcbowa w sensie Df. A/.



Df. F/ Pochodna d wzgledem x funkcji F/x;p/ nazy-
wamy pochodng funkcji zmiennej x, ktérg otrzymujemy z
F/X»p/ przyjmujac, ze p jest liczbg statg.

5. Przystepujemy obecnie do okres$lenia catki nieozna-
czonej.

Df. G/ Catka nieoznaczong funkcji f/x/ nalezacej do
Oljlyj nazywamy jedynag funkcje F/x;p/ zmiennej X z para-
metrem zmiennym w q takg, ze istnieje funkcja <p/x/ zmien-
nej x nalezgca do 6”7/x/ o witasnosciach: ?/x,p/ *

= <jp/x/ + pi = = f/x/ w zbiorze

Za symbol catki nieoznaczonej funkcji f/x/ nalezgcej

do dYix/ przyjmujemy symbol fix/dx.
JMt/x/dx £ jj?FIxv pll CA~Ix/I.FIx,pl *
- fIx/ + p .fIXE) — - fIx/}.
Uwaga 10. ~Noo= frix.
Zajmiegy sie twierdzeniem nastepujacym; jezeli istnie-

je funkcja P/x; p/ speitniajgca warunek defirdcyjny cat-

ki nieoznaczonej, to jest tylko jedna. Zatézmy, ze

flal. f /Ix/, f Ixl £ 11/
Fix,p/ jt (fix/ + p 121
G/x,rl » f /Ix/ +r /131
d P/ . f Ix/ w ] 141/

dx
d-gd*i-r" - fix/ W j /151
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Twierdzimy, ze F/x> p/ « Gx; r/.
Dowdd. Niech pQ bedzie dowolnie obrang liczbg rzeczy-

wistg. Wezmy pod uwage F/x,pqg/

12/ & PIx pg; = <p/x/ - poO 16/
121 14] p—<jp'ixi * fIx/ w 17/
131 15/ —— Y = fIxI w /81
/71 18/ h— fvx/ - /Ixl =0 wl 19/
19/ b /Ix/ m "~>I/x/ = K /statal/ w]J /1O /
o /- <p/x/ = @G/x/ + K [ 11/

[6l [11 P/x,pQ * ~Ix/| + Ik+pA/ /12/

niech k + l’?o CTf r0 113/

[2] [13/ P/x ,po/ = A~/X/ 1O 114/

113/ 13/ *7x »P0/ = G/x,r0/, 115/
Zatem kazda funkcja liczbowa zmiennej x nalezgca do

F/xi p/ nalezy do GI/Ix*f r/.

Podobnie uzasadniamy, ze kazda funkcja liczbowa zmien-
nej X nalezaca do G/xjr/ nalezy do F/x; p/.

A wtedy many P/Ix; p/ = GIxj r/.

Uwaga 11. Gdybysmy przyjeli definicje nastepujaca:

jJEf/Ix/dx » [?P/xt p/llp/x; p/lEQF Ix;p/ . " =

= fix/| ,

to nie moglibySmy udowodnié, ze - o ile tylko F/x* p/

istnieje - to jest jedynag funkcjag zmiennej X z paramet-
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rem p zmiennym w g spetniajacg warunek definicyjny cat-
ki nieoznaczonej « Np. funkcje z parametrem x2'+ p2 oraz
X2 + p spetniatyby warunek definicyjny dla 2x dx,ale
nie sg identyczne.

6. Postugiwanie sie podang przez nas definicjg catki
nieoznaczonej nie nastrecza zadnych powazniejszych trud-
nosci Dla przyktadu udowodnimy znane twierdzenie ra-
chunku catkowego, ktére w skrécie wypowiadamy: "catka z
sumy rowna sie sumie catek".

Zat6ézmy, ze f/ x/ i g/x/ sg catkowalne w J . 11/

Twierdzimy, ze

yj [fix/ + g/x/] dx * fj fix/dx g/x/dx
Dowadd.
fjt/x/ dx = [nP/xi p/l <?/*|£ /% ]e
Pix,pl » §>Ixl + p . fIXE] CfI1j.

Niech f /x/ spetnia warunki:

(f>/x/ & OLjIxJ% frix/l * fIx/ w)

«tedy P/xt p/ =<p/x/ + p, czyli fix/djc « <p/x/+p.

jf g/xidx* [IG/x;r/] | 2" Ix/ £ "™IxI.GIx.rl *
- NIxl + r 6 *[*[}.
Niech (p/x/ spetnia warunki:

yz/x | ECH#jIxI, CrVX/! - gix! wl.

1/ Oczywiscie konieczne jest rozbudowanie teorii funk-
cji zmiennej X z parametrem p.
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Wtedy Gx; rl = (E/x/ + r, czyli
Y*g/x/ dx * ~[/x/ + T.

Suma

fix/+g/x/ = fIx/+ ~'Ix/] = Jjp'Ix/ ¢ Ip/x/] w ]

Okreslmy
H/x,s/ ~ JyIx/ + ™ [x/j + s.

Stwierdzamy, ze
1/ H/x; s/ £ I x; sl

2/ Ix/ IxI £ n~rixl . KIx,s/ = p(/x/ + s*

K, SIJUE sL*t'"')J *8B/v].
Zatem
y* [fIx/] + g/x/] dx H/xi s/.
Okazemy dalej, ze jest
Hx; 3/ = FIx; p/ + Gx-, r/.
Istotnie. Skoro

Hixt s/ * [yIx/] + P/x/] + s =

Lp/x/ + 1+ [(f1=7 + F] 1 ~ 71 + F = =, £/ =

FIXi pl, ip/x/ + 4f « GIxv -|/ G/x; r/,
wiec
H/xi s/ * FIx; p/ + @x; r/, c.b.d.w,

Na zakonczenie zauwazmy, ze

1/ [/7fIx/] dxjf= fIx/ /0 ile f/x/ jest catkowalna/
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2/ definicje catki nieoznaczonej Df G/ i Df |I nie sa row-
nowaznej
3/ w interesujgcy spos6b interpretuje A.Hoborski réwnos-
ci, w ktdérych po jednej i po drugiej stronie wystepu-
ja po jednej lub po wiecej catek okreslonych wielo-
znacznie wskutek mozliwosci dowolnego doboru sta}ychl(
jezeli A i B nie sg symbolami jednoznacznymi, ale
wieloznacznymi /liczb, funkcji .../, co znaczy¢ moze
rowniez A = B? Przeciez mozna z tatwos$cig nadaé¢ symbolom
A, B takie znaczenia A , B , iz bedzie A t B . Widoczng
jest tu pewna trudnos$é, ktérej pomingé nam nie wolno.
Ot6z takg roéwnos¢ bedziemy pojmowali jedynie w spo-
sOb nastepujgcy: do kazdego znaczenia Ag symbolu A mozna
dobra¢ takie znaczenia B0 symbolu B, iz bedzie A0 *OB i
na odwroét, do kazdego znaczenia B symbolu B mozna dobrac¢
znaczenie A* symbolu A tak, iz jest A = B”~. Te witasnoscé
symboli wieloznacznych A, B wyraza¢ bedziemy krétko réw-

noscig A = B"

"Zatézmy, ze symbole A, B.], B2, ..., Bn sg wieloznacz-
ne i ze mamy rownos¢ A= B + B2 + ... + Bg lub A =

H:o

i-1

Jakie znaczenie mozna nada¢ takiej réwnosci? Dla nas

ostatnia rownos¢ bedzie wyrazata nastepujgce dwie wtas-

nosci wieloznacznych symboli A, Bl’ B,., ..., BX:
a/ do kazdego uktadu znaczen B , B,, ..., BQ symboli
B1, B2, ..., B” mozna dobraé¢ takie znaczenie sym-

1/ Antoni Hoborski. Wyzsza matematyka. Czes$S¢ pierwsza.

Krakéow, 1923 str. 253 24

H9 -



boélu A, iz zachodzi réwnosé¢ A°; = B i zarazem

b/ do kazdego znaczenia K@ symbolu mozna dobraé¢ tak
uktad znaczen , ..., BN symboli B», B,
iz jest AG:
i-1
Resume

Sur les définitions de l1l"intégrale indéfinie

Aprés avoir analysé les diverses définitions de 1"in-
tégrale indéfinie l'auteur donne la définition suivante:
Nous appelons intégrale indéfinie d'une fonction f/x/
définie dans Il'ensemble J , l'unique fonction F/x; p/ de
la variable x et du paramétre p variable dans l'ensemble
de tous les nombres, telle qu'il existe une fonc-

tion (f/x1 definie dans J ayant les propriétés suivantes.

1/ P/x,p/ = (f/ x/+p,

2/ - = t/y/dans 1
En désignant par Ix/! 1 "ensemble de toutes les fonc-
tions d'une variable x définies dans J , et par

Y fix/dx |'intégrale indéfinie de la fonction T/x/e Objjx/,

nous avons

f/x/dx jOp/xtp/] 152 jjp/xle CE,Ix/.PIx,pl=<p/x/+p.
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Sn s'appuyant sur la définition précédente l'auteur
démontré les deux théorémes suivants:

I/ Si la fonction F/x;p/ remplissant la condition de
la définition existe, elle est définie d'une facon wuni-
voque.

11/ Si les fonctions f/x/ et g/x/ appartenant a 0IMrj

sont intégrables, on a

fix/dx +J g/x/dx.

KpaTkoe wn3noxeHue

06 onpepeneHMaX HeonpeaeneHHOro MHTerpana

Mocne KPUTMYECKOro O06CY>XAEHUA pas/iMyHbIX onpe-
AeneHW HeonpeaesieHHOro MHTerpasa B cTaTbe pfgaeTvcs
cnepywollee onpepesneHue:

HeonpegeneHHbiM uHTerpanom dyHkumn f(x),onpepge-
JIeHHO B MHOXXeTBe J, Ha3blBaeTCA efguHCTBeHHa” (iyHK-
umsa  F(X;p) nepemeHHOW X C napamMeTpoM p, W3MeEHS-
louyIMcH B MHOXXECTBe BCeX [AeWCTBUTENIbHbIX 4yucen,Ta-
Kasi, 4To cyuwecTtByeT dyHKuma f(x) onpegeneHHas B
MHOXecTBeJ, ob6nagarowas cnegyrowmmMmm cBOCTBaMMU:

hyHKUMA ABYX NEPEMEHHbIX X, P
FiIx,pl/ = ({f/Ix/ +p n = fIx/

B MHOXecTBe ]
O6o3Havada cumBonom ({H3/n/ MHOXKecTBO BceX (yHKUWI

rnepemMeHHom X UuMeWMX 06/1acTblo onpefeneHns MHOXXeCTBO
3, a cuw onom f /x/ofx HeonpegeneHHbIi MHTerpan
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dyHkunn f(xX) npuHagnexkawein Kk (Zj (X) nmeemr

[w e O, (X).FX)p)=<fC)tp.jr(~ ¥ "B =/w)jj

Basupys Ha JaHHOM BbllE onpefesieHUN HeonpeaeseH-
HOro WHTerpana QAOoKa3bIBalOTCA Ccrefylolme TeopeMmbl:

I Ecnun cywectByeT f(X-,p), BbINOMHAKOWAA YyC/OoBUe
onpegeneHus HeonpeaeneHHOro WHTerpasa, TO TOJIbKO
ofHa.

Il Ecnm fX) m g npuHagnexat K (Z,(X) u nHTe-
rpypyembl, TO

I [« *gxiddx - jTF (g Ar *jf g(x)dx.
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