Zenon Moszner

0 OKRESLENIU STOZKOWE] PRZEZ WIERZCHOLEK,
DWA PUNKTY | STYCZNA DO NIEJ W WIERZCHOLKU

Niech na ptaszczyznie bedzie dana prosta p i trzy roz-
ne punkty Al, A", Ky zatézmy, ze punkt Al lezy na pros-
tej p.

Oznaczmy przez S rzeczywistg stozkowag niezdegenerowa-
ng /parabole, hiperbole, elipse 1V o0 nastepujacej wtas-
nosci /W/:

1/ punkty A2, A2 lezg na stozkowej S,
2/ punkt Aj jest jej wierzchotkiem,
3/ prosta p jest styczna od stozkowej S.

Stawiamy pytania nastepujqceZ/

1/ przy jakich konfiguracjach elementéow Al, A2, A i p

istnieje stozkowa S o witasnosci /W/,

2/ ile jest takich stozkowych przy danej konfiguracji
tych elementoéw,
3/ jakie sg stozkowe?

Rozwazmy trzy przypadki:

I. Rzuty punktow A2 i A™ na prostga p pokrywajg sie z
punktem Al. Wtedy punkty A), A2* A" lezag na jednej

prostej, a wiec stozkowi o wtasnosci /#/ nie istnie-

je.

1/ Koto uwazam za szczegdlny przypadek elipsy.

2/ Czes$ciowag odpowiedZz na powyzsze pytanie daje ar-
tykut profsSt.Gotgba pt. "Przyczynek do okre$lenia stoz-
kowych przez danych 5 elementéw" Rocznik Naukowo-Dydak-

tyczny WSP w Krakowie. Z.1* 1954 r. ,8.11-15»
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Il1. Punkt A0 lub lezy na prostej p. Poniewaz prosta p
ma by¢ styczna do stozkowej S w punkcie Al, stozkowej
o wilasnosci /«¥Y/ w tym przypadku nie ma.

I1l. Punkty A2 i A™ nie lezg na prostej p oraz rzut
przynajmniej jednego z nich np. A™ na prostg p nie po-
krywa sie z punktem A~

Oznaczmy przez

a/ Pl prosta rownolegtg do prostej p, przechodzacag przez
punkt A2,

b/ pO0 prosta przechodzgaca przez punkty A i AR,

c/ p™ prostg powstalg z prostej p2 przez zwierciadlane
odbicie w prostej p,

d/ p™ prosta prostopadtg dc prostej p w punkcie A%,

e/ Az punkt przeciecia prostych p* i p /jest on zarazem
odbiciem zwierciadlanym punktu A w prostej p”, zob.

rys. 1/.

Hys. 1
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Twierdzenie 1
Jezeli zachodzi przypadek 111 i

/al: punkt jest rézny od punktu i lezy na prostej

P1 lub p2 lub p ,

te nie istnieje stozkowa o wtasnosci/*'//.

Dowdd

Wiadomo, ze dowolna prosta moze mie¢ ze stozkowag nie-
zdegenerowang co najwyzej dwa punkty wspdlne.

Przypusémy, ze istnieje stozkowa S o witasnosci /V/,

Poniewaz prosta p” jest osig symetrii tej stozkowej,

wiec punkt A™ lezy na stozkowej 3.

1/ Gdyby punkt A" lezat na prostej p”, to prosta mia-
taby ze stozkowag S trzy punkty A2, A2, A" wspodlne,co
jest niemozliwe.

2/ Gdyby punkt A™ lezat na prostej p2, to ta prosta mia-
taby ze stozkowag 5 trzy punkty Al, A2, A® wspodlne,co
jest niemozliwe.

3/ Gdyby punkt A™ lezat na prostej p”, to ta prosta mia-
taby ze stozkowag S trzy punkty Al, A2, A™ wspolne,co
jest niemozliwe.

Twierdzenie 1 zostato wiec udowodnione.
Oznaczmy przez:

{/ P jedyna parabole o wtasnos$ciach nastepujacych:

1/ punkt A jest wierzchotkiem paraboli P,
2/ prosta p jest styczna do paraboli P,

3/ punkt Aélezy na paraboli P 1/, =
o sume mnogosciowag obszarow zakreslonych na rys*2
f/ Istnienie i jednoznaczno$¢ paraboli P mozna udo-

wodni¢ elementarnym rachunkiem.

2/ Punkty prostych p, p., p , p_ oraz paraboli P nie
naleza ani do ani do *



Rys. 2
h/ sume obszarow nie zakreslonych na rys.2.

Twierdzenie 2
/1] Jezeli zachodzi przypadek 111l i:
/b/: punkt A2 nie lezy na zadnej z prostych P1»P2*P3»
to istnieje jedna jedyna stozkowa S o witasnosci ///,
przy czym:
/12/ al gdy AN lezy na paraboli P,stozkowa S jest para-
bolg,
b/ gdy AD~,stozkowa S jest hiperbola,
c/ gdy Ay £ D2,stozkowa S jest elipsa.
Dowod
Dobierzmy prostokatny kartezjanski uktad odniesienia
tak, by:
1/ oS y pokrywata sie z prosta p,
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2/ poczatek uktadu 0 pokrywat sie z punktem .
3/ punkt A2 znajdowat sie w pierwszej Cwiartce ukiadu od-

niesienia /zob. rys. 3/.

Rys. 3

Kazda stozkowa w tym uktadzie ma réwnanie:

Ax2+ 2Bxy + Cy2+ 29x + 2Ey + P = 0,

gdzie
A'2+ B*2+ C 2> 0.

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by ta stoz-
kowa przechodzita przez punkt A~/0,0/ jest, by F * 0.

Oznaczmy przez /x”~y”~/ wspoétrzedne punktu A2 w tak do

branym uktadzie odniesienia, a przez wspoOtrzedne
punktu ky
Mamy: XN>0 i y» > 0 /11

W tym uktadzie:
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- prosta p um réwnanie x = G, dwiec w mys$l zatozen
twierdzenia / 0 /121

- prosta pl ma réwnanie x * x”, a wiec w mysl zato-

zen twierdzenia x»/ X, 13/
- prosta p,_ ma réwnanie y = %7 X, stad

X1y2 " YtxX2 ~ 0 lal
- prosta pi- ma réwnanie y :--%0 X, stad na

podstawie zatozen X1y2+Y-K27 0 131

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by pros-

ta p o réwnaniu x = 0 byta styczna do stozkowej:
Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2By = 0

jest, by proste:
Dx+ Sy

0 J/styczna do stozkowej w punkcie /C,Oj/
1 x+ 0y =0 /prosta p/
byty identyczne, czyli by:
D,E

= - E oraz D/ O
1,0

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by o0$ X

byta osig symetrii stozkowej:
Ax2 + 23xy ® Cy2 + 2Dx = 0 />
jest, by zwigzek /#/ byt réwnowazny zwiazko1\:/vi:
Ax2 - 2Bxy + Cy2 + 2Px 0

czyli, by B r 0.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by punk-

ty A2 i A, lezatly na stozkowej

AxX™ + Cy2 + 2Dx = 0
jest, by
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2 2
z, A+ y* C+ 2 x D=0

16/
ng+3gC+2x2D=O

Poni 7: x%#?xl

oniewas =2 x /X =X/ 40
x,2 , 2 X
4 <

na podstawie /1/, 12/ i /3/, WiQC

—
© 2 Xr]

a stad uktad /6/ ma tylko jedno liniowo niezalezne roz

wigzanie, mozna wiec przyjac:

vV 2
A = - 2ti) - Y2 x /.
2 X,
2
2 x1, x,I
C 2xDb2/ x1-x2/ £ 0,
2 X2, »
* *
1 b x%’g-xgy?:/x]y%xzyu./x 1y2-x2y14/ '~ 0
X2, VY

na podstawie /4/ i /5/.
Roéwnanie: Ax2 + Uy2 + 2Dx = 0, gdzie A, C, D sg wy
znaczone powyzej, przedstawia stozkowag, bo C jt 0, nie-

zdegenerowang, bowiem:



A, O, D
i = o, C, O " D2*C £ O,
D>cC, C

przy czym z poprzednich rozwazan wynika, ze stozkowa ta
posiada witasnos¢ /['«V/.

Poniewaz uktad /6/ posiada tylko jedno Tozwigzanie
liniowe niezalezne, wiec stozkowa taka istnieje tylko
j edna.

W ten sposdb udowodniliSmy pierwszg czes$¢ twierdze-
nia 2.

Dla dowodu czesci drugiej wystarczy zauwazyc¢, ze:

A, 0
al jezeli e P, to O AC 0, a wiec stozko-
0, C
wa S jest parabolg,
b/ jezeli A™ £ , to O0<0, a wiec stozkowa S jest hi-
perbolg,
c/ jezeli A™ € , to & >0, a wiec stozkowa S jest e-
lipsa.
Wynika to z przedyskutowania znakéw A i C oraz ich

iloczynu O w zaleznos$ci od potozenia punktu Ay Na ry-
sunkach 4, 5 i 6 przedstawiam graficznie wynik dyskusji
znakéw A, C oraz O , dowdd analityczny pozostawiajac

Czytelnikowi.
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Rys, 4
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Twierdzenie 3

Jezeli zachodzi przypadek 111 i:
lcl: Ay * *
to istnieje nieskonczenie wiele stozkowych o wtasnosci
/#/, w tym jedna parabola i nieskonczenie wiele elips i
hiperbol.

Dowdd

Z twierdzenia 2 tatwo mozna wywnioskowad¢, ze istnie-
je wiele stozkowych niezdegenerowanych, ktoére:
1/ przechodzga przez punkt ,
2/ majag punkt za wierzchotek,
3/ sa styczne do prostej p.

Wszystkie takie stozkowe majg prosta p» za oS symet-
rii muszg wiec przechodzi¢ przez punkt A™» bedacy zwier-
ciadlanym odbiciem punktu A w prostej p~.

Przypadki I, Il, 1Il /a/, /bl i /c/, /zob. twierdze-
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nia 1, 2, 3/ obejmuja wszystkie mozliwe konfiguracje ele-
mentoéw , A®, A" i Pi zagadnienie sformutowane we wste-
pie zostato wiec w petni rozwigzane jak nastepuje:

Jezeli potozenie elementow Al, A%, i p jest takie jak

w przypadku:

V: 1,11 lub 11l /a/, to nie istnieje stozkowa S o witas-
nosci /W/,
2/: 11l /ol/, to istnieje doktadnie jedna stozkowa S o

wtasnosci /N/, przy czym twierdzenie 2 okresla cha-
rakter tej stozkowej w tym przypadku,

3/: 111 /c/, to istnieje nieskonhczenie wiele stozkowych
o wtasnosci /N/ , przy czym ich charakter okresla
twierdzenie 3«

Poniewaz wypowiedziane powyzej twierdzenia 1/, 2/ i

3/ tworzg uktad zamkniety, wiec twierdzenia do nich od-

wrotne tez sa prawdziwe.

Résumé

Sur une courbe conique, définie par un sommet,

deux points et une tangente a elle dans le sommet

Soient donnés sur un plan: une droite p et trois points
différents Al, A0, ky Admettons que le point A est si-
tué sur la droite p.

Désignons par S une courbe conique non dégénérée /c.

a d. une parabole, une hyperbole, une ellipse ou une cir-
conférence/ qui possede la propriété /'#/ suivante:

1/ les points A”, A”, A™ sont situés sur la conique S,

- 163 -



2/ le point Aj represents son sommet,
3/ la droite p est tangente a la conique S.

Nous posons les questions suivantes:

1/ pour quelles configurations des éléments Al, A2,

et p existe une conique S, qui posséde la propriété

/W /t
2/ combien de telles coniques existent pour une configu-

ration donnée de ces éléments,
3/ quelles sont ces coniques?

Dans la note on donne la réponse compléete aux
qguestions formulées ci-dessus.

Elle est une généralisation du résultat de Sil.Goiab,
donné dans la note "Przyczynek do okreslenia stozkowych
przez danych 3 elementéw". Rocznik Nauk.-Dydak. V3P w
Krakowie, Zeszyt 1,1954, p.11-15.

KpaTkoe wu3noxxeHue

O6 onpepesieHNN KpPMBOM BTOPOro nopsagka
Bepwuroin,ABYMA TOodKamMun || KacaTeslbHO

K Heli B eé BepLusHe

NMycTb Ha nNaockKocTM OyaeT pgaHa npsMas p v Tpu
pa3fiyHble TOYKU , Ag, A", TMpumem, 4To TOukKa Af
Ne>XNT Ha npsmMon p,

O603Ha4YMM CUMBOJ/IOM S He BbIPOXXAEHHYIO KPMUBYIO BTO
poro nopsgka /napa6onto, runepb6onto, 3NINNC NN OKPY
XXHOCTb/ cO cnegytowpym csonctBomM /1V/:
I/ Toukn Ag, A3 nexkat Ha KpuBon $ ,
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2/ Touka K1 sBnseTcAa €€ BepLUNHOW)

3/ npamas p siBAseTcsaA KacaTes/ibHOM K KpuBoin S

CrtaBuM cnegytowpye BOMpPOCHI:

I/ Mpn Kako KoHdurypaumum snemeHToB Aft Ag. A n
p cywecTByeT KpumBaa S cO cBoiictBom /tf/,

2/ CKONMbKO MMeeTCA TaKuUX KpuMBbIX BTOPOro nopsaka-
npuv AaHHON KoHuUrypaunm 3TUX 3/1€EMEHTOB,

3/ Kakue 3TO KpuBble BTOPOro nopsigka?

OTa HOTa nocesdlleHa MO/IHOMY OTBeTY Ha npuBefeH-
HbE BOMPOCbI M sABNAeTcA o0606WeHMeM pe3ynbTaTta, Ony-
6nmkoBaHHoOro C.rosiom6bom B cTaTbe: "Przyczynek do o-
kredlenia stozkowych przez danych 5 elementéw". Rocznik
naukowo-dydaktyczny WSP w Krakowie, Zeszyt 1, 1954, CTp#
11-15.
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