
Zenon Moszner

0 OKREŚLENIU STOŻKOWEJ PRZEZ WIERZCHOŁEK,

DWA PUNKTY I  STYCZNA DO N IE J W WIERZCHOŁKU

Niech na p ła s z c z y ź n ie  będzie  dana p ro sta  p i  trzy  róż­

ne punkty A1 , A^, k y  Załóżmy, że punkt A1 le ż y  na p ros­

tej p.

Oznaczmy przez S rzeczy w istą  stożkową niezdegenerowa-  

ną /p a r a b o lę ,  h ip e r b o lę ,  e l ip s ę  1/V  o n a stę p u ją ce j  w łas­

ności /W /:

1 /  punkty A2 , A2 le ż ą  na stożkowej S ,

2 /  punkt A.j j e s t  j e j  w ierzchołkiem ,

3 /  p ro sta  p j e s t  sty czn a  od stożkowej S .
2/

Stawiamy p y ta n ia  n astępu jące  :

1 / przy ja k ic h  k o n fig u r a c ja c h  elementów A1 , A2 , A^ i  p 

i s t n i e j e  stożkowa S o w łasn ości /W / ,

2 /  i l e  j e s t  ta k ich  stożkowych przy danej k o n fig u r a c ji  

tych elementów,

3 /  ja k ie  są  stożkowe?

Rozważmy trzy przypadki:

I .  Rzuty punktów A2 i  A^ na p rostą  p pokrywają s i ę  z 

punktem A1. Wtedy punkty A.) , A2 * A^ le ż ą  na jednej  

p r o s t e j ,  a więc stożkowi o w łasn ości / # /  n ie  i s t n i e ­

j e .

1 /  Koło uważam za szczególn y  przypadek e l i p s y .

2 /  Częściową odpowiedź na powyższe p y ta n ie  daje ar­
tykuł p r o f sSt.G o łą b a  p t .  "Przyczynek do o k reślen ia  stoż­
kowych przez danych 5 elementów" Rocznik Naukowo-Dydak­
tyczny WSP w Krakowie. Z . 1 *  1954 r .  , 8 . 1 1 - 1 5 »
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I I .  Punkt A0 lub le ż y  na p r o s t e j  p. Ponieważ p rosta  p 

ma być sty czn a  do stożkowej S w punkcie A1 , stożkowej 

o w łasn o ści  /«У/ w tym przypadku n ie  ma.

I I I .  Punkty A2 i  A^ n ie  le ż ą  na p r o s t e j  p oraz rzut  

przynajmniej jednego z nich np. A^ na p rostą  p n ie  po­

krywa s ię  z punktem A^.

Oznaczmy przez:

a /  P1 prostą równoległą do p r o s t e j  p , przechodzącą przez  

punkt A2 ,

Ъ/ p0 prostą  przechodzącą przez punkty Â  i  A^,

с /  p^ prostą  powstałą z p ro ste j  p2 przez zw ierciadlane  

o d b ic ie  w p r o s t e j  p ,

d /  p^ prostą prostopadłą  dc p r o s te j  p w punkcie A^,

e /  A'z punkt p r z e c i ę c i a  prostych  p  ̂ i  p^ / j e s t  on zarazem 

odbiciem zwierciadlanym punktu A^ w p r o s te j  p^, zob. 

r y s .  1 / .

Hys. 1
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Twierdzenie 1

J e ż e l i  zachodzi przypadek I I I  i  

/ a / :  punkt j e s t  różny od punktu i  le ż y  na p r o s te j  

P1 lub p2 lub p ,

te n ie  i s t n i e j e  stożkowa o w ł a s n o ś c i /* ' / / .

Dowód

Wiadomo, że dowolna prosta  może mieć ze stożkową n i e -  

zdegenerowaną co najwyżej dwa punkty w spólne.

Przypuśćmy, że i s t n i e j e  stożkowa S o w łasn ości / V / ,  

Ponieważ p ro sta  p^ j e s t  o s ią  sy m etrii  t e j  stożkow ej,  

więc punkt A^ le ż y  na stożkowej 3 .

1/ Gdyby punkt A^ l e ż a ł  na p r o s t e j  p ^ , to p ro sta  mia­

łaby ze stożkową S trzy punkty A2 , A2 , A^ w spólne,co  

j e s t  niemożliwe.

2 /  Gdyby punkt A^ l e ż a ł  na p r o s te j  p2 , to ta p rosta  mia­

łaby ze stożkową 5 trzy punkty A1 , A2 , A^ w spólne,co  

j e s t  niemożliwe.

3 /  Gdyby punkt A^ l e ż a ł  na p r o s t e j  p ^ ,  to  ta p ro sta  mia­

łaby ze stożkową S trzy  punkty A1 , A2 , A^ wspólne,co  

j e s t  niemożliwe.

Twierdzenie 1 z o s ta ło  więc udowodnione.

Oznaczmy przez:

{/  P jedyną parabolę o w łasnościach n astępu jących:

1 /  punkt Â  j e s t  wierzchołkiem p araboli P ,

2 /  p rosta  p j e s t  styczna do p araboli P ,
1/3 /  punkt A0 le ż y  na paraboli P ,c- 2 j

g/  sumę mnogościową obszarów zakreślonych na r y s *2 .

f /  I s t n i e n ie  i  jednoznaczność paraboli P można udo­
wodnić elementarnym rachunkiem.

2 /  Punkty p ro sty ch  p , p. , p , p_ oraz p a ra b oli P n ie  
należą ani do ani do *



R y s . 2

h/ sumę obszarów n ie  zakreślonych na r y s . 2. 

Tw ierdzenie 2

/ 1 /  J e ż e l i  zachodzi przypadek I I I  i :

/ b / :  punkt A2 n ie  le ż y  na żadnej z p rostych  Р 1 »Р2 *Рз» 

to i s t n i e j e  jedna jedyna stożkowa S o w łasn ości / Л / ,  

przy czym:

/ 2 /  a /  gdy A^ le ż y  na paraboli P ,stożkow a S j e s t  para­

b o lą ,

b /  gdy A D ^ , s t o ż k o w a  S j e s t  h ip e r b o lą ,  

с /  gdy Â j £ D2 ,stożkowa S j e s t  e l i p s ą .

Dowód

Dobierzmy prostokątny k a rte z ja ń sk i  układ o d n ie sie n ia  

ta k , by:

1 /  oś у pokrywała s ię  z p rostą  p ,
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2 /  początek układu 0 pokrywał s i ę  z punktem ,

3/  punkt A2 znajdował s i ę  w p ierw szej ćw iartce  układu od­

n i e s i e n i a  / z o b .  r y s .  3 / .

R y s .  3

Każda stożkowa w tym uk ład zie  ma równanie:

2 2Ax + 2Bxy + Cy + 2Эх + 2Ey + P = 0 ,  

gd zie
2 2 2 A^ + B* + C > 0 .

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym na t o ,  by ta  s t o ż ­

kowa p rze ch o d ziła  przez punkt A ^ / 0 , 0 /  j e s t ,  by F * 0 .

Oznaczmy przez / х ^ у ^ /  współrzędne punktu A2 w tak do­

branym u k ład zie  o d n ie s ie n ia ,  a przez współrzędne

punktu k y
Mamy: x ^ > 0  i  y^ > 0 / 1 /

W tym u k ład zie :
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-  p rosta  p ша równanie x = G, a więc w myśl założeń

tw ierdzenia /  0 / 2 /

-  p ro sta  p 1 ma równanie x * x ^ , a więc w myśl za ło ­

żeń tw ierdzenia x^ /  x„

-  p ro sta  p ma równanie у = • x ,
^ *7

Х1У2 " Утх2 ^  0

-  p ro sta  p - ma równanie у =-•& • x, 
i  *1

podstawie założeń Х1У2+У-|Х 2 ^  0

stąd

stąd na

/ 3 /

/ 4 /

/ 3 /

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym na t o ,  by p ros­

ta p o równaniu x = 0 była styczna do stożkow ej:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey = 0 

j e s t ,  by p r o s te :

D x + S y = 0 / s t y c z n a  do stożkowej w punkcie /C,Oj/
1 x + 0 y = 0 /p r o s t a  p /

były id e n ty c z n e , c z y l i  by:

D ,E

1 ,0
= -  E oraz D /  0 .

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym na t o ,  by oś x 

była  o s ią  s y m e tr ii  stożkowej:

/ * /

j e s t ,  by związek / # /  b y ł  równoważny związkowi:
t

0

Ax2 + 23xy -*• Cy2 + 2Dx = 0

Ax2 -  2Bxy + Cy2 + 2Px

c z y l i ,  by В -r 0 .

Warunkiem koniecznym i  wystarczającym na t o ,  by punk­

ty A2 i  A., l e ż a ły  na stożkowej

Ax^ + Cy2 + 2Dx = 0

j e s t ,  by
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2 2
z ,  A ♦ y* C

2 2x2 A + y* C

Ponieważ: 2 ox1 # 2 x1

2
x, , 2 x

4  <-

na podstawie / 1 / ,  / 2 /  i

+ 2 x D = 0

+ 2 x2 D = О
/6 /

= 2 x x2 /X - x2/ ł 0

/3/, więc

• “ ■ L .
’ 2 х г]

a stąd układ / 6 /  ma ty lk o  jedno lin iow o n ie z a le żn e  roz  

w ią za n ie , można więc p rz y ją ć :

A =
V 2

2 x„
-  2 t i \ -  У2 х / .

С
2 x1 , 

2 x2 ,

2
x,I 2x1x2/ x1-x2/  £  0 ,

».

2 2 2 2
= х 1У2 - х 2у г= / х 1У2+ х 2У 1/ . / х 1У2- х 2У 1/ ' ^ 0

na podstawie / 4 /  i  / 5 / .
2 2

Równanie: Ax + üy + 2Dx = 0 ,  g d z ie  A, C , D są wy 

znaczone powyżej, przedstawia stożkową, bo C jt 0 ,  n i e -  

zdegenerowaną, bowiem:

1 * * !

x2 , y
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д  =
А, О, 

О, С ,  

D > С,

D

О

С

" D2*С £  О,

przy czym z poprzednich rozważań wynika, że stożkowa ta  

posiada w łasność /'«V/.

Ponieważ układ / 6 /  posiada ty lk o  jedno T'ozwiązanie  

l in io w e  n ie z a le ż n e ,  więc stożkowa taka i s t n i e j e  ty lk o  

j  edna.

W ten sposób udowodniliśmy pierwszą c z ę ś ć  tw ierdze­

n ia  2 .

Dla dowodu c z ę ś c i  d r u g ie j  w ystarczy zauważyć, że:

a /  j e ż e l i  e P ,  to Ô
A, 0

0 ,  C
AC 0 ,  a więc stożk o­

wa S j e s t  parabolą,

b /  j e ż e l i  A^ £ , to Ô < 0 ,  a więc stożkowa S j e s t  h i ­

perbolą ,

с /  j e ż e l i  A^ € , to ê > 0 ,  a więc stożkowa S j e s t  e -

l i p s ą .

Wynika to z przedyskutowania znaków A i  C oraz ic h  

i lo c z y n u  Ô w z a le ż n o ś c i  od p oło żen ia  punktu Ay  Na ry ­

sunkach 4 ,  5 i  6 przedstawiam g r a f i c z n i e  wynik d y s k u s ji  

znaków A, C oraz Ô , dowód a n a lity c z n y  p ozostaw iając  

C z y te ln ik o w i.
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P

Rys, 4
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Twierdzenie 3

J e ż e l i  zachodzi przypadek I I I  i :

/ с / : Ay * *

to i s t n i e j e  n iesk oń czen ie  w ie le  stożkowych o w łasn ości  

/ # / ,  w tym jedna parabola i  n ieskoń czen ie  w ie le  e l i p s  i  

h ip e rb o l.

Dowód

Z tw ierdzenia 2 łatwo można wywnioskować, że i s t n i e ­

j e  w ie le  stożkowych n i e z degenerowanych, k tóre:

1 /  przechodzą przez punkt ,

2 /  mają punkt za w ierzch ołek,

3 /  są styczne do p r o s t e j  p.

W szystkie t a k ie  stożkowe mają prostą  p^ za oś symet­

r i i  muszą więc przechodzić przez punkt A^» będący zw ier­

ciadlanym odbiciem punktu A^ w p r o s te j  p ^.

Przypadki I ,  I I ,  I I I  / а / ,  / Ь /  i  / с / ,  /z o b .  tw ierd ze-
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n i a  1 , 2 ,  3 /  obejmują w sz y stk ie  możliwe k o n fig u ra cje  e le ­

mentów , A^, A^ i  Pi zagadnienie sformułowane we w stę­

p ie  z o s ta ło  więc w p e łn i  rozwiązane jak  n a stępu je :

J e ż e l i  p o łożen ie  elementów A1 , A^, i  p j e s t  ta k ie  jak  

w przypadku:

1 / :  I , I I  lub I I I  / а / ,  to n ie  i s t n i e j e  stożkowa S o w łas­

n ości /W /,

2 / :  I I I  / о / ,  to i s t n i e j e  dokładnie jedna stożkowa S o 

w łasn ości / Л / ,  przy czym tw ierdzen ie  2 ok reśla  cha­

rakter t e j  stożkowej w tym przypadku,

3 / :  I I I  / с / ,  to i s t n i e j e  n ieskończenie w ie le  stożkowych 

o w łasn ości /И / , przy czym ic h  charakter ok reśla  

tw ierdzenie 3«

Ponieważ wypowiedziane powyżej tw ierd zen ia  1 / ,  2 /  i  

3 /  tworzą układ zamknięty, więc tw ierd zen ia  do n ich  od­

wrotne też są prawdziwe.

Résumé

Sur une courbe conique, d é f i n i e  par un sommet, 

deux p o in ts  et une tangente à e l l e  dans l e  sommet

S o ien t donnés sur un p lan : une d r o it e  p et t r o i s  points  

d if fé r e n t s  A1 , A0 , k y  Admettons que l e  p oin t Â  e st  s i ­

tué sur l a  d r o it e  p.

Désignons par S une courbe conique non dégénérée / с .  

à d. une p arabole , une h yperbole, une e l l i p s e  ou une c i r ­

conférence/ qui possède la  p r o p r ié té  / '# /  suivante:

1/ l e s  p o in ts  A^, A^, A^ sont s itu é s  sur l a  conique S ,
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2 /  l e  p o in t  A.j r e p r e se n ts  son sommet,

3 /  la  d r o ite  p e st  tangente à la  conique S .

Nous posons l e s  questions s u iv a n te s :

1 /  pour q u e lle s  c o n fig u r a tio n s  des éléments A1 , A2 , 

et p e x is t e  une conique S ,  qui possède la  p ro p rié té  

/W /t

2 /  combien de t e l l e s  coniques e x is te n t  pour une co n figu ­

r a t io n  donnée de ces  élém ents,

3 /  q u elle s  sont ces coniques?

Dans l a  note on donne l a  réponse complète aux 

questions formulées c i - d e s s u s .

E l l e  est une g é n é r a l is a t io n  du r é s u l t a t  de Sil.Gołąb, 

donné dans la  n ote  "Przyczynek do o k r e ś le n ia  stożkowych 

przez danych 3 elementów". Rocznik Nauk.-Dydak. .V3P w 

Krakowie, Z eszyt 1 , 1 9 5 4 ,  p.  1 1 - 1 5 .

Краткое изложение

Об определении кривой второго порядка 
в е р ш и н о й , двумя точками и  касательной 

к ней в её вершине

Пусть на плоскости будет дана прямая р и три 

различные точки , Ag, А ^. Примем, что точка A f 
лежит на прямой р,
Обозначим символом S не вырожденную кривую вто 

poro порядка /параболю, гиперболю, элипс или окру 
жность/ со следующим свойством /IV/:

I /  точки Ag, А3 лежат на кривой $ ,
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2/ точка к 1 является её вершиной)
3/ прямая р является касательной к кривой S . 
Ставим следующие вопросы:
I /  При какой конфигурации элементов Afł Ag. А^ и 

р существует кривая s со свойством / t f / ,
2/ сколько имеется таких кривых второго порядка- 

при данной конфигурации этих элементов,
3/ какие это кривые второго порядка?

Эта нота посвящена полному ответу на приведен­
ные вопросы и является обобщением результата, опу­
бликованного С.голомбом В статье: "Przyczynek do о -  

kreólenia stożkowych przez danych 5 elementów". Rocznik  

naukowo-dydaktyczny WSP w Krakowie, Z eszyt 1 ,  1954, CTp#  

11-15.
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