Zenon licszner

WAGA 0 AKSJOKATICZNEJ DEFINICJI WYZNACZNIKA

Niech X bedzie macierzg kwadratowg zbudowang z liczb
zespolonych, a p macierzag jednokolumnowag zbudowana tez

z liczb zespolonych*

ra ,1* Q-Z* *e*y am ' [M
aZl* a22* *e*» ah I fi
ayj @My *  nn «
b
n
Oznaczajac przez ct?, ot kolumny macierzy ot
rozwazmy funkcje t/dL ,... jOCY o wartosciach zespolonych
i nastepujacej Wtasnosci /W/
dla kazdej macierzy ot , jezeli f/ic™ ,... <*n/ ~ O,

to dla kazdej macierzy p uktad réwnan liniowych

E a«-e = bi /i * 1,2 «..,n/ posiada dokladnie
HI .
j-1 J
jedno rozwigzanie wyrazone wzorami:
flot.
X. = >V o dla j=12 . *n.

fl/ot, nnl/

Z teorii réwnan liniowych na podstawie twierdzenia
Cramera wiadomo, ze wyznacznik Ja”~|n macierzy Ot trak-
towany jako funkcja jej kolumn posiada wtasnos¢ /W/.

Udowodnimy, ze witasnosé¢ /W/ w pewnym stopniu charak-

tery zuje wyznacznik, tzn., ze zachodzi:
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Twierdzenie

Jezeli funkcja flct. ,... ,of" posiada wtasnos$é /W/, to
f/ct] .e,ctn/ = C. jaik |n,gdzie przez Jaik|n oznaczam wy-
znacznik macierzy c¢* , a C jest pewng statg.

Twierdzenie powyzsze mozna kréotko wystowi¢ nastepuja-
co:
- twierdzenie Cramera charakteryzuje wyznacznik z dokitad-

noscig do statej multyplikatywnej.

Dowaod

Pokaze, ze jezeli funkcja f/o~ ,... <*n/ posiada wtas-

no$é¢ /W/, to

jest funkcjg liniowg kazdej kolumny z osobna, tzn.

[ 1 - tlafl, e .«K 1»sV k+s" <k, otk+1,.. .,c*n/ =
— s »f/ofAnesefk A KAN, oo o 50fjjl +
+ S" f/0E1,. .. ,06k_1,<X" . »»lil/

oraz, ze:

jezeli dla pewnego kK zachodzi c*k *otk+1, to

2/

Ustalmy w sposdéb dowolny c* ofk 1, « K+1ln***
Ofn i rozwazmy nastepujgce dwa przypadKi:

I. Dla kazdej macierzy jednokolumnowej <Xk mamy:

fI<KN |, c*2meeen K*ree** ~ A%

Wtedy witasnos$¢ / 1 jest oczywista.

Il. Istnieje takie Ofl’(’ ze f/otI 'O(t"" 'OfiC"" tal_{ jf 0.

Wezmy pod uwage trzy uktady réwnan liniowych
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1 uktad /x/ o macierzy wspotczynnikéw |Ctr, eeex | i
kolumnie wyrazéw wolnych s*e<C+ s" ol.":C'

2 uktad /xx/ o macierzy wspotczynnikéw | p....,c<n |i
kolumnie wyrazéw wolnych ot'?i

3 uktad /xxx/ o macierzy wspoétczynnikéw jjctj, ....ot~Ji
kolumnie wyrazéw wolnych

Poniewaz f/ct_,».., ot
|

<V

otXI/ f 0 i funkcja f posia-
da wtasnos¢ /*/, kazdy z tych trzech ukiadow ma dokitad-

nie jedno rozwigzanie i jezeli oznaczymy je odpowiednio
* *

/Xli «® »f Xn/y / t ee o X*V, [X*** ... XrF*V,

toT

wx = F15] pesexx11 * JAgegr 141 M (v

j fIOfN « »eefotn/
dis j * 12 ««ly
/3] _ »re* *ok* 0611 n
3 /Pt *ee Ok
dla j = 1,2 .»n*
. i *ee e ~fot~i o d te.. ,c§j
Jizl

flotr eeet txn/

dis J — 1]2¢ ¢

Ale z postaci tych ukiadow widoczne jest, ze x*= s*xJ +

+ s"x.*** dla j - 1,2 ..no
Uwzgledniajgc w ostatnim zwigzku wzory /3/ i mnozac
obie strony otrzymanej réwnosci przez flotr,..., oL

wnioskujemy, ze i w tym wypadku prawdziwa jest wlasnosc¢

/W

Przejde do dowodu twierdzenia /2/« Przypusémy dla do-

wodu nie wprost, ze

ficCj , »e«itf » OFK* K* rtk+2»***» 0OCpo/ »
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Rozwazmy uktad rownan liniowych jednorodnych o macie-
rzy wspoétczynnikow .. a* CC* +2,-e0 <N | o

Uktad taki miatby nieskonczenie wiele rozwigzan, np.

=0dlaj=1,2,..., k-1, x~= 1 , gdzie A oznacza
dowolng liczbe zespolong, xfeH = - A, x» = 0 dla
j a k+2, ..., n, wbrew temu, ze funkcja f posiada wtas-
nosé¢ /W/ oraz ficel,... ,ap/ pO0. Stad twierdzenie /2/
jest tez prawdziwe.

Ale z wtasnosci /1/ i /2/ wynika, jak wiadomo ze
flot = C . Ja, |l , co jest tezg naszego twier-
dzenia.

Z udowodnionego twierdzenia i znanych witasnosci wy-
znacznikéw wnioskujemy, ze jezeli funkcja flocl, ... ,c*n/
poza wtasnoscig /A'/ spetnia warunek /W'®6f/~ ,. .., ~/=1,
gdzie:

1 ~0 - 0

0 1 0

- « p - 0 -

- - 0

0_ .0 _ 1.
to f/O »... On/ - Jaik]|n*

Pozwala to na zredukowanie trzech warunkéw, wystepu-
jacych w aksjomatycznej definicji wyznacznika 1/, do dwu
I»1 i [ v7.

Taki 3po3ob ujecia teorii wyznacznikbw nie jest,moim

zdaniem, pozbawiony walorow metodycznych i byt przeze

1/ Zob.np. A.Mostowski i M.Stark. "Algebra wyzsza".
Czes¢ |, Warszawa 1S53» str.127-12S.
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mnie z powodzeniem, oczywiscie w uproszczonej wersji,
stosowany przy przerabianiu tego dziatu algebry wyzszej
ze studentami zaocznych studiéw technicznych na AGH w
Krakowie. Jest on ekonomiczny w czasie, a ponadto pozwa-
la, przez wprowadzenie wtasnosci /W/ na przyktadzie u-
ktadu dwu réwnan liniowych o dwu niewiadomych i uogélnie-
nie jej na ukitady bogatsze, na peltne powigzanie teorii
wyznacznikdbw od samego poczatku z zagadnieniem rozwigzy-
wania uktadow réwnan liniowych. Celowos$¢ poszukiwania
postaci funkcji f o wtasnosci /#/ przez wycigganie kon-
sekwencji z tej wtasnosci nie budzi zastrzezen, a spraw-
dzenie, ze otrzymana w efekcie funkcja te witasnos¢ posia-
da jest przyjmowane, zwitaszcza przez studentéow studidw

technicznych, z zainteresowaniem.

Résumé

Remarque sur la définition axiomatique

du determinant

Soient oc une matrice carrée, formée de nombres com-

plexes et P une matrice constituée d*une seule colonne

des nombres complexes.

all» al>~* aln '|‘
_ a2l’ a22* *“ « azh . b2

ac = i 1?=
nl* n2 nn bn
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En désignant par etj » ot™ eee «n Iss colonnes de la ma-
trice «cl , considérons une fonction flcrt <Xn/ a va-

leurs complexes et de propriété /W/ suivante:

pour chaque matrice ot, si flci®,. .. ofi/ ~ O, alors pour
chaque matrice ‘8 le systéme «équations linéaires
n
H a. .x. = b, li — 1»2/ieein/
1J D i

posséde exactement une seule solution de la forme:

flotl P >oti+1......... <*r/

pour 31,2 . .n.
FInNA *e o« tOfjjl

On sait d aprés la théorie des equations linéaires selon
le théoréme de Cramer, que le déterminant Jaik |[r de la
matrice cL , considéré comme une fonction de ses colonhes,
possede la propriété /W/.

La propriété /Ne/ caractérise dans un certain sens le
déterminant ce qui est exprimé par le théoréme suivant:

Théoreme

Si la fonction f/ct™,... o\ posséde la propriété /W/,
alors f/ctj,. .. om/l = G * Rik]n* °a Jaikjn est le d®ter"
minant de la matrice cl et C est une constante.

Selon ce théoréme et diaprés des propriétés connues

des déterminants nous obtenais comme conclusion que si

la fonction f/otj,... ,c*n/ posséde la propriété /W/ et ure
ou
0 IOI
1 a
O m °
r,- r,- L4 ES %
. 0
0 1
alors: t/a, ........ \Y * laik]



KpaTkoe wn3no>keHune

3amMeyaHMe KacawLlleeca akcumomMmaTmyeckoro
onpepeneHna pgetTepmMmHaHTa

MycTb ot KBagpaTHasas MaTpuuya, MOCTpOoeHHas u3
KOMIMJ/IEKCHbIX 4Yucen, a P opgHocTon6uoBas matTpuua,
MOCTPOEHHAas TOXEe W3 KOMIJ/IEKCHbIX YMnCes.

aM *x ap* o * Ky ai‘]

HAL » aZ » 4! a2-| 2
a = wP =
ar: %2 7 ..» &m
Onpepenas 4depes oy ,<XM cTONM6UbI MaTpuLbl oC
paccmoTpum yHkumo  T(ay,.. C KOMI/IEKCHbIMU  3Ha-

yeHUSMM W cnepyrowym cBoctBomMm /W /T

OoNns Kakgoih matpuubl et , ecnm f (di, ...dLn)f O TO

ONA  KaoKOo mMaTpuvubl P CUCTEMA JIMHEWHbIX YPaBHEHNIA
n

£ a4d > =bi 11° 2f *‘>n\
Av/-

MMeeT TOYHO OOHO pPeELUEHMNE BbIPaXKEHHOE (OPMY-
namw;

Xj = ieeeigQy - b p&j **>eee*c/in) 7]
f(cLi,...,ctn)

N3 Teopuun JNMHENHbIX ypaBHEHMUI, oOnNupasicb Ha Teopemy
Kpamepa, WM3BeCTHO, 4TO AgeTepMMHaAHT |at* hmMaTpuubl et,
cunTaemMblin (pyHKuMeln eé& cTonbuoB, wumeeT cBoncTBO|W/ |
CsoiictBo |INM XapakTepusyeT B HEKOTOPOW CTeneHwu
JeTepMUHAaHT, 3TO 3Ha4yuT UMeeT MecCTO Cc/iefytoLias;
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Teopema

Ecnu dyHkuma f(d,...xr) umeeT cBovictBo /i/ , TO
f(**>eee ><*/?2/= ¢ o |BN]|" yePe3 \aik\n onpege
naem pgetepMmHaHT Matpuubl of » a C ABndgeTCcA HEKOTO
poOii NMOCTOSAHHOMW.

MNpuBeAeHHYO TeopemMy MOXHO B COKpalleHUM Bblpa-
3UTb C/iegyrowmm obpasom?
- Teopemy Kpamepa XxapakTepusyeT AeTepMUHAHT C

TOUHOCTbIO A0 MYAbTUMJIMKATUBHOM MNOCTOSIHHOIA.

M3 npuBeseHHOW Teopead/l1 U M3BECTHbIX CBOWCTB  [e
TEpMMHAHTOB NoJslyyaem, 4TO:
ecnn dyHkuma  f (dof, , .. .ocMn) kpome cBovicTBa /*Y/ucnon

HAeT ycnoBue KLY/

V) me >J'n)- 1*rpe:

' f ~ 0~ 0

0 0

M 1 Ie -
IS I P -

O » 0

To f (OlU -exy of1) - \Oik\n
OTO HaM Mo3BOJIAeT cokKpawartb TpuU YC/NOBUA, KOTOpPble

BbICTynaroT B aKcmomMmatmnyeckKom onpeapeneHmn petepmMun-

HaHTa ' . go aByx«DK/ wn [ w'/,

1/ Cm.HNp; A.Mostowski, K.Stark. ”Algebra wyzsza".
Czes¢ 1, Warszawa 1953, CTp.1l27-129.
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