
Zenon lïcszner

WAGA 0 AKSJOKATÏCZNEJ D EFIN IC JI WYZNACZNIKA

Niech cX będzie  macierzą kwadratową zbudowaną z l i c z b  

zespolonych, a p macierzą jednokolumnową zbudowaną też 

z l i c z b  zespolonych*

Га ,1 * Q1 2 * *•*» a m ' [ M

a21* a22* *•*» a2n
i f i -

b2

a i ,am  , « ■Ш 2 * nn
bn

Oznaczając przez ct^, ot ^ kolumny macierzy ot

rozważmy funkcję t/dL , . . .  jOC /̂ o w a rto ścia ch  zespolonych  

i  n a stę p u ją ce j W łasności /W/

HI

d la  każdej macierzy ot , j e ż e l i  f / c ^  , . . .  ,<*n/ ^ 0,

to d la  każdej macierzy p układ równań liniow ych

Ê  a« • = b-i / i  * 1, 2, « . . , n /  posiada dokładnie
j -1 J J
jedno rozw iązanie wyrażone wzorami:

f/ot.
X . =

f/ot,
> V

Л п /
d la  j = 1, 2. . *n.

Z t e o r i i  równań liniow ych na podstawie tw ierdzenia  

Cramera wiadomo, że wyznacznik | а ^ | п macierzy Ot trak­

towany jako fu n kcja  j e j  kolumn posiada w łasność /W /.

Udowodnimy, że własność /W / w pewnym stop n iu  charak­

tery żuje w yznacznik, t z n . , że zachodzi:
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Twierdzenie

J e ż e l i  fu n k cja  f/ct. , . . .  „of^/ posiada w łasność /W /,  to 

f/ct] . • ,ctn/  = C . jai k  |n, g d z ie  przez |ai k |n oznaczam wy­

znacznik macierzy с* , a C j e s t  pewną s t a ł ą .

Tw ierdzenie powyższe można krótko wysłowić n a stęp u ją ­

co :

-  tw ierd zen ie  Cramera charakteryzuje wyznacznik z dokład­

n ością  do s t a ł e j  m u ltyplik atyw n ej.

Dowód

Pokażę, że j e ż e l i  fu n k cja  f /o ^  , . . .  ,<*п/  posiada w łas­

ność / W/ ,  to

/ 1/

j e s t  fu n kcją  lin io w ą  każdej kolumny z osobna, 

• t/a£1 , • • • .«k_1 » s V k+ s" <*"k , otk+1, . .  . ,c*n/  =

tzn .

— s » f / of ̂  » • • • '-f k_  ̂ k_̂   ̂ , • • • » ofjj/ + 

+ S "  f / 0 £ 1 , .  .  .  ,o ćk _ 1 ,<X" . .  » » С Х П /

o r a z ,  że:

/ 2/

j e ż e l i  d la  pewnego к zachodzi c*k * o t k +1, to

Ustalmy w sposób dowolny c* , ofk_  1 , « к +1»***

Ofn i  rozważmy n a stę p u ją ce  dwa przypadki:

I .  Dla każdej macierzy jednokolumnowej <Xk mamy:

f/<X̂  , c*2 » • • • » k * • • * * ~ ^ *

Wtedy w łasność / 1/  j e s t  o c zy w ista .

I I .  I s t n i e j e  ta k ie  o f , ,  że f/ot ,o( , . . .  ,of, , . . .  ta /  jf 0 .К I t  iC П

Weźmy pod uwagę trzy  układy równań liniow ych
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1/  układ / х /  o macierzy współczynników | ct^ , • • • » | i

kolumnie wyrazów wolnych s * ex', + s" ot". ;iC 1C
2/  układ / х х /  o macierzy współczynników | p . . . , c < n | i  

kolumnie wy razów wolnych ot'^i 

3/  układ /х х х /  o macierzy współczynników jjct.j, . . . . o t ^ J i  

kolumnie wyrazów wolnych

Ponieważ f  / c t _ , » . . ,  ot. ot /  f  0 i  fu n kcja  f  p o s ia -
I <v  X I

da własność / * / ,  każdy z tych  trzech układów ma dokład­

n ie  jedno rozw iązanie i  j e ż e l i  oznaczymy j e  odpowiednio

/  X i  « • » f  X /  у  / * *
1

to Î
n t •• • x * V ,  / X * * * ............ xn* * V ,

/ 3 /

= f / t*l » • • • **1-1 * SK+ 3°&*1+ r ,M  ,(V

d i s  j  * 1, 2, • «Лу

** = __________________________
j f/Of^ • » • • # ot n/

_ » * • * * ô k* 06.1+ 1
f / of̂ t * • • , ot

n

** * ot*i * • • •  ̂ f ot ^ i d  t • . .  ,cxj
d la  j = 1 , 2. . »n*

J l z I n
f/o tr  • • • t txn/

d i s  J  — 1 | 2 •  • «>л«

Ale z p o s ta c i  tych układów widoczne j e s t ,  że x * = s *x J  + 

+ s " x . * * *  d la  j  -  1 , 2. . . no
w

Uw zględniając w ostatnim  związku wzory / 3 /  i  mnożąc 

ob ie  strony otrzymanej równości przez f/ot^ , . . . ,  oL^/ 
wnioskujemy, że i  w tym wypadku prawdziwa j e s t  własność  

/1/°
Przejdę  do dowodu tw ierdzenia / 2 / «  Przypuśćmy d la  do­

wodu n ie  w prost, że

f/cć,j , »•« i tf » °*к* к* rtk+2» * * * » ОСд/ ^
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Rozważmy układ równań lin io w ych  jednorodnych o macie­

rzy współczynników .. a* cc* +2, - • •  <*n | •

Układ ta k i  miałby nieskoń czen ie  w ie le  rozw iązań, np.

= 0 dla  j  = 1 , 2 , . . . ,  k - 1 , х^ = Л , g d z ie  A oznacza  

dowolną l i c z b ę  zespolon ą, xfc+1 = -  A , x^ = 0 d la  

j  a k+2, . . . ,  n, wbrew temu, że fu n kcja  f  posiada w ła s ­

ność /W / oraz f/ce1 , . . .  ,а д/  ф 0 .  Stąd tw ierd zen ie  / 2 /  

j e s t  też  prawdziwe.

Ale z w ła sn o ści  / 1 /  i  / 2 /  wynika, jak  wiadomo że 

f/ot = C . |a., I , co j e s t  tezą naszego tw ie r -

dzen ia .

Z udowodnionego tw ierdzenia i  znanych w łasn ości wy­

znaczników wnioskujemy, że j e ż e l i  fu n k cja  f/oc1 , . . .  ,c*n/  

poza w łasn ością  /А '/ s p e łn ia  warunek /W 'ł% f / ^  , .  . .  , ^ / = 1, 

g d z ie :

1 ~0 ’ 0

0 1 0

• * b -
0 •

• • 0

_0 _ .0 _ _,1.

to f / 0̂  » . . .  ,Ofn/  -  |ai k |n *

Pozwala to na zredukowanie trzech  warunków, w ystępu-
1 /jących w aksjom atycznej d e f i n i c j i  wyznacznika , do dwu

/ » /  i  /  .v 7 .

Taki зрозоЬ u ję c ia  t e o r i i  wyznaczników n ie  jest,m oim  

zdaniem, pozbawiony walorów metodycznych i  b y ł  przeze

1 /  Zob.np. A.Mostowski i  M.S ta r k . "A lgebra wyższa". 
Część I ,  Warszawa 1S53» s t r . 1 2 7 - 1 2 S .
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mnie z powodzeniem, o c zy w iśc ie  w uproszczonej w e r s j i ,  

stosowany przy p rzerabian iu  tego d z ia łu  algebry wyższej  

ze studentami zaocznych studiów tech n iczn ych  na AGH w 

Krakowie. J e s t  on ekonomiczny w c z a s i e ,  a ponadto pozwa­

l a ,  przez wprowadzenie w łasn ości /W / na p rzy k ła d z ie  u -  

kładu dwu równań liniow ych o dwu niewiadomych i  uogólnie­

nie j e j  na układy b o ga tsze , na pełne powiązanie t e o r i i  

wyznaczników od samego początku z zagadnieniem rozw iązy­

wania układów równań lin io w y c h . Celowość poszukiwania  

p ostaci fu n k c ji  f  o w łasn o ści  / # /  przez w yciąganie kon­

sekwencji z t e j  w łasn ości nie budzi z a s tr z e ż e ń , a spraw­

dzen ie, że otrzymana w e fe k c ie  fu n k cja  tę w łasność p o s ia ­

da j e s t  przyjmowane, zwłaszcza przez studentów studiów  

technicznych, z zainteresowaniem.

Résumé

Remarque sur l a  d é f i n i t i o n  axiomatique  

du determinant

S o ie n t  OC une m atrice ca rrée , formée de nombres com­

plexes et p une m atrice c o n s titu é e  d*une seu le  colonne  

des nombres complexes.

a11» a12* a1n

i-------
r—

a21’ a22* * “ • a2n Ь 2oc = i  /? =
•

n1 * n2 nn
bn
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En désignant par etj » ot^* • • •  « n I s s  colonnes de l a  ma­

t r i c e  cl , considérons une fo n c t io n  f/crt. . . . . .  ,<x /  à va-
1 n

le u r s  complexes et de p r o p r ié té  /W / su iv a n te:

pour chaque m atrice оt , s i  f Jci  ̂ , .  . .  ,oCfi/  ^ 0, a lo r s  pour

chaque m atrice 8̂ l e  système « é q u a t i o n s  l i n é a i r e s

nH a. . x . = b. 
I J  D i

/ i  —  1 »2, i • • i n /

possède exactement une seu le  s o lu t io n  de la  forme: 

_ f/otl P >ot.i+1..........<*r/
f / л ^  * • • • tOfjj/

pour 3= 1, 2, . .n .

On s a i t  d après la  th é o r ie  des equations l i n é a i r e s  selon  

l e  théorème de Cramer, que l e  déterminant |ai k |r de la  

m atrice CL , co n sidéré  comme une fo n c t io n  de ses  colonhes, 

possède l a  p r o p r ié té  /W /.

La p r o p r ié té  /№ / c a r a c t é r is e  dans un c e r t a in  sens le  

déterminant ce qui est  exprimé par le  théorème suivant:

Théorème

S i  la  fo n c tio n  f / c t ^ , . . .  • V  possède la  p ro p rié té  /W /,

a lo r s  f / c t j , .  . .  ,orn/  = G * |aik| n* ° a |ai k j n  e s t  l e  d®t e r " 
minant de l a  m atrice  cl et C est  une c o n sta n te .

Selon  ce théorème et diaprés des p r o p r ié té s  connues 

des déterm inants nous obtenais comme co n clu sion  que si  

l a  fo n c t io n  f / o t j , . . .  ,c*n/  possède l a  p ro p rié té  /W / et une

ou

r , - r , -

0 'o '
1 a

0
• я

ii •
*»-

• 0
0 1

a lo r s  : t /a , ..........V  *  !aik|

172 -



Краткое изложение

Замечание касающееся аксиоматического 
определения детерминанта

Пусть ot квадратная матрица, построенная из 

комплексных чисел, а р одностолбцовая матрица, 
построенная тоже из комплексных чисел.

ам * а12 * • * * »  ain

Н21 » а22 » , , , !  а2п ь2
а  = ■>Р =

_ат ’ %2 ’ . . . »  &пп UJ
Определяя через оц ,<хп столбцы матрицы ос 
рассмотрим функцию f(ctY,.. с комплексными зна­
чениями и следующим свойством / W / î

Av/-

для каждой матрицы et , если f  (di, ...,dLn) f  О то
для каждой матрицы р  система линейных уравнений 

п
£  ач xj  = bi 11 ‘ 1>2f  ‘ >п\

имеет точно одно решение выраженное форму­
лами;

Xj = i • • • igÇy -  ь p & j  *•*>• • • *сЛп) , /7 j
f(cLi,...,ctn)

Из теории линейных уравнений, опираясь на теорему 

Крамера, известно, что детерминант |at* |пматрицы et, 
считаемый функцией её столбцов, имеет свойство|И/| 

Свойство I IVj характеризует в некоторой степени 

детерминант, это значит имеет место следующая;
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Теорема
Если функция f (с(1,...^хп) имеет свойство / и /  , то

f (**>••• ><*/?/= с • |вл|" чеРез \ aik\n  опреде
ляем детерминант матрицы of » а С является некото 

рой постоянной.
Приведенную теорему можно в сокращении выра­

зить следующим образом?
-  теорему Крамера характеризует детерминант с 

точностью до мультипликативной постоянной.
Из приведенной теореадл и известных свойств де 

терминантов получаем, что:
если Функция f  (of, , .. .,осп) кроме свойства /*У/испол 

няет условие /<У/ :

/V) ■ • > J'n)- 1 * где:

" f ~ 0~ 0

м ■
0 1 0

Гг
■ • 
• ’

0
> Т2 “

0
•
»

! • • •
•

0
0 *

то f  (о
•
t u  .• * У ofп )  -  \Oik\n

Это нам позволяет сокращать три условия, которые 

выступают в аксиоматическом определении детерми- 
нанта ' . до двух«/Ж/ и /  w '/,

1 /  См.нпр; A.Mostowski, К . S ta r k .  ’’ Algebra wyższa".  
C zęść I ,  Warszawa 195 3, C T p .1 2 7 -1 2 9 .
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