Stanistaw Serafin

O PEWNYM SPOSOBIE UIJECIA
REPETYTORIUM MATEMATYKI ELEMENTARNE]
NA | HOKU STUDIOW WSP

Mamy juz za sobag czas, w ktorym znaczna ilo$¢ kandy-
datéw na studia /np. w WSP/ nie mogta sobie w zaden spo-
s6b poradzi¢ z nieréwnos$ciami kwadratowymi, czy prze-
ksztatcaniem prostych wyrazen algebraicznych. Obecnie
stuchacze pierwszego roku w zasadzie potrafiga rozwigzy-
wa¢ zadania rachunkowe w zakresie szkolnego minimum.Jed-
nakze ich przygotowanie z matematyki do studiéw /nie tyl-
ko zresztg matematycznych/ pozostawia nadal wiele do zy-
czenia. Stwierdza sie np. powszechnie, ze stuchacze ci
nie majg wyrobionych umiejetnosci dowodzenia /prostych
nawet/ ogdélniejszych twierdzen. Nie bardzo zresztg zdaja
sobie sprawe, co to znaczy udowodni¢ twierdzenie. Staja
zupeinie bezradni wobec zagadnienia sformutowanego $rod-
kami szkolnymi, ktdérego rozwigzanie nie wymaga rowniez
wykraczania poza materiat szkolny, a ktére w szkole nie
byto specjalnie omawiane. Wystarczy np. zapytaé, czy po-
tegowanie jest rozdzielne wzgledem mnozenia,aby sie prze-
kona¢, ze stuchacze, ktérzy znajag te wszystkie terminy
nie majg pojecia, jak sie do odpowiedzi zabrac¢. Ale za-
pytani jak sie poteguje iloczyn, w wiekszosci odpowie-
dza, ze podnosi sie kazdy czynnik do potegi. Stuchacz,
ktéory badz co badz wie, ze funkcje trygonometryczne sg

okresowe i zna inne wtasnosci tych funkcji potrafi od-
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powiedzieé, ze sinx>-~ |, gdy x >30°. Pomijajac ewentu-
alng bezmys$linosé¢, ktéra niewagtpliwie czesto jest przy-
czyng btednej odpowiedzi, stwierdzi¢ trzeba i stwierdza-
ja to sami stuchacze w przeprowadzanych ankietach,ze nie
wynoszg ze szkotly takiego spojrzenia na problemy szkol-
nej matematyki, ktére pozwolitoby im swobodniej obracac
sie w kwestiach wprost w szkole nie omawianych. Ogodlne
pojecia, ktérych nazwy poznali, staty sie raczej balas-
tem obcigzajgcym pamieé, niz narzedziem, przy pomocy kté6-
rego mozna by sobie czasem poradzi¢. Gdyby np. rozwigzy-
wanie nieréwnosci powigzane byto w szkole istotnie z wilas-
nosciami funkcyj, to stuchacz nie stawatby bezradny przed
nieréwnoscig log”/x -1/ >2. Wobec malenia funkcji
logos 4 sprowadzitby dang nieréwnos$¢ do ukitadu nierow-
nosci kwadratowych, a te na podstawie monotonicznosci
funkcji kwadratowej w odpowiednich przedziatach, rozwia-
zalby bez stosowania szablonu z rozktadem na czynniki.
Tymczasem w wiekszosci wypadkéw otrzymujemy odpowiedz
"takich nieréwnosci u nas nie byto". Powazng przyczynag
takiego zjawiska jest niewatpliwie obecny ukiad progra-
mu szkolnego, w ktorym zagadnienia takie same ze wzgledu
na istotnag strukture rozumowania sg fragmentarycznie po-
rozrzucane po ro6znych klasach /np. révmania od klasyVlIlIl,
nieréwnosci dopiero w klasie XI w algebrze, podczas gdy
nieréwnosci i twierdzenia o nich dla odcinkéw muszg by¢
stosowane juz w klasie VII1I1/. 1 programie za mato kta-
dzie sie nacisku na to, by w powtdérkach robionych na kon-
cu kazdej klasy dokona¢ przeglgdu catos$ci materiatu /od
klasy VIIlI poczynajgc/ i wyltowi¢ wszystkie szczegblne

zastosowania /modele/ ogdlnych pojeé¢, jak zbidér, porzag-
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dek, funkcja, warunek zdaniowy, wtasnos$é¢, ktorych naz-
wy byly uzywane. Za malo réwniez zwraca sie uwage na u-
jawnienie wspo6lnej struktury rozumowan w Kilku zagadnie-
niach /np. réwnos¢ zbiordw przy miejscach geometrycz-
nych, zapasie funkcji, wykresie funkcji itp. lub takie
samo rozumowanie przy rozwigzywaniu rownan metodg anali-
zy starozytnych i rozwigzywaniu zadan konstrukcyjnych/.

Prowadzgc od kilku lat ¢wiczenia z Repetytorium Matema-

tyki Elementarnej na | roku studiow prébowatem ukazac
stuchaczom w powtarzanym materiale idee, ktoére utatwia
im przejscie do matematyki wyzszej /ogdlne pojecia i ro-

zumowania, dostrzeganie analogii probleméw, schematyzowa-
nie/. Poniewaz ostatnio miatem réwniez wyktad tego przed-
miotu, zastosowatem kilka pomystdw syntetycznych uje¢ w
powtérce matematyki szkolnej, ktére tu witasnie chce przed-
stawi¢. Powtdrka objeta znacznie szerszy materiatl niz tu
bedzie wymieniony. Pomijam bowiem to, co stuzyito tylko

przypomnieniu poznanych w szkole wiadomosci rzeczowych

czy zwyklemu ich poszerzeniu. Powtdérka dotyczyta zasad-

niczo materiatu algebry, ale z uwagi na jej zatozenie,

ogdlne pojecia uwidaczniano w calym materiale szkolnym -

czesto ku duzemu zdziwieniu stuchaczy.

Program utozony zostat w szczegdlny sposdéb - mianowi-
cie zagadnienia omawiane byty poprzez caty materiat szkol-
ny bez uwzgledniania kolejnosci,w jakiej opracowano je
w szkole Sredniej. Utrudniato to czasem $cistg wypowiedz
jakiejs definicji wzglednie czynito niemozliwym $cisty -
z punktu widzenia konstrukcji powtdérki - dowdd jakiegos
twierdzenia.

Oto szkic tego programu:
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1. Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych,ich wtas-

nosci.
2. ROwnosci i nierownosci liczbowe. Twierdzenia o row-
nosciach i nieréwnosciach w zwigzku z dziataniami.

3. Funkcje, podstawowe ich witasnos$ci; przeglad funk-
cji szkolnych i ich witasnosci.

4. ROwnania i nieréwnosci warunkowe, metody rozwigzy-
wania.

Przedstawie obecnie przebieg realizacji powtdrki po-

dajac na koncu kilka ogdélnych uwag.
1. Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych

Informacyjne przypomnienie wiadomos$ci o0 rozwoju poje-
cia i klasyfikacji zbioru liczb rzeczywistych byto tres-
cig wykitadu wstepnego. Po przypomnieniu definicji czte-
rech d2iatan w zbiorze liczb wzglednych /dziatania w
zbiorze liczb rzeczywistych bezwzglednych przyjeto za
dobrze znane/ sformutowano ogdlng definicje dziatania
/dwuargumentowego/ w zbiorze liczb rzeczywistych. Nazwa-
no mianowicie dziataniem przyporzadkowanie parom licz-
bowym / z danego zbioru par/ dokladnie po jednej liczbie.
Zilustrowano te definicje dziataniami nie rozwazanymi w
szkole, a interesujacymi z punktu widzenia teorii dzia-
tan;

KVD, czy NAY pary liczb naturalnych,

b/ dodawanie i mnozenie zredukowane /np. mod 9/»
c/ Srednia arytmetyczna pary liczb rzeczywistych,

d/ maksimum, czy minimum pary liczb rzeczywistych "L

1/ Uzywano oznaczenia NAW /a,b/, max /a,b/ itd.
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Wychodzac cd przyktadéw dodawania i mnozenia sformu-
towano ogdélnie wtasnosci dziatan: przemiennosc¢,tgcznosé,
prawo- czy lewostronng rozdzielno$¢ danego dziatania
wzgledem innego.

Wymienione wyzej i inne jeszcze dziatania postuzyty
do interesujgcych d¢wiczen w rozumieniu istoty tych wias-
nosci, ktdre cho¢ znane ze szkoty dla podstawowych dzia-
tan, nie byly gtebiej przyswojone. Zauwazone ogo6lnie, ze
dziatanie przemienne i rozdzielne wzgledem drugiego z
ktérejs strony, jest tez rozdzielne wzgledem niego i z
pozostatej strony. Niespotykang w szkolnych przykiadach
witasnos¢ majg dziatania MW i NWD, gdyz kazde z nich
wzgledem pozostatego jest rozdzielne, a ponadto sg prze-
mienne i tgczne. Przypomniane zostaly definicje kolej-
nych dziatan znanych ze szkoty: dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia, pierwiastkowania, potegowania dowol-
nym wyktadnikiem, logarytmowania. Traktowano je wyraz-

nie jako dziatania dwuargumentowe z tym, Zze ograniczenia

na pierwszg i drugag liczbe pary na ogét nie sg jednako-
we. Ustalono, zresztg w sposdb umowny role pierwszej
i drugiej liczby pary, na ktérej wykonywano dziatanie,

wobec nazw znanych ze szkotly. Gdy dziatanie wykonywane by-
to na parze /a,b/, to

w wypadku odejmowania aoznaczato odjemng, b odjemnik,

potegowania a " podstawe, b wykitad-
nik,
dzielenia a " dzielng, b dzielnik,

1/ Poniewaz nie wprowadzono ogdélnego pojecia dziata-
nia odwrotnego.
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w wypadku pierwiastkowania a oznaczato wyktadnik,
b liczbe pierwiastkowang.’
logarytmowania a oznaczato podstawe, b licz-
be logarytmorwang.

Wydaje sie, ze uczen szkoty Sredniej widzi w pojeciu
pierwiastka, czy logarytmu co$ niezwyktego i nie bardzo
zdaje sobie sprawe z tego, ze sg to /jak i cztery aryt-
metyczne/ dziatania dwuargumentowe, dla ktérych po ich
zdefiniowaniu trzeba ustali¢ regute kolejnosci/ utozyé¢ te
dziatania wzgledem poprzednio znanych/ i ktorych wias-
nos$ci trzeba przebadaé¢. /1 omawianym tu kursie Repetyto-
rium sprawe znanych ze szkoty twierdzen o dziataniach
potraktowano w sposOb nastepujacy:
al/ przy kolejnych dziataniach odnawiano /przypominano Kku

zdziwieniu stuchaczy, ze to potrzebne/ regute kolej-

nos$ci dziatan,
b/ badano, czy dziatanie jest przemienne,
c/ obrawszy uporzadkowang troéjke liczb /a,b,c/ oraz
dziatanie © budowano wyrazenie a o/boc/ 1, a nastep-
nie wybierajac dwa dziatania o i U budowano wyrazenia
/laob/ Oc, al /b o c/, /a0 bl o c, ao /b 0 cl/.Sta-
wiano sobie za zadanie przebadaé(czy w wymienionych wy-
razeniach mozna zmieni¢ kolejnos¢ dziatan bez zmiany ich
wartosci, wzglednie zastapi¢ réwnymi im wyrazeniami zbu-
dowanymi z tych samych liczb, ale by¢ moze innych dzia-
tan, przy czym rownos¢ ma zachodzi¢ dla tych tréojek, dla
ktéorych wszystkie wyrazenia /w tej rownosci/ majg sens,

Z budowy wyrazen wida¢ oczywiscie, ze istniejace prawa

1/ 0 trdojce /a, b, c/ zaklada sie, ze wyrazenia zbu-
dowane maja sens.
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tacznosci i rozdzielnosci dziatan zostanag na tej drodze
uchwycone. Tak wiec otrzymuje sie wniosek, ze dzielenie
jest prawostronnie rozdzielne wzgledem dodawania,ale nie
jest wzgledem niego rozdzielne lewostronnie* pierwiastko-
wanie jest lewostronnie rozdzielne wzgledem mnozenia czy
dzielenia, ale nie jest wzgledem nich rozdzielne prawo-
stronnie itp. Znane ze szkoty wzory stuchacz odczytywat
jako wyrazajgce rozdzielnos¢, lub nierozdzielnos¢ dzia-
tania wzgledem innych. Wtasnos$ci dziatan zostaty tu u-
jete w jeden ogdélny schemat. Ich odkrywcg i twdrca moze
sta¢ sie stuchacz /uczen w szkole/. W ¢wiczeniach budowar
no tez wyrazenia, dla ktéorych ze szkoty nie znano spe-
cjalnych wzoréw i stwierdzano, ze mozna cra3eT zastgpic
je innymi, ale przy tak silnych zatozeniach o liczbach
a, b, ¢, ze formutowanie takich twierdzen bytoby nieeko-
nomiczne. Wspomnie¢ trzeba, ze twierdzenia o dziataniach
stuchacze wypowiadali w kroétkich szkolnych sformutowa-
niach, w postaci petnych okreséw warunkowych, a takze w
postaci regut roboczych. Dowody twierdzen o dziataniach
prowadzone byty bez zadnych sztuczek oznaczeniowych, a
wszystkie miatly te samg mysl przewodnig, mianowicie bez-
posrednie wykorzystanie definicji rozwazanego dziatania.

Ten sposO6b dowodzenia stosowano konsekwentnie w ciggu
catej powtoérki. Wydaje sie bowiem, ze dowdd oparty bez-
posrednio o definicje utatwia stuchaczowi operowanie po-
jeciem. Tymczasem, jesli w dowodzie uzywa sie zbednych
nowych liter /oznaczen/, to ginie jego mys$l przewodnia i
pojawiajg sie sztuczki.

Odnosnie logarytmowania omoéwiona zostata ogdlna teoria

cechy i mantysy liczby rzeczywistej i w zwigzku z tyra
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cechy i mantysy logazytmu z dowolng podstawg. Ogélnie o-

mowiono sposOb wyznaczania cechy i mantysy logarytrou o]

dowolnej podstawie i sprawe tablic logarytmow.
2. ROownosci i nieréwnosci liczbowe
Powtérke o réwnosciach i nieréwnosciach liczbowych

rozpoczeto od ogdélnejszych rozwazan w zwiazku z relacja-
mi i ich wilasnosciami, dostugujgac sie przyktadami z prak-
tycznego zycia oraz relacjami wystepujgcymi w szkolnym
kursie matematyki, rozwazano relacje jako takie zbiory
par elementéw, w ktorych pierwszy element wzgledem dru-
giego w parze ma pewng witasnos¢ /pozostaje do niego w o-
kreslonym stosunku/. Uwzgledniajac znar.e witasnos$ci przy-
ktadowo wymienianych relacji sformutowano okreslenia
zwrotncsci, przechodnios$ci, symetrii iantysyraetrii oraz
spéjnosci relacji i przebadano, ktére ze znanych ze szko-
ty relacji majg wymienione witasnosci.

Réwnos¢ rozumiano, od poczatku zresztg, w sensie i-
dentycznos$ci. Przyjawszy definicje mniejszosci taka, jak
w klasie XI, udowodniono, ze relacja ta jest antysyme-
tryczna, spoéjna i przechodnia. Wyjasniono, ze te wias-
nosci mniejszosci sprawiajg, iz porzadkuje ona zbior
liczb rzeczywistych. Przypomniano tu od razu zagadnienie
uporzadkowania zbioru punktéw prostej, o ktéorym w szkole
Sredniej - jakkolwiek bardzo mato i niezbyt precyzyjnie
- moéwiono. Jednolicie potraktowano "wtasnosci réwnosci i
nieréwnosci" zwigzane z dziataniami. Dla rownosci jest
to problem niezmienniczosci wyniku dziatania, jesli war-
tosci argumentdéw zastgpione zostang réwnymi im liczbami.

Mianowicie dla kazdego dziatania o i dwodch par liczbo-
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wych /a,b/ i /c,d/, jesli a o b ma sens, to ukiad réwnos-

ci a=ci b= d pocigga réwnos¢ a O b = ¢ O d. Dla nie-

rownosci sprawa sie nieco komplikuje* trzeba tam bowiem
zajg¢ sie trzema zagadnieniami:

lo Dane sa pary liczb /a,b/, /a,c/ obie z obszaru wyko-
nalnosci dziatania O , przy czym liczby b i ¢ sa nie-
réwne /np,, b > c/» Nalezy zbadaé¢, czy wyniki a Ob
oraz a O c sa tez nier6bwne zawsze tak samo /czy zawsze
przeciwnie/ jak liczby b i c» Jes$li ze szczeg6towych
przyktadéw widac¢, ze tak ogdlnego wniosku wysnué¢ nie
mozna, to nalezy zbadac¢ jakie mozliwie najstabsze za-
tozenia dotgczone do podanych pozwalajg juz na sfor-
mutowanie tezy /i udowodnienie twierdzenial/»

2. Zagadnienie analogiczne dla par /a,b/ i /c,b/»

3. Dane sg pary liczbowe /a,b/ i /c,d/, obie z obszaru
wykonalnosci dziatania O » Zaktadamy, ze pierwsze
liczby tych par sg nierébwne /np» a > c/ i drugie licz-
by sa tez nieréwne /np» b -c d/» Podobnie jak w 1/ cho-
dzi o to, czy te zatozenia pozwalajg juz stwierdzié
okreslong nieréwnos$¢ miedzy wynikami aOb i cod»
Jest widoczne, ze na tej drodze uzyska sie wszystkie

twierdzenia o nieréwnosciach liczbowych znane ze szkoty»

Otrzymuje sie tez ciekawe twierdzenia uzyteczne w dal-

szych studiach, na ktdére niejednokrotnie bez wyraznego

ich sformutowania powotlywano sie w szkole» Takie posta-
wienie zagadnienia "podstawowych wtasnosci nieréwnosci”
wydaje sie by¢ kontynuacjg badania, jak zmienia sie wy-
nik dodawania, czy mnozenia ze zmiang poszczego6lnych ar-

gumentéw, przeprowadzanego w pierwszych klasach szkoty
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podstawowej. Zastosowanie takiego postepowania w szkole
z tym, ze wymienione zagadnienia omawianoby dla kazdego
dziatania zaraz po jego wprowadzeniu, datoby materiat do
interesujgcych c¢wiczen na dowodzenie i utatwitoby dokitad-
niejsze przyswojenie uczniom wtasnosci dziatan; ucznio-
wie sami odkrywaliby twierdzenia. Umozliwitoby to row-
niez omawianie i rozwigzywanie nieréwnosci warunkowych
rownolegle z réwnaniami. Nieco wiecej czasu poswiecono
badaniu nieréwnosci przy potegowaniu wyktadnikiem wWy-
miernym. Chodzito bowiem o to, by stworzy¢ mozliwie rze-
telng podstawe dla definicji potegi o wykitadniku niewy-
miernym i jej najprostszych zastosowan w dowodzeniu
twierdzen. Definicja potegi o wykiadniku niewymiernym by-
ta uscislong wersjg definicji podawanej w szkole.Dla po-
teg z wykladnikiem rzeczywistym udowodnione twierdzenia
wynikajgce z 1/, gdyz decyduja one o monotonieznosci funk-
cji wyktadniczej.

Oméwiono rowniez zagadnienia zwigzane z nierdéwnoscia-

mi, w ktéorych wystepuje wartos¢ bezwzgledna.

3. Funkcje, ich podstawowe witasnosci

Wychodzac od réznych zyciowych sytuacji tworzono zbio-
ry par elementéw, ktérych rozwazenie w zyciu samo sie na-
suwa. WsSrod tych zbioréw par wyrézniono takie, w  kto-
rych nie wystepujg dwie pary o tym samym pierwszym ele-
mencie, a réznych drugich. /Np. zbiér par, w ktérych
pierwszym elementem jest w6z tramwajowy, a drugim numer
linii, po ktdorej o okresSlonej porze ten woéz jezdzil/. Ta-
kie zbiory par elementéw nazwano funkcjami.

Definicja funkcji brzmiata wiec tak: funkcjg okreslo-
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ng w zbiorze A o wartosciach w zbiorze B jest taki zbidr
par elementow, ze kazdy element zbioru A wystepuje i tyl
ko raz jako pierwszy w parze, za$ kazdy drugi element
jest elementem zbioru B. Dla dowolnej funkcji wprowadzo-
no okreslenia: pola /zbioru okreslonos$ci/, wartosci funk-
cji i zapasu /zbioru wartos$ci/ oraz funkcji réznowartos-
ciowej. Dokonano nastepnie przegladu tych fragmentéw ma-
teriatu szkolnego, gdzie spotykano sie z funkcjag /cho¢
nie zawsze Swiadomie/, a wiec funkcje w algebrze, rzuto-
wanie w geometrii, przeksztatcenia geometryczne, mierze-
nie wielkosci geometrycznych, uktad wspoéirzednych na pros
tej i ptaszczyznie. 'd szczegdlnosci wyjasniono, ze ukta-
dem wspo6trzednych np. na ptaszczyznie jest funkcja roéz-
nowartosciowa, ktorej polem jest zbidr punktéw ptasz-
czyzny, a ktérej zapas jest zbiorem par liczb rzeczywis-
tych, /Kartezjanski uktad wspdéirzednych na ptaszczyznie
nie jest wiec parag osi liczbowych, lecz funkcjg, dla wy-
znaczenia ktorej tg parg osi sie postuzonol/.

Oméwiono nastepnie sposoby podawania funkcji.

1. Funkcje mozna podaé¢ efektywnie jako zbidr par,
/zwtaszcza gdy ilos¢ par jest skonczonal.

2. Poniewaz zbidr jest podany przez wymienienie witas-
nosci, weditug ktdérej elementy sg do zbioru zaliczane,za-
tem wystarczy i tu podac¢ takg wtasnosé¢. Ale gdy zbidr
par jest funkcja, to do danego elementu jako pierwszego
istnieje doktadnie jeden drugi o tej witasnosci, ze para
z nich utworzona nalezy do funkcji. Zatem kazdy drugi e-
lement /w danej funkcji/ jest jednoznacznie wyznaczony
przez pierwszy element pary. wtasnos¢, o ktérej mowa wy-

zej, intuicyjnie ma wiec charakter "przepisu"™, wedtug
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ktérego od elementu pierwszego dochodzi sie do drugiego.
Taki jednoznaczny przepis okreslony dla elementéw pewne-
go zbioru, nazywamy funkcyjnym. /Symbol f/x/. gdzie x

oznacza miejsce puste - zmienng niezaleznag/.Jezeli wiec
podamy zbidér A i przepis funkcyjny f/x/ okreslony dla e-
lementéw tego zbioru, to oczywiscie funkcja o polu A zos-
tanie okrestonao

3« Jezeli podamy sam przepis funkcyjny i przez pole
rozumie¢ bedziemy zbidér tych elementéw, dla ktdérych ten
przepis mozna zastosowaé, to réwniez wyznaczymy funkcje.

Tymi rozwazaniami zbudowana pomost miedzy ujeciem
szkolnym, gdzie funkcjg jest zespo6t zitozony z pola i
przepisu funkcyjnego, a ogdélng /teoriomncgosciowg/ defi-
nicjg funkcji.

Funkcja liczbo-liczbowa jednej, czy wielu zmiennych
jest teraz szczegolnym przyktadem funkcji. Zbior par
liczbowych jes$li jest funkcjag, nazywa sie funkcjg licz-
bo-liczbowa jednej zmiennej. Jes$li pierwszymi elementami
par nalezgcych do funkcji sga uporzadkowano ukiady po n
liczb rzeczywistych a drugimi liczby, to funkcja jest
liczbo-liczbowg n zmiennych. Zauwazono, ze omoéwione po-
przednio dziatania sga funkcjami dwdch zmiennych.Po stugu-
jac sie o0go6lng definicjg funkcji, rozwazono dla funkcji
liczbo-ticzbowej jednej zmiennej omawiane w szkole poje-
cia jak monotonieznos$¢, parzystos$¢, nieparzystosé¢, okre-
sowos¢ i wykres.

Funkcja jest rosnaca /malejgcal/, gdy dla kazdych dwéch
par do niej nalezgcych drugie liczby w parach sg tak sa-
no /przeciwnie/ nieréwne, jak /niz/ pierwsze liczby w

tych parach.
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Funkcja jest parzysta, gdy z kazda nalezacg do niegj
para /x,y/ nalezy tez do niej para /-x,y/. Analogicz-
nie okresla sie funkcje nieparzysta.

Funkcja nazywa sie okresowa, gdy istnieje taka licz-
ba au/ 0» ze wraz z kazdg para /x,y/ nalezaca do tej
funkcji nalezy tez do niej para /X.+U)»/»

Wykresem funkcji F na ptaszczyznie S92 w danym na tej
ptaszczyznie kartezjan3kim uktadzie wspoétrzednych U jest
zbior tych punktéw ptaszczyzny SZ , ktérych wspéirzedne

w uktadzie U nalezg do F.’

WF,a,U — [Xinc£2* jfo/xy) e u= IX,yIE fFP«

Wszystkie te pojecia ilustrowane byty przyktadami za-
zwyczaj "nieszkolnymi".

Dokonano nastepnie przegladu znanych ze szkoty funk-
cji elementarnych. Odczytywano je jako zbiory par liczb
rzeczywistych, w ktdorych druga liczba pary powstaje z
pierwszej w spos6b podany okresSlonym przepisem funkcyj-
nym. wyjasniono, ze w wypadku funkcji liczbo-liczbowej
jednej zmiennej, danej za pomocg przepisu, zwrot "para
Ix,y! nalezy do funkcji” mozna rozumieé¢, ze "liczba y
powstaje z X za pomocg przepisu".

Duzo czasu poswiecono na badanie zapasu kazdej funk-
cji i ich monotonicznosci. Znalazty tu zastosowanie omo-
wione poprzednio twierdzenia o nieréwnosciach w zwigzku
z dziataniami.

Wprost ze znajomos$ci zapasu i monotonicznos$ci omawia-
nych funkcji przedyskutowano rdéwnanie f/x/ * a i nie-
rownosci f/x/ > a, f/x/ < a /gdzie a jest danag liczbag,

zas f/x/ jost przepisem omawianej funkcji/. Chodzito

217 -



o tc, by z wiedzy 6 funkcjach uczyni¢ narzedzie do roz-
wigzywania zadan /tym bardziej, ze stuchacze bardzo
chetnie stosowali recepty dla rozwigzywania nieréwnosci
tam, gdzie mozna byto prostym rozumowaniem cming¢ rachu-
nek/.

Zwrécono uwage na tc, ze w szkole, cho¢ nie kladziono
na ten fakt nacisku, omawiano najpierw funkcje dwdch
zmiennych /dziatanial/. Regute przyporzgdkowania podawano
przy nich stownie.

Dziatanie O jest zbiorem par postaci [7x,y/,zJ, gdzie
Ix,yl jest parg liczbowa, zas$ z jest liczbag. Mozna oczy-
wiscie rozwazy¢ taki podzbidér tego zbioru par, ze w kaz-
dej parze podzbioru bedzie x = a /a dana liczba dopusz-
czalna w dziataniu O /. Z kazdej pary J/a,y/,z] tego pod-
zbioru mozemy utworzy¢ pare liczb rzeczywistych /y ,z/,
za$ zbidér tak utworzonych par jest funkcjag liczbowa jed-
nej zmiennej. Mozna analogicznie utworzy¢ druga funkcje
ustalajgc y * b. Jest rzeczg widoczng, ze w ten sposo6b
tworzone sg z dziatan funkcje elementarne, rozwazane w
szkole. Kie wszystkie rodziny funkcyj, jakie na tej dro-
dze mozna uzyskac¢, byty w szkole przedmiotem zaintereso-
wania. /Np. nie byta w szkole rozwazana funkcja utworzo-
na z logarytmowania przez ustalenie liczby logaiy tmowa-
nej/. N szkole wyglgdato to w ten sposéb, ze wprowadziw-
szy zapis x oy przepisu funkcyjnego jakiegesdziatania,
gdzie /x,y/ jest parag miejsc pustych,, przepisy funkcji e-
lementarnych jednej zmiennej / a « x, xn, ~pF, aX, log”x;
tylko x oznacza miejsce puste/ otrzymano z przepisu dzia-
tania ustalajgc wartos¢ jednej ze zmiennych.

Omoéwiono rowniez dziatania na funkcjach, dzieki Kkto-
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rym z elementarnych funkcyj otrzymuje sie bardziej skom-
plikowane. Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
funkcyj liczbo-liczbowych okreslano, postugujac sie ogol-
ng definicja funkcji /zbidr par/, a nastepnie stosowano

okreslenia do przypadku, gdy funkcje podane sg za pomocag
przepisdw. Rozwazono réwniez skiadanie funkcyj jednej i
wielu zmiennych, gdyz funkcje ztozone odgrywajg istotnag

role w teorii rozwigzywania roéwnan.

Pojecie funkcji i zagadnienia z nim zwigzane, podob-
nie jak witasnosci relacji, ilustrowane byly za pomocag
grafow.

Na zakonczenie powtérki wiadomosci o funkcjach omo-
wiono pojecie funkcji odwrotnej. Punktem wyjscia byto py-
tanie: czy gdy zbior par elementow jest funkcjag, to i
zbioér par do nich odwrotnych jest tez funkcjga? Stuchacze
sami stwierdzili,ze ocboNiedZ jest pozytywna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dana funkcja jest réznowartosciowa. Zbior
par odwrotnych do par nalezgcych do danej funkcji rézno-
wartosciowej nazwano funkcjg do niej odwrotng. Sprawdze-
nie, ze funkcje wyktadnicza i logarytmiczna o tej samej
podstawie sa wzajemnie odwrotne, sprowadzito sie do wy-
kazania réwnos$ci dwoéch zbioréw. Mianowicie, skoro funk-
cja odwrotna do wyktadniczej jest zbiorem par postaci
/laX,x/, gdzie x jest dowolng liczbg, zas$ funkcja loga-
rytmiczna o tej samej podstawie zbiorem par postaci /u,
Iogzu/, gdzie u jest dowolng liczbg dodatnig, to pozos-
tato udowodnié, ze te zbiory par liczbowych sag iden-
tyczne. Dla oswojenia studentéw z pojeciem funkcji od-
wrotnej dowodzono np., ze funkcja odwrotna do monoto-

nicznej jest tak samo monotoniczna. Zauwazywszy,ze punk-



ty o wspoéirzednych /x,y/, /ly,x/ sa symetryczne wzgledem
"dwusiecznej pierwszej i trzeciej d¢wiartki uktadu" o-
trzymano spos6b tworzenia wykresu funkcji odwrotnej z
wykresu funkcji danej» Wyjasniono tez, jak tworzy sie
przepis funkcji odwrotnej, gdy dana jest réznowartoscio-

wa funkcja liczbo-liczbowa jednej zmiennej za pomoca

przepisu,

4. Réwnania i nieréwnosci warunkowe

Zagadnienie rownan i nieréwnosci warunkowych potrak-
towano mozliwie jednolicie, wypowiadajgc /o ile mozna
byto/ definicje i twierdzenia dla réwnan i nieréwnosci
jednej i wielu zmiennych réwnoczesnie. Wyktadajacy po-

dawat np. jaka$ definicje dla réwnania, a stuchacze for-
mutowali analogiczng dla nieréwnosci.

Roéwnanie okreslono jako warunek zdaniowy postaci:

fIX/ = gIX/| 11,

gdzie f/X/ i g/X/ sa przepisami funkcyj liczbo-liczbo-
wych tych samych zmiennych. Analogicznie okreslono nie-
rownosci warunkowe.

Omoéwione zostaty trzy metody rozwigzywania réwnan i
nieréwnosci, a to: metoda analizy starozytnych réwnan i
nieréwnosci réwnowaznych i metoda graficzna. Metoda gra-
ficzna byta zresztg juz uprzednio rozwazana przy odczy-
tywaniu wtasnosci funkcji z jej wykresu. Zwrécono uwage,

ze w szkole odnos$nie réwnan rozumowano zazwyczaj metoda

1/ Litera x oznacza pojedyncza zmienng, za$ X oznacza
pojedyncza zmienng, lub ukiad n zmiennych, zaleznie od
tego, ilu zmiennych funkcje rozwazamy.
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analizy starozytnych i ze tzw. "metody rozwigzywania u-

ktadow rownan" byty tylko sposobami stosowanymi dla spe-

cjalnych uktadéw w ramach metody analizy starozytnych.
Wsréd twierdzen o rdéwnaniach réwnowaznych szczegOt-

. . . 1/ .
ny nacisk potozono na nastepujace :

Sat. P/X/ = 0 jest rownaniem
P/IX/ = fQelx/] /Iczyt. P/IX/ jest przepisem
funkcji ztozonej z funkcyj
0 przepisach f/x/ i g/X/
Rownanie f/x/ = 0 ma pierwiastki al.a”,...,ak«
Teza: HX/ = 0=g/X/ = a~ g/X/ = a*nv ... Vg/X/=a™*
Twierdzenie to i analogiczne dla ukiadéw réwnan stanowiag

podstawe tzw, "metody niewiadomej pomocniczej".

Rozwazono réwniez twierdzenia o rownowaznych ukitadach
réwnan stanowigce podstawe do "ulegalnienia”™ w ramach me-
tody réwnan réwnowaznych - szkolnych metod rozwigzywania
uktadéw réwnan. Dowodzenie roéwnowaznos$ci réwnan, czy nie-
rownosci sprowadzato sie do wykazania réwnosci zbiorow
ztozonych odpowiednio z elementéw spetniajacych dane dwa
warunki zdaniowe.

Dokonujac przegladu rozwigzywanych w szkole réwnan
stwierdzono, ze przy kazdej omawianej tam funkcji f/x/
rozwigzywane nastepujace rdownania.

1/ fix/ = a. /a dana liczbal.

2/ f[g/x/] = fQi/x/~L gdzie g/x/ i h/ix/ sa przepisami
funkcyj poprzednio znanych®

3/ g[f/x/] = 0, gdzie g/x/ jest przepisem funkcji po-

przednio znanej.

1/ Analogiczne twierdzenie sformutowano dla nieréwnos-
ci rownowaznych.
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Rozwigzanie réwnania postaci 2/ wobec wiadomosci o
rownaniu postaci 1/ sprowadza sie do rozwigzania rdowna-
nia, w ktéorym wystepujg tylko przepisy funkcyj wczes$niej
znanych. Na podstawie cytowanego wyzej twierdzenia, dla
rozwigzania roéwnania postaci }/ wystarczy rozwigzac¢ row-
nanie postaci 1/ z funkcjg g/x/ i alternatywe Kkilku ta-
kich réwnan z funkcjg f/x/«

Czytelnik zauwazy, ze wiekszos¢ rozwigzywanych w szko
le réwnan wyktadniczych, logarytmicznych i trygonome-
trycznych nalezy albo wprost do tych typow, albo sprowa-
dza sie do nich po zastosowaniu najprostszych twierdzen
o réwnowaznosci. Podstawowe zas$ znaczenie dla rozwigzywa
nia takich réwnan, czy nieréwnos$ci ma znajomos¢ zapasu i
monotonicznosci omawianych funkcyj.

Poswiecono tez nieco uwagi rownaniom /nieréwnosciom/
postaci 1/, gdy rozwazana funkcja jest okresowa. W dys-
kusji ze stuchaczami wyjasniono, ze sposéb ich rozwiag-
zania wyglagda nastepujgco:

a/ dowodzi, sie, ze kazdy pierwiastek mozna otrzymac¢ z
pierwiastkbw zawartych w dowolnie obranym przedziale
G* Q! ° dtugosci rownej okresowi funkcji,

b/ znajduje sie wszystkie pierwiastki réwnania /nieréw-
nosci/ w przedziale ,

c/ z kazdego otrzymanego w b/ pierwiastka tworzy sie
zbidr pierwiastkbw dodajgc do niego catkowite wielo-
krotnoéci okresui’

Przedziat [*,/3'] mozna wybra¢ dowolnie, zatem w prak-
tyce /npe dla funkcyj trygonometrycznych/ wybieramy go

mozliwie najwygodniej.
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1» W toku catego kursu prowadzono rozwazania mozliwie o-
g6lne i stosunkowo mato czasu poswiecano zadaniom ra-
chunkowym.

2. Kazde ogo6lne pojecie, o ktérym moéwiono,ukazywano row-
noczesnie we wszystkich partiach materiatu szkolne-
go, gdzie byto ono uzywane.

3* W szkolnych rozumowaniach doszukiwano sie wspolnych
idei np. dowodzenie réwnosci zbioréw przy miejscach
geometrycznych, przy badaniu zapasu funkcji, wykresu
funkcji, przy badaniu réwnowaznosci roéwnan.

4« Wydaje sie, ze niektére z opisanych tu sposobdéw uje-
cia mozna by z powodzeniem zastosowac¢ w szkole S$red-

niej .

Summary

Cn one conception of elementary
mathematics repetition for the

first year of WSP studies

This paper contains one conception of elementary ma-
thematics repetition for the first year of WSP studies.The
author takes modern ideas and synthetic approach in

school mathematics into account.
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KpaTkoe wn3noxxeHue

O HekoTOpOoM cnocob6e nNOBTOPEHUA 3/1eMEHTapPHOW

MaTeMaTuUKM Ha nepBoM roay obydeHusa B BJ1 JIN

B sToi cTaTbe npejgcTtaB/ieHa HeKOoTopasa  KOHUen-
UMA MOBTOPEHUA 3/1EMEHTapHOM MaTeMaTuKun gnsa CcTy-
NEHTOB MepBOro roga o6ydeHunsa B B.M.LWW. ABTop npwu-
HUMaeT BO BHMWMaHME COBPEMEHHbIE TMOHATUA faXKe CUH-

TeTUYECKOEe MbIlIEHVE B LUKO/bHOW MaTeMaTUuKe.
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