
Sta n isła w  S e r a fin

O PEWNYM SPOSOBIE UJĘCIA 

REPETYTORIUM MATEMATYKI ELEMENTARNEJ 

NA I  HOKU STUDIÓW WSP

Mamy już za sobą c z a s ,  w którym znaczna i l o ś ć  kandy

datów na stu d ia  /n p .  w WSP/ n ie  mogła s o b ie  w żaden spo

sób poradzić z nierównościami kwadratowymi, czy p rze

k ształcaniem  prostych  wyrażeń a lge b ra ic z n y c h . Obecnie  

słu ch acze pierwszego roku w za sa d zie  p o t r a f ią  rozwiązy

wać zadania rachunkowe w za k r e sie  szkolnego minimum.Jed

nakże ic h  przygotowanie z matematyki do studiów / n i e  tyl

ko z r e s z tą  matematycznych/ pozostawia nadal w ie le  do ży

c z e n ia .  Stw ierdza s ię  np. powszechnie, że słuch acze c i  

n ie  mają wyrobionych u m iejętn ości dowodzenia /p r o s ty c h  

nawet/ o g ó ln ie js z y c h  tw ierdzeń. Nie bardzo z r e s z tą  zdają  

sob ie  sprawę, co to znaczy udowodnić tw ierd zen ie . S t a j ą  

zu p ełn ie  bezradni wobec zagadnienia sformułowanego środ 

kami szkolnym i, którego rozw iązanie n ie  wymaga również 

wykraczania poza m a te ria ł  szk o ln y , a które W szk o le  n ie  

było s p e c ja ln ie  omawiane. Wystarczy np. za p y ta ć , czy po

tęgowanie j e s t  r o z d z ie ln e  względem mnożenia,aby s ię  prze

konać, że s łu c h a c z e ,  którzy znają te  w s z y s tk ie  terminy 

n ie  mają p o j ę c i a ,  jak s ię  do odpowiedzi zabrać. Ale za

pytani jak s i ę  p otęgu je  i l o c z y n ,  w w ięk szo ści  odpowie

dzą, że podnosi s i ę  każdy czynnik do p o t ę g i .  S łu ch a cz,  

który bądź co bądź w ie , że fu n k cje  trygonometryczne są  

okresowe i  zna inne w łasn ości tych fu n k c ji  p o t r a f i  o d -
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p ow iedzieć, że s i n x > -^  , gdy x > 3 0 ° .  P om ijając ewentu

alną bezm yślność, która n iew ą tp liw ie  c z ę s to  j e s t  przy

czyną błędnej odpowiedzi, s tw ie r d z ić  trzeba i  stw ierdza

j ą  to sami s łuch acze w przeprowadzanych a n k ie ta c h ,ż e  nie  

wynoszą ze szk o ły  takiego sp o jr ze n ia  na problemy s z k o l

nej matematyki, k tó r e  pozw oliłoby im swobodniej obracać 

s ię  w kwestiach wprost w szk o le  n ie  omawianych. Ogólne 

p o ję c ia ,  których nazwy p o z n a li ,  s t a ł y  s i ę  ra czej  b a la s 

tem obciążającym pamięć, n iż  narzędziem, przy pomocy któ

rego można by s o b ie  czasem p o ra d zić .  Gdyby np. rozwiązy

wanie nierówności powiązane było w s z k o le  i s t o t n i e  z włas

nościami fu n k c y j,  to s łu ch acz n ie  stawałby bezradny przed 

nierównością l o g ^ / x  - 1 /  > 2 .  Wobec malenia fu n k c ji  

l o g os ц. sprowadziłby daną nierówność do układu nierów

n o śc i  kwadratowych, a t e  na podstawie monotoniczności  

fu n k c ji  kwadratowej w odpowiednich p r z e d z ia ła c h , rozwią

załby bez stosowania szablonu z rozkładem na c z y n n ik i .  

Tymczasem w w ięk szo ści  wypadków otrzymujemy odpowiedź 

" t a k ic h  nierówności u nas nie b y ło " .  Poważną przyczyną  

takiego zjaw isk a  j e s t  n iew ątp liw ie  obecny układ progra

mu szk oln ego, w którym zagadnienia ta k ie  same ze względu 

na i s t o t n ą  stru k tu rę rozumowania są fragm entarycznie po

rozrzucane po różnych klasach /n p .  rôvmania od k la s y V III ,  

nierówności dopiero w k l a s i e  X I w a lg e b r z e ,  podczas gdy 

nierówności i  tw ierdzenia  o n ich  d la  odcinków muszą być 

stosowane już w k l a s i e  V I I I / .  Л programie za mało k ła 

d zie  s ię  nacisku na t o ,  by w powtórkach robionych na koń

cu każdej k la sy  dokonać przeglądu c a ł o ś c i  m ateriału  /o d  

k la sy  V I I I  p o c z y n a ją c /  i  wyłowić w sz y stk ie  szczególn e  

zastosowania /m o d ele / ogólnych p o ję ć ,  ja k  z b ió r ,  porzą
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dek, fu n k c ja ,  warunek zdaniowy, w łasn ość, których naz

wy były używane. Za mało również zwraca s i ę  uwagę na u -  

jaw nienie wspólnej stru k tu ry rozumowań w k ilk u  zagadnie

niach /n p .  równość zbiorów przy m iejscach  geometrycz

nych, zapasie f u n k c j i ,  wykresie fu n k c ji  i t p .  lub ta k ie  

samo rozumowanie przy rozwiązywaniu równań metodą a n a l i 

zy starożytnych  i  rozwiązywaniu zadań k o n stru k cy jn y ch /.  

Prowadząc od k i lk u  l a t  ćw iczenia z Repetytorium Matema

ty k i Elementarnej na I  roku studiów próbowałem ukazać 

słuchaczom w powtarzanym m a teria le  i d e e ,  które ułatw ią  

im p r z e jś c i e  do matematyki w yższej /o g ó ln e  p o ję c ia  i  ro

zumowania, d o strze ga n ie  a n a lo g i i  problemów, schematyzowa- 

n i e / .  Ponieważ o s ta tn io  miałem również wykład tego przed

miotu, zastosowałem k ilk a  pomysłów syntetyczn ych  u ję ć  w 

powtórce matematyki s z k o l n e j , które tu w ła śn ie  chcę przed

s ta w ić .  Powtórka o b ję ła  znacznie s z e r s z y  m a te ria ł  n iż  tu 

będzie wymieniony. Pomijam bowiem t o ,  co s łu ż y ło  ty lk o  

przypomnieniu poznanych w s z k o le  wiadomości rzeczowych  

czy zwykłemu i c h  p oszerzen iu . Powtórka d o ty c zy ła  zasad

niczo m ateriału  a lg e b r y , a le  z uwagi na j e j  z a ło ż e n ie ,  

ogólne p o ję c ia  uwidaczniano w całym m a te ria le  szkolnym -  

często  ku dużemu zdziw ien iu  s łu ch a czy .

Program ułożony z o s ta ł  w szczególn y  sposób -  mianowi

c ie  zagadnienia omawiane były poprzez c a ły  materiał szkol

ny bez uwzględniania k o le jn o ś c i ,w  j a k i e j  opracowano je  

w szk ole  ś r e d n ie j .  Utrudniało to czasem ś c i s ł ą  wypowiedź 

j a k i e jś  d e f i n i c j i  w zględnie c z y n iło  niemożliwym ś c i s ł y  -  

z punktu widzenia k o n stru k cji  powtórki -  dowód ja k ie g o ś  

tw ierdzenia.

Oto szk ic  tego programu:
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1. D z ia ła n ia  w zb io rze  l i c z b  r z e c z y w is t y c h ,ic h  w łas

n o ś c i .

2 .  Równości i  nierówności l iczb o w e. Twierdzenia o rów

n ościach  i  nierów nościach w związku z d z ia ła n ia m i.

3 .  Funkcje, podstawowe ic h  w ła s n o ś c i ;  przegląd funk

c j i  szkolnych i  ic h  w ła s n o ś c i .

4 .  Równania i  nierówności warunkowe, metody rozwiązy

wania.

Przedstaw ię obecnie przebieg r e a l i z a c j i  powtórki po

dając na końcu k ilk a  ogólnych uwag.

1. D z ia ła n ia  w zb io rze  l i c z b  rzeczy w isty ch

Informacyjne przypomnienie wiadomości o rozwoju p o ję 

c i a  i  k l a s y f i k a c j i  zbioru l i c z b  rz ecz y w isty ch  było t r e ś 

c ią  wykładu wstępnego. Po przypomnieniu d e f i n i c j i  c z t e 

rech d 2 ia ła ń  w zb io rz e  l i c z b  względnych / d z i a ł a n i a  w 

zb io rz e  l i c z b  rzeczy w isty ch  bezwzględnych p r z y ję to  za 

dobrze znane/ sformułowano ogólną d e f i n i c j ę  d z ia ła n ia  

/dwuargumentowego/ w zb iorze l i c z b  rze c z y w isty c h . Nazwa

no mianowicie działaniem  przyporządkowanie parom l i c z 

bowym / z danego zbioru p ar / dokładnie po jednej l i c z b i e .  

Zilustrowano tę d e f i n i c j ę  działan iam i n ie  rozważanymi w 

s z k o le ,  a in teresu ją cym i z punktu w idzenia  t e o r i i  d z ia 

ła ń ;

a/  K.VD, czy NW«Y pary l i c z b  naturalnych,  

b / dodawanie i  mnożenie zredukowane /n p .  mod 9 /»  

с /  średnia arytmetyczna pary l ic z b  rz e c z y w isty c h ,  

d /  maksimum, czy minimum pary l i c z b  rzeczy w isty ch  L̂

1 / Używano oznaczenia NAW / a , b / ,  max / а , Ь /  i t d .
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Wychodząc cd przykładów dodawania i  mnożenia sformu

łowano o g ó ln ie  w łasn ości d zia ła ń : przem ien n ość,łączn ość,  

prawo- czy lewostronną ro zd zieln o ść  danego d z ia ła n ia  

względem innego.

Wymienione wyżej i  inne je s z c z e  d z ia ła n ia  p o słu ży ły  

do in te r e su ją c y c h  ćwiczeń w rozumieniu i s t o t y  tych włas

n o ś c i ,  które choć znane ze szkoły d la  podstawowych d z ia 

ła ń ,  nie były g ł ę b i e j  przyswojone. Zauważone o g ó ln ie ,  że 

d z ia ła n ie  przemienne i  ro zd zie ln e  względem drugiego z 

k tó r e jś  s tro n y , j e s t  też ro zd zie ln e  względem niego i  z 

p o z o s ta łe j  s tro n y . Niespotykaną w szkolnych przykładach  

własność mają d z ia ła n ia  MW i  NWD, gdyż każde z n ich  

względem p o zo sta łe go  j e s t  r o z d z ie ln e ,  a ponadto są prze

mienne i  łą c zn e . Przypomniane z o s ta ły  d e f i n i c j e  k o l e j 

nych d z ia ła ń  znanych ze s z k o ły :  dodawania, odejmowania, 

mnożenia, d z i e l e n i a ,  pierw iastkow ania, potęgowania dowol

nym wykładnikiem, logarytmowania. Traktowano j e  wyraź

nie jako d z ia ła n ia  dwuargumentowe z tym, że ogra n iczen ia  

na pierwszą i  drugą l i c z b ę  pary na ogół nie są jednako

we. U stalo n o , zre sztą  w sposób umowny ro lę  p ierw szej  

i  dru giej l i c z b y  p ary, na k tó r e j  wykonywano d z i a ł a n i e ,  

wobec nazw znanych ze s z k o ły .  Gdy d z ia ła n ie  wykonywane by

ło  na parze / а , Ь / ,  to

w wypadku odejmowania a oznaczało odjemną, b odjemnik,

" " potęgowania a " podstawę, b wykład

n ik ,

" " d z ie le n ia  a " d z ie ln ą ,  b d z i e l n i k ,

1 /  Ponieważ n ie  wprowadzono ogólnego p o ję c ia  d z i a ł a 
nia odwrotnego.
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w wypadku pierw iastkowania a oznaczało wykładnik, 

b l ic z b ę  pierwiastkowaną.'

" " lo g a r y tmowania a oznaczało podstawę, b l i c z 

bę logarytmorwaną.

Wydaje s i ę ,  że uczeń szk oły  śred n ie j  w idzi w p o ję c iu  

p ie r w ia stk a ,  czy logarytmu coś niezwykłego i  n ie bardzo 

zdaje sobie  sprawę z te g o ,  że są to / j a k  i  c z te r y  a r y t 

metyczne/ d z ia ła n ia  dwuargumentowe, dla których po ich  

zdefiniow aniu trzeba u s t a l i ć  regułę k o l e j n o ś c i /  ułożyć te 

d z ia ła n ia  względem poprzednio znanych/ i  których w łas

n o ści  trzeba przebadać. Л omawianym tu ku rsie  R epetyto

rium sprawę znanych ze szk oły  twierdzeń o d z ia ła n ia ch  

potraktowano w sposób n astępu jący:

a /  przy k olejn ych  d z ia ła n ia c h  odnawiano /przypominano ku 

zd ziw ien iu  s łu c h a c z y ,  że to p otrzebn e/ regułę k o l e j 

n o ś c i  d z ia ła ń ,

b /  badano, czy d z ia ła n ie  j e s t  przemienne, 

с /  obrawszy uporządkowaną trójk ę l i c z b  / а , Ъ , с /  oraz

d z ia ła n ie  © budowano wyrażenie a o /Ъ о с /  1^ ,  a następ

n ie  w ybierając dwa d z ia ła n ia  o i  Û budowano wyrażenia  

/ a o b /  Ó с ,  а О  /Ь  о  с / ,  / а  □  Ь /  о  с ,  а о  / Ъ  □  с / . S t a 

wiano sobie za zadanie przebadać( czy w wymienionych wy

rażeniach można zmienić k ole jn o ść  d z ia ła ń  bez zmiany ic h  

w a r to ś c i ,  w zględnie z a s tą p ić  równymi im wyrażeniami zbu

dowanymi z tych samych l i c z b ,  a le  być może innych d z ia 

ła ń ,  przy czym równość ma zachodzić d la  tych t r ó je k ,  dla  

których w szy stk ie  wyrażenia /w t e j  rów n ości/ mają sens,

Z budowy wyrażeń widać o c z y w iś c ie ,  że i s t n i e j ą c e  prawa

1 /  0 t r ó jc e  / a ,  b, с /  zakłada s i ę ,  że wyrażenia zbu
dowane mają sens.
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łą c z n o ś c i  i  r o z d z ie ln o ś c i  d z ia ła ń  zostaną na t e j  drodze 

uchwycone. Tak więc otrzymuje s ię  w niosek, że d z ie le n ie  

j e s t  prawostronnie ro zd zie ln e  względem dodawania,ale nie  

j e s t  względem niego ro z d z ie ln e  lew ostronnie* p ie rw ia stk o 

wanie j e s t  lew ostronnie ro zd zie ln e  względem mnożenia czy 

d z i e l e n i a ,  a le  n ie  j e s t  względem n ich  r o z d z ie ln e  prawo

stron n ie  i t p .  Znane ze szk oły  wzory słuch acz odczytywał  

jako w yrażające r o z d z ie ln o ś ć ,  lub n ie r o z d z ie ln o ś ć  d z ia 

ł a n ia  względem innych. W łasności d z ia ła ń  z o s ta ły  tu u -  

j ę t e  w jeden ogólny schemat. Ich  odkrywcą i  twórcą może 

s t a ć  s ię  słuchacz /u c z e ń  w s z k o l e / .  W ćw iczeniach budowar 

no też w yrażenia, dla  których ze szk oły  n ie  znano spe

c ja ln y c h  wzorów i  stw ierdzano, że można сгазет za stą p ić  

je  innymi, a le  przy tak s i ln y c h  za ło żen ia ch  o lic z b a c h  

a ,  b ,  c ,  że formułowanie ta k ic h  twierdzeń byłoby nieeko

nomiczne. Wspomnieć tr z e b a , że tw ierdzenia  o d z ia ła n ia ch  

słuchacze wypowiadali w k ró tk ich  szkolnych sformułowa

n ia c h , w p o s ta c i  pełnych okresów warunkowych, a także w 

p o s ta c i  re gu ł roboczych. Dowody tw ierdzeń o d z ia ła n ia c h  

prowadzone b y ły  bez żadnych sztu czek  oznaczeniowych, a 

w szy stk ie  miały tę samą myśl przewodnią, mianowicie bez

pośrednie w ykorzystanie d e f i n i c j i  rozważanego d z ia ła n ia .

Ten sposób dowodzenia stosowano konsekwentnie w ciągu  

c a łe j  powtórki. Wydaje s i ę  bowiem, że dowód oparty bez

pośrednio o d e f i n i c j ę  ułatw ia słuchaczowi operowanie po

jęciem . Tymczasem, j e ś l i  w dowodzie używa s i ę  zbędnych 

nowych l i t e r  /o z n a c z e ń / ,  to g i n i e  jego  myśl przewodnia i  

pojaw iają  s ię  s z t u c z k i .

Odnośnie logarytmowania omówiona z o s t a ła  ogólna te o r ia  

cechy i  mantysy l ic z b y  r z e c z y w is te j  i  w związku z tyra
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cechy i  mantysy logazytmu z dowolną podstawą. O góln ie  o -  

mówiono sposób wyznaczania cechy i  mantysy logarytrou o 

dowolnej podstawie i  sprawę t a b l i c  logarytmów.

2 . Równości i  nierów ności liczbow e

Powtórkę o równościach i  nierów nościach liczbowych  

rozpoczęto od ogólnej szych rozważań w związku z r e l a c ja 

mi i  i c h  w łasnościam i, d osłu gu jąc s i ę  przykładami z prak

tycznego ż y c ia  oraz re la cja m i występującymi w szkolnym 

k u rsie  matematyki, rozważano r e l a c j e  jako ta k ie  zbiory  

par elementów, w których pierwszy element względem dru

giego  w parze ma pewną własność /p o z o s t a j e  do niego w o -  

kreślonym sto su n k u /.  Uwzględniając znar.e w łasn ości przy

kładowo wymienianych r e l a c j i  sformułowano o k r e śle n ia  

zw ro tn cści,  p r z e c h o d n io ś c i , sym etrii  ia n t y s y r a e t r i i  oraz 

sp ó jn o ści  r e l a c j i  i  przebadano, które ze znanych ze szko

ły  r e l a c j i  mają wymienione w ła s n o ś c i .

Równość rozumiano, od początku z r e s z t ą ,  w se n sie  i -  

d e n ty c zn o śc i .  Przyjąw szy d e f i n i c ję  m n ie js z o śc i  taką, jak  

w k l a s i e  X I ,  udowodniono, że r e l a c ja  ta j e s t  antysyme- 

try czn a , spójna i  przechodnia. W yjaśniono, że te  w łas

n o ści  m n ie jszo śc i  sp raw ia ją , iż  porządkuje ona zbiór  

l i c z b  rz e c z y w isty c h . Przypomniano tu od razu zagadnienie  

uporządkowania zb ioru  punktów p r o s t e j ,  o którym w szkole  

śred n iej -  jakkolw iek bardzo mało i  n ie z b y t  p recy zy jn ie  

-  mówiono. J e d n o l i c i e  potraktowano "w łasności równości i  

nierówności" związane z d z ia ła n ia m i. Dla równości j e s t  

to problem n iezm ien n iczo ści wyniku d z i a ł a n i a ,  j e ś l i  war

t o ś c i  argumentów zastąpione zostaną równymi im liczb am i.  

Mianowicie dla  każdego d z ia ła n ia  o i  dwóch par l i c z b o 
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wych / а , Ъ /  i  / c , d / ,  j e ś l i  a o  b ma sen s, to układ równoś

c i  a = c i  b = d p ociąga  równość a O b = c O d. Dla n ie 

równości sprawa s ię  n ieco  komplikuje* trzeba tam bowiem 

z a ją ć  s ię  trzema zagadnieniami:

1 o Dane są pary l i c z b  / а , Ь / ,  / а , с /  obie  z obszaru wyko

n a ln o ści d z ia ła n ia  O , przy czym l i c z b y  b i  c są n ie 

równe /np„ b >  с / » N ależy zbadać, czy wyniki a O b 

oraz a O c są też  nierówne zawsze tak samo / c z y  zawsze 

p rzeciw n ie/ jak l i c z b y  b i  c » J e ś l i  ze szczegółowych  

przykładów w idać, że tak ogólnego wniosku wysnuć nie  

można, to n a leży  zbadać ja k i e  m ożliwie n a js ła b s z e  za

ło ż e n ia  dołączone do podanych pozwalają już na s f o r 

mułowanie tezy / i  udowodnienie tw ierd zen ia /»

2 .  Zagadnienie an alo giczn e dla par / а , Ь /  i  / c , b / »

3 .  Dane są pary liczb ow e / а , Ь /  i  / c , d / ,  ob ie  z obszaru  

wykonalności d z ia ła n ia  O » Zakładamy, że pierw sze  

l i c z b y  tych par są nierówne /пр» a >  с /  i  drugie  l i c z 

by są też nierówne /np» b -c  d / » Podobnie jak  w 1 /  cho

d z i  o t o ,  czy te  za ło że n ia  pozwalają ju ż  s tw ie rd z ić  

określoną nierówność między wynikami a O b  i  c o d »

J e s t  widoczne, że na t e j  drodze uzyska s ię  w szy stk ie

tw ierdzenia o nierównościach liczbow ych znane ze szkoły»  

Otrzymuje s ię  też ciekawe tw ierdzenia użyteczne w d a l 

szych stu d ia c h , na które n iejed n o k rotn ie  bez wyraźnego 

ic h  sformułowania powoływano s ię  w szkole» Takie p osta 

w ien ie  zagadnienia "podstawowych w łasn ości nierówności"  

wydaje s ię  być kontynuacją badania, jak  zmienia s i ę  wy

nik dodawania, czy mnożenia ze zmianą p oszczególn ych  ar

gumentów, przeprowadzanego w pierwszych k lasach  szkoły

-  213 -



podstawowej. Zastosowanie takiego postępowania w szk o le  

z tym, że wymienione zagadnienia omawianoby d la  każdego 

d z ia ła n ia  zaraz po jego wprowadzeniu, dałoby m a teria ł do 

in te r e su ją c y c h  ćwiczeń na dowodzenie i  u łatw iłob y  dokład

n i e j s z e  przysw ojenie uczniom w łasn ości d z ia ła ń ;  ucznio

wie sami odkrywaliby tw ie rd zen ia . Umożliwiłoby to rów

n ie ż  omawianie i  rozwiązywanie nierówności warunkowych 

równolegle z równaniami. Nieco w ięcej czasu poświęcono 

badaniu nierów ności przy potęgowaniu wykładnikiem wy

miernym. C h odziło  bowiem o t o ,  by stworzyć możliwie rz e 

telną podstawę d la  d e f i n i c j i  p o tę g i  o wykładniku niewy

miernym i  j e j  n a jp r o s ts z y c h  zastosowań w dowodzeniu 

twierdzeń. D e f i n i c j a  p o tęg i o wykładniku niewymiernym by

ł a  u śc iś lo n ą  w ersją  d e f i n i c j i  podawanej w s z k o le .D la  po

tę g  z wykładnikiem rzeczywistym  udowodnione tw ierdzenia  

w ynikające z 1 / ,  gdyż decydują one o monotoniezności funk

c j i  w y k ła d n ic z e j .

Omówiono również zagadnienia związane z nierów nościa

mi , w których w ystępuje w artość bezwzględna.

3 .  Fu nkcje, ic h  podstawowe w łasn ości

Wychodząc od różnych życiowych s y t u a c j i  tworzono zb io 

ry par elementów, których rozważenie w ży c iu  samo s i ę  na

suwa. Wśród tych zbiorów par wyróżniono t a k ie ,  w któ

rych n ie  w ystępują dwie pary o tym samym pierwszym e le 

mencie, a różnych drugich. /N p . zbiór p ar, w których  

pierwszym elementem j e s t  wóz tramwajowy, a drugim numer 

l i n i i ,  po k tó r e j  o określon ej porze ten wóz j e ź d z i / .  Ta

k ie  zbiory par elementów nazwano funkcjam i.

D e f in i c j a  fu n k c ji  brzmiała więc tak : funkcją  o k r e ślo 
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ną w zb io rze  A o w artościach  w zbiorze В j e s t  taki zbiór  

par elementów, że każdy element zbioru A występuje i  t y l  

ko raz jako pierwszy w p arze , zaś każdy drugi element 

j e s t  elementem zbioru B. Dla dowolnej fu n k c ji  wprowadzo

no o k r e ś le n ia :  p ola  /z b io r u  o k r e ś l o n o ś c i / , w arto ści  funk

c j i  i  zapasu /z b io r u  w a r t o ś c i /  oraz f u n k c ji  różnowartoś-  

cio w e j.  Dokonano n astępn ie  przeglądu tych fragmentów ma

t e r i a ł u  szk oln ego, gd zie  spotykano s i ę  z funkcją /c h o ć  

n ie  zawsze św iadom ie/, a więc fu n k cje  w a lg e b r z e ,  rzu to

wanie w g e o m e tr ii ,  p r z e k sz ta łc e n ia  geometryczne, mierze

n ie  w ie lk o ś c i  geometrycznych, układ współrzędnych na pros 

t e j  i  p ła s z c z y ź n ie .  'Я s z c z e g ó ln o ś c i  w yjaśnion o, że ukła

dem współrzędnych np. na p ła s z c z y ź n ie  j e s t  fu n kcja  r ó ż -  

nowartościowa, k tó rej  polem j e s t  zb ió r  punktów p ła s z 

czyzn y, a k tórej zapas j e s t  zbiorem par l i c z b  rzeczyw is

tych , /K a r t e z ja ń s k i  układ współrzędnych na p ła s z c z y ź n ie  

n ie  j e s t  więc parą o s i  liczb ow ych , l e c z  fu n k c ją , dla wy

znaczenia k tórej tą parą o s i  s i ę  p o słu ż o n o /.

Omówiono n a stęp n ie  sposoby podawania f u n k c j i .

1. Funkcję można podać efektyw nie jako zbiór p ar,  

/z w ła s z c z a  gdy i l o ś ć  par j e s t  sk oń czona/.

2 .  Ponieważ zb iór  j e s t  podany przez wymienienie w ła s

n o ś c i ,  według k tó r e j  elementy są do zbioru z a l ic z a n e ,z a 

tem w ystarczy i  tu podać taką w łasność. Ale gdy zbiór  

par j e s t  fu n k c ją ,  to do danego elementu jako pierwszego  

i s t n i e j e  dokładnie jeden drugi o t e j  w ła s n o ś c i ,  że para 

z nich utworzona należy do fu n k c j i .  Zatem każdy drugi e -  

lement /w danej f u n k c j i /  j e s t  jednoznacznie wyznaczony 

przez pierwszy element pary. w łasn ość, o k tó r e j  mowa wy

ż e j ,  i n t u i c y j n i e  ma więc charakter " p r z e p is u " ,  według
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którego od elementu pierwszego dochodzi s ię  do drugiego.  

Taki jednoznaczny p rzep is  określony dla  elementów pewne

go zb ioru , nazywamy funkcyjnym. /Symbol f / х / .  gd zie  x 

oznacza m ie jsce  puste -  zmienną n i e z a l e ż n ą / . J e ż e l i  więc  

podamy zb ió r  A i  p rze p is  funkcyjny f / х /  określony d la  e -  

lementów tego zb io ru , to o c zy w iście  fu n k cja  o polu A zos

ta n ie  okresłonao

3« J e ż e l i  podamy sam p rzepis  funkcyjny i  przez pole  

rozumieć będziemy zb iór  tych elementów, d la  których ten  

p rze p is  można zastosow ać, to również wyznaczymy fu n k c ję .

Tymi rozważaniami zbudowana pomost między ujęciem  

szkolnym, gd zie  fu n k cją  j e s t  zespół złożony z p o la  i  

p rze p isu  fu n kcyjn ego, a ogólną /teo riom n cgościow ą / d e f i 

n i c j ą  f u n k c j i .

Funkcja l ic z b o - l ic z b o w a  j e d n e j ,  czy w ielu  zmiennych 

j e s t  teraz szczególnym przykładem f u n k c j i .  Zbiór par 

liczbowych j e ś l i  j e s t  fu n k c ją ,  nazywa s i ę  fu n kcją  l i c z -  

b o -liczb o w ą  jednej zmiennej. J e ś l i  pierwszymi elementami 

par należących do fu n k c ji  są uporządkowano układy po n 

l i c z b  rz ecz y w isty ch  a drugimi l i c z b y ,  to fu n kcja  j e s t  

l ic z b o -l ic z b o w ą  n zmiennych. Zauważono, że omówione po

przednio d z ia ła n ia  są funkcjami dwóch zmiennych.Po sługu

ją c  s ię  ogólną d e f i n i c j ą  f u n k c j i ,  rozważono dla  fu n k c ji  

l ic z b o - ł i c z b o w e j  jednej zmiennej omawiane w szk ole  p o ję 

c ia  jak mono to n ie z n o ś ć , p a r z y s to ś ć ,  n ie p a r z y s to ś ć ,  okre

sowość i  wykres.

Funkcja j e s t  rosnąca /m a le ją c a /,  gdy dla  każdych dwóch 

par do n ie j  n ależących  drugie l i c z b y  w parach są tak sa 

mo /p r z e c iw n ie /  nierówne, jak / n i ż /  pierw sze l i c z b y  w 

tych parach.
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Funkcja j e s t  p a r z y s ta ,  gdy z każdą należącą do n iej  

parą / х , у /  należy też do n ie j  para / - x , y / .  A n a lo gicz 

n ie  ok reśla  s i ę  funkcję n ie p a r zy stą .

Funkcja nazywa s i ę  okresową, gdy i s t n i e j e  taka l i c z 

ba cu /  0» że wraz z każdą parą / х , у /  należącą do t e j  

fu n k c ji  należy też  do n ie j  para /х.+u) » У /»

Wykresem fu n k c ji  F na p ła s z c z y ź n ie  Sî2 w danym na t e j  

p ła s z c z y ź n ie  kartezjan3kim u k ład zie  współrzędnych U j e s t  

zb ió r  tych punktów p ła szczyzn y SZ , których współrzędne  

w układzie U należą do F . '

WF ,a ,U  — [X inc£2* jfo/x.y/) €  U =  /x,y/£ f|J «

W szystkie te p o ję c ia  ilustrow ane były  przykładami za

zwyczaj "n ieszk oln ym i".

Dokonano n a stęp n ie  przeglądu znanych ze szk oły  funk

c j i  elementarnych. Odczytywano je  jako zbiory par l i c z b  

rz e c z y w isty c h , w których druga l i c z b a  pary powstaje z 

pierw szej w sposób podany określonym przepisem fu n k cy j

nym. wyjaśniono, że w wypadku fu n k c ji  l ic z b o - l i c z b o w e j  

jednej zmiennej, danej za pomocą p rze p isu , zwrot "para  

/ х , у /  należy do fu n k c ji"  można rozumieć, że " l i c z b a  у 

pow staje z x za pomocą p rze p isu ".

Dużo czasu poświęcono na badanie zapasu każdej funk

c j i  i  ic h  m onotoniczności. Z nalazły  tu zastosowanie omó

wione poprzednio tw ierdzenia o nierównościach w związku 

z d ziała n ia m i.

Wprost ze znajomości zapasu i  monotoniczności omawia

nych fu n k c ji  przedyskutowano równanie f / х /  * a i  n ie 

równości f / х /  >  a , f / х /  <  a /g d z i e  a j e s t  daną l i c z b ą ,  

zaś f / х /  j o s t  przepisem omawianej f u n k c j i / .  Chodziło
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о t c ,  by z wiedzy 6 funkcjach u czynić n arzędzie do roz

wiązywania zadań /tym  b a r d z ie j ,  że słu ch a cze  bardzo 

ch ętn ie  s to s o w a li  recep ty  dla rozwiązywania nierówności 

tam, gd zie  można było prostym rozumowaniem cminąć rachu

n e k /.

Zwrócono uwagę na t c ,  że w szk o le ,  choć nie kładziono  

na ten fa k t n a cisk u , omawiano najpierw fu n k cje  dwóch 

zmiennych / d z i a ł a n i a / .  Regułę przyporządkowania podawano 

przy n ich  s łow n ie .

D z ia ła n ie  O j e s t  zbiorem par p o s ta c i  [ 7 x , y / , z J ,  gd zie  

/ х , у /  j e s t  parą liczb ow ą , zaś z j e s t  l i c z b ą .  Można oczy

w iś c ie  rozważyć taki podzbiór tego zbioru par, że w każ

dej parze podzbioru będzie x = a / a  dana l i c z b a  dopusz

czalna w d z ia ła n iu  O / .  Z każdej pary J / a , y / , z ]  tego pod

zbioru możemy utworzyć parę l i c z b  rzeczyw istych  / у , z / ,  

zaś zb iór tak utworzonych par j e s t  fu n k cją  liczbow ą je d 

n ej zmiennej. Można a n a lo g ic z n ie  utworzyć drugą funkcję  

u s t a la ją c  у * b. J e s t  rzeczą widoczną, że w ten  sposób 

tworzone są z d z ia ła ń  fu n k cje  elementarne, rozważane w 

s zk o le .  K ie  w sz y stk ie  rodziny fu n k c y j,  ja k ie  na te j  dro

dze można u zysk ać, były w szk o le  przedmiotem z a in te r e s o 

wania. /N p . n ie  była w szk o le  rozważana funkcja utworzo

na z logarytmowania przez u s t a l e n i e  l i c z b y  lo g a iy  tmowa- 

n e j / .  Л szk ole  wyglądało to w ten sposób, że wprowadziw

szy z a p is  x о у p rze p isu  funkcyjnego ja k ie g e ś d z ia ła n ia ,  

g d z ie  / x , y /  j e s t  parą m iejsc p u sty ch ,,  p rzep isy  f u n k c ji  e -  

lementarnych jedn ej zmiennej /  a .« x ,  xn , ^pF, aX , l o g^x; 

tylko x oznacza m ie jsce  p u s te /  otrzymano z p rzep isu  d z ia 

ła n ia  u s t a la ją c  w artość jed n ej ze zmiennych.

Omówiono również d z ia ła n ia  na fu n k c ja c h , d z ię k i  któ
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rym z elementarnych funkcyj otrzymuje s ię  b a rd zie j  skom

plikowane. Dodawanie, odejmowanie, mnożenie i  d z ie le n ie  

funkcyj l ic z b o -l ic z b o w y c h  ok reślano, p o słu g u ją c  s i ę  o g ó l 

ną d e f i n i c j ą  f u n k c ji  / z b i ó r  p a r / , a n a stę p n ie  stosowano 

o k reślen ia  do przypadku, gdy fu n k cje  podane są za pomocą 

przepisów. Rozważono również sk ład an ie  funkcyj jedn ej i  

w ielu  zmiennych, gdyż fu n k cje  złożone odgrywają i s t o t n ą  

ro lę  w t e o r i i  rozwiązywania równań.

P o ję c i e  fu n k c ji  i  zagadnienia z nim związane, podob

n ie  jak w ła sn o śc i  r e l a c j i ,  ilustrow ane były  za pomocą 

grafów.

Na zakończenie powtórki wiadomości o funkcjach omó

wiono p o ję c ie  f u n k c j i  odwrotnej. Punktem w y jś c ia  było py

ta n ie :  czy gdy zb ió r  par elementów j e s t  fu n k c ją , to i  

z b ió r  par do nich odwrotnych j e s t  też funkcją? Słuchacze  

sami s t w i e r d z i l i ,że odpowiedź j e s t  pozytywna wtedy i  t y l 

ko wtedy, gdy dana fu n k cja  j e s t  różnowartościowa. Zbiór  

par odwrotnych do par należących do danej fu n k c ji  różn o-  

w artościow ej nazwano funkcją do n ie j  odwrotną. Sprawdze

n i e ,  że fu n k cje  w ykładnicza i  logarytm iczna o t e j  samej 

podstawie są wzajemnie odwrotne, sprowadziło s ię  do wy

kazania równości dwóch zbiorów. M ianow icie , skoro funk

c ja  odwrotna do w ykładniczej j e s t  zbiorem par p o s ta c i  

/ а Х, х / ,  g d z ie  x j e s t  dowolną l i c z b ą ,  zaś funkcja  lo g a 

rytm iczna o t e j  samej podstawie zbiorem par p o s ta c i  / u ,

lo g  u / ,  gd zie  u j e s t  dowolną l i c z b ą  dodatnią , to p o zo s-
21

ta ło  udowodnić, że te  zbiory par liczbow ych  są iden

ty c z n e . Dla oswojenia studentów z pojęciem f u n k c ji  od

wrotnej dowodzono n p . ,  że funkcja odwrotna do monoto- 

n ic z n e j  j e s t  tak samo monotoniczna. Zauważywszy, że punk



ty  o współrzędnych / х , у / ,  / у , х /  są symetryczne względem 

"dwusiecznej p ierw szej i  t r z e c i e j  ć w ia r tk i układu" o -  

trzymano sposób tworzenia wykresu f u n k c ji  odwrotnej z 

wykresu fu n k c ji  danej» Wyjaśniono t e ż ,  jak tworzy s ię  

p rze p is  fu n k c ji  odwrotnej, gdy dana j e s t  różn ow artościo -  

wa funkcja  l ic z b o -l ic z b o w a  jednej zmiennej za pomocą 

p rze p isu ,

4 .  Równania i  nierówności warunkowe

Zagadnienie równań i  nierówności warunkowych potrak

towano m ożliw ie j e d n o l i c i e ,  wypowiadając / o  i l e  można 

b y ło /  d e f i n i c j e  i  tw ierdzenia  dla równań i  nierówności  

jed n e j i  w ie lu  zmiennych równocześnie. Wykładający po

dawał np. jak ąś d e f i n i c j ę  d la  równania, a s łuchacze f o r 

mułowali analogiczną dla  nierów ności.

Równanie określono jako warunek zdaniowy p o s t a c i :

f / X /  = g/ Х /  1 / ,

g d z ie  f / X /  i  g/ Х /  są przepisami funkcyj l i c z b o - l i c z b o -  

wych tych samych zmiennych. A n a logiczn ie  określono n ie 

równości warunkowe.

Omówione z o s ta ły  trzy  metody rozwiązywania równań i  

n ierów n ości, a to :  metoda an alizy  staro ży tn y ch  równań i  

nierówności równoważnych i  metoda g r a f ic z n a .  Metoda gra

f ic z n a  b y ła  z r e s z tą  już uprzednio rozważana przy odczy

tywaniu w ła sn o ści  f u n k c j i  z j e j  wykresu. Zwrócono uwagę, 

że w szk o le  odnośnie równań rozumowano zazwyczaj metodą

1 /  L it e r a  x oznacza pojedynczą zmienną, zaś X oznacza  
pojedynczą zmienną, lu b układ n zmiennych, z a le ż n ie  od 
te g o , i l u  zmiennych funkcję rozważamy.
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a n a liz y  starożytnych  i  że tzw. "metody rozwiązywania u -  

kładów równań" b yły  tylko sposobami stosowanymi d la  spe

c ja ln y c h  układów w ramach metody a n a liz y  sta ro ży tn y ch .

Wśród twierdzeń o równaniach równoważnych s z c z e g ó ł -
1 /ny n acisk  położono na n astępujące :

S a ł .  Р /Х /  = 0 j e s t  równaniem

Р / Х /  = f  Q e /x /]  / c z y t .  P/ Х /  j e s t  przepisem  
fu n k c ji  z ło żo n e j z funkcyj  
o przepisach  f / х /  i  g / X /

Równanie f / х /  = 0 ma p ie r w ia s t k i  a 1 . a ^ , . . . , a k«

Teza: F/ Х/  = 0 = g / X /  = a ^  g/ Х /  = a^v . . .  Vg/X/=a^*

Twierdzenie to i  an alo giczn e d la  układów równań stanowią  

podstawę tzw, "metody niewiadomej pom ocniczej".

Rozważono również tw ierd zen ia  o równoważnych układach 

równań stanowiące podstawę do " u le g a ln ie n ia "  w ramach me

tody równań równoważnych -  szkolnych metod rozwiązywania  

układów równań. Dowodzenie równoważności równań, czy  n ie 

równości sprowadzało s i ę  do wykazania równości zbiorów 

złożonych odpowiednio z elementów s p e łn ia ją c y c h  dane dwa 

warunki zdaniowe.

Dokonując przeglądu rozwiązywanych w szk o le  równań 

stw ierdzono, że przy każdej omawianej tam f u n k c ji  f / х /  

rozwiązywane n a stęp u ją ce  równania.

1 /  f / х /  = a . / a  dana l i c z b a / .

2 /  f [ g / x / ]  =. f Q i /x /~ L  gd zie  g / x /  i  h/ х /  są przepisami  

funkcyj poprzednio znanych®

3 /  g [ f / x / ]  = 0 ,  g d z ie  g/ х /  j e s t  przepisem fu n k c ji  po

przednio znanej.

1 /  Analogiczne tw ierdzenie sformułowano d la  nierównoś
c i  równoważnych.
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Rozwiązanie równania p o s ta c i  2 /  wobec wiadomości o 

równaniu p o s ta c i  1 /  sprowadza s i ę  do rozw iązania równa

n i a ,  w którym w ystępują ty lk o  p rze p isy  funkcyj w cześniej  

znanych. Na podstawie cytowanego wyżej tw ie rd zen ia , d la  

rozw iązania równania p o s ta c i  } /  w ystarczy rozwiązać rów

nanie p o s ta c i  1 /  z fu n k cją  g/ х /  i  a lternatyw ę k ilk u  ta 

kich równań z fu n k cją  f / x / «

C z y t e ln ik  zauważy, że w iększość rozwiązywanych w szko 

l e  równań w ykładniczych, logarytm icznych i  trygonome

trycznych należy albo wprost do tych typów, albo sprowa

dza s i ę  do n ich  po zastosowaniu n a jp ro stszy c h  twierdzeń  

o równoważności. Podstawowe zaś znaczenie d la  rozwiązywa 

n ia  ta k ich  równań, czy nierówności ma znajomość zapasu i  

mono to n ic z n o śc i  omawianych fu n k c y j.

Poświęcono też  nieco uwagi równaniom /nierów nościom /  

p o s ta c i  1 / ,  gdy rozważana fu n k cja  j e s t  okresowa. W dys

k u s j i  ze słuchaczami w yjaśniono, że sposób ic h  rozwią

zania wygląda n a stęp u ją co :

a/  dowodzi, s i ę ,  że każdy p ie rw ia ste k  można otrzymać z 

pierwiastków zawartych w dowolnie obranym p r z e d z ia le  

G* /9!  °  d łu g o ś c i  równej okresowi f u n k c j i ,  

b / znajduje s i ę  w sz y stk ie  p ie r w ia s t k i  równania /n ie r ó w 

n o ś c i /  w p r z e d z ia le  ,

с /  z każdego otrzymanego w b /  p ie rw ia stk a  tworzy s i ę  

zb ió r  pierwiastków dodając do niego ca łk ow ite  w ie lo 

k rotności okresui'

P r z e d z ia ł  [^ ,/З Г]  można wybrać dowolnie, zatem w prak

tyce  /n p e dla funkcyj trygonom etrycznych/ wybieramy go 

m ożliwie n ajw ygodn iej.
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1» W toku ca łego  kursu prowadzono rozważania m ożliwie o -  

gólne i  stosunkowo mało czasu poświęcano zadaniom ra

chunkowym.

2 .  Każde ogólne p o j ę c i e ,  o którym mówiono, ukazywano rów

n ocześn ie  we w szystk ich  p a r tia c h  m a te ria łu  szk oln e

g o ,  gd zie  było ono używane.

3* W szkolnych rozumowaniach doszukiwano s ię  wspólnych  

i d e i  np. dowodzenie równości zbiorów przy m iejscach  

geometrycznych, przy badaniu zapasu f u n k c j i ,  wykresu 

f u n k c j i ,  przy badaniu równoważności równań.

4« Wydaje s i ę ,  że n iek tó re  z opisanych tu sposobów u ję 

c i a  można by z powodzeniem zastosować w szk o le  śred

n ie j  .

Summary

Cn one conception  o f  elementary 

mathematics r e p e t i t io n  f o r  the 

f i r s t  year of WSP s tu d ie s

Th is paper co n ta in s  one conception o f  elementary ma

them atics r e p e t i t io n  fo r  the f i r s t  year o f  WSP studies.The 

author takes modern ideas and s y n th e tic  approach in  

school mathematics in to  account.

-  223  -



Краткое изложение

О некотором способе повторения элементарной 

математики на первом году обучения в В Л  ЛИ.

В этой статье представлена некоторая концеп
ция повторения элементарной математики для сту
дентов первого года обучения в В.П.Ш. Автор при
нимает во внимание современные понятия даже син
тетическое мышление в школьной математике.
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