Wiadystaw Bach

\WASNRCI FORNCOWO JARH DD LB WMIGE]D
ZUIHNUYCH 1 ICH ZASTCRWANIE DD BADANIA RNGII
BSTRIANCH

Ustep. V/ teorii punktow ekstremalnych, rozwinietej
przez Prof, LBJC i Jego ucznidéw, najistotniejszg role od-
grywa fakt, ze pewne <ciggi funkcyjne -lan (p nJ spetniaja

nieréwnosci 0 * a vV Vi~ (v=0,1,2.. wzgled-

nie nierownosci podobne,a v/iskutek tego ciggi Jan (p)M} sa
zbiezne (zob. [15] )¢ Wykorzystujgc powyzszy fakt, dowodzi
sie nastepnie w oparciu o wzor interpolacyjny LAGRANGE/ a

ebieznosci pewnych innych ciggéw, zbudowanych przy po-
mocy punktéw ekstremalnych.1 pewnych bardziej ogdlnych prry
padicach (gdy nie mozna stosowaé¢ wzoru interpolacyjnego
LAGRANGE a ) duzym powodzeniem na tym polu cieszg sie meto-
dy teorii potencjatu (zob. [i,2,6,7,0,9,19,20 ] ) . Okazuje

sie mianowicie, ze wiele ciekawych wtasnosci potencjatow



zwilaszcza potencjatow rownowagi, pozwala rozstrzygnac¢ sze-
reg kwestii dotyczacych zbiezno$ci ciggéw pewnych funkcji
a nastepnie zbadaé¢ wtasnosci funkcji granicznej.

We wszystkich metodach teorii potencjatu kluczowym
punktem byto stwierdzenie,ze jes$li g™n”" a qnr'nNj
jest n-tym ukladem ekstremalnym zbioru E ze wzgledu na fun-
kcje tworzaca co(p,q) (ciagtg,nieujemng i symetryczng),wow-

czas

\ n logu (ih) da(p) dMq)
E

4

gdzie yu jest miarg rownowagi (zob, [5] ) . Poniewaz log”---y
jest funkcjg ograniczonag od dotu, wiec z witasnosci punktéw
ekstremalnych i miary réwnowagi wynika, ze Ow cigg jest
zbiezny do tej catki. Witasnosci zatem funkcji granicznej

pewnych ciggéw zwigzanych z punktami ekstremalnymi, np.

ciggu



wynikajg z r6znych witasnos$ci miary réwnowagi. Z gruba mé-
wiac, wszystkie otrzymane dotyciiczas rezultaty wynikajg z
faktu, ze granicznym rozkiadem punktéw ekstremalnych jest
miara rownowagi.'

Wniniejszej pracy zajmiemy sie ra.in. zagadnieniem w
pewnym sensie odwrotnym. Mianowicie, majac dowolng miare
RADONA, znajdziemy cigg ukiadow punktow, ktérych granicz-
nym rozktadem jest owa miara oraz spetniajgcych pewne do-
datkowe i jesli chodzi o zastosowania, bardzo istotne wa-
runki. Uzyskane przez nas rezultaty dajg badz odpowiedzi,
badz wskazujg droge do rozwigzania pewnych probleméw do-
tychczas nie rozwigzanych. Mamy tu przede wszystkim na
mysli problemy postawione przez Prof, LEJC w [<5] i [17] .
Rowniez szereg innych zagadnien, rozwigzanych w pewnych
szczegOlnych przypadkach, mozna przy pomocy uzyskanych
przez nas rezultatéw, rozwigza¢ w przypadkach ogélniej-
szych oraz nada¢ otrzymanym rezultatom bardziej jednolity
charakter.

Autorowi nie sg znane woglle publikacje na temat po-
tencjatébw o jadrach wiecej niz dwoéch zmiennych. Mimo to
szeregu prostych wtasnosci, np. poétciggtosci z dotu itp.,
nie bedziemy ani dowodzi¢ ani tez zaznaczaé, ze przenoszg
sie one z przypadku potencjatéw o jgdrach dwu na przypadek
wiekszej ilosci zmiennych.

Wobec do$é szerokiego tematu niniejszej pracy,nie moz-
na byto poda¢ wszystkich wnioskéw, niejednokrotnie natych-
miastowych, wynikajacych z udowodnionych przez nas twier-
dzen. Wiele wnioskdw wyciggnie Czytelnik sam, zapoznawszy

sie z dotychczasowymi publikacjami o podobnej tematyce.
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W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku
przestrzeni cm, m zmiennych zespolonych (2m zmiennych rze-
czywistych) . Zatozenie parzystosci przestrzeni nie jest
zatozeniem istotnym. Wprowadzamy je tylko dlatego, zeby
nie zmienia¢ pewnych oznaczenh wprowadzonych przez Prof,
Leje (w [17] jest rozwazany tylko przypadek przestrzeni
N

Oznaczenia i streszczenie wynikéw pracy. Niech Cm be-
dzie przestrzenig ra zmiennych zespolonych i niechjp*
bedzie funkcjg nieujemng, ciggtg i symetryczng < ~ 2 pun-
ktéw przestrzeni CKQ Niech E bedzie zbiorem kompaktycznym
przestrzeni C oraz p = {p",«»»»Pn} dowolnym ukitadem

n punktow zbioru E.

Wiadomo [13] , ze ciag 1/1 n\

(1) Vv (E,u) = IW  1f tOE o P, ) 4
Lp t)CE L,<i**n ~o

n =ob, oC+ 1,,,, jest niematejgcy, a wskutek tego zbiez-

ny do pewnej skonczonej granicy V(E,CO), zwanej rozwartos-
cig zbioru E ze wzgledu na co W pewnych szczegd6lnych przy-
padkach FEKETE [4] nazwat V (E,(0) érednica pozaskoniczong
zbioru E ze wzgledu na @. Ukiad n punktéw realizujgcych
lores gérny (1) nazywa sie [13] n-tym ukladem ekstremel-
nym zbioru E ze wzgledu na co ,

n
Niech z bedzie dowolnym punktem przestrzeni C i niech

p A oznacza uktad n punktow przestrzeni Cn, takich
ze co(p® ,..»,p. ) jest roézna od zera dla kazdego ukiadu
oL réznych punktéw z p . Utwérzmy cztery nastepujgce -

loczyny



Oznaczmy odpowiednio przez A (z)f B tz), C (z), Dg(z)

kresy dolne wyrazen:

A(z;pMN)twaxB~r(z;p”), mxC”™ (z;p”), mxxD”™(z;p~nV
0) (4 (4

jesli z jest punktem ustalonym a ukitad pﬂ») zmienia sie

dowolnie w zbiorze E. UtwoOrzmy dalej nastepujgce S$rednie

\(/3) an (z) = Am(/z) eon dnslz)l = Dn (z) 1/ n
M *°L, 1, »»e
() b(x) =B (2) " n, ¢, <z) B C_(z) U'n

n = oCfcC+ 1,»»*
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Wiadomo bel , ze jes$li rozwarto$s¢ V(E,<o) jest do-

datnia, woéwczas w kazdym punkcie z é CIl istniejg granice

lim a Cz) = a(z), lim d (z) = d(z)
n n-»«*- N
oraz, ze
a(z) = d(z)
Wiadomo réwniez [12] ,ze je”~li oC= 2 i V(E,co)™0, wow

czas istniejg takze granice

(5) lim b (2) = b(z) , lim ¢ (2) = c(2)

i [i] w przypadku gdy n = 1, 06= 2, Co(p,q) jest odlegtos-
cig punktow p i g, wowczas dla kazdego punktu p t E, regu-
larnego ze wzgledu na problem DIRICIILETA dla sktadowej uzu-
petnienia zbioru E, ktéra zawiera 00 ,istnieje otoczenie UQ

tego punktu taicie, ze

(6) b(z) = c(z)
oraz
(6") a(z) < b(z)

dla z € CENU

W zwigzku z powyzszymi rezultatami Prof.LEJA postawit
w [16] i [17] szereg nowych zagadnien. Zaznaczymy tutaj,
ze pytania w [lo] i [17] nie pokrywajg sie,.Nastepne nasze
rozwazania bedg mialty miedzy innymi na celu badz danie od-
powiedzi na powyzsze pytania,, bgdz tez wskazanie drogi
prowadzacej do rozwigzania tych zagadnien.

Niech p bedzie k-tg wspo6irzedng punktu p. Mozemy zato-
zy¢, bez zmniejszenia ogo6lnosci rozwazan, ze p ~ O,
K =1,... 2mdla p fe E. Niech L bedzie statg ~1 i takag ,
ze dla piS mmyO<p SL-1, k= 1,2,....2m.Niech 1 be-

dzie dowolng liczbg naturalna.
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Rozwazmy zbiory

T Xk K \ +1
=(p 1t -J <P <L e o»
=0,1,..,,1-1, k* 2m

4

oraz zbiory

/ K. K ik + 1
= plptE, € -j<P ~L- j- =
ij_=0,1,»».,14, K = 1,2, »»e 2m”"
gdzie jest dowolnie ustalong liczbg spetniajgcag nie-
rébwnoé$¢ 0 < < i < Potézmy
Ei — _. 12
OrijtotyipAl-1 1 m

Niech M oznacza klate miar nieujemnych RADOHA o nos$ni-
kach zawartych w E takich, ze v (E)=1 dla v € bl oraz
niech Ev bedzie no$nikiem miary v . Niech dalej Jul bedzie
pewng dowolnie ustalong miarg klasy M a o niech oznacza
podklase miar klasy M, o nosnikach zav/artych w E® oraz ta-

kich, ze E CI™DE”

b1 TR
v (Ei, *” i2m) 3 (vtuf)

dla kazdego zbioru E.  Poniewaz
\Y 2m

EVCE =
0$inrt.ig$l-1 11***12m
1 m

dla v£ Mwiec, dla wustalonej wyzej miary /*-, mozemy

znalezé takie, ze



(?) A (Ex) A(e) “j * 1 =1,2,»»»
Oznaczmy T——»
(8) wlWl (p(m) zZf 1 X . o) P m———
1 (£-1) 1<i< ...<3L<n “(Pj*P1,,*, PioC)
(iv*9) 2

j _1,2,o.o,n .
u (VlP,) = E . )E 10£%(7B;' ;E;Q;;:;_%)r d V(p )'dV(Ik

I(v) U ) U(vip) dv (P )
i . :

df ( ( N o I Pet)
a(v.;z) = ) ... ) log  _ —- e dv((p)...d v(ph)
E E QN  *P2HPA»**etP
r ( WI(Z,P? e pPA
b(v!PI>2) = N N loe dv(Pt4)
E E
df ( ( (6{0]02 o I Pot)
(v;P11z) = ) ... ) log - dav (p )...dv(p™)
E E Py. . .»?2n)

b(y;2)M =“P y v iPl,z)
4 Ple E

(v;*)SE suP o(viPl>2z)
c > P-OE

df inf a(v;z)
v 6M
df inf b(v :z
b (2) vaI( )

df inf c (v'-j2)
v tM
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Funkcje U( v; p”) bedziemy nazywac¢ potencjatem o jadrze

oC ~ 2 zmiennych. Llozna udowodnié¢,drogg podobng jak w [5],

ze istnieje miara taka, ze
inf 1l (v)
(9) “(n) Ve
Definicja 1. Liczbe C~E~0J] = 1/1 (/Ju”j bedziemy

nazywa¢ pojemnoscig nieswobodng zbioru S, .wzgledem fun-

kcji co i miary Jesli jeden ze zbioréw E. . jest
V eei2m
caltym zbiorem E a pozostate sg zbiorami pustymi, wodv/czas

liczbe te bedziemy nazywa¢ pojemnoscig zbioru E wzgle-
dem oo .Jest to naturalne uogdlnienie definicji pojemnosci,
znanej w przypadku oC= 2.

Definicja 2. tliare yu®™ okres$long przez réwnos¢ (9) na-
zywamy nieswobodna miarg réwnowagi zbioru CE.1 wzgledem fun-

kcji co i miary >0.Jes$li jeden ze zbiorow E. LI
\Y l2ra 3eBX
caltym zbiorem E a pozostate zbiorami pustymi, miare te na-

zywamy miarg réwnowagi zbioru E wzgledem oo,
Defifticja 3.Moéwimy,ze funkcja co spetnia zasade maksi-

mum (zob, [5] ) , jesli dla kazdej miary v6M1

»(*»m) <

dla kazdego z ¢ ¢
Definicja 4 .Méwimy.ze funkcja co speitnia zasade maksi-
mum w sgsiedztwie zbioru E, jes$li dla kazdej liczby . 0

istnieje zbior otwarty V(£) zawierajacy E taki, ze

U(v;p,) < + L

dla pl£ V(£) oraz v ¢ M.
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Definicja jest pewng modyfikacjg tale 3r/anej

"vicinal
domination principle" (zob. [1C]),
Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng i niech yu be-
dzie wyzej

ustalong miarg. Y/ybierzry w kazdym ze zbioréw

t

[n P- (Ei i
11***12m

y
Y/n (ELN + 1 Punktow (w oznacza naj-

wiekszg z liczb catkowitych

~ a), wten spos6b, zedy su-
ma wszystkich punktow byta réwna n i oznaczmy ten uktad
| f N |
orzez pMs) - f (D) (n.nl

A
* Niech q(n ) -
*,..*q/\n’l/\ji

bedzie takim ukitadem, ze dla kazdego

©

Uktad g™n,“”

(n,1)> (n,l) _(n,h)
W(qf*4 iv,ild) > Tl w p >
l"l"< » <3eten n Kirt.~in | »eeeoy I\/I.
nazywa sie [h] n-tym ukladem ekstremalnym

nieswobodnym ze wzgledu na

zbioru E~ funkcje co oraz
miare yu, «

Pot6zmy
y ) pomer (M) 1/(2)
WB@‘) B I:1<i<| <id<n iﬂ'

Obecnie wypowiemy szereg twierdzen,ktorych dowody po-
damy w nastepnym rozdziale.

Twierdzenie 1» Jezeli

/i jest pewng nieswobodna raia-
ra réwnowagi, wowczas ciag J};I (l)’(e"

oo)] 003%* zbiezny do
oo [-1nb

Uwaga 1, Z twierdzenia 1 wynikaja, jako

whnioski,pewne rezultaty uzyskane na innej,
drodze w pracach

szczegoblne

nieco dtuzszej,
£3,8, 14]



Uwaga 2» Z twierdzenia 1 wynika réwniez, jako szcze-

g6lny wniosek, ze pojemnos¢ zbioru E jest réwna 1l/log 1/'«43,co).
V/ dalszym ciggu przez P~ bedziemy oznaczaé¢ cze$¢ nos-

nika miaryyu. zawarta w P.

‘Mjerdzenie 2. Jezeli jest nieswobodng miarg

rownowagi oraz E. . dowolnie ustalonym zbiorem,woéw-
11'** an
czas

cn m(n,«) - sup
pic¢ (Ei i )
&1
dla zu S. ) , poza co najwyzej zbiorem o U -

VvV Vv #i2m 71
mierze réwnej zeru.

Uwaga 1» Z twierdzenia 2 wynika w szczegé6lnosci,

ze jesSli yU jest miarg rownowagi (def.2), wodwczas
sup U (>:p )

00 )

dla z 6 Eu', poza co najwyzej zbiorem o0 ju.-mierze

rownej zeru.

Uwaga 2» Jezeli funkcja co spetnia zasade maksimum
(def.3) oraz jest miarg rownowagi, woéwczas na pod-
stawie uwagi 1,

sup UlyUjp~
(11") U(/+;2z) = oE
poza co najwyzej zbiorem o0 w,-mierze réwnej zeru.

Uwaga 3. Wprzypadku oC= 2 wiadomo byto wczes$niej,
ze (.11), (11 *)i (11 **) zachodzg poza zbiorem o pojemnosci
zero.

'U dalszym ciggu wprowadzimy dla uproszczenia zatozenie,

ze jesli jest nieswobodng miarg réwnowagi, wowczas
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¥ 4 fi sub

dla z€ v
“Al" el nl

oraz, ze

»eee POL)*1* <*>(Z,P2»""Rj') [ w (p" »eeenl
dla pl. *«pt E#

. . - . . , Cn X~
Twierdzenie 3. Istnieje cigg ukiadéw punktéw {p; '~ }
talci, ze jesli
- , , df K
tv o 0) = K o

p(Iﬂ*l)

gdzie K oznacza ilos¢ punktow uktadu zawartych w e

XX/
wowczas dowolny podcigg jyx j zbiezny stabo » jest

°K
zbiezny do pewnej“réwnowagi > oraz dla dowolnego
ciggu punktoéw jp zbieznego do pewnego punktu p ,
pry kv v.wW-v»)

Twierdzenie 4«Dla ustalonej miary /*> klasy Ll istnieje

cigg ukitadéw punktéw jp(ﬁ)j talci, ze

——— N N N1
i fmax U@ /- Cn)\ £ SUp U(” ;pi)
n->-1i (j) ' 1 &bk E
VV oodobny sposéb mozna udowodni¢ (zob. dowdd twierdzenia 4)
X/ Zasadnicze rezultaty niniejszej pracy mozna otrzymac
bez tego zatozenia,

xx/Cigg miar £v " nazywany zbieznym stabo do miary v, jes-
li dla kazdejnfunkcji ciggtej f(p),

5f(P) d vn(p)-~5 f(p) dv (p)
S U

gdy n-*-«»-(zob, [18]).



Twierdzenie 5. Dla kazdej niaiy /it [} istniejg dwa

ciggi ukfadow punktéw: |p™n™ i {p"} takie, ze
= b((t.; z) ,
2 log (z;pM)]s€ sup ¢ (/A;p ,z) - c(/x;z)
n-*—1(3) On j P1fi BA 1
Ha podstawie twierdzenia 5 oraz definicji b”™(z) i c”™(z)
ey

Twierdzenie 6»Dla kazdego ustalonego z oraz dla kazdej

miary v 6 K

lim b (z) éM v,; z), lim c (z) <c (v; 2)

M n-*cm

S twierdzenia 6 wynika od razu

Twierdzenie 6\ Dla kazdego dowolnie ustalonego z,

*

lim b (z) <. b(z) , lim c (z) ~ c(z)
n-*-— n n-*~n

Foniewaz twierdzenia 6 i S"™ sg konsekwencjg twierdzenia 5
i poniewaz dowdd twierdzenia 5 jest podobny do dowodu twier-
dzenia 4 wiec wcelu otrzymania twierdzen 4,5,6 i B" wystar-
czy udowodni¢ twierdzenie 4*

Twierdzenie 7. Jezeli dla jakiego$ ustalonego z,
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jest funkcja ciggta i dodatnia /ograniczong lub nie/ dla
P1,P2,...,PaC 6 E yJ, wowczas

(12) lim log a (z) = a(z)
n-*-=~ n
(13) lira log bn(z) = b(2)
(14) lim log cn(z) = c¢(z)
n

Uy/aga 1» Twierdzenie 7 daje pewne odpowiedzi na pyta -
nia postawione przez Prof. LEJI® w [I6] i [i7] dotyczace
zbieznos$ci ciggéw {"n(z2)j i {cn™27} .

Twierdzenie S. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
aby istniat punict zq £ E taki, ze
(15) a(z) < O

*»d
w pewnym otoczeniu Ug punktu zq, jest zeby istniata pewna

miara Yy£ K taka, ze

(16) U(vi; z) < sup U (v; p)
PT € E

w pewnym podzbiorze Eq zbioru E o0 v -mierze dodatniej

Uwaga 1, Twierdzenie 8 moéwi,ze zawsze zachodzi nieréw-
nos¢ (16), jesli tylko istnieje chociaz jedna miara, ktora
nie jest miarg rownowagi. Ot6z okazuje sie, ze w szczeg0l-

ne/ Tzn. w punktach, w ktérych nie jest okres$lona, da sie
okresli¢ tak, ze otrzymana funkcja bedzie ciggta.



nie waznych przypadkach miara réwnowagi jest tylko jedna .

Jedna jest np. w przypadku o = 2 i w (pl,p2) = Ip.~ |

dla n = 2 oraz ,p2) » exp [ - |PIP21? M] 6la n > 3
/n oznacza tu wymiar przestrzeni rzeczywistej a |pq] od-
legtos¢ punktéw p i q/. Zatem w tych przypadkach zacho-
dzi (.16) a wiec i (.15)»

Mozna réwniez udowodni¢, droga podobng jak w przypadku

06 = 2 , ze miara réwnowagi jest jedyna w przypadku

Orrl
co (PIf-.Pj - 1P~
1éj <k™ot
dla n « 2 oraz
co (pl#...,pj = ” exp [ -Ip~pkl2_n]
1 éj-ek«C

dla n #3 i
Istnieja jednak funkcje, dla ktorych kazda miara klasy
M jest miarg rownowagi. Przykladem takiej funkcji jest
co (p., »***»?,*) « const >0

Twierdzenie 9» Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,

zeby
a7) F (z0) . ©
oraz
(18) lim b(z) »b(z

)
Z-*-z 0
o

dla kazdego zq ¢ E, jest, zeby funkcja co spetniata zasade

maksimum w sgsiedztwie zbioru E,

Uwaga 1» Twierdzenia 7 i 9 dajg odpowiedz na pyta-
nie 5° w [16] oraz na pytanie 5° w [i7] ,
~uiiS
Uwaga 2, Jezeli w(pl,...,p") = Il [p~pj ., wobwczas za-

tozenia twierdzen 8 i 9 sg spetnione, zatem istnieje
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punkt zg 8 E oraz otoczenie Ug tego punktu takie, ze
a(z) <b(z) dla z ¢ Ug /zob. pytanie 3° w [16] i pyta-
nie 3° w [17] /.

Uwaga 3. W szczegblnym przypadku, gdy oC= 2, m = 2,
nierownos$¢ (6/), jak juz powiedzieliSmy,zostata udowodnio-
na w mojej pracy [1] , na zupetnie innej, nie prowadzacej
w 0g6lnym przypadku do celu, drodze.

Uwaga 4, V szczegOlnie waznym przypadku, gdy
W (plf.,,,f*) = e3qp[-[p_.pK) ~n] , zatozenia twierdzen 8
i 9 sg spetnione. Zatem w tym przypadku zachodzi rownos¢ (6).

Obecnie podany jeszcze kilka uwag a propos réwnosci (.6)
oraz pytania 4° w [17] -

OdpowiedZ na pytanie 4° jest negatywna. Podany bowiem
w nastepnym rozdziale przyktad /przyktad 1/ takiego zbioru
i takiej funkcji wt dla ktoiych rownos$¢, o jakiej mowa w
pytaniu 4°, nie zachodzi. Podany réwniez przyktad /przyktad 2/
takiego zbioru i takiej funkcji co , dla ktdéiych cigg wystepu-
jacy w pytaniu 4° w ogodle nie jest zbiezny,

Na podstawie rezultatéw uzyskanych wniniejszej pracy oraz
na podstawie mojej pracy [2] mozna poda¢ pewne warunki, przy
ktéiych odpowiedz na pytanie 4° jest pozytywna oraz przy kto-
rych zachodzi réwnos$¢ (6 ) , Przypadek,gdy cC= 2 oraz
0) (P1tP2) » |P-P21 n- 2, @(Pi,p2) » exp [-[p~] "n]
dla n ™ 3 /n wymiar przestrzeni rzeczywistej/ zostat rozwa-
zony w mojej pracy [2] , JeS$li chodzi o samo pytanie 4°, réw-
niez pozyteczng moze sie okaza¢ praca [20] -

Aby jednak nie przedtuzaé¢ naszej pracy, nie bedziemy do-
ktadnie formutowac¢ warunkow,przy ktorych zachodzi réwnos$c¢ (6)
oraz warunkoéw, przy ktérych odpowiedz na pytanie 4° jest po-

zytywna.
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Dowody twierdzen, Dowdd twierdzenia 1. Niech g™n*” be-
dzie n-tym ukltadem ekstremalnym nieswobodnym. Na mocy (10)

mamy

Z loe )

PRINE ‘<A 4T 1<ik,<<M<n 11

dla kazdego uktadu p~n'”~ * {pi*,,e»Pnl takiego, ze W

kazdym ze zbioréw E4 jest tyle punktéw uktadu

p(nA) G e (jest punktow ukiadu g™n*~

Niec p, bedzie pewnym punktem ukitadu p{"”D , jesli

%

Pk £ Ei (],) ***i 2m(k) * wwczas Przez [y bedziemy ozna-

cza¢ zacie$Snienie miary /y do Ei

/tj.lyk() =/y (e MEi (k),,,i2mK) ~ Catku® obie stro"

ny nieréwnosci (19) wzgledem miary

/0o~ 1 A xPn
>y~1,CE) /'y Pn (E)
otrzymamy
+ °9 o (D Q—I?FI—
zZ . iil— t<> .z AT
1«i_4[<><i,<n Is§i™-ci™*™n Rl Fer>*h
d
gdzie
df
p
b [¢ee (i°g -7--————-- d/t Lp
pi ’

'tLl 1l(e)...A 1 *(E) e e

00 K|



czyli
(2)1(n ) 1o® "7572rL TI>"ir;” ' # 0(r=-1)
wr-V (% )
et-1
- (£) los -"rrj;— -T % (»m') o

*n

Dzielgc ostatnig nieréwnos$¢ przez (al) otrzymujemy

(2°) ~  log — 1— + 0(l)o
V (V (11 )
Niech {n, | bedzie ciggiem liczb naturalnych takich,ze
(21) lim log —uty-* »ms—9a lim log '-“t t 3
n "YENMNCO) k-*~ Vn (2] £k>)
K

df
Potozny vn&) — N gdzie Kk oznacza liczbe punktow uktadu

g(nA) zawartych w ea Bez zmniejszenia ogdélnoéci rozwazan
mozemy zatozyc¢, ze cigg jv j , dla okres$lonego wyzej n
jest zbiezny stabo do pewnej miary /bo cigg |v ~ posia-

da podcigg zbiezny, zob® [5]/® Oczywiscie A, ®
Niech S bedzie dowolng liczbg dodatnig oraz

):O(Pl«(@()o!»P’\) » jesSli £07p~, ®o n
0} ) jesli coP*»®®

¢ Na podstawie definicji catki,dla dowolnej liczby £ 0

mozemy znalez¢ S(£) takie» z*
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@ 1 noo 2R

> 1(~1) - £

Poniewaz v —* i poniewaz log —— — — — Jest
“k 1 A(PVAPOL)

ciggta,wiec na mocy (21) i (22) oraz definicji /*

lim log -rrr-l— —— > lim log — rTT-1 — - S

VIO ) B SEL 9 v

1 .
P >1 (A*)-t»X (A -t
:lm I ( ) (A])
4(>)
Poniewaz 6 jest dowolng liczbg dodatnig,wiec na mocy

ostatniej nierdwnosci oraz (21)

lim log 1

n~*e° n 4 El,G05)

Stad oraz z (20) wynika teza twierdzenia 1#
Dowod twierdzenia 2, Wdowodzie postuzymy sie metoda
wariacyjng uzywang w teorii potencjatu /zob« [5] /e

Bez zmniejszenia ogd6lnosci rozwazan mozemy zatozy¢,ze

W (P-i*****2n)y A 1 31® ¢ E. Wrazie potrzeby
moglibysmy rozwazy¢ co/K zamiast 00, gdzie K jest licz-

ba dodatnig > 8115 40 , . . Z rownosci bowiem

Pl»»»*»~¢ *
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\ 091 log -7--mmmm- dv(p ) ... dv(p )
£ 2 co(pi™* ) v c.' v ¢/
E E
u(v;p.) + los Kt
K
( .C log
) ) P12 #e,,Pco)
E E
s 1 (A) + log K
wynika, ze
1CI£T e K
) *e*) KN KKk K
£ £ 60 2 ,Pdd)
\'— \ logg?~T .r~-)4 v(pi)— 4 VW
wtedy i1 tylko wtedy, gdy U(v;pl) < I (v) -

W przypadku,gdy C(D'(E-’\co) = 0, twierdzenie 2 jest oczy-

wiste. Zaltézny wiec, ze NEN,c0)>0. Oznaczny dla krotkosci
*1

zbidér E. .... wystepujacy w twierdzeniu 2 przez E a sume
X1 12m 1

pozostatych zbioréw przez E”~. Przypusény dla dowodu niewprost,
ze istnieje liczba 6>0 i zbior domkniety E° o /M-mierze

dodatniej taki, ze
eup U O ¥L5P1) - 2t
(23) u(n;z) <

dla zeEf . Niech p’2 becr’zlie £pulglktem zbioru EA>‘ takim, ze

D(V’0)> :'thlUfr,;?.) - £

Poniewaz funkcja U (A-~'P-J) jest poiciggta z dotu, wiec istnie-

je otoczenie Ug punktu p® takie, ze



sup UA-fP) - T

(24) U(mi;z) >
Pie E1
dla z E U._.
o}
Potozny
- dla ec'©
v (e) = S[*el 1®) dla e C U
A 0 pozaE,1 i U0
gdzie m= A-j | 1 u0 ) « Poniewaz v(Eq) = 0, wiec dla
kazdego 0 < 1 < 1, AM + \v é . Dalej mamy
("1 + A7) -1 (~1 =£ (£) nk A - k-
k=0
- 1A ) - X (£)A k Anxx
k=1
gdzie
k*«i.* k df
M I_I)--A"|7|pTrrnTrT dritpii —
E K E e ) "

SdAiPjt)— d v(Pk+l) — d v(pJ
oC-k
m

rn 5 i IS e

n. w
E? E1 1 Uo

dii (plcl] d~i(pk+l)— dAI('k-~]dA (pol ;)

eee dAI(POI)
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Poniewaz 0071, wiec z ostatniej réwnosci wynika, ze istnie-

je stata K~>0 taka,ze J dla k = 1,2,.#., 006.

Stad

IGai+A) A -1(M1 < X [ (M)IL4] +

+ XA Xk 2 (M) K, 1

Dalej na mocy (27f2 i (24) Tawy
[X;?7—1] i ‘

I
) u(/vp.) d*i (p~ <

u
m sup U_ (N~P.,) -2E
< Al dA  (pi)~
nA-N) loLPi* |
sup U (/*'13P1) - 4 1
U p,Ee .(p

sup U (A-~P-,) “2¢t
m SUP ( )

A
PItE1
W sup u(Al;pl) - t - Wt m< o
|
Zatelf LP'le
L(*1+ Xv) - 1(AX) < 1 [ £

+ AX Ala(t)lﬁ] <°

k=2



27 .

dla dostatecznie matego \ , a wiec nie realizuje kreeu

dolnego inf I (v), wbrew zatozeniu. Twierdzenie 2 jest za-
VEMM

tem udowodnione,,

Dowdd twierdzenia 3« Oznaczmy dla krétkosci zbiory

N\
E.l . przez P,,...,P , a liczby punktow ukiadu ekstre-
vV  #12n 1 B
malnego nieswobodnego q(n’l) zawartych w zbiorach P~, ... ,P~,
odpowiednio przez n\...,n”~ + Niech
df
A [2,0 n,qat 4 )]/»1

mp.eP,

oul
gdy nl1> O oraz Ar1] = O, gdy n”™ = 0. Oznaczny dalej

przez n(P",£) ilos¢ tych punktéw ukiadu qg™n*~ zawartych

w P., dla ktdrych L. .
1 + b
Najpierw udowodnimy nastepujacy
lemat. Dla kazdej liczby £> O i dla kazdego zbioru P .,
: o InpixE) -
i=1,2,...,p, ciag | -———m—i jjest zbiezny do zera, gdy
n_
Dowdd lematu. Gdyby lemat byt fatszywy wowczas potrafili-

bySmy dobrac¢ liczbe O, zbioru P70 oraz cigg + \ } t8Kki-

ze « .
@) k(pio> t,,) > 0

“ K

gdy K biaoh Tn{e) df & , ‘?Sn(e'>'f K , gdzie K i
D

In,
K oznaczajg ilo$¢ punktdév/ odpowiednio ukiadu qn zawartych

w e oraz tych punktév/ qD uktadu g™n'”™ zav/artych w



zbiorze ef|PSo, dla ktérych (g™n,17 >m A*° + bQ «

Bez zoniejszenia ogd6lnosci rozwazan raozecy zatozyé, ze cig-

gi | i |Jv | sa zbiezne stabo odpowiednio do
n "k
i v* .Ze wzgledu na tw. 1, miara jest nieswobodng mia-

ra rownowagi. Niech

A = lim AiO df C - . %
0 kTZ. rTc * Sk X nun(log x, log k)

oraz

u* (V»Pi) = i eee \ JOoek — j——mmme- dV(p )

eee dv(P«J-

Oznaczny dalej przez FI  zbiér tych punktéw uktadu
I1» C

zawartych w F~ dla ktérych (g~r*1M > A~ + £ . Na no

cy warunku (a) dla dowolnej liczby K > 0

vlzk Z

x o+§0

VV']

i (V°
) Si% 'p

3chro7 _(o+£o)a +) R>vpdiivp ()

Wobec dowolnosci liczly k>0 nBmy stad na podstawie twier«

dzenia 2
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o] p "
gdzie a>0. Z drugiej strony na podstawi¢ twierdzen 1 i 2
manmy
-— y 4 .
. . - A
iArilg JNAZ2-~ w7 -
ol i=1 I\
- sup U (/*:p)
t
i*sl " ptRef
przy czym oczywiscie
P
T* nl Al

- fet k \ 4, g4« NK :L
'K-*B»[1K n.

Ooraz

sup U(A"p)
Stad jednak wynika, ze I_|>r0ao Al =

ptP.

sup  U(/U];p)
i « 1,2,....,p « M szczeg6lnosci mamy % = .
-y
* pi
czyli sprzecznos¢ z nierownoscig (b) . Lemat zatem zostat
udowodniony.
Ha podstawie powyzszego lematu istnieje cigg liczb do-
datnich |~n~ zbiezny do zera i taki, ze
n (Pi#
(c) - 0

gdy n->0« (i a1,2,»..,p) * Odrzuémy teraz z ukiadu
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C(ﬂ*') ktére naleza do zbiorow FIL

n

i =1,2,.,,,p /zob, definicje N w dowodzie lematu/ i

otrzymany uktad oznaczany przez qlm(n) A)

090f QOjain” n s * b+ 1580 OKiect kn = min]k]m(k)*n?,

Poniewaz n - m(n) = n ™, £n)+ oo00 *+ wiec na mocy

n (Fp»tn)»

warunku (c) nmamy 1
limbn>=u» LLI .1
n-*-e0 n n-»-*» n n-»*e> n

Jesli teraz przez pAn’N = {pin*feeetp™n*" r oznaczymy ukiad

i 1 a>(*,).Vv
n dowolnych punktow wybranych z ukiadu q ,

naaC, o(+1,,,, , wowczas cigg ukiadéw jp ~* 1" bedzie zgdanym

ciagiem wystepujacym w tezie twierdzenia 3* Je$li bowiem

- d fk dflé¢ . . — .
(e) = - oraz v(e) = -- , gdzie K i K oznaczajg
u n K K n, -w
1 In*1
odpowiednio liczby punk?éw uk’radéwnpg(n*) n*1 zawartych
] _ Ky _
we., wov/czas ,,u.n\Ss) ’<\’f1 = o v,K ge)7 ’*/"U‘n&e) = r~1 L
m < .

n Ikn)- » + E kn M j ' k. kn _ kn(Pl’4 J -

n n
n n

Zatem JeSli j Jest pewnym podciggiem ciggu zbieznym

do pewnej miary® wowczas do tej samej miary Jest zbiezny cigg
IVj I « Oznaczmy te wspOing miare graniczng przez ,u” /[Jest
ns J

to oczywiscie nieswobodna miara réwnowagi/. Przypus¢émy dalej,ze

(V1)

:D->- p , gdy s -*s*» oraz, Zze punkt p, byt oznaczony

(K, -1) (kn_*A (V)
v

w uktadzie q przez q- S . Oczywiscie g
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gdy 8 — « oraz dla dostatecznie duzego s.

gdzie Pi jest zbiorem zawierajgcym punkt pQ. Poniewaz

ji
oraz an A1 AKN oy 5 1, gdy s-»«»
s s s

wiec na podstawie nieréwnosci (d) mamy

148 u(SuU 3 ~ é U (/Imi;po)

S -*-00 :
Twierdzenie 3 jest zatem udowodnione.

Dowdd twierdzenia 4. Niech bedzie ciagiem nieswobod-

nych miar réwnowagi, przy czym zaktadamy, ze kazda miara
jest granica pewnego podciggu ciggu wystepujgcego w twierdzeniu

Z konstrukcji miar wynika, ze

(25)

stabo , gdy |-*** . Udowodnimy najpierw, ze

(26) = 1(a )

Niech A* (e) = /t( eNE1) / A( E1l) * Oczywiscie
A* * L (>1> ~ 1 (M) oraz X(A%*) 1(A) »

|-*«

Stad na mocy (25) oraz ograniczonos$ci od dotu funkcji



log wynika réwnos¢ (26)
O (.| «=++»PQ,)

Rozwazmy w dalszym ciggu zbidr

El = {Pi | U(UVP-]) > UAIPA +Lt} -«

Udowodnimy, ze jes$li 6 jest dowolng liczbg dodatnig, woéwczas

/™1 (Ei ) > n °° e W przeciwnym bowiem przypadku
istniataby liczba Eq-> 0 oraz cigg miar N taki, ze
27) ( E*® ) -H» a > 0

gdy n —». . Niech I~(v) M j Un(v;p)d v(p) i niech

Kg bedzie liczbg dodatnig tak duzag, ze

K £02
(28) = 1(/0
Poniewaz
1 (/*in) = \ U(Anipi)dA n (pi)
E.O
r Ein
= - o
- UA ipi)4A <) 3.kCcA (B°) 1
B, "RYT
n n

1 D('pi)ch (pi)iﬂ b K IpdA Gy

£Oa n(e]'ln + gu > - 'P)dA ﬂ(p) +
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) [ Vi _.p) - "V.Pii J ani (p)
" n
e 1 .2°

n n

wiec na mocy (25), (26),(27) i (28) mary

bo a
1(/*e) N | (A) + —r—— , co jest niemozliwe, bo 8 a;> 0 .

UdowodniliSmy zatem, ze jesli b jest dowolng liczbg dodatnia,

wowczad Ai ( Eik) w°» 1-+°° | Stad dalej wynika, ze dla

kazdego t> 0 istnieje Il (E) >0 takie, ze dla kazdego

17~ N(E) mozna znalezé¢ zbi¢r E a taki, ze

29 )y > 1-e i u (/t;Pl) + ¢

dla

n E/*1
Oznaczmy Przez E ,, sume wszystkich zbiorow E.
ni V s*lzm
ktére maja Przynajmniej jeden Punkt wsPdolny ze zbiorem EN

1
Rozwazny najPierw PrzyPadek, gdy U (“u-PIl) jest funkcjg ciggta

w zbiorze E” , Na mocy twierdzenia 2 oraz (29) istnieje
IH(E) ~ N(£) takie, ze
(30) m(~,P1 U(™;Pl) + 2i

dlaP t EJE u, 1> N(t) -+ Poniewaz ilos¢ wszystkich
1

M jest skonczona, wiec istnieje tylko skon-
'~ X2m

zbioréw E,

czona liczba réznych zbioréw E u > Oznaczmy te zbioiy Przez

I
1

S U ,«*>» S<uU * Podzielmy dalej miary /*.. odPowiadajgce
“li "N
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ustalonej wyzej liczbie N na klasy ), r=1,...,9,

zaliczajagc do r-tej klasy wszystkie miary, dla ktérych Ep.
H

pokrywajg sie. Rozwazmy dalej klasy podciggéw |j/a” \) %

,NK
r = 1t.o.,q ciggu ~ okres$lonego w twierdzeniu 3 takich,
ze kazdy podciag N j zbiezny jest do pev/nej miary kla-
sy (/*£) oraz zaden wyraz ciggu | a | nie jest .wyrazem dwoch
1; ! (4.,»H,r)\ j oo e
ciagéw roéznych klas. Oznaczmy przez LUp jj po CLENTL

ciagu jp~™n'~j okreslonego w twierdzeniu 3» dla ktorych

zostaty zbudowane ciggi miar g1t | . Odrzuémy teraz z
kazdego ukitadu p te punkty, ktére nie nalezg do zbio-
ru Epg , Otrzymany w ten spos6éb ciag ukladéw oznaczmy przez
jp(n>N)j s |pl™n,K\...,p » n*">+ Niech r = minjs| K (s) s* nj-
.. n,N /= (n,N = (n,INH! .
i mech rg . (Pi( )****,pn( )Joznacza uktad n punktéw
wybranych dowolnie z ukiadu
(r N) , (r ,N) (r ,N) x
p n s|]3 n ,...,.p KkK*r x|+ Poniewaz na podstawie (29),
k(n) * 'rn) |
—n— dla dostatecznie duzego n, wiec n<k(rn)

sfelri+ IM[~ir ]+l az L) M k@ "™"m dia

dostatecznie duzego n. Stad

(31) n~rn”" --~T [“ 1] + dla dostatecznie
duzego n.
Niech | bedzie ciagiem miar zbieznych do pewnej miary

AIN i niecrh j]’_(4 K)J.]_bedzie ciggiem punktéw zbieznym
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do pewnego punktu p . Oczywiscie punkt p nalezy do zbioru
£ - . e (V n) ° JV >
K (IEn, « Niech dalej p- oznacza punkt p * w ukta-
1 N sk 8k
A\*N)
dzie p e Ponievi;az rg > i poniewaz oo” ,...jp~) ™1

dla p~...,?™ 4 E , wiec

@y vlove MLOM™
oCl-1 141/
(\.u)

Poniewaz dalej p- — mPo t N- ~vAl s K

k \
yl/iec na podstawie ostatniej nierownosci, twierdzenia 3 oraz

nieréwnosci (31) nawy

(32) |5 M (Bky MkMN)e @ - 2t) -2('C-1)U (A iPO)

gdzie po € E~AT\E a . Na podstawie (29) i (32) nany
N

_ (s ) (0 N)

lira y P k ~ sup U{/L5P) + Kk(6)

gdzie K(£) zmierza do zera viraz z 6 « Udowodnitisiity zatem, ze

jesli U(U.;p~) jest funkcjg ciggta, wOY/czas dla dowolnej
liczby t1> 0 istnieje cigg uktadéw p ~ = ]p~n\.,,,p » n%j-,n
=0$ ¢cC+ 1,.»* taki, ze

lim wax UA(p~™j ~sup U (tajp-) + .
n-**— (3) PANEAN
Stad dalej wynika, ze istnieje cigg ukiadéw {p "} =

“((p{M) e P~} -taki, ze



nl_!km_ n&x Ul)(p (n)) ASBRE*U (/AJp:i

«Jesli U (/*-;pl) nie jest funkcjg ciaggta, y/dbwczas (zob,
rozwazania w pracy: G.Anger, Sur le role des potentiels con-
tinus dans les fondements de la théorie du potentiel, Sémi-
naire de théorie du potentiel, 1957/56 , dla dowolnej liczby
£>0 istnieje miara /ié¢ H taka, ze U(A;p ) jest fun-
keja ciggta oraz U(>=J;Jp ) < U + £ dla plchu*
Przeprowadzajgc teraz dla U (yujp”™ te sane rozwazania co
poprzednio dla U (>u;p”) , otrzymujemy teze twierdzenia 4.

Uwaga: Podamy jeszcze szkic dowodu twierdzenia 5.

Jak juz zaznaczyliSmy, dowdd twierdzenia 5 jest zupet-
nie podobny do dowodu twierdzenia 4.

Niech K bedzie liczbg dodatnig ~ 1 oraz tak duza, ze

Ko °
~ 1 dla p”,..,?7~ é E. Niech dalej
& (z,P2...... P*)
K
10% 72T T 2--—---- rr dv(P2) — dyw
oraz
\ (v;P1»z) ~ lim I£ (v;pl,z)
Zatézmy najpierw , ze U (Mjp”™) i (yu;p”,z) sg funkcjami
ciggami ze wzgledu na pl v/ zbiorze , Poniewaz -*e/ a

i poniewaz U~™(/A;p”~,z) jest funkcjg ciggta punktu ,
wiec dla dowolnej liczby £.,>0 istnieja liczby K. > i

Nj > 0 takie, ze

(33) IN*(>A1L»Pi»z) > W (ATPi»2) “ooei
(0] (0]

dla K> K1, I ~ N ~ e E 7

Niech i bedzie dowolng liczbg dodatnig < 6 . oraz tak mala,



£
(34) Z:Sfl -(1 - Zlf] log K.,(1 - Z)’K el .

Mozeny oczyv/iécie zatozy¢, ze Ul jest tak duze, ze dla

ciggu :pln NT) i wyzej okreslonego £ zachodzi nier6wnos¢ (32).
Niech v (e) glf K i v:(e) gf K , gdzie K i K oznacza-

rn (rn~ ) =(n,M )
ja odpowiednio liczby punktéw ukiadow p i p
zawartych we i niech

uu)(s(n='hH ,z)

K
df
l«si*t ...cMgn “ 3

3 (7?73 »k)
Jesli {n~ 3®st dowolnym ciggiem liczb naturalnych takim,

ze ciggi miar |vr | i J sa zbiezne do pewnych miar

;\k Hk
i vo, wowczasnma podstawie (33) i (34) dla dowolnego cig-

gu punktow pj l M '1]]} zbieznego do pewnego punktu pQ,

K.
k’ 1),z)>17~1 (vo;po0,z)

K
@ - 2£)-2(i-2) 1£1 (@ - 2

K.

- (- 2£)2<h-2,aK1 (- H)rV I K V V 2)*
(0] ! 7

s - «F201"2) ] \' (~1*P0-2) -
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1 [*1(P3" - t1 - 2t)2 “o<p3)] * ~
? @ - 2£)-2W-2>n 1 (>*;p0,2) -
o)

- 24-3[i -(1 - 2S)2]log K1( - >

s 0 - 2t)_2teL_2)[i“o (ju.PO.*) - £]] -£,

Stad na podstawie (32) many

; (sk) =K < Hi) .

I — 1 B >t .

lcvee nk °9 (> b(>t;po.z) + k(L)
gdzie K(t”) zmierza do zera wraz z .

<>(ZjP2#eee» %) /cofp.,,....]1") > d(z) 0,

wiec (podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4) dla dowolnej

liczby £7>0 istnieje miarayu taka, ze U (/*m;?.) i

(/Ajp~jz) sa funkcjami ciggtymi ze wzgledu na pl w zbio-

. >
i-ze E oraz

sun b(w;pl,z) < sup b(/i;pltz) +
PitE PArEAN

Przeprowadzajgc teraz to samo rozumowanie odnos$nie miary u,

co poprzednio dla yU., potrafimy dla dowolnej liczby £ >0

znalez¢ ciag ukladoéw p(n™ = "p)(ﬂ>), ». »»PI‘I'(n3 * n=olL d+1,°

taki, ze
lim max ~ log C~r(p”™)sgsup C (/ijp~rz) + £2
n"°° (j) °n PAEN

Tgq samg metodg mozna udowodnié, ze dla £2>0 istnieje

ciag ukiadow

-_P((lﬂ) ] /(P-j (n)*---»;n(nmfl M=Cr0(+1,a»», taki ze
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lim max log BA(p”™) 4 sup b(M;plfz) + £
n->~ (j) *n P-~EN

UdowodniliSmy zatem, ze dla dowolnej liczby &2 > 0
potrafiny znalez¢ dwa ciggi uktadéw: jp~j = ||p»™ ,...»p "

oraz |p™M”™ « |(plN”™, pi,n) «seePjlinNj» dla ktérych odpowied-
nio sg spetnione dwie ostatnie nieréwnosci. Stad juz wynika
tatwo istnienie ciggéw ukladow wystepujgcych w tezie twier-
dzenia 5.

Jak juz zaznaczyliSmy, twierdzenia 6 i 6°‘ sg konsekwen-
cja twierdzenia 5. ,

Dowdd twierdzenia 7. Najpierw udowodnimy réwnos¢ (12)
Hiech z bedzie takim punktem, ze
t*Hz *P2 »eee»PcC )

dla pn...,?”~ s B jest funkcjg ciggta i dodatnig. Zatem
istnieje liczba a > 0 taka, ze

w (z»P2»f»Pox<;)
(3%5) $s a > 0
U (P, »P2»eeenpn
21 t E . Poniewaz
n
CO(z »Pi , *»»pi«e
Afz;p(n)] a Tr TT ( & pi«c)
l 7 J-l ..(1— mlllpj
iV+j
1
1T avi(zili
1«i .e,<ic*n 1
SdZie N

u) (P 1*#,1»Poc)
p.o(r,p2,,..,n) .i»(plfp,p3,ee°,£) *»e W(P™»P2* * N
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,jest na nocy (35) funkcjg symetryczng punktow
wiec na podstawie twierdzenia 1
inf A(z;pm;)
lin log a (z) = lim log
n-*~ n n p<rb
1

« lim log —---- —
n sup

pﬂﬁc) _ 14 U)LGZIpi" M.pid) 1/ 1

alim log —— —2--

V, (E- W i)

- inf |1 (I..( logtojz,p2,...,pj + logu)(plt2fp3....pJ +
E

VEM
n
+ ... + log w(plf...,~,,,2} dv(pl... dv(Px) -
-j.,.~log MPI,...,pJ dv(pl) ... dv(pj =
E E
= inf [log a>(z,p2,...,p O rl°s W(plfp2,..., p?)
E E
dvepl... dvpe?) a inf a(v;z) = a(z)

Rownos¢ (12) jest zatem udowodniona.

Nastepne nasze rozwazania beda miaty na celu udowodnie-

nie réwnosci (14). Dowdd réwnosci (13) jest analogiczny.

Na mocy twierdzenia 6 wystarczy udowodnié, ze
(36) lira log ¢ (z) ™ c(z)
n-*o° n . .
* df k
Niech fcag & dim ¢ (2) i niech ™9 =
n

bedzie ciggiem ukiadoéw punktév/ zbioru E takich, ze



vy

max C1 O%)
u)
jesli K-*<>» Zmieniajac w razie potrzeby numeracje punktow
p.(\) ) , moZeny zafozytc,  ze
"k 1/f,
OB . \ o
(37) \z 5) ) ¢ (2)
gdy K
Niech v (e) a - , gdzie 1 oznacza liczbe punktow
w
uktadu p nalezacych do e* Bez zmniejszenia og6lnosci roz-

wazali mozemy zatozy¢, ze cigg |v " jest zbiezny stabo do pew-
nej miaiy 7 . Oczywiscie n
sup o )

J4V p1-2) .
PAE ©

(38) o (v ;z) « C (2)

o]
edzie dowolng liczbg dodatnig i niech p”~ bedzie

punktem zbiozu E takim, ze

(39) =(\,!'p°"r) > (% 'r) * | *
“K
Wybierzmy z kazdego uktadu p( ), K«1,2,»#«, punkt p( 4
(nk) 0

w ten sposéb, zeby p ~ -» P » gdy K “m«»- ¢ Niech Kg

bedzie liczba dodatnig tak duzag, ze jesli potozymy

log™ x glf min (log x , log K)

« {lne ¢« wi2.Pi.P, .. tn)

SCE T p2ido .

wowczas

K o . = o Vv i
(40)

® (Voipl*2Z) > c (vOipl»z) - 2

dla K 2s KO. Na podstawie (37)
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log ¢ (z) a lim
K%« *HK

lira |1

k

Stad na podstawie (33),(39) i (40) mamy log c (z)>c(z) - i
Nierownos¢ (36) jest zatera udowodniona, poniewaz ft byto do-
wolng liczbg dodatnig. Z (36) i twierdzenia 6 wynika réwnos¢
(14).

Analogicznie dowodzi sie réwnosci (13) « Twierdzenie 7 jest
wiec udowodnione.

Dowdd twierdzenia 8, A. Dowdd koniecznosci. Jezeli istnie-

je punkt ZOK 2 oraz otoczenie UO tego punktu takie, ze

inf a(v;z) = a(z) < O
vfcM
dla z+£ U wowczas, na mocy po6tciggtosci z gory funkcji a(v;z),

istnieje miara”™ i otoczenie U punktu z taicie, zo

(41) a(/lx;z) < 0
dla zk U « Poniewaz

co(r,p2,...,pn)

d/AlP-j)
=H/M - U(ya ;z)
wiec na mocy (41)
(42) U(/+z) > 1| (>%) dla zfcU ..



3tad juz v/ynika, ze
sup U(/sz) > U(aaz)
ZéE
w pev/nyn podzbiorze Eq zbioru E o -mierze dodatniej «
W przeciwnym bowiem razie mielibySmy
sup U(yu;z) ~ u (Jlu»z)
ZtE
poza zbiorem o ”~.-mierze rownej zeru. Catkujac ostatniag nie-
rownos$¢ stronami wzgledem yUmieliby sny

sup U (/4z) < | (n)
Z*E

czyli nierébwnos$¢ sprzeczng z nieré6wnoscig (42 ). Nieréwnosc¢
(16)jest wiec udowodniona.

B.Dowdd dostatecznosci. Jezeli istnieje miara yufeM
taka, ze nieréwnos$¢ (16) zachodzi vt pewnym podzbiorze zbioru
E o ~.-mierze dodatniej, wowczas catkujgc te nieréwnos$¢ stro-
nami wzgledem / aotrzymamy

sup U (/a;z) > 1(/a)
zfcE

Istnieje zatem punkt zgfE taki, ze U (/t»zo) > 1I(/a).
Poniewaz U (~u.;z) jest funkcjg po6iciggta z dotu, wiec istnie-

je otoczenie U0 punktu z, taicie, ze

U (@©*-.z) > 1 (/a)
dla z 6U0- Zatem

a (/JA*z) = 1(UX)“ UUM z)< 0
dla =z tU0 - Stad

a(z) » inf a(v;z)
v*M

dla z 6Uq, czyli nierbwnos¢ (1?) jest udowodniona.



Dowdd twierdzenia 9, A, Dowdd koniecznosci,, Zatézmy,zc

warunki (17) i (18) sa spetnione oraz zat6zmy dla dowodu
niewprost, ze funkcja w nie spetnia zasady maksimum w sg-
siedztwie zbipru E, Istnieje zatem miara liczba tQ

oraz cigg punktow {z”~ zbiezny do pewnego punktu zq k E

taki, ze
sup U (yUjp )

(43) lim U (m;z ) f

n-*-00 n Z*E °
Poniewaz b(v;p”,z) = U(v;p”) - U(v;z ) , wiec na mocy (43)
Tauty

b(/*;z ) asup b(w;p Z )= sup UyUp )- U(@/*z )<- t

n  pnMcE 1 n p~rMeE 1 n

dla n ~N . Stad
dla n StK, czyli oba warunki (17) i (18) nie moga by¢ ra-

zem spetnione, wbrew zatozeniu. Zatem koniecznos$¢ twierdzenia 9
zostata udowodniona,
B, Dowdd dostatecznosci. Niech v bedzie dowolng miarg

klasy LI, Ha mocy zatozenia definicji 4 oraz réwnosci

b(viz)<= sup b(v;p ,z) = sup U(v;p )- U(v;z)
PItEv P IfeEv
dla kazdej liczby &> 0 istnieje otoczenie V(£) zbioru E
takie, ze
b(v;z) - L
dla zfeV(E) oraz v f M, Stad

b(z) n £
dla zfcV(£), Poniewaz £ byto dowolng liczbg dodatnig, wiec

z ostatniej nierdwnosci wynika, ze
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(44) lira bizl) $j O
z' -*.zfcE

Poniewaz dalej b(v;z) jest funkcjg po6tciaggta z goiy, za-
tem

limb(v;z’) ™ b(v;z)
z'-*zfcE

dla kazdej miaiy Vvé bl. Stad, na mocy nieréwnosci b(z) 4b(v;z)
dla v ftLl, mamy

lim b(z') ~ b(v;z)
z'-*ztE

dla kazdej miazy vfcH, Zatem

lim b(z') < inf b(v;z) = b(z)
z'-*ztE N~ vl
Poniewaz oczywibcie b(z) <0 dla z 6E ), wiec na mocy
ostatniej nierdwnosci oraz (44) mamy

lim b(z') = b(z) =0
z'->z¢éE

czyli réwnosci (17) i (18)
Twierdzenie 9 jest zatem udowodnione.

Przykitad 1. Rozwazny w przypadku o¢= 2, m=sl zbidér E be-
dacy suma dwoéch zbioréw E1 i E” takich, ze 2~ = (z |- 2%
4 re z4 -1, im z=0), E2 =z |14 re z < 2, imz =0) .
Niech co(p,q) a |pal dla p,qfce oraz co(l,p) = 1 dla pég~n,
co(i,p) =25 dla p< Poniewaz w tym przypadku n-ty
uktad ekstremalny zbioru ze wzgledu na o>; g~ =1]q...,*,*,q }
jest n-tym ukiadem ekstremalnym zbioru ptaskiego ze wzgledu

na odlegtos$¢, wiec (zob. rozwazania w [ 15] )-

n _1(n-D
(45) [min Il co(q ,a ) — V(E,co)
L(j) k=1 1~
k fj
Ktadziemy bowiem to(pl,...,p”") /co(p”»ee*P0oC) = 1 dla

dowolnych p”~,»»», 27 e



gdy n-»oof gdzie rozwartos¢ V(E,oo0) spetnia nierobwnos¢
i < V(E,oo0)<1 , Oprécz tego wiadomo (zob, rozwazania
w [I5]jf ze jesli ~(e) = ~ , gdzie kK oznacza liczbe

punktéw uktadu ekstremalnego q »~ zawartych w e, wolwczas

)ql_i;r(\)o Mﬂ(E ) :nl-mt;%lxl'l(sc) - Ic ¢ Zatem na podstawie (45)
T V\J Nn(e2>
max B« » (i:q ‘n>) - - 1-25-1_JL
u) "T7MH-1)

5__ > 5
v"IEfco)

gdy n
Niech teraz

(gl**e,,4) be¢dzie n-~YM uktadem
ekstremalnym zbioru E”. Oto6z

V1) &) (i;pInH

Vin-1)

Prawa strona ostatniej nierdwnos$ci zmierza do 4» Stad
1/(n-1)

limb (i) » 4<5<lim max BAMi; g’nhM

n*oe N n->°° (j) ' '

czyli odpowiedz na pytanie 4° w [17] jest negatywna»

Przyktad 2» Niech o¢= 2, m=>1 oraz E = EMAUE”, gdzie
E* i E~ sa zbiorami okreslonymi w przyktadzie 1. Niech

dalej co(p, Q) = jlPl - |q|| dla p, gt E oraz
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GJ(i,p) =1 dla pfeBl1,Ca(i,p) =4 dla pt Kazdy
uktad ekstremalny zbioru E” jalc réwniez kazdy uktad ekstre-
malny zbioru E2 sg w naszym przypadku ukitadami ekstremalny-

mi zbioru E,
1 Y\

Rozwazmy teraz cigg uktadéw g~ , n = 2,3,,,, taki, ze
(2k-1) )
q , K= 2,3,».* jest (2k-1)-szym ukladem ekstremalnym
. (2k) .
zbioru E. oraz q , K =1,2,,0e jest 2k-tym ukiadem
ekstremalnym zbioru Tak okres$lony cigg ukiadéw jest cig-
giem ukiadow ekstremalnych zbioru E, Oproécz tego
1/(2k-2)
max
(3)
gdy k-»-0*% oraz 1/(2k-1)
max B ™ (i;qt2k4 —> 16,
(©)) \ /
gdy K e Zatem ciag
| max B~ (i;q”7) j-
nie jest zbiezny.
SUL3.IART

Potentials with kernels of oC&2 variables and their appli-

cations to investigations of extremal functions.

Let H? be n-dismensional Euclidean space and co(p" *9"\* eee*P|
a nonnegative, continous and symetrie function of oc N~ 2
points p”,P2,««»,P~ of Rn, Let E be a compact set in Rn
and N the class of all Radon measures with supports con-

tained in E such that v(E) = 1, The function

Ufvip,) = 1°e - dv(p )...d v (PcC)



- 48 -

will be called the potential with kernel of e¢ variables.

Let EN,e+. ,E® be compact subsets of E such that
Effilé =0 .i+] andJx a measure of 11 Denote by LYE'

the subclass of 11 such that EVC E~fl[e.U ...U E ]

VIJi wi((Blu ...n "c)

for i=1,...,k. Let us set

I(v) W N U(v;p.]> dv(pl)

A measure Vo such that

KO - infi(v)

w ill be called non-free equilibrium measure of Eb,U »,U E,
K

with respect to co and /*>.

In the methods of potential theory used /up to now/ in
theoiy of extremal points /see [1,2,6,7,3,9,19,20]/ only
the case of the equilibrium measure /see [5] and only for
oC = 2 was considered. Author using the potential with
the kernels of 0i®~.2 variables and non-free equilibrium
measure either solves or gives a way of solving preblems

hitherto insolved /see e.g. the problems in [16] and [17]/.



Pe 3tome

MoTeHuManbl sigpa KOTOPbIX 3aBUCAT OT
NMepeMeHHbIX U UX MPUMEHeHUe K uccne-

OO0BaHUIO 3KCTpeMasibHbIX (YHKLWIA.

MycTb MM n-mepHoe eBK/ANAOBO MPOCTPaHCTBO, MYCTb
E kKomMnakTHOe MNOAMHOXXeCTBO IVl U NYCTb

HernpepbiBHaA MNONOXUTeNbHaA, cuMmMeTpuyeckas QPyHKUUA
N Touek Kile Yepes M obo3HaudaeT Kacc
MNOJIOXKNTE/NIbHbIX HOPMUPpOBaHHbLIX Mep PagoHa V Ha
MHO>XecTBe E ,(y(e)=i) . HocuTenb mepbl o0603HavaeT
Ey. TlloTeHuymnanom oOT dapa ot- nepemMeHHbIX Ha3biBaem

MHTerpan

u(viPl) M ) \ e M<pr)...ayagp

E E
Myctb EN....*E”™ TromnaktHble nogmMmHo>kecTtBa E,

E.NME. =0(i®*) wn nycTb Mepa WCnosiHAKLWaa yeno-
Bne /U(E~U...UEp)”™ 0. Yepes ]/Co6osHaL|aeM MHO>XeCTBO
Mep npuHagneXkauimx kKjaaccy, Takmx 4vTo E

EVCE /U0 .[EtU ...UE ]

i-1.8» »e
1 /“(E.U...UE )
Monaraem

T(v) df [ u (V»P1)dV(p1)

Mepa ~ 6 Wp Takas 4To

mn r) . ter 1(»)
Ve
P



Ha3blBaeTcsd HecBOOOAHOI Mepoii paBHOBeCUMSA MHOXeCTBa
ENU ... UEp oOTHOCUTEeNbHO QYHKLUUAN CO N MEpPbI .

Jo cux nop B mMeTtogax Teopuwu noTeHumana npwu-
MEHSAHHbLIX K Teopuun SKCcTpemasbHbIX Touvek ([i ,2,6,
7,8,9,19,20]) ©6bIn nccnepgoBaH csy4dyanl OObIKHOBEHHPM
mMepbl paBHoBecua ([6]) wm Tonbko gna oC= 2.

ABTOp onpegensas noTeHuuan agpa O -nepemeHHbIX
N HecBOoGOAHYHO Mepy paBHOBecUdA, npepcrtaBnseT
HOBbI MeTo4 uccraefoBaHUs 3KCTpeMasbHbIX (YHKLUMUNA.
ABTOp pewaeT, UM yKasblBaeT MNYCT K peLueHuii HeKo-

TOpbIX 3agad ewe He peweHHbx ([16] , [17])
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