
Władysław Bach

WŁASNOŚCI POïENCJALO'w O JĄDRACH D1ÏO LUB WIÇCEJ 
ZUIHNUYCH I ICH ZASTOSOWANIE DO BADANIA FUNKCJI 
EKS TRSKALNYCH

U stęp .  V/ t e o r i i  punktów ekstrem alnych, ro zw in ię te j 

przez P r o f , LBJÇ i  Je g o  uczniów, n a j i s t o t n ie js z ą  r o lę  od

grywa f a k t ,  że pewne c ią g i  funkcyjne -ja ( p n  s p e łn ia ją
*• n J

nierów ności 0 *  a V  \ i ^ ( v = 0 , 1 ,2 ...........  względ

n ie  nierów ności podobne,a v/skutek tego c ią g i  |an ( р ) П } są  

zbieżne (z o b . [ 15] ) •  W ykorzystując powyższy f a k t ,  dowodzi 

s ię  n astępnie w oparciu  o wzór in te rp o la cy jn y  LAGRANGE/ a

• b ie żn o śc i pewnych innych ciągów , zbudowanych przy po

mocy punktów ekstrem aln ych .1// pewnych b a rd zie j ogólnych рггу 

padlcach (gdy n ie  można stosow ać wzoru in te rp o la cy jn e go  

LAGRANGE a ) dużym powodzeniem na tym polu  c ie s z ą  s ię  meto

dy t e o r i i  p o te n c ja łu  (zo b . [ i , 2 , 6 , 7 , 0 , 9 , 1 9 , 2 0  ] ) .  Okazuje 

s ię  m ianow icie, że w iele  ciekawych w łasn ości potencjałów  ,



•• s *—

zw łaszcza potencjałów  równowagi, pozwala rozstrzygn ąć sze

reg  k w e stii dotyczących z b ieżn o śc i ciągów pewnych fu n k c ji 

a n astępn ie  zbadać w łasn ości fu n k c ji  g r a n ic z n e j.

We w szystk ich  metodach t e o r i i  p o te n cja łu  kluczowym 

punktem było s tw ie rd z e n ie , że j e ś l i  q^n  ̂ a q ^ '^ j

j e s t  n-tym  układem ekstremalnym zbioru E ze względu na fun

k c j ę  tw orzącą co(p,q) (c ią głą ,n ieu jem n ą  i  symetryczną),wów

czas

\   ̂ l o g u ( i h )  d'a (p )  d M q )
E E

<|
gd zie  yu j e s t  m iarą równowagi (zob, [ 5] ) . Ponieważ l o g ^ - - - y

j e s t  fu n k cją  ograniczoną od d o łu , więc z w łasn ości punktów 

ekstrem alnych i  miary równowagi wynika, że ów c ią g  j e s t  

zbieżny do t e j  c a ł k i .  W łasności zatem fu n k c ji  granicznej 

pewnych ciągów związanych z punktami ekstrem alnym i, np. 

c ią gu
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w ynikają z różnych w łasn ości miary równowagi. Z gruba mó

w iąc, w szystkie  otrzymane dotyciiczas r e z u lta ty  w ynikają z 

fa k tu , że granicznym rozkładem punktów ekstrem alnych j e s t  

miara równowagi.'

W n in ie js z e j  pracy zajmiemy s ię  ra .in . zagadnieniem w 

pewnym sen sie  odwrotnym. M ianow icie, mając dowolną miarę 

RADONA, znajdziemy c ią g  układów punktów, których  g ra n icz 

nym rozkładem j e s t  owa miara oraz sp e łn ia ją cy ch  pewne do

datkowe i  j e ś l i  chodzi o zastosow an ia , bardzo is to tn e  wa

ru n k i. Uzyskane przez nas r e z u lta ty  d a ją  bądź odpowiedzi, 

bądź wskazują drogę do rozw iązania pewnych problemów do

tychczas n ie  rozw iązanych. Mamy tu  przede wszystkim  na 

m yśli problemy postawione przez P r o f , LEJÇ w [1<5] i  [17] .  

Również szereg innych zagadnień, rozwiązanych w pewnych 

szczególn ych  przypadkach, można przy pomocy uzyskanych 

przez nas rezu lta tó w , rozw iązać w przypadkach o g ó ln ie j

szych oraz nadać otrzymanym rezu ltatom  b a rd zie j je d n o lity  

ch a ra k ter .

Autorowi n ie  są  znane wogóle p u b lik a c je  na temat po

tencjałów  o jąd rach  w ięcej n iż  dwóch zmiennych. Mimo to  

szeregu p ro sty ch  w ła sn o śc i, n p. p ó łc ią g ło ś c i  z dołu i t p . ,  

n ie  będziemy ani dowodzić an i te ż  zazn aczać, że przenoszą 

s ię  one z przypadku potencjałów  o jąd rach  dwu na przypadek 

w iększej i l o ś c i  zmiennych.

Wobec dość szerok iego  tematu n in ie js z e j  p ra cy ,n ie  moż

na było podać w szystk ich  wniosków, n ie jed n o k ro tn ie  natych

miastowych, wynikaj ących z udowodnionych przez nas tw ier

dzeń. W iele wniosków w yciągnie C z y te ln ik  sam, zapoznawszy 

s ię  z dotychczasowymi publikacjam i o podobnej tem atyce.
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W naszych rozważaniach ograniczymy s ię  do przypadku 

p rz e s trz e n i cm, m zmiennych zespolonych (2m zmiennych rze

czyw istych ) .  Założen ie  p a rz y sto śc i p rz e strz e n i n ie  j e s t  

założeniem  isto tn y m . Wprowadzamy je  ty lk o  d la te g o , żeby 

n ie  zm ieniać pewnych oznaczeń wprowadzonych przez P ro f, 

L e ję  (w [17] j e s t  rozważany ty lk o  przypadek p rz e strz e n i

Л .
Oznaczenia i  s tre sz c z e n ie  wyników p racy . N iech  Cm bę

d zie  p rz e s trz e n ią  ra zmiennych zespolonych i  n i e c h j p ^ )  

będzie fu n k cją  nieujem ną, c ią g łą  i  symetryczną <*- ^  2 pun

któw p rz e s trz e n i СЮ, N iech  E będzie zbiorem kompaktycznym 

p rz e s trz e n i C oraz p = {p^ ,«»»»Pn} dowolnym układem 

n punktów zbioru  E .

Wiadomo [13] , że c ią g  1/1 n \

(1 ) V ( E , U )  = I W  1 f  to(p ...........P , )] 4
Lp tt)C E .  ,< i* * n  ^  J

n =ob, oC + 1 , , , ,  j e s t  n iem ałe ją cy , a wskutek tego  zb ież 

ny do pewnej skończonej gra n icy  V ( E ,C O ) ,  zwanej rozw artoś

c ią  zb ioru  E ze względu na co ,W pewnych szczególnych  przy

padkach FEKETE [4 ] nazwał V (E,(o) śred n icą  pozaskończoną 

zbioru  E ze względu na CO .  Układ n punktów r e a liz u ją cy c h  

lores górny (1) nazywa s ię  [13] n-tym układem ek strem el- 

nyrn zbioru  E ze względu na co ,
n

N iech  z będzie dowolnym punktem p rz e strz e n i C i  n iech  

p ^  oznacza układ n punktów p rz e strz e n i Cn , ta k ich

że со(р^ , . . » , p .  ) j e s t  różna od zera d la  każdego układu

oL różnych punktów z p .  Utwórzmy c z te r y  n astępujące i -  

loczyny



Oznaczmy odpowiednio przez A ( z ) f B t z ) , C ( z ) , Dq (z )

kresy dolne wyrażeń:

A ( z ; p ^ ) t шах B ^ (  z ; p ^ )  , max C ^  ( z ; p ^ )  , max D ^ ( z ; p ^ n V
0 ) (Я (Я

Л » )j e ś l i  z j e s t  punktem ustalonym  a układ p zm ienia s ię  

dowolnie w zb iorze  E . Utwórzmy d a le j n astępu jące  średnie

(3) a (z ) = A (z )  1/fe6n , d (z ) = D (z) 1/^ n  
v ' n ' n v '  * n v 1 n '

П *= °L, 1 , » » •

(4 )  b (z )  = В (z )  ^ n ,  c <z) в C ( z )  1/^ n  
v ; n n ’ n n 4 '

n = oCf cC+ 1,»»*
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Wiadomo b e l  , że j e ś l i  rozw artość V(E,<o) j e s t  do

d a tn ia , wówczas w każdym punkcie z é СП i s t n i e j ą  granice

lim  a Cz) = a ( z ) ,  l im  d (z) = d (z )  
n n-»«*- n

o ra z , że
a ( z )  = d ( z )  .

Wiadomo również [12] ,ż e  j e ^ l i  oC= 2 i  V ( E ,c o ) ^ 0 ,  wów

cza s i s t n i e j ą  także gran ice

(5 )  lim  b (.z) = b(z )  , lim  c (z) = c (z)

i  [ i ]  w przypadku gdy n = 1 , 06 = 2 , C o(p ,q )  j e s t  o d le g ło ś

c ią  punktów p i  q , wówczas d la  każdego punktu p t  E , regu

larn ego ze względu na problem DIRICIILETA d la  składowej uzu

p e łn ie n ia  zbioru E , k tó ra  zawiera 00 , i s t n i e je  otoczenie UQ 

tego  punktu ta ic ie , że

(6 ) b (z) = c ( z )

oraz

( 6 ' )

d l a  z € CE П U .

a (z)  <  b ( z )

W związku z powyższymi rezu lta ta m i P r o f .LEJA p ostaw ił 

W [16] i  [17] szereg  nowych zagadnień. Zaznaczymy t u t a j , 

że p yta n ia  w [lo] i  [17] n ie  pokrywają się,.N astępne nasze 

rozważania będą m iały między innymi na c e lu  bądź danie od

powiedzi na powyższe p y ta n ia ,, bądź te ż  wskazanie d rogi 

prowadzącej do rozw iązania tych  zagadnień.

N iech  p będzie k - t ą  w spółrzędną punktu p . Możemy z a ło -  

ż y ć , bez zm n iejszen ia  o g ó ln o śc i rozważań, że p ^  0 , 

к = 1 , . . .  2m d la  p fe E .  N iech  L będzie s t a łą  ^.1 i  taką  , 

że d la  p i S  mamy O <  p Ś L - 1 ,  к =  1 , 2 , . . . , 2 m . N i e c h  1 bę

d zie  dowolną l i c z b ą  n a tu ra ln ą .
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Rozważmy zb iory

oraz zb iory

T Xk к \ + 1
=(p 1Ł -j <  P <  L

Г "  »

4
= 0 ,1,..,,1-1, к ** 2m

/ , _ К к ik + 1
= p |ptE, L -j <  P ^  L — j—  ■

ij_ = 0 , 1 , » » . , 1—1, к = 1,2,  » » • , 2m ^

gd zie  j e s t  dowolnie u sta lo n ą  l ic z b ą  s p e łn ia ją c ą  n ie 

równość 0 <  <  i  • Połóżmy

Ei  —  Z - ■
O^i-j t o t y i p ^ l - l  1

’2m

N iech M oznacza k la tę  miar nieujemnych RADOHA o n ośn i

kach zawartych w E ta k ic h , że v (E ) = 1 d la  v € Ы oraz 
v

n iech  E będzie nośnikiem  miary v .  N iech  d a le j Jul będzie
Ul

pewną dowolnie u sta lo n ą  m iarą k la sy  M a n iech  oznacza 

podklasę miar k la sy  M, o nośnikach zav/artych w E^ oraz ta 

k i c h ,  że E C I^D E ^  ,

Ł1
v ( E i ,  • ” i 2m)

d la  każdego zbioru E.

____1 ” '  2m

)
• Ponieważ

( v t  u f )

V  2m

E VC E  = У
0 $ i n r t . i o $ 1 -1  l 1***l 2m1 2m

dla  v £  M więc ,  d la  u sta lo n e j wyżej miary /* - ,  możemy 

zn aleźć t a k ie ,  że
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(?) A  ( Ex ) A ( e ) “ j * 1 = 1 , 2 ,» » »

Oznaczmy т—-----»

(8 ) и Ш ( р (П)) Ź f  1 X  . lo g - ---------------
1 (£ -1 )  1 < i <  . . . <3^L<n “ (Pj * P1 , , ‘ , ’ Pi oC)

( i v* 9 )  2

j — 1 , 2 , • • • ,n •

u (viP,)  =  L . )  1° £ (T 7 " '“ ---------- - Г  d v(p ). . -dv(lk
E E CO p. ,p0, . . . , p .E E w ( pi »P2 *** , *P0l ) 

I ( v )  Ü  )  U ( v ; p  ) d v  (p )
ТЛ • 1E

a
d f  ( ( ,p , . . . , Pet)

( v . ; z )  =  ) . . .  ) l o g  ----- — ; ------ d v (p ) . . . d  v(p^)
E E CO ^  *P2#P^»**e tP

г ( w ( z , p ? ...........p A
b ( v ! P l > 2 ) =   ̂ . . .   ̂ l o e dv(Pt4)

E E

d f ( ( C0(2,p .................. Pot)
( v ;P 1 1Z ) =  )  . . .  ) l o g  ------------------------------- dv (p ) . . .dv(p^)

E E . P y . . . » ? ^ )

Ъ ( у ; 2 ) М  =“ P y v i P l , z )  
4 ’ ' P l e E

( v ; * ) S £  suP o ( v i P l > z )
C ’ > P-,6 E

b ( z)

d f i n f  a ( v ; z )
v 6 M

d f i n f  b ( v ; z )
v Ć Ы

df i n f  c (v’ -jZ)
v t M
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Fun k cję  U ( v; p^) będziemy nazywać potencjałem  o jąd rze  

oC ^  2 zmiennych. Llożna udowodnić,drogą podobną ja k  w [ 5 ] ,  

że i s t n i e je  miara ta k a , że

(9 ) * ( л )
in f  I  ( v ) 
v ć

D e f in ic ja  1 . L iczbę C ^ E ^ O J ]  = 1 /1  (/u- '̂j będziemy

nazywać pojem nością nieswobodną zb ioru  S ,  .względem fu n -

k c j i  co i  miary . J e ś l i  jeden ze zbiorów E . . j e s t
V e ei2m

całym zbiorem E a p o zo sta łe  są  zbioram i pustym i, wóv/czas 

l ic z b ę  tę  będziemy nazywać pojem nością zbioru E w zglę

dem oo . J e s t  to  naturalne u ogóln ien ie  d e f i n i c j i  pojem ności, 

znanej w przypadku oC = 2 .

D e f in ic ja  2 . Łliare yu^ określon ą przez równość ( 9 )  na

zywamy nieswobodną miarą równowagi zb ioru  E. względem fu n -
c 1

k c j i  co i  miary > 0 . J e ś l i  jeden  ze zbiorów E . • .
V l 2ra 3eBX

całym zbiorem E a p o zo sta łe  zbioram i pustym i, miarę tę  na

zywamy miarą równowagi zb ioru  E względem oo,

D e fif t ic ja  3 . Mówimy, że fu n k cja  co sp e łn ia  zasadę maksi

mum (zo b ,  [ 5 ]  ) , j e ś l i  d la  każdej miary v 6 M 1

» ( * » ■ )  <

„m
d la  każdego z ć. C

D e f in ic ja  4 .Mówimy.że fu n k cja  co sp e łn ia  zasadę maksi

mum w są sied ztw ie  zb ioru  E , j e ś l i  d la  każdej l ic z b y  i. 0 

i s t n i e je  zb ió r  otw arty V(£) zaw ierający E t a k i ,  że

U ( v ; p , )  <  + Ł

d la  p1 £ V ( £ )  oraz v ć M.oraz
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D e fin ic ja  4 j e s t  pewną m odyfikacją tale зг/anej " v ic in a l 

domination p r in c ip le "  (zo b .  [1 C ] ) ,

N iech  n będzie dowolną l ic z b ą  n atu raln ą i  n iech  yu, bę

d zie  wyżej u sta lo n ą  m iarą. Y/ybierzry w każdym ze zbiorów

t  ,
[n P -  (Ei  . . . i  } / л ( Е1 ^  + 1 Punktów ( w  oznacza n a j-

1 1***12m

w iększą z l ic z b  całkow itych  ^  a ) ,  w ten  sposób, żeóy su

ma w szystk ich  punktów b yła  równa n i  oznaczmy ten  układ
( n , l )  f (n ,l )  ( n , l ) l  , ( n , l )

przez p * = j  • N iech q =

* • ••* q ^ n ,1 ^j‘ będzie takim układem, że d la  każdego

p Cn,l>

(10) crГ
I l  w  ( q f * 4 . . . . i iv“ , i J ) >  II ш (р Г ’ "  p >“

1 ^ i^ < .» .< 3 etén *1 ^  K i ^ t . ^ i ^ n ' l  » • • • »  M.

Układ q^n , “  ̂ nazywa s ię  [h ] n-tym układem ekstremalnym 

nieswobodnym zbioru  E^ ze względu na fu n kcję  co oraz 

miarę yu, «

Połóżmy

1'n1>(EX*“ ) - [

(n ,l)> Tl (n ,l) _ (n ,l)

ï ï  “ (“i1( n , l )  _ (n ,l)
t • • • t

1 < i < . . . < i 4 < n  1

1/(2 )

Obecnie wypowiemy szereg  tw ierd zeń ,k tórych  dowody po

damy w następnym r o z d z ia le .

Twierdzenie 1 » J e ż e l i  / i  j e s t  pewną nieswobodną raia-
} (1),

, wówczas c ią g  j v  '

[-1{л Ь
Uwaga 1 , Z tw ierdzen ia  1 w yn ikają, jako  szczególne 

wnioski,pewne r e z u lta ty  uzyskane na in n e j, n ieco  d łu ż s z e j, 

drodze w pracach £3 , 8 , 14] .

r ą  równowagi, wówczas c ią g  ( е ^ оо)]  O03'*' zbieżny do

exp



Uwaga 2» Z tw ierdzenia 1 wynika rów nież, jako  szcze 

gólny w niosek, że pojemność zbioru E j e s t  równa 1 / l o g  1/'«ЧЗ,со).

V/ dalszym c ią gu  przez P ^  będziemy oznaczać c z ę ść  noś

nika miaryyu. zawartą w P .

‘■V/jerd zen ie  2 . J e ż e l i  j e s t  nieswobodną miarą

równowagi oraz E . . dowolnie ustalonym zbiorem,wów- 
11 '* *  an

czas

С И ) и ( л , « )  -  sup

pi ć ( Ei  i  )
&1

dla  z u S .  . ) , poza co najwyżej zbiorem o U  -
V V # i2m 7 1

mierze równej zeru .

Uwaga 1 » Z tw ierdzenia 2 wynika w sz c z e g ó ln o ś c i, 

że j e ś l i  yU j e s t  miarą równowagi ( d e f . 2 ) ,  wówczas

o o
sup U ( > ; р  )

E '

u.
d la  z 6 E , poza co najwyżej zbiorem o ju. -m ierze 

równej zeru .

Uwaga 2» J eż e l i  fu n kcja  co sp e łn ia  zasadę maksimum 

(d e f .3 )  oraz j e s t  miarą równowagi, wówczas na pod

staw ie uwagi 1 ,

( 1 1 " )  U ( / ł ; z ) =
sup U l y U jp ^

6 E

poza co najwyżej zbiorem o yu,-m ierze równej zeru .

Uwaga 3 . W przypadku oC = 2 wiadomo było w cz e śn ie j, 

że (.11), (11 *) i  (11 **) zachodzą poza zbiorem o pojemności 

z e ro .

'U dalszym cią gu  wprowadzimy d la  uproszczenia  z a ło ż e n ie , 

że j e ś l i  j e s t  nieswobodną miarą równowagi, wówczas
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Jf 4  f i sup и(Л
d la  z€

" А1" в12т / Й1V 1 , .

o ra z , że

» • • • :.Pot)*1* <*>(z,P2» •••tPoi') /  w (p^ »•••»!
d la  p1, . * «,p t  E#

Cn X ̂
Tw ierdzenie 3 . I s t n i e je  c ią g  układów punktów { p ; ’ }

ta lc i , że j e ś l i
-  , ,  d f  к

'ł V 0 )  =  К •

( n , l )gd zie  к oznacza i l o ś ć  punktów układu p * zawartych w e
X X /

wówczas dowolny podciąg jyx j  zbieżny słab o  » j e s t
° к

zbieżny do pewnej raiaiy równowagi j*> oraz d la  dowolnego

,  {\'l\c ią gu  punktów j p У zbieżnego do pewnego punktu p ,

р г У  kV V  W - v » , )
Tw ierdzenie 4 «Dl a  u sta lo n e j miary /*> k la sy  I.I i s t n i e je

( 21 )
c ią g  układów punktów jp  j  ta lc i , że

-----  « (A) / Cn)\ ^ SUp U( ^ ;pi)lim  | max U J ś
n - > -  i ( j )  '  1 -o. i?1 e E '

V/ oodobny sposób można udowodnić (zob . dowód tw ierdzen ia 4)

x /  Zasadnicze r e z u lta ty  n in ie js z e j  pracy można otrzymać 
bez tego  z a ło ż e n ia ,

x x /C ią g  miar £v  ̂ nazywany zbieżnym słabo do miary v ,  j e ś 
l i  d la  każd ejnfu n k c ji  c ią g łe j  f ( p ) ,

5 f ( P )  d v n ( p ) - ^ 5  f ( p )  d v  ( p )
S -Ü

gdy n-*-«»-(zob, [ 1 8 ] ) .



Twierdzenie 5 . D la  każdej n ia iy  / i t  Г,' i s t n i e j ą  dwa 

c ią g i  układów punktów: |p^n^  i  { p ^ }  t a k i e ,  że

= b ( / ł . ;  z )  ,

J? lo g  ( z ;p (n))| s£  sup c (/A.;p , z )  -  c ( / x ; z )  . 
n-*— I (3) 0n j  P1 fi BA 1

Ha podstawie tw ierdzen ia  5 oraz d e f i n i c j i  b ^(z)  i  c ^ ( z )

mamy

Twierdzenie 6»D la każdego u sta lon ego z oraz d la  każdej 

miary v 6 К

lim  b (z ) é M v ;  z ) ,  lim  c (.z) < c  ( v ;  z) .
П 0“ n -* cm

S tw ierdzen ia 6 wynika od razu

Twierdzenie 6 \  D la każdego dowolnie u sta lo n ego  z ,

lim  b (z )  < . b(z )  , l im c (z)  ^  c ( z )  * 
n-*-— n n - * ~  n

Fonieważ tw ierdzen ia  6 i  S'* są  konsekwencją tw ierdzen ia  5 

i  ponieważ dowód tw ierdzen ia  5 j e s t  podobny do dowodu tw ier

dzenia 4 więc w c e lu  otrzymania tw ierdzeń 4 , 5 , 6  i  в' w ystar

czy udowodnić tw ierdzenie 4*

Twierdzenie 7 .  J e ż e l i  d la  ja k ie g o ś  u sta lon ego  z ,
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j e s t  fu n k c ją  c ią g ł ą  i  d od atn ią
y jP 1 , P 2 , . . . , P oC 6 E , wówczas

(12) lim
n-*-=~

lo g  a ( z )  
n

(13) lira lo g  bn (z)

(14) l im l o g  cn (z)
n

/o g ra n ic z o n ą  lu b  n ie /  d la

= à ( z )

= b (z)

= c ( z )

Uy/aga 1 » Tw ierdzenie 7 d a je  pewne odpow iedzi na p yta  -  

n ia  postaw ione p rzez P r o f .  LEJI^ w [ l6 ]  i  [ i7] dotyczące 

z b ie ż n o ś c i  ciągów  {^ n ( z ) j  i  { cn 2̂ ^} •

Tw ierdzenie S .  Warunkiem koniecznym i  dostatecznym  na t o ,  

aby i s t n i a ł  punlct z q £ E t a k i ,  że

(15) a ( z )  <  0
•*-.» «i

w pewnym o to cze n iu  Uq punktu z q ,  j e s t  żeby i s t n i a ł a  pewna 

m iara у£ К ta k a , że

(16)  U ( v ; z) <  sup U ( v  ; p . )
PT € E

w pewnym pod zb iorze Eq zb io ru  E o v -m ierze  d o d a tn ie j •

Uwaga 1 , Tw ierdzenie 8 mówi,że zawsze zachodzi nierów

n ość ( 16 ) ,  j e ś l i  ty lk o  i s t n i e j e  c h o cia ż  jedn a m iara, k tó ra  

n ie  j e s t  m iarą równowagi. O tóż okazuje s i ę ,  że w s z c z e g ó l

ne/ Tzn . w punktach , w k tó ry ch  n ie  j e s t  o k re ś lo n a , da s ię  
o k r e ś l ić  t a k ,  że otrzymana fu n k c ja  b ęd zie  c i ą g ł a .



n ie  ważnych przypadkach miara równowagi j e s t  ty lk o  jedna .  

Jedn a j e s t  n p. w przypadku oC = 2 i  w (p1 ,p 2) =* I p . ^  |

d la  n = 2 oraz ,p 2) »  exp [ -  |P1P2 I ? П ] ó la  n >  3

/n  oznacza tu  wymiar p rz e s trz e n i rze cz y w iste j a |pq| od

le g ło ś ć  punktów p i  q / .  Zatem w ty ch  przypadkach zacho

d z i (.16) a więc i  (.15)»

Można również udowodnić, drogą podobną ja k  w przypadku 

об = 2 ,  że miara równowagi j e s t  jedyna w przypadku

°rr'
co ( P l f - . P j  -  I I I P ^ I

1éj <k^ot

d la  n « 2 oraz

co ( p 1#. . . , p j  = II exp [ -|p^pk |2_n ]
1 éj -ek«oC

d la  n # 3  i

I s t n i e ją  jednak fu n k c je , d la  k tó ry ch  każda miara k la sy  

M j e s t  miarą równowagi. Przykładem ta k ie j  fu n k c ji  j e s t  

co (p., » •••»? ,*) «  co n st > 0  ,

Twierdzenie 9» Warunkiem koniecznym i  dostatecznym  na t o ,  

żeby

(17) F  ( z 0 ) .  0 

oraz

(18) lim  b ( z )  =» b (z )
z -*-z 0

o

d la  każdego z q ć. E , j e s t ,  żeby fu n k cja  co s p e łn ia ła  zasadę 

maksimum w są sie d z tw ie  zb ioru  E ,

Uwaga 1 » Tw ierdzenia 7 i  9 d a ją  odpowiedź na pyta

nie 5° w [1б] oraz na p ytan ie  5° w [ i7 ] ,
^ ■ ii s

Uwaga 2 , J e ż e l i  w ( p 1 , . . . , р ^ )  = || [ p ^ p j  ,  wówczas z a -

ło że n ia  tw ierdzeń 8 i  9 są  sp e łn io n e , zatem i s t n i e je
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punkt z q 8 E oraz o toczen ie  Uq tego  punktu t a k ie ,  że 

à (z ) < b ( z )  d la  z ć Uq /z o b . pytanie 3 ° w [16] i  pyta

n ie  3 °  w [17] / .

Uwaga 3 .  W szczególnym  przypadku, gdy oC = 2 , m = 2 , 

nierów ność ( 6 / ) ,  ja k  ju ż  p ow iedzieliśm y, z o s ta ła  udowodnio

na w m ojej pracy [1 ] , na zu pełnie in n e j,  n ie  prowadzącej 

w ogólnym przypadku do c e l u ,  drodze.

Uwaga 4 ,  V/ sz cz e g ó ln ie  ważnym przypadku, gdy 

W (p1 f . , , , f ^ )  =* е з ф [ - [ р _ . р к ) ~n ] , za ło że n ia  twierdzeń 8 

i  9 są  sp e łn io n e . Zatem w tym przypadku zachodzi równość ( 6 ) .

Obecnie podany je s z c z e  k i l k a  uwag à propos równości (.6) 

oraz p yta n ia  4 °  w [17 ] •

Odpowiedź na p ytan ie  4 °  j e s t  negatywna. Podany bowiem 

w następnym r o z d z ia le  przykład  /p rz y k ła d  1 /  ta k ieg o  zbioru 

i  ta k ie j  fu n k c ji  u> t d la  k tó iy ch  równość, o ja k ie j  mowa w 

pytaniu  4 ° ,  n ie  z a ch o d z i. Podany również przykład /p rzyk ła d  2 / 

ta k ie g o  zb ioru  i  ta k ie j  fu n k c ji  co , d la  k tó iy c h  c ią g  występu

ją c y  w pytaniu  4° w ogóle  n ie  j e s t  zb ieżn y ,

Na podstaw ie rezu lta tów  uzyskanych w n in ie js z e j  pracy oraz 

na podstaw ie m ojej pracy [ 2 ] można podać pewne w arunki, przy 

k tó iy c h  odpowiedź na pytanie 4° j e s t  pozytywna oraz przy k tó 

rych zachodzi równość (6 ) ,  Przypadek,gdy cC = 2 oraz

0) (P1 tP2 ) » |P-,P2 I 11 -  2 , Ca) ( P i , p 2) » exp [ - [ p ^ l  " n ]

d la  n ^  3 /n  wymiar p rz e s trz e n i r z e c z y w is te j/  z o s ta ł  rozwa

żony w m ojej pracy [2 ] ,  J e ś l i  chodzi o samo p ytan ie  4 ° ,  rów

n ie ż  pożyteczn ą może s i ę  okazać praca [ 20] •

Aby jednak n ie  p rzed łu żać naszej p ra cy , n ie  będziemy do

k ład n ie  formułować warunków,przy których  zachodzi równość ( 6 )  

oraz warunków, przy których  odpowiedź na p yta n ie  4 °  j e s t  po

zytywna.
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Dowody tw ierdzeń , Dowód tw ierdzen ia  1 . N iech  q^n * ^  bę

d zie  n-tym układem ekstremalnym nieswobodnym. Na mocy (10) 

mamy

(1S) z ioe
'l "  "  1 < i1<,,< < ^ < n  1 1 *1«1^<“ ‘ < ^ 4 П

)

d la  każdego układu p^n ' ^  *  { pi * , , e »Pnl ta k ie g o , że w

każdym ze zbiorów E 4 j e s t  ty le  punktów układu

p (n A )  ü e (jest punktów układu q^n * ^  ,

, ( n » D » J e ś l iN iech  p, będzie pewnym punktem układu pv
C *4 %

Pk £ Ei  (],) • ** i 2m(k) * w° wczas Przez / у  będziemy ozna

czać z a c ie śn ie n ie  miary / у  do Ei

/ t j . / y k (e) = / y ( e  П Ei  (k) , , , i 2m(k)) ^  Całku^  obie stro"

ny nierów ności (19) względem miary

/ 0 ^ 1  A xPn

>y^1,CE ) ’  "  / у Рп (E )
otrzymamy

Z .  i i 1— ł < >  . z
lo g

1 « i 4< >- < i , < n  1 eL I s ś i ^ - c i ^ ^ n CO (i , (n ,l )
*•*>*%

(Н7ГЯ—
gdzie

d f

pi P,
' /tL1 1( е ) . . . А 1 * ( E )  e  e

pi
[ • • •  ( i ° g  - 7- ---------------— - -  d / t  1(p

p.

■4 Л  K J
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c z y l i

( 2 ) 1 ( л  ) 1о® " 7 5 7 ? r L T l > " i r ; ” '  ł

w r - V  (%. )
0 ( r * - 1)

et-1
-  ( £ )  l o s  - ^ r r j ; — - T  *  ( » ■ ' )  •

*n

D z ie lą c  o s ta tn ią  nierówność przez (ai) otrzymujemy

( 2 ° )  ^  l o g  — 1— + 0 ( l ) o

V  ( V “ )
N iech  {n , | będzie ciągiem  l ic z b  natu raln ych  ta k ich ,ż e

( 21 ) lim  lo g  — чту- * »■»«»*»— я lim  lo g  '-“t t 3

^  ^ Ч Е ^ с о )  k - * ~  Vn ( 2l ,£k>)
к

d f к
Położny vn Ce ) —  "  » gd zie  к oznacza l ic z b ę  punktów układu

q(nA) zawartych  w e a Bez zm n iejszen ia  o g ó ln o śc i rozważań 

możemy z a ło ż y ć , że c ią g  j v  j  ,  d la  określonego wyżej n

j e s t  zbieżny sła b o  do pewnej miary /b o  c i ą g  |v  ̂ p o sia 

da podciąg zb ieżn y , zob® [ 5 ] / ®  O czyw iście А , ®

N iech  S  będzie dowolną l ic z b ą  dodatnią  oraz

)■ co(P1 « ® o o !»P  ̂) » j e ś l i  £0 ^p^, ® « o ^

. O  ) j e ś l i  co(P^ » o® ® ^

• Na podstawie d e f i n i c j i  c a ł k i , d l a  dowolnej l ic z b y  £  0

możemy zn a leźć  S (£ ) ta k ie  » ż*
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(г2) 1 ^  -**•*) >  

> 1 ( ^ 1 ) -  £

Ponieważ v —*-M~ i  ponieważ log — — — — —  
“ k 1 ^ ( P V ^ P o t )

Je st

ciągła,w ięc na mocy (21) i  (22) oraz d e fin ic ji /*- 

lim log - r r r - l — — —  >  lim log — rTT- I —  ----- s
•> ) "  * = -  Ж  U j )

V 1*
^oC

— -------- , \ . . . \ l o g --------- ------------  dv ( p )  .  ,.d v  {P I _
Ul (Sk) ) E} “*(*i......Sc) V  11 V

- I  GM
_ 1 
108 I > 1  ( A * ) - t » X  ( A j )  - Ł

4(>)
Ponieważ 6 je s t  dowolną liczb ą  dodatnią,więc na mocy 

ostatniej nierówności oraz (21)

1lim log

n ~*e°  n 4 El , û 5 )

Stąd oraz z (20) wynika teza twierdzenia 1#

Dowód twierdzenia 2 , W dowodzie posłużymy s ię  metodą 

wariacyjną używaną w te o r ii potencjału /zob« [5 ] / •

Bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy założyć,że  

W (P-i*****?^) ^  1 à1® é E . W razie potrzeby

moglibyśmy rozważyć co/K zamiast CO , gdzie К je s t  l i c z 

bą dodatnią >  8115 40 , „ . Z równości bowiem
P l » » » * » ^ ć *



-  24 -

E E

\  о9Л  log -7 - ----------- d v(p ) . . .  d v(p )
£ 2  co( p -j * )  v c. '  v °c/

u(v ;p.|) + lo s  Kt

( . ( log
К

) ) £0 P l ’ ^2 ,#e,,,Pcc)
E E

S3 I  (A  ) + log К

wynika, że

1 Cl£T
___ _____ К__________

)  * • * )
E E

60 *^2* ***,Роб)

\  —  \  l o g ą ? ~ T . r ^ - ) 4 v (p i ) —  4  VW

wtedy i  tylko wtedy, gdy U(v;p1 ) <  I  (v ) •

W , ( D / uprzypadku,gdy C '(E-^co) = 0 , twierdzenie 2 je st oczy

w iste. Załóżny więc, że ^Е^,со)>0. Oznaczny dla krótkości 
*1

zbiór E. . . . .  występujący w twierdzeniu 2 przez E a sumę 
X1 12m 1

pozostałych zbiorów przez E^. Przypuśćny dla dowodu niewprost, 

że is tn ie je  liczb a  6 > 0  i  zbiór domknięty E° o /^ -m ierze

dodatniej ta k i, że

(23) U ( / ^ ; z )  <
eup U O ł'1 5P1) -  2 t

o o Pl  £  E '  A
dla z e E1 . Niech p^ będzie punktem zbioru E.̂  takim, że

sup U ( A , ; ? . )  -  £

D( V ’ ° ) >  . . Л
p, t

Ponieważ funkcja U (A-^ ’ P-j) je s t  półciągła z dołu, więc istn ie

je  otoczenie Uq punktu p^ takie, że



( 2 4 ) U ( m l ; z ) >
sup U (A-f.P.,) -  t

P i e E1

d la  z É U .o

Położny
Ш

di'
v (e) =

A

- / * • !  I®) 

0

dla e C r.o

dla e C U

poza E„ i  U 1 o

gd zie  m =  A -j | 1 u0 ) • Ponieważ v (Eq ) = 0 ,  więc d la

każdego 0 <  Л <  1 , A^^ +  \ v  é .  D a le j mamy

I ( ^ 1 + A 7 )  - 1 ( ^ 1  = £ ( £ )  л к A - k -

k=0

-  1 A )  -  X ( £ ) A k A " * *
k=1

gd zie
k*«i.“ k df М П

E К
) • • А ^ й р т г г п т г т  d ^ i t p ii —
?  IL» * ^E E

oC-k
.•d A ilP jt)—  d v (Pk+1) —  d v(pJ

r n
m

Л .  W
5— i IS •

E? E 1 1 Uo

d 'Ji ( plc1]  d ^ i ( pk+ l ) — d Ali ( ' k - ^ | d Ą ( p ol. ;|ł1),

• • •  dA i ( P o l )
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Ponieważ 0 0 ^ 1 ,  w ięc z o s ta tn ie j  rów ności w ynika, że i s t n i e 

je  s t a ł a  K ^ > 0  ta k a ,ż e  J d la  к = 1 , 2 , . # . ,  об.

S tą d

I(,ai+Av) ^ -1(^1 <  X [ (^ )l1,4_l +

+ X  ^  Xk 2 ( ^ )  K, ]

Dalej na mocy (2 ^ f2 i  (24) тащу

[ x ; ? — ] i ‘
I

-  ) u ( / v p .,) d /* i  ( p ^  <
u

<
m

Л А Л  ) i o LP i“ lК 1 1

sup U ( Л ^ Р . , )  - 2 £
Al dA  ( p i ) ~

U

s u p  U ( / * ' 1 J P 1 )  - i

p ,£e
4Л.(р1)

s m
sup U ( A - ^ P - , )  “ 2 Ł

A
PltE1

Zate

/ -  Ш
L PX2!гл ! 1Ш

sup u ( A l ;p 1 ) -  t -  Ш t  ■< o

I . ( ^ 1 + X v )  -  I ( A X ) <  Л  [  Ł +

+ A X  Ak"2 ( t ) Ki ] < °
k=2
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d la  d o sta teczn ie  małego \  ,  a więc n ie  r e a liz u je  kreęu

dolnego in f  I  ( v ) ,  wbrew z a ło ż e n iu . Tw ierdzenie 2 j e s t  z a -  
V€M^

tem udowodnione „

Dowód tw ierdzen ia  3« Oznaczmy d la  k r ó tk o ś c i zbiory

^1
E . . przez P , , . . . , P  , a l ic z b y  punktów układu e k s tr e -

V #12n 1 D

malnego nieswobodnego q 

3rZ(

d f

P

( n , l ) zawartych w zb iorach  P ^ , . . . , Р ^ , 

odpowiedn io przez n \ . . . , n ^  • N iech

A
n [ 2 , 0  и ,(чи -и ) ] / » 1 ,

■p.eP.
D i

gdy n1 >  O oraz A1 =  O, gdy n^ = 0 .  O znaczny d a le j
n

przez n ( P ^ , £ )  i l o ś ć  ty ch  punktów układu q^n * ^  zawartych

w P . ,  d la  k tórych  . . .  . , .  .
1 + Ł

Najpierw  udowodnimy n astępu jący

lem a t. D la każdej l ic z b y  £ >  O i  d la  każdego zbioru  P . ,
“ (*!< Ł)l n (pi « Ł ) \ 

i = 1 , 2 , . . . , p ,  c ią g  I -------------------j j e s t  zbieżny do z e ra , gdy

n-

Dowód lem atu . Gdyby lemat b y ł fałszyw y wówczas p o t r a f i l i 

byśmy dobrać l ic z b ę  O, zb ioru  Р^о oraz c ią g  ł \ } t 8 k i -

“ k (pio> Ł „ )ze
(a )

gdy к

“ к
>  О

. -  . . d f к as . i f  к
b ia o h  T n (e) -  s  ,  T n ( e > -  -

ln ,l )
, gd zie  к i

к oznaczają i l o ś ć  punktôv/ odpowiednio układu q zawartych

w e oraz tych  punktôv/ q_. układu q^n ' ^  zav/artych w
D
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zbiorze e f | P So, d la  k tórych  ( q^n , 1 ^j ;>■ A*° + bQ •

Bez z o n ie jsz e n ia  o g ó ln o śc i rozważań raożecy z a ło ż y ć , że c ią 

g i  I i  |v I są  zbieżne słab o  odpowiednio do
^  ” k

i  v *  . Z e  względu na tw . 1 , miara j e s t  nieswobodną mia

rą  równowagi.  N iech

A =  lim  Ai0  d f  . , - . %
0 k T Z .  rTc * Sk X nun(log x , lo g  k )

oraz

U* ( v »Pi) =  i • • •  \  l o ek — ;-------------------- dv(p ) . . .

Е Е  “ ( * 1 ...........

• • •  dv( P « J -
0 znaczny d a le j przez F11 z b ió r  ty ch  punktów układu

i»  c

zawartych w F.  ̂ d la  k tórych  ( q ^ * 1 )̂ >  A^ + Ł .  Na mo

cy warunku (a ) d la  dowolnej l ic z b y  К >  0

J J L S [Zk Z f(-( v ^ l)l<
10

o ’ o
pi * r i  ” pi  F 

3 xo o ł t o

>  l im ,

V V ' i ' . i
n* ( V ° )

o o ’ o

S i% ' p)

=yCTFr7 (ло + £о)а + ) TA > v p)d j /V p)’  v*(p)}
o ' ■* P^

Wobec dowolności lic z ly  k > 0  m8my stąd na podstawie twier«

dzenia 2
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о р ^

gdzie а > 0 .  Z d ru gie j strony na podstaw ić tw ierdzeń 1 i  2

mamy p

iArilog jnćrz? = ^  ■ Ż  $ -
'  1* '  i=1 I \

■Ż
sup U ( / * ; p )

i*s1

przy czym oczyw iście

__ 1________

• Л
t

P t F - f

p

T *  n l  A1
f e t  k \ nk■" • пн*

'к -^в»П к л .(р1>
oraz

i  sup и ( / ^ ; р )
lim  A ^“k ^  л

ptPj

Stą d  jednak w ynika, że , lirą A1 =
K->oo

sup U ( A ^ p )

p tP .

sup U ( /U] ;p )
i  «  1 , 2 , . . . , p  « V/ sz cz e g ó ln o śc i mamy A = ..O ' - y

* pi
c z y l i  sprzeczn ość z n ierów nością (b )  .  Lemat zatem z o s ta ł  

udowodniony.

Ha podstawie powyższego lem atu i s t n i e j e  c ią g  l ic z b  do

d atn ich  |^n  ̂ zbieżny do zera i  t a k i ,  że 

n (P i#
(c) -  ' 0

gdy n - > o «  ( i  a 1 , 2 , » . . , p )  • Odrzućmy te ra z  z układu
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q(n*l) które n ależą  do zbiorów F11
n

i  = 1 , 2 , . , , , p  /z o b , d e f in ic ję   ̂ w dowodzie lem atu/ i  

otrzymany układ oznaczany przez qlm(n) A ) _

Ojaîn^ n s  **» °Ł+ 1»łee • K iecłl kn == min|k|m(k)^n^,O 9 Q f

Ponieważ n -  m(n) = n ^ ,  £ n ) + 

warunku (c ) mamy

f O 0 O O

0 0 0 + n (Fp»Łn)»
więc na mocy

lim 5Й > = U »  1 . Ш  . 1
n-*-eo n n-»-*» n n-»*e> n

J e ś l i  tera z  przez p^n ’ ^  = { p in *^f • • • tp^n * ^  r oznaczymy układ

1 a  > ( * „ ) . V
n dowolnych punktów wybranych z układu q ,

na aC, o(+1, , , ,  , wówczas c ią g  układów j p ^ * 1^  będzie żądanym

ciągiem  występującym w te z ie  tw ierdzenia 3* J e ś l i  bowiem

-  d f k  _  d f l ć  —
(e) =  -  oraz v ( e )  =  - -  , gdzie к i  к oznaczają

u n к '  к ’ n , -w
n n (n 1) I n * 1)

odpowiednio l ic z b y  punktów układów p k * i  q zawartych
T  k- — , к n —w e .  wov/c z as ,u. (e) <; -  = —  v, 

* '  n w  ^  n
, (e )  , JUL (e ) = ~  r -

n к 4 7 * /  п ч n к

n
m

n
lkn ) -  »  + È  kn M j ’  k .  kn _  kn (Pl ’ 4 J -

n
n

n

Zatem J e ś l i  j  J e s t  pewnym podciągiem ciągu  zbieżnym

do pewnej miary® wówczas do te j  samej miary J e s t  zbieżny c ią g

IVj l  « Oznaczmy tę  współną miarę graniczną przez ,u^ / J e s t  

ns J

to  oczyw iście nieswobodna miara równowagi/. Przypuśćmy d a le j,ż e

IV 1) (V 1)p, ->■ p , gdy s -*•«*» o ra z , że punkt p, był oznaczony

w u kładzie  q
(k„ - 1) ( k »A' s \  n *q s  1przez q - .  Oczyw iście q~

(V 1)
V
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gdy 8 —> «  oraz d la  d o sta te cz n ie  dużego s .

gdzie  Pi  j e s t  zbiorem zaw ieraj ącym punkt pQ.  Ponieważ

j ï

oraz V,kn ^ 1 '  ^kn °» 5”
s  s  s

więc na podstawie n ierów ności (d )  mamy

1 Ы  u ( S U  3 ^  é  U ( /m -1 ; p o )
S  -*-00 '

1 ,  gdy s -» « »

Twierdzenie 3 j e s t  zatem udowodnione.

Dowód tw ierdzen ia  4 .  N iech  będzie  ciągiem  nieswobod-

nych miar równowagi, przy czym zakładamy, że każda miara 

j e s t  gra n icą  pewnego podciągu c ią gu  w ystępującego w tw ierdzeniu  

Z k o n stru k c ji miar wynika, że

(2 5 )

słabo , gdy l - * * *  .  Udowodnimy n ajp ierw , że

(26) = 1 ( a ) .

N iech  A *  (e ) =  / t (  e ПЕ1 ) /  A (  E1 ) * O czyw iście

A *  * I  (/*-!> ^  I (/*■?) oraz X(A *) 1 (A ) »

l - * “ —  .

S tą d  na mocy ( 2 5 )  oraz ogran iczo n ości od dołu fu n k c ji
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lo g wynika równość ( 2 6 )  .
CO (p.| «•••»P0(,)

Rozważmy w dalszym c ią g u  z b ió r

E1 =  { Pi I U ( /V P -| )  >  U ^ î P ^  + Ł } •

Udowodnimy, że j e ś l i  6 j e s t  dowolną l i c z b ą  d od atn ią , wówczas 

/^1  ( Ei  ) _> ^ ° °  • W przeciwnym bowiem przypadku

is tn ia ła b y  l ic z b a  Eq ->  0 oraż c ią g  miar  ̂ t a k i ,  że

(27) ( E ^ ° )  -н» a >  0

gdy n —». .  N iech  I ^ ( v )  M  j  U ^(v ;p )d  v(p)  i  n iech

Kq będzie l ic z b ą  dodatnią  tak  dużą, że

К
(28) => l ( / 0

Ponieważ

£  aŁo

1 ( / * i  ) = \  U ( A  ipi ) dA  ( pi )
n '  n n

E 0
r Ei n

U(A ipi)4A <i>i) 3.ŁcA (Ei°) ł/ JL c n n n n '
p "n - p fc°  
E1 L1 n n

i D(/I!pi)d\ (pi) ł A  !> UK  ipi)4A
e ;  A  „ t o  “  n

n
Л  ' / °  
E1 " E1 n n

(p1)

К

£ а ( е Л + ) u > - ’ P)dA  (p ) +
O n n £ П
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)  [ " V j  .p ,)  -  " V . P i i  J  а л 1  (р ,)
'1 J o n n

E -E  
n n

więc na mocy (2 5 ) , (2 6 ) ,(2 7 )  i  (28) mamy

Ьо a
!( /* • )  ^  I  (A) + — r ——-  , co j e s t  niem ożliwe, bo 8  a ;> 0 .

Udowodniliśmy zatem, że j e ś l i  Ь j e s t  dowolną lic z b ą  dodatnią, 

wówczad A i  ( Ei Ł) ■*“ °» 1 - + ° °  ,  S tąd  d a le j wynika, że d la

każdego t >  0 i s t n ie je  II (£ ) > 0  ta k ie , że d la  każdego

1 ^  N (£) można znaleźć z b ićr  E a  t a k i ,  że

(29) ) >  1 -  e i u ( /t ;Pl) + t

dla n E/* 1

Oznaczmy Przez E „  sumę w szystkich  zbiorów E.
Л 1 V s*1zm

które mają Przynajm niej jeden Punkt wsPólny ze zbiorem E ^  ,
1

Rozważny n ajPierw PrzyPadek, gdy U (^u-,P l) j e s t  fu n kcją  c ią g łą  

w zbiorze E ^  ,  Na mocy tw ierdzenia 2 oraz (29) i s tn ie je

II (£ )  ^  N(£)  ta k ie , że

(30) и ( ^ , Р1) U ( ^ ; P l ) + 2 i

dla P t  E J E  u , 1 >  N(Ł)  • Ponieważ i l o ś ć  w szystkich
1

M
zbiorów E , ‘“ . j e s t  skończona, więc i s t n ie je  ty lk o  skon-

' ~ X2m

czona lic z b a  różnych zbiorów E u  > Oznaczmy te  zb io iy  Przez
II

1
s  u. ,«•>» s<u  * Podzielmy d a le j miary /* . .  odPowiadające

“ li ' N
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u sta lo n e j wyżej l i c z b i e  N na k la sy  ) , r  = 1 , . . . , q ,  

z a l ic z a ją c  do r - t e j  k la sy  w szystk ie  m iary, d la  których  E p.
H

pokrywają s i ę .  Rozważmy d a le j k la sy  podciągów |j/a ^  \ )  %
,nK

r  = 1t . o . , q  c ią g u   ̂ określonego w tw ierdzeniu  3 ta k ic h , 

że każdy podciąg ^ j  zbieżny j e s t  do pev/nej miary k la 

sy ( / * £ )  oraz żaden wyraz c ią g u  | a  | n ie  j e s t  .wyrazem dwóch 
1 ; / (Д ,» Н ,г )  \  j  • •

ciągów różnych k la s .  Oznaczmy przez Ц р  j j  po С1£^Г1

cią g u  j p ^ n ' ^ j  określonego w tw ierdzen iu  3» d la  których  

z o s ta ły  zbudowane c i ą g i  miar | д т I  .  Odrzućmy te ra z  z 

każdego układu p te  punkty, k tó re  n ie  n a le żą  do z b io -

ru Е д  ,  O trzymany w te n  sposób c ią g  układów oznaczmy przez

j p ( n »N) j  s  | p 1^n ,K \ . . . , p ^ n *I^j> • N iech  r  =  m injs|к (s) s* nj-

. . (n ,N ) / =  (n,N) =  (n ,!!) !  , .  , . . .
i  m e ch  p = (P i  * * * * ,pn Joznacza układ n punktów

wybranych dowolnie z układu 
(r  ,N) , ( r  ,N) (r  ,N ) x

p n s | 3  n , . . . , p  k^ r  x I • Ponieważ na podstawie (2 9 ) ,  
k ( n )  * ' r n )  I
— n— dl a d o sta te c z n ie  dużego n , więc n < k ( r n )

sfelrl+ 1̂ [~ir ] + 1 oraz [(1_2£) rn] ̂ k(rJ^rn dla
d o sta te c z n ie  dużego n . S tą d

(31) n ^  rn ^  - - ~ T  [ “ I t ]  + d la  d ostateczn ie

dużego n .

N iech  | będzie ciągiem  m iar zbieżnych  do pewnej miary

Г"  , ( V K):
AK, i  n iech  N

j r  v  u14 1będzie ciągiem  punktów zbieżnym
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do pewnego punktu p .  O czyw iście punkt p n ależy do zbioru

£ -  °  ( V й) °  J V >
К  (lEn, « N iech  d a le j p -  oznacza punkt p * w u k ła -

1 N sk 8k

dzie p
(\*N)

• Poniev;aż г д >  i  ponieważ o o ^  , . . . jp ^ )  ^1

d la  p ^ . . . , ? ^  4 E ,  więc

(Л \ r
I V  (

u K [

( \ . ч )
Ponieważ d a le j p -

v 1
oCl-1

'V 1'
1.4-1/ J

M.M'

— ■ Po ł  Л -  ~ " ^ 1 >  k 
k \

y/ięc na podstawie o s ta tn ie j  n ierów n ości, tw ierdzen ia  3 oraz 

nierów ności (31) пашу

(32) | 5 _ П (Вку Пк' П]) е  (1 -  2 t )  - 2 ( 'C - l ) U ( A i P0 ) 

gdzie  po € Е^Г\Е a  .  Na podstaw ie (29) i  (32) папу
N

lira
(s ) (n ,N )

U P k ^  sup U { /Ł 5 P J + k ( 6 )

gdzie К (£ ) zmierza do zera  v/raz z 6 • Udowodnił iśiity zatem , że 

j e ś l i  U(/U.;p^) j e s t  fu n k cją  c ią g ł ą ,  wÓY/czas d la  dowolnej

liczby Ł1 >  0 istn ie je  ciąg układów p ^  = | p ^ n\ . , , , p ^ n^j-,n

= oś, cC+ 1 , . » *  t a k i ,  że

lim  шах U ^ (  p ^ j  ^ s u p  U (^ajp-) + •
n-**— (3) P ^ E ^

Stąd  d a le j wynika, że i s t n i e je  c ią g  układów { p ^ }  =

“  ( ( р {П ) ...........P ^ }  -ta k i, że
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lim  max Ul<1)( p (n)) ^ s u p  U ( / A J p J
n-*— CO p^E* 1

• Je ś li  U (/*-;p1) n ie  j e s t  fu n k cją  c ią g ł ą ,  y/ówczas (zob,  

rozważania w p racy: G .A n ger, Sur le  ro le  des p o te n tie ls  con

tin u s  dans l e s  fondements de l a  th é o rie  du p o t e n t i e l ,  Sémi

n a ire  de th é o rie  du p o t e n t ie l ,  1957/56 , d la  dowolnej lic z b y  

£ > 0  i s t n i e je  miara / i é H ta k a , że U(/A.;p ) j e s t  fu n -
ш u,*

k e ją  c ią g łą  oraz U ( > i ; p  ) <  U + £ d la  p1 fc E .

Przeprowadzaj ąc tera z  d la  U (yujp^ te  sane rozważania co 

poprzednio d la  U (>u;p^) , otrzymujemy te z ę  tw ierdzenia 4 .  

Uwaga: Podamy je s z c z e  s z k ic  dowodu tw ierdzen ia  5 .

Ja k  ju ż  zaznaczyliśm y, dowód tw ierdzen ia  5 j e s t  zupeł

n ie  podobny do dowodu tw ierdzen ia  4 .

N iech  К będzie l ic z b ą  dodatnią ^  1 oraz ta k  dużą, że
Ko °

--------------------------------------- ^  1 d la  р ^ , . . , ? ^  é E .  N iech d a le j
<*> ( z , P 2 ...........P * )

К

1о% 7 2 Г Г 2------Г Г  dv(P2) — dYW

oraz
\  (v ; P 1»z) ^  l im l £  ( v ; p 1, z  )

Załóżmy najpierw  , że U ( ^ j p ^ )  i  ( yu.;р^ ,z )  są  funkcjami

c ią g a m i ze względu na p1 v/ zb io rze  ,  Ponieważ -* • / а.

i  ponieważ U ^ ( / A ; p ^ ,z )  j e s t  fu n k cją  c ią g łą  punktu , 

więc d la  dowolnej l ic z b y  £ . , > 0  i s t n i e j ą  l ic z b y  K . >  i

N.j >  0 t a k ie ,  że

(33) l^ * ( > AA'1 »Pi»z)  >  Uk  ( A î P i » 2) “  è i
o о

d la  К >  K1 , l ^ N ^ e  E 7** .

N iech i  będzie dowolną l ic z b ą  dodatnią  < 6 .  oraz tak małą,
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ze
(34) 2*~3 fl - ( 1  -  Zif] l o g  K.,(1 -  ZÎ)-2cK <  е 1 .

Możeny oczyv/iécie z a ło ż y ć , że U 1 j e s t  tak  duże, że d la

=  ln ’Nl)
cią gu  p i  wyżej określonego £ zachodzi nierówność (32) .

d f к =  d f  к =
Niech v ( e )  =  ~  i  v ( e )  =  -  , gd zie  к i  к oznacza-

r n ( r n ^ )  = (n,M )
j ą  odpowiednio lic z b y  punktów układów p i  p

zawartych w e i  n iech

d f

u U ) ( 5 (n ': ' l) , z )

к

1«si*t . . . c ^ g n  “ 3
3) (? ^ 3  »k)

J e ś l i  { n ^  3®st dowolnym ciągiem  l ic z b  naturalnych takim ,

że c ią g i  miar | vr  | i  j są  zbieżne do pewnych miar
^ Hk
*k

3 n

I V J
i  vo , wówczas na podstawie (33) i  (34) d la  dowolnego c i ą -

' k* 111gu punktów p_j J zbieżnego do pewnego punktu pQ,

k ’  l ) , z ) > I ^ 1 ( v o ;p o , z )
K.

(1 -  2 Ł ) -2 ( i - 2) l £ 1 ( (1 -  2
К

К.
-  ( ’  -  2 £ ) -2<”Ł- 2 ,aK1 (((1 -  Н ) г V l K V V 2 ) *

О ' 7

s  (1 -  « Г 2(Л' 2) | \ ’ ( ^ 1 * Р 0 - 2 ) -
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• >1 [*!(P 3 ' -  t1 -  2t)2 “ о<рз)]

?  (1 -  2 £ ) -2W- 2>^ 1 (> *;p 0 ,z )  -
О

-  24 - 3 [i - ( 1  -  2 S )2] l o g  K1 (1 -  >

s  0  -  2 t ) _2teL_2)[ i ^ o (ju .P 0 .* )  -  £ ,]  - £ ,

S tą d  na podstawie (32) maпу

(s k ) i = K < Hi), lim  —  lo g  В
lc-vee nk (> b ( > t ; p o , z )  +  к ( Ц )

gd zie  К (Ł^) zm ierza do zera wraz z •

<*>(Zj P2 #• • • » % )  / c o f p . , , . . . , ] ^ )  >  d(z )  0 ,

więc (podobnie ja k  w dowodzie tw ierdzen ia  4 ) d la  dowolnej 

l ic z b y  £ ^ > 0  i s t n i e j e  m i a r a y u  ta k a , że U (/*■ ;? .,) i

( / A j p ^ j z )  s ą  funkcjam i c ią g ły m i ze względu na p1 w Z b i O -

ll*
i-ze E oraz

P i t E
sun b ( yu ; p 1 , z )  <  sup b ( / i ; p 1 t z )  +

P ^ E ^

Przeprowadzając te ra z  to  samo rozumowanie odnośnie miary u , 

co poprzednio d la  yU., potrafim y d la  dowolnej l ic z b y  £ > 0

zn a leźć  c ią g  układów p (n  ̂ = ^p^n ) , » .  »»РП ^ )  * n= oL, d  + 1 , •(n> (n)'

t a k i ,  że
lim  max ~  lo g  C ^ ( p ^ ) s g s u p  C ( / i j p ^ z )  + £ 2

n ^ ° °  ( j )  °n P ^ E ^

Tą samą metodą można udowodnić, że d la  £ 2 > 0  i s t n ie je

c ią g  układów
_ ( n )  / -  (n) =  (n)}- ( n )  / -  (n) =  (n n
P -  ( P-j * • • • »Pn ] П= C^-,0(. + 1 , a » » , ta k i  że
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lim  max lo g  B ^ ( p ^ )  4  sup b ( M ; p 1 fz) + £ 
n -> ~  ( j )  * n  Р - ^ Е ^

Udowodniliśmy zatem, że d la  dowolnej l ic z b y  &2 >  0

p otrafin y  znaleźć dwa c ią g i  układów: j p ^ j  = ||p^ ^  , . . . » p ^

oraz |р^П)  ̂ « |(р|П^, pi,n) «•••♦Pj!Ln )̂j » d la  których  odpowied

nio  są  spełnione dwie o sta tn ie  n ierów ności. Stąd  ju ż  wynika

łatwo is tn ie n ie  ciągów układów w ystępujących w te z ie  tw ier

dzenia 5 .

.Jak ju ż  zaznaczyliśm y, tw ierdzenia 6 i  6 ‘ są  konsekwen

c ją  tw ierdzenia 5 . ,

Dowód tw ierdzenia 7 .  Najpierw  udowodnimy równość (12) . 
Hiech z będzie takim punktem, że 

t*Hz *P2 » •••»PcC )

(35)

S j e s t  fu n kcją  
a >  0 ta k a , że 

w ( z »P2» f » P o < ; )

dla  р ^ . . . , ? ^  s E j e s t  fu n kcją  c ią g łą  i  dodatnią . Zatem 
is t n ie je  l ic z b a  a >  0 ta k a , że

U ( P , »P2 »• • • »P^

?1 i t  E . Ponieważ

n

A f z ; p (n)] а Т Г Ï Ï
1 7 J - 1 • • «г

1

i  + jV

$s a >  0

C0(z »PiC)>, *»»pi«c)

uby\. . . . PJ

1 T  a>i ( Zi l ’i
1 « i .  • , < i c*n  1

SdZie ^

u) ( P l * # , ł »Poc)

р.о(г,р2, , . . , ^ )  .i»(p1fp ,p3, • • • , £ )  •»• W(P^»P2* * z^ ^
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,îe s t  na noc.y (35) fu n k cją  sym etryczną punktów ,p^ ,

w ięc na podstaw ie tw ierdzen ia  1

’in f A (z;pln))
l i n  lo g  a (z )  = lim  lo g  

n -* ~  n n

(n) \

p<nb

«  lim  lo g  — ------—
n sup

1

1| U ) l ( Z|pi 1" M , p id ) 1/ П(ń)  11 1  ̂ xi /
p4 с  E

a l im l o g  — — — 2--------

' V„ ( E - W i )

-  in f i  j- ( . . . (  logtojz,p2, . . . , p j  + logu)(pl ł 2 fp3...... p j  +

V€M 1 l E
■

+ . . .  + l o g  w(p1f . . . , ^ , , , 2} d v ( p 1) . . .  d v (P<<) -  

- j . , . ^ l o g  (*)(P l , . . . , p J  d v ( p 1) . . .  d v ( p j  =

[lo g  a>(z,p2 , . . . , p oC) r l ° s  W(p1fp2 , . . . ,  p^)
E E 

=  i n f

E E

d v ( p 1 ) . . .  d v (p ^ ) a  i n f  a ( v ; z )  = a ( z )

Równość (12) j e s t  zatem udowodniona.

Następne nasze rozważania będą m iały na ce lu  udowodnie

n ie  równości ( 1 4 ) .  Dowód rów ności (13) j e s t  an alo giczn y .

Na mocy tw ierdzen ia  6 w ystarczy udowodnić, że

(36) lira lo g  c (z ) ^  c ( z )
n-*o° n . .

r* d f ( nk )
N iech  t  Ca) =  lim  c (z ) i  n iech  p = •

n

będzie ciągiem  układów punktóv/ zb ioru  E ta k ic h , że



v y

0%)max С 1
U )

j e ś l i  к -*•<>•» Zm ieniając w r a z ie  potrzeby numerację punktów

(\) ( \ ) . . . . .
p. , mozeny z a ło z y c , ze

"k  1 / f ,

(37)

gdy к

, o >  . J \ \  . .IV
\z 5 p ) C (z')

N iech  v ( e )  a -  , gd zie  1 oznacza l ic z b ę  punktów

w " 11
układu p należących  do e* Bez zm niejszen ia  o gó ln o śc i roz

ważali możemy z a ło ż y ć , że c ią g  |v  ̂ j e s t  zbieżny sła b o  do pew

nej m iaiy 7  .  O czyw iście ^

( V p1-Z)sup o
(38) o (v  ; z )  « v v ' ^  C (z )

P^E °

E o
będzie dowolną l ic z b ą  dodatnią  i  n iech  p^ będzie 

punktem zbiozu E takim , że

(39) = ( \ , !р° " г )  >  е, ( % ! г ) *  !  *
( “ к ) (

Wybierzmy z każdego układu p , к « 1 , 2 , » #«,  punkt p . , .  ч
(nk ) 0

w ten sposób, żeby p ^  -► P-, » gdy к -*■ «»- • N iech  Kq

będzie l ic z b ą  dodatnią  tak  dużą, że j e ś l i  położymy

cif
lo g ^  x =  min ( l o g  x , l o g  K )

« л л* ( ( wi2.Pi.P,.. tli)

^ ( w z) =  ---- -  dV p2'-"dvo(pJ  •
wówczas
(40)

К o . .=  o v i
® (Voî p l * Z) > c (v0 î p 1»z ) -  2

d la  К 2s К .O Na podstawie (3 7 )
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*
l o g  c ( z )  a l im 

к-» «°k -* ~  *нк

lira I

\

lk

Stąd  na podstaw ie ( 3 3 ) , ( 3 9 )  i  (40)  mamy lo g  c ( z ) > c ( z )  -  i  . 

Nierówność ( 36 ) j e s t  zatera udowodniona, ponieważ fc było d o 

wolną l ic z b ą  d o d a tn ią . Z (36)  i  tw ierdzen ia  6 wynika równość

( 1 4 ) .

A n alogiczn ie  dowodzi s i ę  równości (13) • Twierdzenie 7 j e s t  

więc udowodnione.

Dowód tw ierdzen ia  8 ,  A . Dowód k o n ie cz n o śc i. J e ż e l i  i s t n i e 

je  punkt z к 2 oraz o toczen ie  U tego punktu ta k ie ,  że

d la  z Ł U wówczas, na mocy p ó łc ią g ło ś c i  z góry fu n k c ji  a ( v ; z ) ,  

i s t n i e je  miara ^  i  o toczen ie  U punktu z ta ic ie , żo

o o

i n f  a ( v ; z )  = a (z )  <  0 
vfcM

(41) a ( / x ; z )  <  0

d la  z k U • Ponieważ

со (г ,р 2 , . . . , р л )
d/AlP-j)

= H / M  -  U(ya ; z )

więc na mocy (41)

(42) U ( / ł; z ) >  I  (>*) d la  zfcU  .O
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3tą d  ju ż  v/ynika, że

sup U ( / s z )  >  U ( aa; z )
zêE

w pev/nyn podzbiorze E q zbioru  E o -m ierze dod atn ie j «

W przeciwnym bowiem r a z ie  m ielibyśm y

sup U(yu;z )  ^  u (/u »z ) 
ztE

poza zbiorem o ^.-m ierze równej z e ru . C ałk u jąc o s ta tn ią  n ie 

równość stronam i względem yU m ieliby sny

sup U ( / 4 z )  <  I  ( Л )  
z*E

c z y l i  nierówność sprzeczną z nierów nością (42 ) .  Nierówność

( I 6 ) j e s t  więc udowodniona.

B.Dowód d o s ta te c z n o ś c i. J e ż e l i  i s t n i e je  miara yufe M 

ta k a , że nierówność (16) zachodzi vt pewnym podzbiorze zb ioru  

E o ^ .-m ierze d o d a tn ie j, wówczas c a łk u ją c  tę  nierówność s tr o 

nami względem / a otrzymamy

sup U ( / a ; z) >  I ( / a ) 
zfcE

I s t n ie je  zatem punkt z q£E t a k i ,  że U ( / Ł»zo) >  I ( / a) .

Ponieważ U (^u.;z) j e s t  fu n k cją  p ó łc ią g łą  z d ołu , więc i s t n i e 

je  o toczen ie  U punktu z ta ic ie , że o o

U (^ -.z )  >  I  ( / a )

d la  z 6 U • Zatem o

a (/A*z) = I ( /X) “  U (/M z ) <  0

d la  z t  U • S tą d  
o

a ( z )  » i n f  a ( v ; z )  
v*M

dla  z 6Uq , c z y l i  nierówność (1?) j e s t  udowodniona.
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Dowód tw ierdzen ia  9 ,  A , Dowód k on ieczn ości,, Załóżm y,żc 

warunki (17) i  (18) są  spełn ione oraz załóżmy d la  dowodu 

n iew p ro st, że fu n k cja  w n ie  sp e łn ia  zasady maksimum w są 

sie d ztw ie  zbipru E ,  I s t n ie je  zatem miara lic z b a  t Q 

oraz c ią g  punktów { z ^  zbieżny do pewnego punktu z q k E 

t a k i ,  że
sup U (yUjp )

(43) lim  U ( m ; z  ) f
n -* -00 n z*E °

Ponieważ b ( v ; p ^ , z )  = U(v;p^)  -  U (v ;z  ) , więc na mocy (43)

тащу
b ( / * ; z  ) a sup b ( yu.;p Z )= sup U(yU;p ) -  U(/*;z ) < -  t  

11 p^fcE 1 n p^feE 1 n

d la  n ^ N .  S tą d

d la  n S t K ,  c z y l i  oba warunki (17) i  (18) n ie  mogą być ra

zem sp e łn io n e , wbrew z a ło ż e n iu . Zatem konieczność tw ierdzenia 9 

z o s ta ła  udowodniona,

B , Dowód d o s ta te c z n o ś c i. N iech  v będzie dowolną miarą 
k la sy  LI, Ha mocy z a ło ż e n ia  d e f i n i c j i  4 oraz równości

b(v;z)<= sup b (v ; p  ,z) = sup U(v;p  ) -  U ( v ; z )
P l t Ev P lfeEv

d la  każdej l ic z b y  & >  0 i s t n i e je  otoczen ie  V(£) zbioru  E 

t a k ie ,  że

b ( v ; z  ) -  Ł

d l a  zfe V (E)  oraz v fe M, S tą d

b (z ) ^  £

d la  z f c V ( £ ) ,  Ponieważ £ było  dowolną l ic z b ą  d od atn ią , więc 

z o s ta tn ie j  n ierów ności wynika, że
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(4 4 )  lira b i z 1) $j О 
z' -*.zfcE

Ponieważ d a le j b ( v ; z )  j e s t  fu n k c ją  p ó łc ią g łą  z g ó iy ,  za

tem

l i m b ( v ; z ’ ) ^  b ( v ; z )  
z'-*zfcE

d la  każdej m iaiy v é  Ы. S tą d , na mocy nierów ności b (z )  4 b (v; z )

d la  v fc LI, mamy

lim  b ( z ' )  ^  b (v;z ) 
z '-*z tE

d la  każdej miazy v fcH , Zatem

lim  b(z ' )  <  i n f  b ( v ; z )  = b ( z )  
z '-*z tE  ^  v LI

, — *)
Ponieważ oczy w iście  b (z )  < 0  d la  z 6 E , w ięc na mocy

o s ta tn ie j  n ierów ności oraz (44 ) mamy

lim  b ( z ' )  = b ( z )  = 0  
z'->zéE

c z y l i  rów ności (17) i  ( 1 8 )  .

Tw ierdzenie 9 j e s t  zatem udowodnione.

Przykład  1 . Rozważny w przypadku oć= 2 , m=1 z b ió r  E bę

dący sumą dwóch zbiorów E 1 i  E^ ta k ic h , że 2^ = (z  | -  2 $

4  re z 4  - 1 ,  im z=0 ) ,  E2 =>(z | 1 4  re  z <  2 ,  im z =* 0 )  .  

N iech  co(p,q) a |pq| d la  p ,q fc E  oraz c o ( l , p )  = 1 d la  p é E ^ ,  

co ( i , p )  = 2 5  d la  p <= Ponieważ w tym przypadku n -ty

układ ekstrem alny zb io ru  ze względu na o> ; q ^  = | q . . , * , * , q  }

j e s t  n-tym  układem ekstremalnym zb ioru  p ła sk ie g o  ze względu 

na o d le g ło ś ć , w ięc ( z o b .  rozw ażania w [ 15] ) •

^  _1/ ( n - D
(4 5 )  [min II co(q ,ą  ) — V( E , c o )

L ( j  ) k=1 1 ^  J
k f j

Kładziemy bowiem to(p1 , . . . , р ^ )  / с о (p^ »• ••*P oC) = 1 d la

dowolnych р ^ , » » » , ? ^  •
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gdy n -» o o f g d z ie  rozw artość V (E ,o o )  s p e łn ia  nierówność 

i  <  V ( E , o o ) < 1  ,  Oprócz te go  wiadomo (zo b ,  rozważania 

w [ I 5 ] j f że j e ś l i  ^ ( e )  = ~ ,  g d z ie  к oznacza l ic z b ę  

punktów układu ekstrem alnego q ^  zaw artych w e ,  wówczas

lim  M (E  ) = lim  / х  (Б ) -  i  • Zatem na podstaw ie (45)
XI ->o° ft ' л -**oe> П c. ć.

rrtax В
U  )

ï : î  VJ ^ п (е 2> 
« » ( i : q ‘n>) -  - i _____ ! - 2 5 - ! _ J L

'Т7ГН-1)

______ 5___

v"lEf co)
>  5

gdy n

N iech  te ra z

ekstremalnym zb io ru  E ^ . Otóż
( ql * * e , , 4 J  bçd zie  п-^У111 układem

V l n - 1 )

V 1) в(;|) (i;pln,H

Prawa s tro n a  o s ta tn ie j  n ierów n ości zm ierza do 4» S tą d
1 /(n -1 )

l i m b  ( i )  ^  4 < 5  < l im  max B ^ M i ;  q *n M 
n-*-«x> n n -> °° ( j  ) '  '

c z y l i  odpowiedź na p y ta n ie  4 °  w [17] j e s t  negatywna»

Przykład  2» N iech  oć= 2 ,  m =» 1 oraz E = E ^ U E ^ ,  gd zie

E^ i  E^ s ą  zbioram i określonym i w p rz y k ła d z ie  1 .  N iech  

d a le j co(p,  q) = j|Pl -  |q|| d la  p , q t  E oraz
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G J ( i , p )  = 1 d la  pfeB1 , C û ( i , p )  = 4 d la  p t  Każdy 

układ ekstrem alny zb ioru  E^ jalc również każdy układ e k s tr e 

malny zb ioru  E2 są  w naszym przypadku układami ekstrem alny

mi zbioru  E ,
/  Y \ \

Rozważmy te ra z  c ią g  układów ą~ , n = 2 , 3 , , , ,  t a k i ,  że 

( 2 k -l)
q , к = 2 , 3 , » . *  j e s t  (2 k -l) -s z y m  układem ekstremalnym

zbioru E.
(2k)

oraz q , к = 1 , 2 , , oe j e s t  2k-tym układem

ekstremalnym zbioru Tak określony c ią g  układów j e s t  c ią 

giem układów ekstrem alnych zbioru  E , Oprócz tego
1 / ( 2 k -2 )

max
(3)

gdy k -» -0*» oraz 1 / (2k-1)

max B ^ ( i ; q t 2k4  —>  16,
(3) \ /

gdy к • Zatem c ią g

| max B ^  ( i ; q ^ )  j-

n ie  j e s t  zb ieżn y .

SUI.3.ÎARÏ

P ote n t ia ls  with  k ern els  o f oC&2 v a r ia b le s  and th e ir  a p p li

c a tio n s  to  in v e s tig a tio n s  o f  extrem al fu n c tio n s .

Let H? be n -d ism ension al Eu clid ean  space and co(p^ *9^* • • • * P j  

a n on negative, con tin ous and sym etrie fu n ctio n  o f  oc ^  2 

p o in ts  p ^ ,P 2 ,« « » ,P ^  o f  Rn ,  L et E be a compact s e t  in  Rn 

and И the c la s s  o f  a l l  Radon measures w ith  supports con

ta in ed  in  E such th a t v ( E )  = 1,  The fu n ctio n

Ufvip,)  =  l ° e -------------------------------  dv(p ) . . . d v ( PcC)

s в « 1*1 ........p<0
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w i l l  be c a lle d  the p o te n t ia l  w i th  kernel o f  eć v a r ia b le s .

,/*■

L et E ^ , • • . ,E^ be compact su b sets  o f  E such th a t

E f f i l é  = 0 . i + j  and J x  a measure o f  1.1. Denote by LïÇ

the su b cla ss  o f  11 such th a t EVC E^fl [ e . U . . . U  E ] ,

_  —

V l J i  ум (в 1 и . . . и ^ с )

f o r  i = l , . . . , k .  Let  us s e t

I ( v )  Ш   ̂ U(v;p.|> dv(p1 )

A measure v such th a t о

К О  -  inf ï(v)

w i l l  be c a l le d  n o n -fre e  eq u ilib riu m  measure o f  E . U , » , U  E,
4- к

w ith  re sp e ct to  со and /*>.

In  the methods o f  p o te n tia l theory used /u p  to  now/ in  

th e o iy  o f  extrem al p o in ts  /s e e  [ l , 2 , 6 , 7 , 3 , 9 , 1 9 , 2 0 ] /  only 

the case o f the eq u ilib riu m  measure /s e e  [5 ] and only fo r  

oC = 2 was co n sid e re d . Author u sin g  the p o te n tia l w ith  

the k ern els  o f  oi^ .2  v a r ia b le s  and n on -free  equ ilib riu m  

measure e ith e r  s o lv e s  o r g iv e s  a way o f  s o lv in g  preblems 

h ith e r to  in so lv ed  /s e e  e . g .  the problems in  [16] and [ 17] / .
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Ре зюме

Потенциалы ядра которых зависят от  

переменных и их применение к и с сл е - 

дованию экстремальных функций.

Пусть Rn п-мерное евклидово простран ство, пусть  

Е компактное подмножество пл и пусть  

непрерывная положительная, симметрическая функция 

°̂  точек К11 • Через М обозначает класс

положительных нормированных мер Радона V на 

множестве E , ( ÿ (e )= i ) . Носитель меры обозначает  

Еу . Потенциалом от ядра o t- переменных называем 

интеграл ,

u(viPl) М  ) \  ю е  М<рг) . . .а у а д

Е Е  '
Пусть Е ^ . . . . * Е ^  тгомпактные подмножества Е ,
Е.П Е. = 0 ( i ^ )  и п у сть  мера исполняющая у е л о -  

вие /u (E ^ U ...U E p) ^  0 .  Через 1/Ç обозначаем множество 

мер принадлежащих к л а ссу , таких что Е

EVC E /U0  .[E t U . . . U E  ]

Полагаем
1 /“ ( E . U . . . U E  ) i - ! . 9а- » • » •

T (V) d f  [
u (V»P1) d V (p 1 )

Мера ^  6 W  такая чтоо р

и г )  .  t e r  1 ( » )
Vè

P
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называется несвободной мерой равновесия множества 

E ^ U  . . .  U Ер относительно функции со и меры •

До сих пор в методах теории потенциала при- 

менянных к теории экстремальных точек ( [i , 2 , 6 ,  

7 , 8 , 9 , 1 9 , 2 0 ] )  был исследован случай обыкновеннрй 

меры равновесия ([б]) и только для оС= 2 .

Автор определяя потенциал ядра d -переменных 

и несвободную меру равновесия, представляет  

новый метод исследования экстремальных функций. 

Автор решает, иди указывает пуст к решений неко

торых задач еще не решенных ([1б] , [1 7 ]) .

г
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