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O WIELOMIANACH JEHIORODNYCH TRZECH ZMIENNYCH
NIEZALEZNYCH QUASI-HARMONICZNYCH

1. Wpracy udowodnimy twierdzenie o ilos$ci liniowo
niezaleznych wielomianéw jednorodnych stopnia m trzech
zmiennych

(D P (x.y.z). a.

quasi-harmonicznych tzn. spetniajgcych réwnanie

(2) Lu(xy,z) =0,
gdzie
(3) L u(x,y,z)= anu”+ c22u”™+ a33u;a+ a~unf

+ " + " + " +
813'xz T %s1Yzx a23uyz =V zy
ko= 0\ state, za$ operator Lu jest eliptyczny.
2. Udowodnimy teraz

Lemat 1# Jezeli 1°

14) pNrX.y”™), P2 (X,¥,Z),..,., Pn (x,y,z)
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lest uktadem wielomiandéw liniowo niezaleznych,

2° T jest transformacjg Srodkowo afiniczng

x = B1ls + B12t + B13v

y B21s + B22t + B23v

(5]
B31s + B32t + B33v

N
1

3° t“1 jest transformacjg odwrotng dp T
s - CAx + Cl2y + C13z
(6) t o =21* * c22y + °23z

v . 031x + 032y + 033z

to uktad wielomianow
(7) NSFt.V)» PiEUISHBI2UBI3, , BRASB2EHE3/
B31=fB32t+B33vJ
i = 1,2,»«»,n

jest ukiadem wielomianéw liniowo niezaleznych.

Dowéd. Z tozsamosci

(8) clpl(x,y,zj + .... + CIPM(X»Y»2)- 0

wynika, ze

(9) crS ,..=C BO.

Przypusémy, ze z tozsamosci

HO) Clgl(s,t,v) + eee + (s,t,v)=0
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wynika, ze

(11)

(42) Clpl(ac,y,2)+ ss2+s + CnPn(X,y,z) =0
Ha podstawie (8) i (9) otrzymujeiqy

(13) ... =C_=0

wbrew (11) , a wiec wielomiany (7 ) sa liniowo niezalezne.

3« Niech
(s.1*tv )» *...... » gPm+l (s,t,v)

bedg wielomianami harmonicznymi, jednorodnymi stopnia m
liniowo niezaleznymi. Jak wiadomo [1] istnieje doktadnie

2ratl takich wielomian6éw postaci

m

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Istnieje doktadnie 2mtl wielomianéw jed-
norodnych stopnia m postaci (1) quasi-harmonicznych i -
niowo niezaleznych.

Dowéd. Zachodzi odpowiednio$d jednojednoznaczna miedzy
wielomianami q~s.t.v) postaci (14) oraz wielomianami qu-
asi-harmonieznymi p* (x,y,z). Niech Tl bedzie transforma-

cja typu (5) ktéra przeksztatca forme kwadratowg

(15)
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k
porzadkowany jest jeden odpowiedni wielomian Pm(x,y,z) .

wbrew zatozeniu. ITa odwrdt przez transformeje kazdemu

Na podstawie lematu 1 kazdemu uktadowi

wielomianéw liniowo niezaleznych przez transformacj¢ T

jest przyporzadkowany uktad wielomianéw

(17) P! (xfy,z) PA3+l (x,y,Z)

liniov/o niezaleznych. Jest to maksymalna ilo$¢ wielomianov/
liniowo niezaleznych ze wzgledu na jednojednoznaczng odpo-
wiednio$¢ oraz lemat 1.

4 . Podamy konstrukcjQ uktadu wielomianéw jednorodnych
stopnia m quasi-hamoniczIyChe

Hiech ~n(s) oznacza n-ty wielomian Legendre a,X’\(k)(s)
jego k-tg pochodna.

Niech
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i niech
(18) Fk <s,t,v). 2k xjk)(f ) (t+iv)k .
Jak wiadomo [1] funkcje
09) g (s,t,v) = rePk(s,t,v) = Cn"k :Ak)(|)re(t+iv)n

kaO 111« 9ma

oraz
(2°) Q~(s,t,v)= ira Pk(s,t,v)= (=>u"k YIn (t+iv)k
k*11%ee»m

sg wielomianami harmonicznymi jednorodnymi stopnia ra |i-
niowo niezaleznymi,

lliech

2 3
(21) r - 2 Loo*, - * . =21T, *3 - z
Xk~ i

Stosujac transformacje T71 2z uktadu (19)» (20) otrzymu-
jemy ukiad 2m+l wielomianéw jednorodnych stopnia ra quasi

harmonicznych liniowo niezaleznych
(22) px (=c,Y.r)._r x f*

gdzie w (t,v ) = re (t+i'v)Xk, k=0,1,...,ra

oraz
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(23) P*(x,y,z)« rn"k

°31X+C32ytC332) >

A .
gdzie Wk(t,v) = in (t+iv) , K =1,..., m

5. Podany zastosowanie wielomianéw quasiliaimonicznych

do rozwijania rozwigzan analitycznych réwnania (2)*
Udowodnimy

Twierdzenie 2.

Jezeli 1° wu(x,y,z) jest rozwiazaniem
analitycznym réwnania (2) w kuli x2 + y2 + z2 < R2 ,
2°
(24) u(x,y,z) = 2 vA x,7»z) ,

nsdO
gdzie
(25) vn (x,y,z)=

c < zm-(i+j)
x0,m-(x+y) < X

to kazdy z wielomianéw y” (x,y,z) jqst v/ielonianera

quasi
harmonicznym.

Dowdéd, Na podstawie zatozen

(26) L u(x,y,z) = L2 v (x*y.z)= 2 L v, (x»y*z)= 0,
ra3 n ISO n

Poniewaz L v~(xfy,z) jest wielomianem stopnia n-2 prze-
to z tozsamosci (26) wynika, ze

L vnh (x,y,z) =0 |, n=0,1,,,,

Prace cytowane

11+ M.Picone, Appunti di Analisi

Superiore, Vol,1,Kapoli 1942
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SUMMARY
On the hpmogeneons quasi - harmonio polynomials on
the three variables»
The authors give the construction of 2m+ 1 linear

independent polynomials

@ Y )=+ wu?>*, B **A

quasi-harmonic, satysfying the elliptic equation with con-

stants coefficients

bu(x,y,s) = + “22uyy + a33u;z +
@)
t a2llyx + VvV b + V * « + a23Wyz + a32Uyz * 0
They prove the following theorem:
Theorem. |If the function
(3) u(x,y,z) v (X,y,2)

M0

There is an analitic solution of the equation Lu =0

Xi J ,m- (i+D)
V*'*x> - oA ai,j,m r 2

then

Lvm(x, ¥y» z) =° m=1,2,.
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Pe3lome

O¥YeHO00AHBIX KMe3u -rapMOHNYECKUX

nosinHomMax 2-X repemMeHHbIX»

ABTOpbI AaldT KOHCTPYKUMIO 2m + 1 JINHENWHO

He3aBNCUMbIX MOJIMHOMOB
m

(D) e (1r3)
YAOB/IETBOPAKOWMX  3/TYLUTUYECKOMY YpPaBHEHUIO

= * - " % "ok
212)7 Lu(xwytz)— AMixt @ I/'yy+ €az Urr 12 I/Ixy a13 W;z+

AL

¥ 83 I/Iyz ¥ agi I/Iyx+ %31 sz My = ©

%45 zy
ABTOpPbl [0Ka3blBAlOT C/leayloulylo TEOpPeEMY:

Teopema: Ecnun dyHKUMA
u(x,y,z) V. (X.y.2)
ABNAETCA aHa/IMTUYECKUM peLleHeM YypaBHEHUS (7),

u rc (i+;5)

VY jora-(i+j)x y 2

Z)U ifrt)
Torpa

tvm(x,y,z) s O D=0,1,2je»»



