
F e lik s  B arań sk i, Adam Wachułka

O WIELOMIANACH JEHIORODNYCH TRZECH ZMIENNYCH 

NIEZALEŻNYCH QUASI-HARMONICZNYCH

1 . W pracy udowodnimy tw ierdzen ie o i l o ś c i  lin iow o 

n iezależn ych  wielomianów jednorodnych sto p n ia  m trz e ch  

zmiennych

( 1) P ( x . y . z ) .  a .  .
-L » i ) =  1

quasi-harm onicznych tz n . sp e łn ia ją cy ch  równanie

(2) L u ( x , y , z )  = O ,

gdzie

(3) L u ( x , y , z ) =  a n u ^ + c 22u ^ +  a33u ;a+ a ^ u ^ f

+ a . , u "  + a_„u"  + a „_u"  +  a_„u 
13 xz 31 zx 23 yz 32 zy

ik = \ i s t a ł e ,  zaś operator Lu j e s t  e lip ty c z n y .

2 .  Udowodnimy te ra z  

Lemat 1# J e ż e l i  1°

14) p ^ x . y ^ ) ,  p2 ( x , y , z ) , . . , . ,  Pn ( x , y , z )
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l e s t  układem wielomianów lin io w o  n ieza leżn y ch , 

2 ° T j e s t  tran sform acją  środkowo a fin ic z n ą

(5 j

3° t“ 1

( 6 )

x = B11S + B12t  + B13v 

y  = B21s + B22t  + B23v 

z = B31s + B32t  + B33v

j e s t  tran sform acją  odwrotną dp T

s -  С ^ х  + C12y  + C13z

t  •  =21*  * c 22y + °2 3 z 

v .  o31x + o32y + o33z

to  układ wielomianów

(7 ) (̂Sft.v)» Pi(B11s+B12t*B13v , B21s+B22t+B23v

B31= f B32t +B33v J

i  = 1 , 2 , » « » ,n

j e s t  układem wielomianów lin iow o n ieza leżn y ch . 

Dowód. Z tożsam ości

(8 ) c 1p 1 ( x , y , z j  + . . . .  + СПРП(Х»У»2 ) -  0

wynika, że

(9 )

Przypuśćmy, że z tożsam ości 

HO) C1q1 ( s , t , v )  +

C ̂  S , .  . = C В 0 .

• • • + ( s , t , v ) =  0



wynika, że

(11)
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(42) Clp1(ac,y,z)+ . . . .  + CnPn (x,y,z) = 0  .• • • •

Ha podstawie (8 ) i  (9 ) otrzymujeiqy

(13) .  .  .  = C = 0
n

wbrew (11) , a więc wielomiany (7 ) s ą  lin io w o  n ie z a le ż n e . 

3« N iech

będą wielomianami harmonicznymi, jednorodnymi sto p n ia  m 

liniow o n iezależn ym i. Ja k  wiadomo [1 ] i s t n i e je  dokładnie 

2ra+1 ta k ic h  wielomianów p o s ta c i

Udowodnimy n astępu jące  tw ierd zen ie :

Twierdzenie 1 . I s t n i e je  dokładnie 2m+1 wielomianów je d ­

norodnych sto p n ia  m p o s ta c i  (1 ) quasi-harm onicznych l i ­

niowo n ieza leżn y ch .

Dowód. Zachodzi odpowiedniośó jednojednoznaczna między 

wielomianami q ^ s . t . v )  p o s ta c i  (14) oraz wielomianami qu­

a s i -  harmonieznymi p̂  ( x , y , z ) .  N iech  T 1 będzie tran sform a- 

c ją  typu ( 5 )  k tó ra  p rz e k sz ta łc a  formę kwadratową

(s.1*tv )» * . . . . . . »  qPrn+1 ( s , t , v )

m

( 15 )
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k
porządkowany j e s t  jeden  odpowiedni wielomian P  ( x , y , z )  •1Д

wbrew z a ło ż e n iu . ITa odwrót przez tra n sfo r m e j  ę każdemu

wielomianów lin iow o n ieza leżn y ch  przez transform acj  ç T

j e s t  przyporządkowany układ wielomianów

lin iov /o  n ie z a le ż n y ch . J e s t  to  maksymalna i l o ś ć  wielomianov/ 

lin iow o n ieza leżn y ch  ze względu na jedno jednoznaczną odpo- 

w iedniość oraz lem at 1 .

4 .  Podamy k o n stru k c jQ układu wielomianów jednorodnych 

sto p n ia  m quas i-h a m o n ic  z nyc h •
(k)

H iech  ^n( s )  oznacza n -ty  wielomian Legendre a ,X ^  ( s )  

je g o  k - t ą  pochodną.

Na podstaw ie lematu 1 każdemu układowi

( 1 7 )  P,! ( x fy , z )  P ^3+1 ( x , y , z )

N iech
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i  n iech

(18)  Fk < s , t , v ) .  ? n“ k; x jk)( f  ) ( t + i v ) k .

Ja k  wiadomo [1 ]  fu nkcje

0 9 )  q ^ ( s , t , v )  = r e P k ( s , t , v )  = Ç n" k : ^ k)( | ) r e ( t + i v ) ń

kaO 11 1 • • • 9ra

oraz

(2°) Q ^ ( s , t , v ) =  ira Pk ( s , t , v ) =  (=>u" k ) ln  ( t + i v ) k

k * 1 1 * • • »m

są wielomianami harmonicznymi jednorodnymi s to p n ia  ra l i ­

niowo n iezależn ym i, 

lliech

2 3
(21) r  -  2  . * ,  -  * .  = 2 1Г, * 3 -  z .

xk~ i

S to su ją c  tran sform ację  T^1 z układu (19)» (20)  otrzymu­

jemy układ 2m+1 wielomianów jednorodnych sto p n ia  ra quasi 

harmonicznych lin iow o n iezależn ych

* ........ -  -(22) р‘ (= с ,У ,г ) .  r  x f *

- xkgdzie  w. ( t , v  ) = re ( t + i v ) "  , k = 0 , 1 , . . . , r a

oraz
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(23)  P * ( x , y , z ) «  rn" k

°31X+C32yłC33Z ) >

łJ •
gd z ie  Wk ( t , v )  = in  ( t + i v )  , к = 1 , . . . ,  m.

5 . Podany zastosow anie wielomianów quasiliaimonicznych 

do ro zw ija n ia  rozwiązań a n a lity czn y ch  równania (2 )*  

Udowodnimy

Twierdzenie 2 . J e ż e l i  1° u ( x , y , z )  j e s t  rozwiązaniem
2 2 2 2analitycznym  równania (2 ) w k u li  x + у  + z <  R ,

2°

(24)  u ( x , y , z )  = 2  vA x , 7 »z ) ,
nsdO

gd zie

(25) vn ( x , y , z ) = C . . .. . .  Х ' Уxo,m-(x+y) ^
zm - ( i + j )

to  każdy z wielomianów y^ ( x , y , z )  j q s t  v/ielonianera quasi 

harmonicznym.

Dowód, Na podstaw ie założeń

(26)  L u ( x , y , z )  = L 2  v ( x * y . z ) =  2  L v„ (x »y*z )=  0 ,
гЭЗ n ISO n

Ponieważ L v ^ ( x fy , z )  j e s t  wielomianem sto p n ia  n -2  prze­

to  z tożsam ości ( 2 6 ) w ynika, że

L vn ( x , y , z )  = 0  , n = 0 , 1 , , , ,

Prace cytowane

I 1 ł M .Picon e, Appunti d i A n a lis i  S u p e rio re , V o l,1 ,K a p o li  1942
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SUMMARY

On the hpmogeneons quasi -  harmonio polynom ials on 

the three v a r ia b le s»

The authors g iv e  the c o n stru c tio n  o f 2m + 1 l in e a r  

independent polynom ials

(1) pm<W ) = ±  w u * , * * ^

quasi-harm onic, s a ty s fy in g  the e l l i p t i c  equation  w ith  con­

s ta n ts  c o e f f ic ie n t s

(2)

bu(x,y,s) = + “ 22иуу + a33u ;z +

ł  a21Uyx  ł  V b  + V * «  +  a 23Uyz +  a32Uyz *  0

They prove the fo llo w in g  theorem: 

Theorem. I f  the fu n ctio n

(3 ) u ( x , y , z )
П=*0

v (x,y,z)

There i s  an a n a l i t ic  s o lu tio n  o f  the equ ation  Lu = 0 ,

xi  J  „m- (i+D)
V * ' * >  -  ^  ai , j , m  Г  2

L vm ( x ,  У »  z )  = °  , m = 1 , 2 , .

then
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Резюме

0<У еднооодных кпези -гармонических 

полиномах 2 -х  переменных»

Авторы дают конструкцию 2m + 1 линейно

независимых полиномов
m

(1) ’ • п‘ (1г3) 

удовлетворяющих элуштическому уравнению

(2) L u (x,y,z)= а ,,и * + а->о и" + e_., и" * и" * а , ,  и*' + 4 7 w t /  11 хх 22 уу ^3 гг  12 ху 13 xz

+ а „  и" + а0. и" + а ,,  и" + а , -  и" = О 
23 yz 21 ух 31 zy 32 zy

Авторы доказывают следующую теорем у:

Теорема: Если функция

V (x ,y ,z)u(x,y,z) n

является аналитическим решением уравнения (?.),

V (х,у 
m' ,Z )U  i f ^ t )

u  rc- (i+;5)
j , r a - ( i + j ) x y 2

тогда

Łvm( x , y , z )  s  0 Di = 0 , 1 , 2 j e » »

Ф


