Dobiestaw Brydak

KIKA LW 0 FUNKCJACH POLtfYPUKLYCH {f} ,

Praca ta jest uzupeinieniem mojej pracy [2], w ktdorej
podatem pewne t?/ierdzenia ustalajgce zwigzki pomiedzy poje-
ciem wypukitosci i poétwypuktosci {f} . Ha wstepie przypomne
definicje funkcji potwypuktej {f} i potwklestej {f}(por«[4]).

Niech f (xX) bedzie funkcjg rzeczywistg okreslong w prze-
dziale (a,b), spetniajgca warunek

1) f [la,b)]C(a,b).
Przez #a*(x) oznaczaé¢ bedziemy n-tag iterate funkcji f(x):
(2) fo(x) = x, fn(x)=f[ikllx)], n=0,1, ee-

Funkcje f(x) okresSlong w przedziale | zawartym w (a,b) na-

zywamy potwypukia {f} wl, jezeli

(3) LI R CO) I dia It
za$ potwklectg {f} wl, jezeli
(4) ifwil» t..dla x £ I,

Jak juz zauwazytem w pracy [2], pojecia wypukiosci i

poétwypuktosci {f} zachodzg na siebie, ale zadne z nich nie
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zawiera sie w drugim,]/ tej pracy pcdara pewne dalsze twier-
dzenia dotyczace zwigzku miedzy tymi pojeciami.

Uogélnieniem twierdzenia 2 zawartego w pracy [2]jest
nastepujace

Twierdzenie 1. Niech {fn(xl] bedzie ciggiem malejagcym
funkcji okreslonych, ciggtych i rosngcych w przedziale
(a, *=**»), speiniajacych w tym przedziale nastepujace warun-
ki:

(5) fn(x)>x dlan=1,2,..., x€(a, *=

(0) fn(x)— x dla x tla, sm

i niech funkcja f~Ix)- x bedzie pétrosnacaff w (a,0->).
Jezeli f(,x) jest funkcjg okreslong, po6iciggta z goéry
malejgce, i potwypukitg{frJ/dla kazdego n naturalnego/ w
pewnym przedziale 1CQ f [(a,®-)], to ~(x) jest wypukia
n=1 n
w t,

Dowdd: Wobec tego, ze cigg funkcji f~(x) jest malejg-
cy i wobec zatozenia (6) cigg f~M[(a,o)] jest wstepujacy
skad ~[(a,~)] » f\ fn(a,’?)], a wiec zbior ™ f [(a,—)]

n=1 n=1

nie jest pusty. Zauwazmy dalej, ze z (6) wynika juz, ie

fA(x) == x, b<®° /poniewaz x jest funkcjg ciggtal/.

Niech xQt |I . Stad wynika, ze xg nalezy do zapasu kazdej

1/ Funkcje g (x) okresSlong w przedziale (a,b) nazywa-

my poétrosngea {f} w tym przedziale, gdy g [f (xX)]> g (x)
dla x 6 (a,b).



3 funkcji f (x) , a wiec dla kazdego n istnieje takie
tn£ I,1 ze
(?) n gtn) o’

Z nieréwnoséci (5) raawy wiec f (x) > x dla X > a,

a zatem
(8) t < x dla n = 1.2,...
n o
Poniewaz dalej ciag (x )} jest malejgcy, wiec mamy na
podstawie (8)
Xo® Toltnde T G > ik ow

a stad t tXI’ bo kazda z funkcji fXI (x) byta rosng-

P 1
ca. Ciag {t™J jest wiec rosngcy i ograniczony z go0ry

/wobec (8)/ , istnieje zatem jego granica. Potézmy

(9) tO: Ilnm t .

Poniewaz ciag (f™ (x)} zmierza do x niemal jednostajnie

w (a, c®)f wiec zbieznos¢ ta jest ciggta, tzn.

(10) o (t) t

a wiec na podstawie (7) mamy

(11) toz X0 *

Skoro funkcja f(x) jest, na mocy zatozenia funkcjg pot
wypuktg {f*} dla kazdego n, wiec z nieréwnosci (3) otrzy-

muj emy
(12) 2 * [fn(tnl] ~ f (tn)+ [f~(tnl] dla n =1,2....

Potézigy



(13) ho= f (t)-t,n=1.2,..

Ha podstawie (9) i (10) many:
(14) lim hn B O.
Skoro funkcja fn(x) - x jest pdirosngca {f ~, wiec
manmy przy pomocy nieréwnosci (5) i (2)
- N -
fr2],(tn) fn(tn) fn,(tn) tn*
skad

f%(tn) 2fn(tn) - tn*

a stad, z (12) oraz z tego, ze funkcja 'f(x) jest maleja-

ca mamy

2t K M VN

skad, zgodnie z (13) i (1Q), wynika:

2 fIx)"f(x- hj+ f(x+ hjdlan=1,2,...

Ostatnia nieréwno$¢ daje nam, razem z wzorem (13):

i - - N
lim sup f(x + h) + f(x h)4r"2 X ) Ky

h— 0 a

wiec ~(x) jest wypukia w (a, g—)[3]

Analogicznie dowodzimy:

Twierdzenie 2, Niech (f (x)) bedzie ciggiem malejacym
funkcji okres$lonych, ciggtych i rosngcych w przedziale (a,
spetniajacych v/arunki (5) i (6) i niech funkcja f (x)—x
bedzie po6trosngca {f*} w przedziale (a, «*1 dla kazdego n.

Jezeli f(x) jest okresSlona, po6iciggta z dotu, rosng-

ca i potwklesta {f~ dla n = 1,2,... w pewnym przedziale
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<O
ICM1 In [(E«™»)] to f(x) jest wklesta wi*
Zauwazmy, ze zatozenie o monotonieznosci *f (x) jest

istotne, czego dowodzi nastepujgcy przyktad;

Hiech ~ (x) maln x + ¢.x (c>0), fN(x) :£#1>x,n:1,2,.,.,
a=sl. Spetnione sg w tyra przypadku wszystkie zatozenia twier-
dzenia 1, ale funkcja f(x) nie jest wypukia w zadnym pod-
prsedziule przedziatu

V/niosek. Jes$li funkcja f(x), okres$lona, poéiciggta z
gory / z dotu/ w przedziale («C®») jest w tyra przedziale po6t-
wypukta {f} /potwklesta {f}/ dla f (x) = cx , gdzie e
jest dowolng liczbg rzeczywistg wiekszg niz 1, to ~(x) jest
wypukta /w klesta/ w kazdym przedziale (cC,0-), gdzie oC> 1.

Dowdéd. Rodzina funkcji 1a(x)=(1 +”7)x dla

n >y x >1spetnia zatozenia twierdzenia 1,wiec (x)
jest wypukta w przedziale IpC «d), skoro przedziat ten za-
wiera sie w zapasie kazdej z funkcji f (x).

V przypadku, gdy funkcja ~ (x) jest po6iciggta =z dotu
i potwklesta {fJ korzystamy w analogiczny sposdéb z twier-
dzenia 2.

Rowniez prawdziwe jest, do pewnego stopnia odwrotne,

Twierdzenie 3» Jes$li kazda funkcja postaci ax, gdzie a
jest dowolng liczbg rzeczywistg, jest poétlwypuKdra {f} /pdt-
wklesta {f}/ w (ot,0») to f(x) a x + h w (cE 0*) gdzie
h jest statg*

Dov7Od« Bioragc a = 1 i a = - 1 otrzymujemy z nieréwnos-

ci (3) odpowiednio

f (x)—f (x) & f (x) - x, dla xt )



oraz
fr(x)-f(x) ™~ f (x) - x# dla x6(at,—»)

a wiec funkcja f (x) niusi spetnia¢ w przedziale [qi, )

rownanie f (x) - t (x)=f (x) - x, skad wynika/patrz [1]

i [2]/, ze f (x)= x + h w (ot, ®), gdzie h jest staila.
u przypadku, gdy funkcja ~ (x) jest potwklesta {f} po-

stugujemy sie analogicznie nieréwnoscig (4).
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SIMARE

Quelques remarques sur les fonctions semi-convexes

Cet article est une complementaire de mon article "re-
cédant [2]* Ici, je donne quelques théorémes e'tabissant
les relations parai la notion de convexité et la notion de
semi-convexité {f}.

Pour définir la fonotion semi-convexe {f}, prennons
une fonction f (x) définie dans un intervalle (a,b), qui
satisfait a la condition

f [(a,b)] C (ab).

Par fACx) nous désignons la n-tiéeme itérée de la fon-
ction f(x)

fe(x) = x, fntl(x) = f [f~x)], n=0,1,...

Une fonction f (x), définie dans un intervalle | contenu

dans ta,t>) est dite semi-convexe {f}, si

[f(X)]« ~(*H2 —f- pour x £ 1.

Si la fonction f(x) satisfait a 1;inégalité réciproque,
cette fonction est dite semi-concave {f}»

Comme une généralisation du théoréme 2 de 1;article [2]
je donne le suivant

Theorems 1, Soit {fn(x)} une tuite décroissante des
fonctions définies, continues et croissantes dans un inter-

valle (a, «»0), qui satisfont aux conditions suivantes:
f (x) > x pour n =1,2,..., X > a,
n

et fA(x)>x pour x > a, n =1,2,.... Soit f~(x) - x la



fonction semi-croissante dans (a, 00).

Si f(x) est une fonction définie, décroissante serai-
continue supérieurement et semi-convexe {f~{ /pour chaque r./
dans un intervalle | fn alors f (x) est con-
vexB dans |I. n=1

De méme facon nous pouvons démontrer le suivant.

Théoreme 2. Soit (f~(x)} une suite décroissante des
fonctions définies, continues et croissantes dans un inter-
valle (°C, oo), qui satisfont aux conditions indentique a
ces du théoréme 1 et soit la fonction fn(x)~ X semi-crois-
santé ~ dans (c£,00) pour chaque n.

Si  'f(x) est une fonction definie, semi-continue infe-
rieurement semi-consave {f ”~ pour chaque n et croissante

dans un intervalle @&
I c1r:ll * L[ —3]

alors -f(x) est concave dans I,

Corollaire, Si une fonction f(x), définie, semi-oonti-
nue suporieurément /inferieurement/ dans un intei'valle
(oC ,o00) est semi-convexe {f } /semi-concave {f}/ dans cet
intervalle pour chaque f(x) s ax, ou a est un nombre réelle
arbitraire, plus grand que 1, alors 'f(x; est convexe /con-
cave/ dans chaque intervalle (oL ,«?), ou X.> 1 ,

Le théoréme suivant est partiellement réciproque a ce
corollaires

Théoreme 5» Si chaque fonction ax /ou a est une con-
stante arbitraire/ est semi-convexp {f} /semi-concave {fl/
dans un intervalle (qC,oq) 5 al,ors f(x)=x h dans cet

intervalle, ou h est une constante.



J*¥ai aussi donn® les examples pour démontrer que la

condition que 'f(x) est monotone dans le théoreme 3»

est e.§§eq:tigll:q\;>

Pe3tome

HekoTopble 3amMedaHusa 0 PYHKLUAX,NONYBbINYKAHXTT |

dTa cTaTbs NOMOJSIHAEeT MO paboTty [2]. B Helh

yCTaHaB/IMBaKOTCA CBA3WN BbINYK/IOCTbIO M MOJTYBbINYKJ/TOCTbHO

Ona onpepeneHns QyHKYMM nonyBbinyknown {f">

Bo3bMeM yHKuMo  f(Xx), x é (a,b) Ans KOTOPOW

f [(a, W] C (a, b).

Myctb f*1 o6o03HauvaeT €€ N-Ty uUTepary:

fe(x)ex, N+l(x) =fF [fAx) ], M- 0,1
GyHKUMO  *p(X) , onpegenéHHyro B UMHTepBarse (a,b) »
HasoBeM nonyebiNyksio {f} B uMHTepBane 1((a,b) ,

ecnan

Yposnetsopsetr nm f nNpoTnono>XHoMy HepaBeHCTBY,
Ha3zoBéM eé nonyBorHytowm {f} -
Teopema 2. un3 [2] ponyckaeT criegyrouiee 0606>KeHwMe:
Teopema 1. Myctb {f (x.)] SABMAdAeTCcs yOblBalOLUEN
nocsnefoBaTesibHOCTbIO (YHKUMM BO3pacTawlWmx U Henpe-
ObIBHMX B WHTepBane (a,-*») Takux 4dto fAN(X) > X

(nay °*0),
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N fn(x) —x (x> a).
MycTb (X)-x aBnaeTca nonayeBo3pac Tawowein |fn(x)]
B (a,— ] .

Ecnn f(x) asnsetca dyHKunen yb6biBatoLLen,
nonyHenpepbiBHOW cBepxy u nonysHnyknoi {f \
ONsi BCceX N B WHTepBane Il c f] f (a, «),

TO0 M(X) BbINYKNa B |I..
MeTon poBoja nNpurogeH wM Afss Noay4vyeHus
Teopembl 8. Myct6 {fn[ ypoBnetrBoOpsieT ycno-

BUSIMMN TeopeMbl ecnin \(X) sBnseTca nonyHepnepbiBHOK

CHMN3y , nonysorHytoC {f ~ pgna Bcex N n Bo3pa-
cTalowein B mHtepBane | ¢ Q. f
MNaT n

To f(x) BorHyTta B I.C.

CnepgctBue. Ecnu dyHkuma f(x) asnsetcs
nosilyHenpepbiBHOW cBepXy /cHU3y/ B unHTepBasne (a, oo»)
n nonysbinyknonn {f} nonycorHyTom B 3TOM
MHTepBasie nNpum BceX f(x> = <x

(- nNpou3BOJsIbHOE BeLWECTBEHHOE 4Yucno o6Goswe

1), TO (X) Bbinykna /BorHyTa/ BO BCAKOM uHTepBase

(a ,oc», , roe a> 1
MmeeTca n Teopema, 4YacTUUYHO obpaTHa aTomy
CNneAcTBUIO:

Teopema 3. Ecnm Bcakaa dyHKuma Buga a X (a -
nponsBoJsibHasi NOCTOAHHAadA ABMideTCcA MNONYBbINYKJ/OM
{f} nonyBorHyTOl {f}) B unHTepBane (a, <), TO
fiX) ax+ h B 3TOM UHTepBase (h MOCTOAHHOeE)

MpuBoaATCA, K MOMNOJIHEHUIO, MNpPUMEPU f[OKa3blBa-
owpe, 4TO ycs/loBUEe MOHOTOHHOCTM «™X) B Teopeme 1

cyluiecTBeHHOe.



