
Dobiesław Brydak

KIIKA Ш  0 FUNKCJACH POŁtfYPUKŁYCH { f }  ,

Praca ta  j e s t  uzupełnieniem  m ojej pracy [2] , w k tó re j 

podałem pewne t? /ierd zen ia  u s ta la ją c e  zw iązki pomiędzy p o ję 

ciem w ypukłości i  półw ypukłości { f }  .  Ha w stępie  przypomnę 

d e f in ic ję  fu n k c ji  półwypukłej { f } i  p ó łw k lę słe j { f } (por«[4]).

N iech f  (x) będzie fu n k cją  rzeczy w istą  określon ą w p rze

d z ia le  ( a , b ) ,  s p e łn ia ją c ą  warunek

(1) f  [ la ,b ) ]C (a ,b ) .

Przez ±а*(х) oznaczać będziemy n - t ą  i t e r a t ę  fu n k c ji  f(x):

(2) f ° ( x )  =  x ,  f n (x)  =  f [ i J:1l x ) ] , n =  0 , 1 ,  • • •

Funkcję f ( x )  określon ą w p rz e d z ia le  I  zawartym w (a,b) na

zywamy półwypukłą {f}  w I ,  j e ż e l i

(3 ) f  [ f  (x )]  ^  d ia  I t

zaś p ółw k lęcłą  {.f} w I ,  j e ż e l i

(4 )  i[f  W ]  ^  .t ... d la  x  Ł I ,

Ja k  ju ż  zauważyłem w pracy [2 ] ,  p o ję c ia  w ypukłości i  

półw ypukłości { f } zachodzą na s ie b ie ,  a le  żadne z nic h  nie
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zaw iera s ię  w drugim ,1,'/ t e j  pracy pcdara pewne d a lsze  tw ier

dzenia dotyczące związku między tymi p o ję cia m i.

Uogólnieniem  tw ierdzen ia 2 zawartego w pracy [2]j e s t  

n astępu jące

Tw ierdzenie 1 .  N iech  {fn (xl] będzie ciągiem  malejącym 

fu n k c ji  określon ych , c ią g ły c h  i  rosnących w p rze d zia le  

(a , *=**»), sp e łn ia ją cy ch  w tym p rze d zia le  następu jące warun

k i :

(5) f n ( x ) > x  d la  n = 1 , 2 , . . . ,  x € ( a ,  *-=. )

(o) f n ( x ) — x d la  x fc l a ,  =»■=>)

i  n iech  fu n k cja  f ^ l x ) -  x  będzie p ó łro sn ą c a [f w ( a , o - > ) .

J e ż e l i  f ( ,x )  j e s t  fu n k cją  ok reślon ą , p ó łc ią g łą  z góry 

m alejące, i  p ó łw y p u k łą {f^ J/d la  każdego n n atu raln ego / w

pewnym p rze d zia le  I C Q  f  [(a ,® -)], to  ^ (x )  j e s t  wypukła
_ n=1 nw I ,

Dowód: Wobec te g o , że c ią g  fu n k c ji  f ^ ( x )  j e s t  malej ą - 

су i  wobec za ło że n ia  ( 6 )  c ią g  f ^ [ (  a , «»*»)] j e s t  w stępujący

skąd ^ [ ( а , ~ ) ]  » f \  f n [ ( a ,° ° ) ] ,  a więc zb ió r  f \̂ f  [(a ,—)] 
n=1 n=1

n ie  j e s t  p u sty . Zauważmy d a le j ,  że z ( 6 )  wynika j u ż ,  i e

f ^ ( x )  ==^ x ,  b < ® °  /poniew aż x j e s t  fu n k cją  c ią g ł ą / .  

N iech  x Q t  I . S tą d  w ynika, że x q n ależy  do zapasu każdej

1 / Funkcję g  ( x )  określon ą w p rze d zia le  ( a ,b )  nazywa

my półrosn ąęą { f }  w tym p r z e d z ia le , gdy g [ f  ( x ) ] >  g  (x)  

d l a  x 6 ( a , b ) .



з fu n k c ji  f  ( x )  , a więc d la  każdego n i s t n i e je  ta k ie

t  £ I ,  że 
n 1

(?) n ( t  ) 4 n '
X  .

o

Z nierów ności (5 ) гаащу więc f  ( x )  >  x d la  x >  a , 

a zatem

(8 )  t  <  x d la  n = 1 - 2 , . . .
n o  * ’

Ponieważ d a le j c ią g  (x  )} j e s t  m ale jący , więc mamy na 

podstawie (8 )  :

X  ■» f  ( t  ) a  f  - ( t  - )  >  f  ( t  ,o n v n '  n-1 n-1 n v n-1 ' *

a stąd  t  - <  t  , bo każda z fu n k c ji  f  ( x) b yła  ro sn ą -
П** I XI XI

c a . C iąg { t ^ J  j e s t  więc rosnący i  ograniczony z góry 

/wobec ( 8 ) /  , i s t n i e je  zatem je g o  g r a n ic a . Połóżmy

( 9 ) t  =  lim  t  •' ’ o n

Ponieważ c ią g  ( f ^  ( x ) }  zm ierza do x niemal je d n o sta jn ie  

w (a , c ® ) f więc zb ieżn ość ta  j e s t  c ią g ł a ,  tz n .

(10) n ( t  ) ' n ' t

a więc na podstawie ( 7 )  mamy

( 11) t  =
o xo *

Skoro fu n k cja  f ( x )  j e s t ,  na mocy za ło że n ia  fu n k cją  p ół 

wypukłą {f^ } d la  każdego n , więc z nierów ności ( 3 )  o trz y 

muj emy

(12) 2 * [ f n ( t n l] ^  f  ( t n)+  ł [ f ^ ( t nl] d la  n = 1 ,2 ...........

Połóżiąy
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(13) h =  f  ( t  ) -  t  , n = 1 , 2 , . . .
v ' n n n n ’ *

Ha podstawie (9 ) i  (10 ) many:

(14) lim  h в  О.n

Skoro fu n k cja  f n ( x )  -  x j e s t  półrosnąca { f   ̂ , więc 

mamy przy pomocy nierów ności (5 ) i  (2 )

f 2 ( t  ) -  f  ( t  ) ^  f  ( t  ) -  t  , 
n '  n n ’ n n '  n '  n*

skąd

f 2 (t  ) *  2 f  ( t  ) -  t  , 
n n n n n*

a s tą d , z (12) oraz z te g o , że fu n k cja  ' f (x)  j e s t  m aleją

ca mamy

2 ł K M  VN
skąd , zgodnie z (13) i  (1Q ), wynika:

2 f  lx  ) ^  f  (x  -  h j  + f  (x  + h j  d la  n = 1 , 2 , . . .

O sta tn ia  nierówność d aje  nam, razem z wzorem (13) :

' f ( x  + h) + f ( x - h )  - 2 ^ х )  .  „ lim  sup ------------- -----------------------------4-r"-----------------  — 0 ,
h — 0 a

więc ^ ( х )  j e s t  wypukła w ( a ,  q— ) [3 ] •

A n alogiczn ie  dowodzimy:

Tw ierdzenie 2 , N iech  ( f  (x ) )  będzie ciągiem  malejącym 

fu n k c ji  o kreślon ych , c ią g ły c h  i  rosnących w p rze d zia le  (a, 

sp e łn ia ją cy ch  v/arunki (5 ) i  (6 )  i  n iech  fu n kcja  f  (x )—x 

będzie półrosn ąca  { f^ }  w p rze d zia le  (a , «**1 d la  każdego n .

J e ż e l i  f ( x )  j e s t  o k reślo n a , p ó łc ią g ła  z d o łu , rosną

ca  i  p ó łw k lęsła  { f ^  d la  n = 1 , 2 , . . .  w pewnym p rzed zia le
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I C nQ 1 I n [(.£,«**»)] to  -f (x) j e s t  w k lęsła  w i *

Zauważmy, że za ło że n ie  o m onotoniezności *f (x ) j e s t  

i s to tn e , czego dowodzi n a stęp u ją cy  p rzykład ;

XÎ *ł* 1
H iech ^ (x )  ta In  x + с .х  ( c > 0 ) ,  f ^ ( x )  = — > x , n = 1 , 2 , . , . ,

a=s1.  Spełnione s ą  w tyra przypadku w szystk ie  za ło że n ia  twier

dzenia 1 , a le  fu n k cja  f ( x )  n ie  j e s t  wypukła w żadnym pod- 

p rsed ziu le  p rzed zia łu

V/niosek.  J e ś l i  fu n k cja  f ( x ) ,  o k reślo n a , p ó łc ią g ła  z 

góry / z d o łu / w p rz e d z ia le  («C,®») j e s t  w tyra p rz e d z ia le  pół- 

wypukła { f }  /p ó łw k lę s ła  { f } /  d la  f  ( x )  = c x  , gd zie  e 

j e s t  dowolną l ic z b ą  rzeczy w istą  w iększą n iż  1 , to  ^(x)  j e s t  

wypukła /w k lę s ła /  w każdym p rze d zia le  (cC ,o -), gd zie  oC> 1 .

Dowód. Rodzina fu n k c ji  1д ( х ) = ( 1  + ^ ) x  d la

n > {̂ y  x >  1 sp e łn ia  za ło że n ia  tw ierdzen ia  1 ,w ięc (x ) 

j e s t  wypukła w p rz e d z ia le  IpC, «*■“) ,  skoro p rz e d z ia ł ten  za

wiera s ię  w zapasie  każdej z fu n k c ji  f  ( x ) .

V/ przypadku, gdy fu n k cja  ^ (x ) j e s t  p ó łc ią g ła  z dołu 

i  p ółw k lęsła  { f  J korzystamy w an alogiczny sposób z tw ier

dzenia 2 .

Również prawdziwe j e s t ,  do pewnego s to p n ia  odwrotne,

Twierdzenie 3 » J e ś l i  każda fu n k cja  p o s ta c i  a x , gd zie  a 

j e s t  dowolną l ic z b ą  rz e c z y w istą , j e s t  półwypuKdra { f }  /p ó ł 

w klęsła  { f } /  w (ot, o») to  f ( x )  a  x + h w (o£, o*) gd zie  

h j e s t  s ta łą *

Dov7Ód« B iorąc a = 1 i  a = -  1 otrzymujemy z nierów noś- 

c i  (3) odpowiednio

f Ł ( x )— f  (x ) &  f  ( x )  -  x , d la  x t  )

«30
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oraz

f ^ ( x ) - f ( x )  ^  f  (x )  -  x # d la  x 6(at,—») 

a więc fu n k cja  f  (x )  niusi sp e łn ia ć  w p rze d zia le  [qi, ,) 

równanie f  ( x  ) -  t  ( x) = f  ( x )  -  x , skąd w yn ika/patrz [1 ]  

i  [ 2 ] / ,  że f  ( x )  =  x + h w (ot, ®®), gd zie  h j e s t  s t a łą .

u przypadku, gdy fu n k cja  ^ ( x )  j e s t  p ó łw k lęsła  { f}  po

sługujem y s ię  a n a lo g iczn ie  nierów nością ( 4 ) .
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SOMMAIRE
Quelques remarques su r le s  fo n c tio n s  sem i-convexes

C et a r t i c le  e s t  une complementaire de mon a r t i c le  "re 

cédant [2 ]* I c i ,  je  donne quelques théorèmes e 'ta b issa n t 

le s  r e la t io n s  p a ra i l a  n o tio n  de con vexité  e t  l a  n o tio n  de 

sem i-convexité { f } .

Pour d é f in ir  l a  fo n o tio n  sem i-convexe { f } ,  prennons 

une fo n ctio n  f  (x) d é fin ie  dans un in te r v a lle  (a ,b ) , qui 

s a t i s f a i t  à l a  co n d itio n

f  [ ( a , b ) ]  C  (a ,b ) .

Par f^Cx)  nous désignons l a  n -tièm e ité r é e  de l a  fon

c tio n  f ( x )  :

f ° ( x )  = x , f n+1( x )  = f  [ f ^ x ) ]  , n = 0 , 1 , . . .

Une fo n ctio n  f  ( x ) ,  d é fin ie  dans un in te r v a lle  I  contenu 

dans ta,t>) e s t  d ite  sem i-convexe { f } ,  s i

[ f  (x )]«  ^ (* H 2 — f - pour x £ I .

S i  l a  fo n c tio n  f ( x )  s a t i s f a i t  à 1; in é g a li té  récip roq u e, 

c e t te  fo n c tio n  e s t  d ite  sem i-concave { f } »

Comme une g é n é r a lis a t io n  du théorème 2 de 1 ; a r t i c l e  [ 2 ] 

je  donne le  su ivan t

Theorems 1 , S o i t  { f n( x ) }  une t u i t e  d écro issa n te  des 

fo n ctio n s d é f in ie s , con tin u es e t  c r o is s a n te s  dans un in te r 

v a lle  (a , «»o), qui s a t is f o n t  aux c o n d itio n s  su iv a n te s :

f  (x )  >  x pour n = 1 , 2 , . . . ,  x  >  a ,
n

et  f ^ ( x ) > x  pour x >  a , n =* 1 , 2 , . . . .  S o i t  f ^ ( x )  -  x  l a



fo n c tio n  se m i-cro issa n te  dans (a , oo).

S i  f ( x )  e s t  une fo n c tio n  d é f in ie , d écro issa n te  serai- 

continue supérieurem ent e t  sem i-convexe { f ^ {  /p o u r chaque r./ 

dans un in te r v a l le  I  f n a lo r s  f  (x )  e s t  con-

vexB dans I .  n=1

De même façon  nous pouvons démontrer le  s u iv a n t .

Théorème 2 .  S o i t  ( f ^ ( x ) }  une s u ite  d écro issa n te  des 

fo n c tio n s  d é f in ie s , con tin u es e t  c r o is s a n te s  dans un in te r 

v a lle  (°C , oo), qui s a t is f o n t  aux c o n d itio n s  indentique à

ces  du théorème 1 e t  s o i t  l a  fo n c tio n  f  (x)~ x s e m i-c r o is -
n

san té  ̂ dans (c£ ,oo) pour chaque n .

S i  ' f (x )  e s t  une fo n c tio n  d e f in ie , sem i-con tin ue in f e -  

rièurem ent sem i-consave { f   ̂ pour chaque n e t  c ro issa n te  

dans un in te r v a lle  «=*=>
I  c f l  *„ [(* - ■— >] ,

n=1

a lo r s  -f (x)  e s t  concave dans I ,

C o r o l la ir e ,  S i  une fo n c tio n  f ( x ) ,  d é f in ie , se m i-o o n ti- 

nue suporieurèm ent /in fe r ie u r è m e n t/ dans un in te i 'v a lle  

( oC , oo) e s t  sem i-convexe { f  } /sem i-con cave { f } /  dans c e t 

in te r v a lle  pour chaque f ( x )  s  ax , où a e s t  un nombre r é e lle  

a r b i t r a ir e ,  p lu s  grand que 1 , a lo r s  'f (x; e s t  convexe /co n 

c a v e / dans chaque in te r v a l le  (oL , « ? ) ,  où X . >  1 ,

Le théorème su ivan t e s t  p a rtie lle m e n t réciproque a ce 

c o r o lla ir e s

Théorème 5» S i  chaque fo n c tio n  ax /o ù  a e s t  une con

s ta n te  a r b i t r a ir e /  e s t  semi-convexp { f }  /sem i-con cave { f l /  

dans un in te r v a lle  (qC , o q ) -, a], ors f  (x) =  x h dans c e t 

i n t e r v a l le ,  où h e s t  une c o n sta n te .



-  69  -

J*  a i  a u ss i donn^ l e s  examples pour démontrer que l a  

co n d itio n  que ' f ( x )  e s t  monotone dans le  théorème 3» 

e s t  e s s e n t ie l le »‘ ■ ;. ; ■ : » ,‘ iv

Резюме

Некоторые замечания о функциях,полувыпуклнхf f |

Эта статья пополняет мою работу [ 2 ] .  В ней 

устанавливаются связи выпуклостью и полувыпуклостью

Для определения функчии полувыпуклой { f ^ >  

возьмем функцию f (х ) , х  é (а ,ь )  дл я  которой

функцию *р(х) , определённую в интервале (а,ъ) » 

назовем полувыпуклой { f }  в интервале 1 С ( а , Ь )  ,

если

Удовлетворяет ли f  протиположному неравенству, 

назовём её полувогнутой { f }  •

Теорема 2 .  из [2 ]  допускает следующее обобжение: 

Теорема 1 .  Пусть { f  ( х . ) |  является убывающей 

последовательностью функции возрастающих и непре-  

оывних в интервале (а,-*») таких что f^(x) >  х 

( п а Ч • • о) ,

f  [ (a, W] С (а, Ъ).

Пусть f*1 обозначает её n-тую  итерату: 

f ° ( x ) e x ,  ^ +1(х )  = f  [ f ^ x )  ] , П -  0,1



- T o 

ll fn(x) —>x  (x > a).

Пусть (x)-x является полувоз рас тающей |fn(x)] 

в (а, —  j .

Если f (x )  является функцией убывающей, 

полунепрерывной сверху и лолувнпуклой { f  \ 

для всех п в интервале I  с  f ]  f  ( а ,  «*>), 

то ^(х) выпукла в I . .

Метод довода пригоден и для получения
Теоремы 8 .  Пустб { f n [ удовлетворяет усло

виями теоремы если ^(х) является полунерперывноК 

снизу , полувогнутоС { f   ̂ для всех п и возра-  

стающей в интервале I  с  Q. f
„ ПяТ п

то f ( x )  вогнута в I.C.

Следствие. Если функция f ( x )  является  

полунепрерывной сверху / с н и з у /  в интервале ( а, ос») 

и полувыпуклой { f } полусогнутой в этом 

интервале при всех f(x> = <* х

( -  произвольное вещественное число болше

1 ) ,  то (х) выпукла /в о г н у т а /  во всяком интервале 
(а , ос»; , где ос >  1.

Имеется и теорема, частично обратна этому 

следствию:

Теорема 3 .  Если всякая функция вида а х (а -  

произвольная постоянная является полувыпуклой 

{ f  } полувогнутой { f } )  в интервале ( а, <*>) , то 

fix) я х + h в этом интервале ( h иостоянное) .

Приводятся, к пополнению, примери доказыва

ющие, что условие монотонности «f^X) в теореме 1 

существенное.


