
Yładysław Gaj ćmiec

KONSTRUKCJE FUNKCJI GHEEKA DIA PEVJNYCH OBSZARÓW

metodą SYMETRII

W pracy podamy k o n stru k cje  fu n k c ji  GREERA м k ilk u  przy

padkach pray zastosow aniu odbić symetrycznych*

1 . K on stru kcja  fu n k c ji  GREERA d la  obszaru П określonego 

nierównościami* j >  0  , "'J >  ü ,  ? dowolne.

Niech punkt X ( x „ y , z )  będzie punktem stałym  obszaru 

B , Y l | * *1 i У  ) punktem zmiennym D .

O z n a c z a j punkty* | ( - x , y , z  ) , X ц ( х }- у , г ) ,  X ^ ( - x , - y #z ). 

N iech  XX -  r ; X jï a r j , ХцУ -  r^, X  ̂ ^ Y  ~  rj »j .

î v / i e r d z e n i e

Funkcji

4 * '  v r  ry U*n r | n ^

j e s t  funkcj ą GREERA dl a obszaru D z biegunem w punkcie X* 

D o w ó d

H ( X , / )  - j e s t  fu n k cją  harmoniczną w Ü, b i -

regu larn ą w
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J e ż e l i  Y €  (| = 0 ) ,  to  г  я r  j  , r^j * г^ ^ , c z y l i

G ( X ,Y  ) = О.

J e ż e l i  Y t  (7  * 0 ) ,  to  r  » ,  v \  ~ r  J  7  * czYl i

G (X,Y) = 0.

J e ż e l i  Y —+■•*> t to  r  - »  o» , a stą d  -

**| ^ - *  , w ięc G (X ,Y  ) -*• 0 .

c , n . d .

2 „ K on stru kcja  funkcj i  G ПИНА d la  obszaru D okre ślon e

go nierów nościam i ; ?| > 0 , Я  >  О . У  >■ 0 ,

H iech  punkt X { x , y , z  ) będzie punktem stałym  obszaru 

D, У )  punktem zmiennym D.

Oznaczamy punie t y j  X| ( - x , y f z ) ,  X 7 ( x , - y , z ) ,  X j, (z ,y ,-z ) ,

X|ÿ l - x , y , - z ) ,  X? J ( x , - y , - z ) ,  X | ^ - x , - y , - z ) .

N iech  XŸ = r ,  X| Y « X | ^ y  Y = ^ .

T w i e r d z e n i e

Funkcja

G ( „ , *> - ( :
г |; г ч

j e s t  fu n k cją  GHEENA d la  obszaru D z biegunem w punkcie 

X .

D o w ó d

K ( X , Y )

j e s t  fu n k cją

X  . 1  _  1  1  i  x  1
! ^  '  r *7 + + ~ ~ 4 f

harmoniczną w D , b iregu la rn ą  w D .

J e ż e l i  Y fc ( I  «= 0 ) ,  to  r  a r j  , r*, = r ^  , Ty  = Г| у  ,

r 7» "  Т\Ъ Ч  . c z y l i  0 ( X , Y ) = 0 .

J e ż e l i  Y ć (7  = 0 ) ,  to  r  » r ^  , r j  =



-  77 -

V* c
i  » г и *  • c z y l i  G ( - V ) » 0 .

J e ż e l i y  e (*= O ), to  r -  V Tr v\4r i r 4 * T*lt>
г и  - r f ^ 1 » c z y l i  C ( X . Ï ) 3 0 .

J e ż e l i Y ->  —* 1 to  r  -*> «“ * 1 a s tą d r ł ■ —

Гц —► «>- i • • • Г[ Л 7  ~ + ~ - ,  S t yd zaś r»U ( x 0 c bn ei ,

3 .  Konstru k c jî fu n k c ji GRKjXJA d la ofcszaru D określone—

SO, n ic  równo ś c i  am i : Г  t
2ч + У < ï t ,$ >  ,7> *

IT lo ch  punkt X ( x , y , z )  będzie punktem stałym  obszaru 

D , Y { \  ) punktem zmiennymi D,

Oznaczmy punkty: X ' ( x , y , z )  t a k i ,  d la  k tó rego  OX • 0X-» R" , 

óX s  ^ * 0X = ^ , X^ ( - x , y , z )  , X ^ ( - x , y , z ) ,  Х у { х . , у z ) ,

X ^ (x ,y  f Z ) ,  X ^ (-x ,y ,- .z ) , X ^ ( - x , 7 , - i ) .

b ie ch  XY ® r , X  ̂ Y — r  ̂ ,  • • • X  ̂ Y 3 r^ ^  •

T w i e r d z e n i e  •

Funkcja

•m -(H *Mi|-1 -y(-i-fPV>y
j e s t  fu n kcją  GRKEHA d la  obszaru D z biegunem w punk

c ie  X . 

û o,w ó d

II (X fY )  j e s t  fu n k cją  harmoniczną V/ D i  b ir e g u lą m ą  w D .

D la Y t  ( } = 0 ) ,  r  =

c z y l i  G (  X ,Y  ) * O ,

D la Y t  ( Г *  O ) , r  =

c z y l i  G ( X , Y ) « 0 .
.....................,  , . 2  _  2

>. r.
r.«, R

» ?  = » *>  = V\t
rf t ? = rft  ,

IéTи

« 2 _ 2  ̂ 1 — r,R^  = R J, to  r  = —
— ri R

G ( X , Y )  = 0 .

c . n . d .
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4 c K on stru kcja  fu n k c ji  GRENIA d la  obszaru D o k re śl one -
2 2 2 2

go n ierów nośćiar.i: у . + уД + ...........+ y . < R  . у .>0»

У? >  о. . n .
0 .

Wiech X ( x .  , x ) będzie punktem stałym  obszaru 
1 n '

D, Y /  y 1 . . . . .  y ^ / punktem zmiennym D .

Zaznacza’,у  punkt X ( 3 ^ . . . . х  ) symetryczny do punktu X ,

względem (y^ + . . .  + .y^ *  R ) , punkt Xy symetryczny do

punktu X względem h iperpłaszczyzny (у  ̂ = 0 ),  X  ̂ syne- 

tiy czn y  do punktu X względem (y^ = 0 )  i  podobnie punkty:

X , X, , . . . ,  X .  A. , X
y 1 • • •  yn y 1 " *  yn

N iech  0X = <? . ï ï  s  r ,  XY = г ,  X Y = r  , X Y =r1 »  » V V V TJ
1

Y = v 
n >1

L’ , X
У1 •••  у„ У1 • • • У r * У-,-»* У„ y-1»*» yv, «

Y « “
У 1

s i e r d z e n i e

lim k cj a

G U , Y )  =
-n+2 -

r  - I J r
-n+2|

- Ż
i=1

-n+2 (Ç r  \
У  - I r  y i j

-n+2 '

n
-n+2 ( i  -r» -I r

• • .  y . y .  IR v J1 J

n

n+2

. i *3»k=1

-n+2 -Ir - \-n+2

..... ♦
V z — y

W k V  R y i V k /

. i  =  V r ,+ 2r-n+2

rv y i  Г R
P v F

» • o o o > H f -n+2

l У1 * * °yn

1  -
R ГУ1**»УП

-n+2

j e s t  fu n k c ją  GEBENA d la  obszaru D z biegunem w punkcie X .
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D o w ó d
-n+2U ( X ,Y  ) = r ’' “ T“ j e s t  fu n k cją  harmoniczną w D poza b ie 

gunem jako  rozw iązanie podstawowe równania LAPLA.CE*a,a stąd 

wynika, że II(X,Y) j e s t  harmoniczna w D i  b ire g u la m a ’ w 

D.

P ozosta je  wykazać, że:

1. G ( X , Y )  = 0 ,  gdy Y 6 ( y 2 + . . .  + y 2 = R2 )

2 .  G ( X ,Y  ) = 0 ,  gdy Y 6 ( y<I -  0 )

ф ф о ф о ф ф ф ф ф ф ф о о ф ф о о о ф ф ф ф ф о о ф о о о е с с с с о о о о о с с о с ф с с о о о с о с с о о о ф

n+1 G ( X , Y )  = o ,  gdy Y 6 ( y n = 0 ) ,

Ad. 1. R r
— R г  — R r  —
r = S ’ ry,” T 7 ' ........ry, . . . y n

c z y l i  G ( X , Y  ) =  0 .

A d .2 .

y 1 * e#yn

r  = r  , r  = r  , r «UII = r
у /  У-, У 2 у 1у 2 y 2 У 1У2 ..................................

r  = r , r  = r  ,
y 2 . . . y n y r . . y n

c z y l i  G ( X ,Y  ) = 0

у 2 . . . у п yv . . y n

Ad. n+1

r  = r  , r  = r  , r x Г  . Г  »
yn yn y 1 У1УП y 1 У1Уп

Г у 1 * 0 * V l  =  Г у 1 * * ’  y n *  l y r e j  y n - 1  Г у г * ’  y n  J
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c z y l i  G ( X ,Y  ) *  0 .

c . n . d .

Prace cytowane

[1] . LI.KRZYŻJiIISKI, Równania różniczkowe cząstkow o, c z .  I ,

'warszawa 1957.

[2] . LI .KRZYŻAH S K I, Zeszyty  U auk owe U . J . ,  nr 1 4 ,Kraków 1957.

Ре зюме

Конструкции функции Грина для- некоторых 

областей методом симметрии.

В работе даны конструкции функции Грина для сле

дующих областей:

1) для области 1> определенной неравенствами £

Л >  0, у произвольные,
2) ) > 0 ,  4 > 0 , ÿ  г - 0 ,

3) Г  +  Г  * f  <  1>г . \ > 0 , t  > 0 ,
2 2 2 2

4) У -J + У2 + . . . . •  + Уп“ <  3% у 1 >  0 ,у2 > 0 , . . о,уп > 0 ,

Например для конструкции 2 пусть точка X ( x , y , z,) 

будет постоянной точкой области D, у ( | ^ )  

переменной точкой D •
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Обозначим точки : Х^(-х,у,а), Х ^ х . - у . в ) ,  X ^ ( x ,y , -z ) f

f2>) » X ^ » ” 2 ) f X/y^Xf^y f~z)  f X ^/y^(—X j —у  j*"Z ) *

Пусть X£ я r, xjy

Т е о р е м а .

функция , л
e ( W ) - ( 7 - Y

rî  '  •• . . .  » x f *iï х  ■ rf 7 ? 0

) . i ±  -. 1 )  J l  - l ) - l  1  -  1
/  ' Гц rn  [rf  V  1 rm  тл*

является функцией Грина для области с полисом 

в точке X.

Для 4 .

Пусть точка Х ^ , , , * ^ )  будет постоянной точкой 

области D , Y(y.j...yn) точкой переменной. D. 
Обозначаем точку Х(х . . . х  ) , которая является

i i *  2
симметричной к точке X относительно (у 1 + . . . » » >
точку X симметричной к тючке X относительно г и -  

« 1 — 
перплоскости (у., = 0 )  точку Xv симметричной

R

1к точке X относительно(у1 » о) и аналогично

точки:
У 2 у2

Пусть О Х » ?  , XX

1
• » . .  х

У1
= r,  XX 

ГУЛ . . .  У.

п у 1 п
X

У1
r i# X , 
у1* y1 У1

X
n '1 ,вв yn y 1 , , e  yn

Т е о р е м а .

функция
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G / Х , У /

r- “

-n+2 / £  \-n+2
-  f*

-n+2 / 1 -  \-n+2
... 'R Г/ i -1 y± \  >

♦ ± :
i . d « i

-n+2

V j
s . г  W +2

iR V 3/
n

- S
r-n+2 K

W k  " ' ÏÏ Гу1уЗу !^

•\ 1 
-n+2

n
+ ........... .....  / - v p s

i _ a,1i i  « • » p

-n+2
Y  - Y

P
J ï  r  Vn+2

\ R y± •••y±J
1 P

+ ........... ..... / - 1 / 1
p-n +2 J t  ?  W 2

. . .  yn ;y 1***yn ' R y 1

является- функцией Грина для области с полюсом 

в точке X»

БШМАНУ

Greenes fu n c tio n  co n stru c tio n s  fo r  воие domains by the 

g y o e tiy  method.

The author g iv e s  some c o n stru c tio n s  o f  the Greenes fu n ctio n  

fo r  the fo llo w in g  domains:

1 /  fo r  the domain D, which i s  d efin ed  by the in e q u a lit ie s  

\  >  0 t >  0 ,  ' y  f a c u l t a t iv e ,
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z/ }  >  О , ч > о, ?  >  о,

3 /  $ 2 + r < R 2 , } > 0 ,  ^ > о ,

4 /  + Ą  + ...........+ У^ <R?, У1 о, У2 >0, вв.  , Уп> 0 ,

For example, fo r  con stru ction  2; l e t  X /х ,у  , z /  be the 

constant point o f Df and Y / f  » '*?♦?' /  the variab le  p oin t 

o f D„ We denote the p o in ts : X j  / - x , y , z / ,  X ^ / x , - y fs / ,

X ^ /x ,y , - s / , X ^ / - х , - у , г / ,  X i  ^  / - x , y , - z / , / x , - y , z / ,

X ^ / - x . - y . - z / .  Let Ï Ï  a r ,  X jY  «

Т \ Л ' У Л

T h e o r e m

9 *  9 0 5  5  ',
- $ n

Function

G /X #Y / -  -  1  / -  Z1  -  1  / -  / -  -  -1 / -  /  -  -  1  /
r  r j  r ,  r *  r j y  r j , *

i s  Greenes function fo r  D w ith  the pole in  point X»

For 4 .

Let point X /x.j , o. 

Y / у . , . ,  у /  be thei Л
We denote the point 

to  point X towards

x j  be t in  constant p oin t o f D, and 

v ariąb le  p oin t o f U*

X / х .  « о »х / ,  which i s  a poin t sym etrical 
2 ‘ n 2 2

/ y “ + • « о + y « h / ,  the point X , which i n  y ̂

i s  a point symétrie a l to  the poin t X towards the hyperplcne 

h - * 0 / »  tbo point X , which i s  a sy m etrical point to  point

X towards / у 1 я 0 / ,  and a n a lo g ica lly  the p o in ts :

y-«.® y„ У-j»®»
Let OX «  % W■: « r

n
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W  в г ,  X V X Y * г Z
у 1*в* Уп

Y = г

’f _

У Г в* Уп
-  г

у 1ввв Уп

I  h в о г  е с.

The fu n ctio n

G / Х /Y /  »
-n+2 / 4 > -n+2 J L -n+2 /Ç \-n +2

\R  J
»

i*1 f y i  " ‘ R V

i ,  3-1

-n+2 r - ( 1  r  1
-n+2 n

- -n+2r -lb г  Г п+г
y i y J l H w W k |н У1У3Ук 1

n
/ -v p X I

» ^ P

Гг -п+2

У-i V

«

R ry
\-n+2

V * *  yi

+ /-1/
,n -r+2

ry-, ••• У.n
- ( f  r  )

\ R У -j • • • Уд /
-n+2

i s  the Green fu n ctio n  fo r  D vdth  the pole in  poin t y


