Ytadystaw Gajémiec

KONSTRUKCJE FUNKCJI GHEEKA DIA PEVINYCH OBSZAROW
metoda SYMETRII

W pracy podamy konstrukcje funkcji GREERA m Kilku przy-
padkach pray zastosowaniu odbi¢ symetrycznych*
1. Konstrukcja funkcji GREERA dla obszaru I okreslonego
nieréwnosciami* i > o "] > u, ? dowolne.
Niech punkt X (x,y,z) bedzie punktem statym obszaru
B, YI]**i Y ) punktem zmiennym D.
Oznaczaj punkty* | (-x,y,z ), Xuy(x}y,r), X2(-x,-y#z).
Niech XX - r; XjTarj, Xwy-r® X2ANMNy -~ rjy
Tfv/iierdzenie

Funkcji
4 * vr ry U*n rjn~
jest funkcja GREERA dla obszaru D 2z biegunem w punkcie X*
Dowod
H (X,/) - jest funkcjg harmoniczng w U, bi-

regularng w
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Jezeli Y€ (] =0), to r arj , rj*r™~~, czyli
G (X,Y)=0.
Jezeli Yt (7 *0), to r » , v\ ~rJ7* czVYli
G (X,Y) = 0.
Jezeli Y —4me*> t to r -» o» , a stad -
el IEAERY , wiec G (X,Y) -* 0.
c,n.d.
2 , Konstrukcja funkcji GIMNMMHA dla obszaru D okres$lone-
go nieréwnosciami ; ?] >0, 94 >0. Y >a 0,

Hiech punkt X {x,y,z ) bedzie punktem statym obszaru
D, Y) punktem zmiennym D.
Oznaczamy punietyj X| (-x,yfz), X7 (x,-y,z), Xj, (z,y¥,-2) ,
X yl-x,y,-z), X?2J(Xx,-y,-z), X]|"-x,y,-z).
Niech XY =r, X|] Y « X|ryY = n

Twierdzenie
Funkcja
G (hixs —(:
r|; ry
jest funkcjg GHEENA dla obszaru D =z biegunem w punkcie
X.

Dowéd
K (x,yy X -1 _1 1 i X 1
! n or*7 o+ + ~ ~4f
jest funkcja harmoniczng w D , biregularng w D .
Jezeli Y ft(l «0), tor arj , r*x =r~ , Ty =1TI]y ,
r7» " T\bY .czyli 0(X,Y)=0.

Jezeli Y ¢ (7 =0), tor »r”™ , rj =



\;”» C  x o czyli G (-v) » 0.

Jezeli ye (*= 0), to r _ vV Tr wWar i ra * T*It>
T - fa1y czyli C(X.T) 30.

Jezeli Y -> —*1to r *>wx 1 4 stad rtom

My —» «>- i eee N7 ~+~" Styd zas Ef(x 0 chnei,

3. KonstrukcjT funkcji GRKjXJA dla ofcszaru D okres$lone—

2
TR I N

SO, nicrownos$ciami : r
IMoch punkt X(x,y,z) bedzie punktem statlym obszaru
D, Y {\ ) punktem zmiennymi D,
Oznaczmy punkty: X '(x,y,z) taki, dla ktérego OX s O0X» R"
6X s A~ *  OX = N, XM(-x,y,z), XA(-x,y,z), Xy{x.,yz),
X~M(x,y fz), X~(-x,y,-.z), X™N(-X,7,-1).

biech XY ®r, XANY —rN [eee XN Y 3N o

Twierdzenie .
Funkcja

m-(H *Mi|-1 y( I-fPV>y
jest funkcjg GRKEHA dla obszaru z biegunem w punk-
cie X.

adow 6 d

Il (XfY) jest funkcjg harmoniczng ¥ D i biregulgma wD.
pla vyt (=0), r= . _ . _ WMt

czyli G (X)Y )* O

Dla Y t (Ir* O),’ r:rft’):rft , s

Oy
czyli G (X,Y)«O0.
..................... , .2 2 — — ri R
- £2-g%f fo v=0LR
r«, R
> T « G (X,Y) =
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4 ¢ Konstrukcja funkcji GRENIA dla obszaru D okres$lone-

go nieréwnosciar.i: y.2 + yﬁ o +y.<R . y.>0»
0.
Y? > o. n.
Wiech X (x.1 , xn) bedzie punktem statym obszaru
D, Y/ y1 ..... y~/  punktem zmiennym D.

Zaznacza'y punkt X (37....x ) symetryczny do punktu X,
wzgledem (y» + ... +.y» * R ),punkt Xy symetryczny do
punktu X wzgledem hiperptaszczyzny (y~ = 0), X syne-

tiyczny do punktu X wzgledem (y» = 0) i podobnie punkty:
X, X, , ..., X A , X
yleee yn yl"* yn
Niech 0X = i?». T s r XY =T, XV Y = ry XV Y =ry
1

«

Y= W X LY .
Y1 eee yn ¥1looo Yr y-,-)) y” x;-i)) » yV «

sierdzenie

limkcja o
N2y A Z ne @ e AT
GU.Y)= CoY o ey
. n+2 i \-n+2
sN*t2 (i + n+2 -I -
. o . . |R -
y-y V1\]] .1 *3»k=1 W k V R yiV k/
n
' r-n+2 i = Vr,+2
v yi I R
Vz—y Pv F

1 - -n+2
R TY1**»YTl

»e 000 > H f n+2

I Y1**°yn

jest funkcjg GEBENA dla obszaru D z biegunem w punkcie X.



Dowéd

,'.El+-[2. . . . .
U (X,Y)=r jest funkcjg harmoniczng w D poza bie-
gunem jako rozwigzanie podstawowe roéwnania LAPLA.CE*a,a stad
wynika, ze [11(X,Y) jest harmoniczna w D i biregulama’ w
D.
Pozostaje wykazaé, ze:

1. G (X,Y) =0, gdy Y 6 (y2 + ... +y2 =R2)

2. G (X,Y)=0, gdy Y 6 (ywW - 0)

bhbobodbdbdbddbddbdoodbdpooodbdddhdpdPpoodoooeccccoooooccochccooococcoood

n+1 G (X,Y) =0, gdy Y 6 (yn =0),

Ad. 1.

Rr

— RT — Rr — y 1*e#yn
r=S "ry,”T 7" ., ry, ...yn
czyli G (X,Y )= 0.
Ad.2.
r=r ,r =r ,r =C A =r

y ! Y Y2 yly2 y2 YIY2 e
r =r . r =r ,
y2...yn yr ..yn y2...yn YV ..yn
czyli G(XY)=0
Ad. n+l
r=r ,r=r ,r xT I

yn yn y1l yin vyl yiyn

Fryl*0* v I = Tyl** yn* Iyr ej yn-1 ryr * ' yn |
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czyli G (X,Y) *o0.

Prace cytowane

[1]. LLKRZYZIJilISKI, Réwnania rézniczkowe czastkowo, cz.l,

'warszawa 1957.

[2]. U.KRZYZAHSKI, Zeszyty Uaukowe U.J., nr 14 Krakéw 1957.

Pe 3tome

KoHCcTpyKUnn yHKUUN FpuHa Ans- HEKOTOPbIX

obnactein MeTOAOM CUMMETPUMN.

B pa6oTe pgaHbl KOHCTPYKUUM GQYHKUMn FpuHa gna cne-
ayrowmx obniacTtei:
1) pna o6nactu bHonpegeneHHoOW HepaBeHcCTBamMum £
>0, Y npousBonbHbIe,
2) )>0, 4>0,y r-0,

3) r + I * f < r.\'>0,t >0,

2 2 2 2
4H YJ +¥Y2 + ....e + ¥Yn“< 3% y1> 0,y2>0,..0,yn >0,
Hanpumep gna KOHCTPYKUUM 2 nNOycTb Toudka X (X,y,z,)

6yaeT MOCTOAHHOI Toudkoih o6nactm D, y (]| »)

nepemMeHHOM TO4YKoW D e
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O603HauUMM TO4UKU : X/N(-X,y,a), X~ X.-y.B), X~"N(X,y,-z)f
22)» X ~ » r2)f X/y™Xfryf~z) f o Xniyn(Xj—y jrz) >

Mycte  XEAar, X3y | | Sfxiix mrf720

T e op e ma.

PYyHKLNA , I )i
i

. + 1) J1 -1)-1 1 - 1
(W)-(7-Y] "y

rn [rf \% 1rm mn*
aBnsieTcsa QyHKuuen puHa ana o6nactm  Cc MNOANCOM

B TOo4yKe X.

Adna 4.
MycTb TOouka X7,,,*”N) b6yaeT MNOCTOSAHHOW TOYKOW

o6nactm D , Y(y.j...yn) TOU4Koin nepemMeHHOW. D.

O603Ha4vaemM TO4YKY X(xi.i.>§ ) , KoTopas fBnsaeTcs
CUMMETPUYHON K Touke X oTHOcUTeslbHO (y1 + > R
TOuKy X 1 CUMMETPUYHOW K THUKe X OTHOCUTE/IbHO T WU-
« _—
nepnnockoctm (y.,, =0) TOUKY XV CMUMMETPUYHON
K Touke X OTHOCl/ITe}'IbHO(y} » 0) N aHasiorn4yHo
TOUKUN: e».. X
y2 Y2 y1 n y1 n
Myctb OX»? , X =r, XX X ri# X
yi yl* "yl yi
X
yn... yn 'l ,BB yn yl ,,e yn

Teopewma.

PYyHKU NS



F 1]
G Xy -n+2 {£ /\—n+2 e n+2 /1-  \-n+2
ot -n+2 ST ‘?;f/ 2 . n r-n+2 K J‘.n+12
i.d«i V ] IRV W Kk "'Ti Tyly3yn
n s
o [-v p S Y-n+2 v \] | r VFQ
i i «ex p?l ) P \Rye ]
P 1 P
?
e o1 POFZ 0 nW 2
y1***yn R y1 yn.
apnsaertca- yHKumenn puHa gna ob6nacTtu C MoJsIlocoM
B TOuKke X»
BLUMAHY

Greenes function constructions for Boume domains by the

gyoetiy method.

The author gives some constructions of the Greenes function

for the following domains:

1/ for the domain D, which is defined by the inequalities

\' > 0t > 0, 'y facultative,
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zl y > 0, 4>0,?2 > O,

3/ $2 +r<R 2, }>0, ~>o0,
4/ + A o +y» <R?, y1 o0, vy2 >0, BB , YNn>0,
For example, for construction 2; let X /x,y,z/ be the

constant point of Df and Y /f »'*?e?'/ the variable point

of D, We denote the points: Xj /-x,y,z/, X~Ix,-yfs/,

XNIxX,y,-s/, X ™N[-x,-y,rl, Xi~/[-x,y,-z/, IX,-y,z/,
XN/[-x .-y .-z/[]. Let 1T ar, XjY « o veosst g
T\N'Yyn

Theorem

Function

G IX#/ - -1, /-2 -1 l- 1-, - 4. /-1 - -1 I
rrj r, r rjy rj.

is Greenes function for D with the pole in point X»

For 4.

Let point X /x.j ,0. X j be tin constant point of D, and

Y /yi,., yn/ be the varigble point of U*

We denote the point X /x.«o»x /, which is a point symetrical

to point X towards /y‘iz‘ which

N

+ ﬁ((% + y2 « h%, the point Xy

is a point symétrieal to the point X towards the hyperplcne

h - *0/» tbo point X , which is a symetrical point to point
X towards /yl1l a 0/, and analogically the points:

Let OX « % Wa « r
Y-<.® Y, Y -jr®»

n



W BT, X X Y *r Z Y = r
V y1l*B* ¥Yn
lf _ r
YI B* ¥Yn y1BBB Yn
Il hBoOoT ec
The function
; ) L )
G IXIY] » n+2 (: j n+2 n+2 /G \-n+2
i*1 fyi "RV
»
¢ (1 L ™2 " pt2 —!p L
) r i r n+r
/_Vp xn I T-n+2 « \rrH-Z
Y4 \Y R ry )
» N P V-k-k yl
142 -N+2
+ /" (T )
ry-, XY} yn R y-J eee y'q/

is the Green function for D vdth the pole in point y



