
Stan isław  G ołąb, Zenon Moszner

P rzestrzeń  to p o lo g iczn a  metryzowalna w sen sie  F rd ch eta , 

może być na ogół zuetryzowana na w iele  sposobów [ 3 ] .  Je d 

nym ze sposobów zmiany m etryki f  a lbo -  jalc rcóv/i L .H . BLU- 

МШТНЛ1 [ 3 ]  " d is to r t io n  o f tłie m e tr ic "  -  j e s t  zdefiniow a

n ie  nowej m etryki ę* za pomocą, związku

gd zie  $(u)  j e s t  fu n k cją  określon ą d la  u 0 ,  z n ik a ją c ą  j e 

dynie d la  u = 0 , rosnącą i  s p e łn ia ją c ą  je s z c z e  pewne warun

k i .  .'ile n ie  każde " d is to r t io n "  musi być tego  typ u .

W n in ie js z e j  nocie zajmiemy s ię  pewną m etryzaoją p ła s z 

czyzny, k tó ra  n ie  j e s t  wynikiem m etry za c ji m etryki euleli 

desow ej, a k tó ra  gra r o lę  w pewnym zastosowaniu [4 ] .

Oznaczając przez x.  [ i d  , 2 ]  prostokątn e współrzędne Kar 

te z ju s z a  i  oznaczajcie przez a ^ ,b .  współrzędne punktów a , b ,  

mamy d la  m etryki euklidesow ej wzór

f  [p.q] = Ф$(р#ч)]

lu b ,  oznaczajcie przez Л . składowe wektora ab , mamy
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Przygnijm y te ra z  pewną l ic z b ę  dodatnią p i  z d e f in iu j

my nową metrykę w sposób n astępu jący

о )  + |A2 l2p

pow staje p ytan ie czy i  k iedy /d l a  ja k ic h  w a rto ści parame

tru  p /  metryka będzie s p e łn ia ć  p o s tu la ty  F rćch e ta .

Odpowiedź na to  p ytan ie  d aje  n astępu jące

Tw ierdzenie,  Warunek konieczny i  d ostateczn y na to ,b y  

metryka ^>* określon a wzorem (1 ) s p e łn ia ła  p o s tu la ty  Pré- 

chetu  p o leca  na tym, by l i c z b a  dodatnia p s p e łn ia ła  n ie -  

rowność

P *  1

Dowód. Hie trudno zauważyć, że j e ż e l i  ?  j e s t  metry

ką w sen sie  Frócheta  na p ła sz c z y ź n ie , to  JA, ,  | *’ j e s t  me

try k ą  na p r o s t e j . S tą d  w sz cz e g ó ln o śc i mamy

(2) ( x 2 + r 2 )ł / “ l

d la  każdego A^ — 0 oraz każdego ^ — U . Wiadomo je d 

nak, że powyższa nierówność pociąga  za sobą 0 < p  .

Ha odwrót, j e ż e l i  0 * с р ^ 1 ,  to  nierówność ^2) j e s t  

spełn ion a przy w szelk ich  — 0 , ^  ^ 0 ,  a więc |A0 |P 

j e s t  m etryką na p r o s t e j ,  bowiem

|a2 + 1? •* (ja2| + Ia 2|)̂  !̂ 2Ip + */U2*P .

Ponieważ fu n k cja  |À |̂ j e s t  oczyw iście  metryką na 

p r o s t e j ,  a p łaszczyzn a j e s t  iloczynem  kartezjańskira p ro s-

| A 1 1 + (| А 2 |* ) j e s t

metryką na p ła sz c z y ź n ie , c , n , o ,

Uwagami. Metryka f*  n ie  j e s t  d la  p < l  wypukła w sen sie  

Uengera ( [ 1 ] ) .
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I s t o t n i e ,  weźmy np. dwa punkty a , b o w sp ó łrz .1 -  

пуск K a r te z ju ssa  a ( 0 , 1 / 2 ) ,  о ( О , - 1 / 2 )  i  przypuśćmy, że

is t n i e je  ta k i t r z e c i  punkt c \ różny od a i  b ,
C. J

który  'le ż y między a i. b “ , 4- 9 posiada w łasność

f * ( a , c )  + ? * ( c , b ) = Ç * (a , t> ) ,

Mamy więc

(3) ^ /с * * (о г + 1/ г / р ♦  V
Stąd  |c1 + 1 / 2 1 гг 1 craz

Iе 2 -  1 / 2 1 — 1, a więc

(4) |ог 1 *  1 /2 o

Z równości ( }  ) otrzymujemy

2 " V е ? + ( c 2 + 1 / 2 ) 2p = t  + (c 2+ 1 / 2 f P- ( c 2- 1 / 4 2p

a ponieważ

/  “ i  + ( с г
+ 1 / 2 )2p ^ | c 2 + 1 /2|p

w ięc , uw zględniająp , iż  c^ + 1 /2  ^» 0 na podstaw ie ( 4 ) ,  ma-

4 /

2 ( c 2 + 1 / 2 ) P —= 1 + (c 2 + 1 /2 ) 2P - ( c 2-  1 / 2 ) ?F

Stcÿl

( c 2 -  1 /  2 ) 2p — [i -  |c2 + 1 /2|P ] 2 ,

a w ięc , wobec (4  )

(5 ) C1 / 2 -  c 2 ) P ^  1 - ■ ( o 2 + 1 / 2 )  p .

Rozważmy funkej ę pomocniczą

ł ( x )  (1 /2  -  x  У  + (x + 1 / 2 ) p ,

dla  | x| ** 1 / 2 .
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Мелу cil a |x| as 1 /2  :

ł '  U )  » -  P (1 /2  -  x )P~ 1 + p (x  + 1 /2 ) p” 1 *

= P [ i x  + 1 / 2 JF“ 1 -  ( 1 / 2  -  * )  P" ' ] .

Dla 0 <  x  < 1 / 2  mamy x + 1 /2  >  1 /2  -  x > C , a: więc (0<p<1 )

ł 4 x ) < 0 ,

stą d  d la  0 < x < 1 / 2  fu n k cja  ł  ( х )  m ale je .

D la -  1 /2  < x < 0  mómy 0 « x  + 1 /2  < 1 / 2  -  x ,  u wi?c(C<p<1 )

i 1 (x )> c t

s tą d  d la  -  1/ 2 < х < 0  fu n kcja  ł  ( x )  r o ś n ie .

ponieważ ł  ( x )  j e s t  fu n k cją  c ią g łą  d la  0 < p oraz 

ł  ( 1 / 2 )  * ł  ( -  1/ 2 ) = 1, w ite d la  |x | « 1/2  палу ł  ( x ) - u > 

przy czym

ł  ( x )  a 1 jed y n ie  d la  |x| = 1 /2  .

Stąd  nierówność ( 5 )  , c z y l i  ł  ( c^) *  1 , pociąga zu 

sobą ł  ( c 2) = 1,  c z y l i  |c^| * 1 / 2 ,  a więc na podstawie

(3 ) otrzymujemy

i ° i  i + "Ve ? + 1 ~ 1 »

co j e s t  możliwe ty lk o  wtedy’ , gdy = 0 . Mamy więc c=a

lub c « b , wbrew z a ło ż e n iu .

Można wykazać w ię c e j , a m ianow icie, że j e ś l i  t  b^, 

to  ja k ik o lw ie k  łuk łą czą cy  a z b jesfc nieprostow alny we

dług m etryki f*  .

Uwaga^g. Metryka określona wzorem (1 ) n ie  j e s t  Ф-  me

try k ą  ( [2 ] )  f otrzymaną z m etryki cnklidesoyrej ( d l a  p<1 ) .  

Dowód. D la dowodu niev/prost przypuśćmy na ch w ilę , że

j e s t

= ф ( ?  )



czyli

(6)
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IM  *  h 2 iżp' -  f ( Y Â y T7f ) .
Kładąc tu  X.j = O o trzymał ibyśmy

U2 I P . i (U2|)

c z y l i

Ф ( u ) = u P .

Wstawiając to  do ( 6 )  m ielibyśm y

( x , + a 2 ) = ( x 1 + U 2 | P ) .

Kładąc tu  Xg = 0 otrzymalibyśmy

H, lp ■ ix,i,

c o , J e ś l i  ma zach odzi6 d la  w szelk ich  A ^ , J e s t  możliwe 

ty lk o , gdy P = 1 wbrev/ z a ło ż e n iu .

Prace cytowane

[ij K.MKNGER, Uhtersuchungen u ber a llg e n e in e  Lie t r i k , H ath. 

Ann.lOO ( 1 9 2 8 ) ,  7 5 -1 6 3 .

[2] K.MENGER, Ùber d ie  Ф -Liet r i k  und $ -B ogen làn ge, E r g .

eineo math. K o l l .  /W ie n /, H eft 7 / 1 9 3 6 / ,13» 

14.

[3] L.LI.BLULIEUTIIAL, D istan ce  G eom etries, M isso u ri S tu d ie s ,

v o ic e  /1 9 3 8 / .

S.G0Ł4B, K ilk a  uwag o porównaniu t e o r i i  z doświad

czeniem , Geodezja i  K a r to g r a fia ,N r  2 /1 9 6 3 / 

141-151.



»  9 0  -

RESUME

Sur un espace raetrigiie K deux dimensions

On démontre que l a  métrique f * ,  d é fin ie  sur un plan 

par l a  formule ( 1 ) ,  où ( X 1 n) sont le s  composantes car

tésien n es du vecteu r ab e t  p e s t  un nombre p o s i t i f ,  

s a t i s f a i t  aux axiomes de M .Préchet s i  e t  seulement s i  le  

nombre p rem plit l * in é g a li té  p $  1 , Pour p <  1 , la  
métrique (1) n ' e s t  pas convexe au sens de M.Menger e t  e l l e  

n 'e s t  pas une ф -m étrique au sens de M.Menger, obtenue de 

l a  métrique e u c lid ie n n e .

Ре зюме

О некотором двумерном метрическом пространстве

В работе доказывается, что метрика на 

плоскости, определение которой дано соотношением 

/ 1 / ,  где /A.J, Л2 /  являются картезианскими коо

рдинатами вектора ab , а р -  положительное 

число, выполняет акциомы фрешета тогда и только 

тогд а, когда p -  1 .  Для р < 1  метрика / 1 /  не явля

ется выпуклой в смысле Менгера и не является  

ф -  метрикой в смысле Менгера для эвклидовой 

метрики.


