Stanistaw Gotgb, Zenon Moszner

Przestrzen topologiczna metryzowalna w sensie Frdcheta,
moze by¢ na ogét zuetryzowana na wiele sposobéw [3]. Jed-
nym ze sposobdéw zmiany metryki f albo - jalc rcov/i L.H. BLU-
MWTHAL [3] "distortion of tlie metric" - jest zdefiniowa-

nie nowej metryki e* za pomocg, zwigzku

f [p.q] = o$(p#)]

gdzie $(u) jest funkcja okreslong dla u 0, znikajgca je-
dynie dla u = 0, rosnaca i speiniajacg jeszcze pewne warun-
ki. .ile nie kazde "distortion" musi by¢ tego typu.

Wniniejszej nocie zajmiemy sie pewng metryzaojg ptasz-
czyzny, ktéra nie jest wynikiem metryzacji metryki euleli
desowej, a ktora gra role w pewnym zastosowaniu [4]

Oznaczajgc przez x. [id ,2] prostokagtne wspoirzedne Kar
tezjusza i oznaczajcie przez a”,b. wspo6trzedne punktow a,b,

mamy dla metryki euklidesowej wzor

lub, oznaczajcie przez Nn. skiadowe wektora ab, mamy
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Przygnijmy teraz pewng liczbe dodatnig p i zdefiniuj-
my nowg metryke w sposOb nastepujacy

0) + A2 I2p

powstaje pytanie czy i kiedy /dla jakich wartosci parame-
tru p/ metryka bedzie spetnia¢ postulaty Frécheta.
Odpowiedz na to pytanie daje nastepujgce

Twierdzenie, Warunek konieczny i dostateczny na to,by
metryka ~>* okres$lona wzorem (1) spetniata postulaty Pré-
chetu poleca na tym, by liczba dodatnia p spetniata nie-

rownos¢
P=* 1
Dowdd. Hie trudno zauwazy¢, ze jezeli ? jest metry-

ka w sensie Frécheta na ptaszczyznie, to JA, |* jest me-

tryka na prostej. Stagd w szczegdélnos$ci many

(2) (x 2 + r2 y/cl

dla kazdego A™ — 0 oraz kazdego ~N— U . Wiadomo jed-
nak, ze powyzsza nieréwnos$¢ pocigga za sobg O<p

Ha odwrot, jezeli O*cp”1l, to nieréwnos$¢ ~2) jest
spetniona przy wszelkich —0 , ~ ~0, awiec JAO|P

jest metryka na prostej, bowiem
h2+ 1?2 ¢ Ga2]+h 2D 2b + AP .

Poniewaz funkcja |JA”] jest oczywiscie metryka na
prostej, a ptaszczyzna jest iloczynem kartezjanskira pros-
A1l + (]JA2F) jest

metrykg na ptaszczyznie, c¢,n,o0,
Uwagami. Metryka f* nie jest dla p<I| wypukia w sensie

Uengera ([1]).



- 37 -

Istotnie, wezmy np. dwa punkty a,b o wspotrz.1-
nyck Kartezjussa a (0,1/2), o (O,-1/2) i przypusé¢émy, ze
istnieje taki trzeci punkt CCN rézny od a i b,
ktory 'lezy miedzy a i. b“, * 9 posiada witasnosé

f*(a,c) + ?*(c,b) = C*(a,t>),

Mamy wiec
* * +
(3) Alc (or +1/r/p . V
Stad Jex + 1/21 rr 1 craz e 2 " 1/21 —1, a wiec
(4) lor 1 * 1/2 o

Z réwnosci (} ) otrzymujemy
2 "Ve? + (c2 + 1/2)2p =t +(c2+1/2fP-(c2-1/42p
a poniewaz
+ 1/2)2p M c2 + 1/2
/i o+ (er )2p " | Ip

wiec, uwzgledniajgp, iz ¢~ + 1/2 *»0 na podstawie (4), me

4/
2 (c2+ 1/2)P—=1+ (c2 + 1/2)2P -(c2- 1/2)7F
Steyl
(c2 - ¥2)2p—[i - |Jc2 + 1/2|P ]2,
a wiec, wobec (4 )
(5) Cl1/2 - c2)P™ 1 -m(02 + 1/2) p

Rozwazmy funkej e pomocniczg

H(x) (/2 - x Y + (x + 1/2)p,

dla |x] *> 1/2.



Meny cila |x] as 1/2

t"U) » - P(1/2 - X)P~1 + p (x + 1/2)p”1 *

=P [ix + 1/2JF“1 - (1/2 - *) P"'].

Dla 0< x<1/2 mamy x + 1/2 > 1/2 - x>C, a wiec (0O<p<l )
t4x)<0,
stgd dla 0<x<1/2 funkcja + (x) maleje.
Dla - 1/2 <x<0 mdmy O«x + 1/2 <1/2 - x, u wi?c(C<p<l )
i 1(x)>ct
stagd dla - 1V 2<x<0 funkcja t+ (x) rosnie.
poniewaz t (x) jest funkcjg ciggtg dla O0<p oraz
t (2/2) * + (- YV2) =1, wite dla |x]| «1/2 nany + (x)-u>

przy czym
t (x) a1l jedynie dla |x] = 1/2
Stad nieréwnos$¢ (5) , czyli + (c”) * 1, pociaga zu
sobg t+ (c2) =1, czyli | * 1/2, a wiec na podstawie

(3) otrzymujemy

i°ii+ "Ve? + 1 ~ 1»
co jest mozliwe tylko wtedy’, gdy =0 . Mamy wiec c=a
lub c«b, wbrew zatozeniu.

Mozna wykaza¢ wiecej, a mianowicie, ze jeSli t b~
to jakikolwiek tuk taczacy a z b jesfc nieprostowalny we-
dtug metryki f* .

Uwaga”™g. Metryka okreslona wzorem (1) nie jest ®- me-
tryka ([2]) f otrzymana z metryki cnklidesoyrej (dla p<1l).

Dowéd. Dla dowodu niev/prost przypus¢émy na chwile, ze

jest

= 0(?)
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czyli

) IM v o2uw - F(YAYT 1),
U21P . i (U2)

czyli
® (u) = uPb
Wstawiajgc to do (6) mielibySmy

(x, + a2) = (x1+U2]|P).

Ktadac tu Xg = 0 otrzymalibysSmy
H, Ip mix,i,

co, Jesli ma zachodzi6 dla wszelkich AN, Jest mozliwe

tylko, gdy P = 1 wbrev/ zatozeniu.
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RESUME

Sur un espace raetrigiie K deux dimensions

On démontre que la métrique f*, définie sur un plan
par la formule (1), ou (X1 n) sont les composantes car-
tésiennes du vecteur ab et p est un nombre positif,
satisfait aux axiomes de M.Préchet si et seulement si le
nombre p remplit I*inégalité p$ 1, Pour p< 1, la
métrique (1) n'est pas convexe au sens de M.Menger et elle
n'est pas une ¢ -métrique au sens de M.Menger, obtenue de

la métrique euclidienne.

Pe 3tome
O HEKOTOpPOM ABYMEPHOM METPMUYECKOM MPOCTpaHCTBEe

B pa6oTe pokasbiBaeTcda, 4YTO MeTpukKa Ha
NNIOCKOCTW, onpeaenieHne KOTOPOW AaHO COOTHOLUEHUEM
/1/, rpe [AJ, N2/ sABnATCA KapTe3MaHCKUMMKM KOO-
pAvHaTaMmy BeKTopa ab , a p - nosfioXKuntesibHoe
UMCJi0, BbIMNO/IHAET akKUMOMbl dpelleTa Torga uM TO/IbKO
Torga, kKkorga p- 1. Ana p <1l meTpuka /1/ He aBns-
eTca BbINyK/O B CMbIc/ie MeHrepa m He sABnseTcs
¢ - MeTpuUKOn B CMbIC/le MeHrepa gnsa 3BK/AN[0BON

MeTPUKN.



