Stanistaw uidura

O POROraUlilu U3FHTICJI STYCZNOSCI +UKO"/ PROSTYCH
V/ OGOIKYCH PRZESTRZENIACH KBTKYC2NYCK

Wpracy S.GOL4BA i ZHO03ZHERA ~2j podana jest de-
finicja stycznosci tukéw prostych w ogélnych przestrzeniach
metrycznych. A,D.;JEK3/AHDROM w ksigzce [lj str.36 przyj-
muje pewno okres$lenia kagta miedzy tukami prostymi, pozwa-
lajace na sformutowanie ponizej innej definicji stycznosci
tukéw prostych w ogdlnych pprzestrzeniach metrycznych. De-
finicje te nie sg rOéwnowazne. *7 pracy niniejszej zajmiemy
sie ustaleniem pewnych zwigzkéw miedzy nimi oraz niektory-
mi wiasnosciami stycznos$ci wedtug tych. definicji.X/

Niech 3 oznacza przestrzen wyposazong w metryke od-
legtosciowa spetniajgcg znane postulaty PRECHETh. Elementy
przestrzeni 3 oznacza¢ bedziemy malymi literami alfabetu
tacinskiego. Duzymi literami tacinskimi oznacza¢ bedziemy
tuki proste /zwane krotko tukami/ w przestrzeni 3. Przez

(p.,q) oznaczamy odlegto$¢ miedzy punktami p i q.ku-
ki oznaczone literami C, C»~, 0 i Ch beda sparametryzowa-
ne odpowiednio parametrami r,s,t i u, przy czym kazdy
z parametrow zmienia sj.e w przedziale domknietym £0,1] -

Przez pO/t/ lub krétko p”~ oznaczany punkt lezgcy na

yj Problem poréwnania obu tych definicji postawit Z.lloszner.
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krzywej G2 odpowiadajgcy parametrowi t /analogicznie o-
znaczamy przez p/r/, p~/s/f py'u/ lub krétko p, p~™ p
punkty krzywych C, i odpowiadajgce odpowiednio pa-
rametrom r,s i ul/.

Zatozmy, ze dwa tuki O i Cp wychodzg z tego samego
punktu po /tzn., ze po€C, i po £ C. oraz punkt p od-
powiada parametrowi 0 na obu tych tukach/.
A.D.ALEKSIiHDROY/ ([1] str,36 ) definiuje kat miedzy tukaiai

i Cp jako kat z przedziatu (O,ﬁf) spetniajgcy row-

noécis,
? ?
cos a. = lira P2(POXPII® ] 2(p1(s)»P2 It)) ......... >
M -*0 2@ (po* P11 cs»? (PO* p2 It))
jezeli istnieje granica w powyzszej rdy/nosci.

W oparciu o podang definicje kata styczno$¢ tukéw 0-
kreslamy nastepujaco:
Definicja 1. tuk prosty Cp jest styczny w punkcie no do

tuku prostego C* jesli spetniony jest zwigzek;

f2{p0,pl) + ?22{p0,p2) - ?2(pl.p2)

lim me =1,

pl ™ Po 2? (po,PIl) ? (PO,P2)

P2~* Po

Stycznos$¢ tuku Cp do tuku w punkcie po bedzie-
my oznaczali krotko Cp , a sama relacje stycznos-
ci przez . tuki styczne yledtug definicji 1 bedziemy' na-
zywa¢ T stycznymi.

Podamy pev/ne v/tasnosci relacji , Z definicji 1 wy-

nika, ze relacja jest symetryczng. Przy konhcu pracy”2j
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podany jest przykitad tuku /tamana/, o ktérym tatwo udowod-
ni¢, ze nie jest on T~ styczny do siebie /zob.tez tw.6/.
Zatem relacja T nie jest zwrotna. Udowodnimy wdalszej
czesci pracy /tv/.4/ f ze relacja T~ jest przechodnia»
Przypomnimy (podane w pracy [2]) pojecie rzutu punktu a
na tuk prosty 0 . Rzutem a' punktu a na tuk C nazy-
wamy punkt p/r/ tuku C, ktdéry odpowiada najmniejszej
wartoéci r parametru r (r & [o0,l]), spetniajacego zwia-
zek
2 (a, p (M) = ¢ (a, ©),

gdzie ? (a,C/) oznacza odlegtos¢ punktu a od +tuku 0%

S.GOL4B definiuje pojecie stycznosci tukéw w nastepujg-
cy spoeob:
Definicja 2, +tuk prosty C2 jest w punkcie po styczny
do tuku prostego , jesli oznaczajagc przez Pg biezg-

cy punkt tuku Cg rézny od po a przez p'g jego rzut na

tuk Cy, many

) .
lim  ...(P2y P'2)

~r—pb f(Po.P2)

Stycznos$¢ tuku C2 do tuku W punkcie pc w sen-
sie definicji 2 bedziergy oznaczali krotko Cg Tg C* a sa-
mg relacje stycznos$ci przez Tg . +Ltuki styczno wediug de-
finicji 2 bedziemy nazywa¢ Tg stycznymi.BezposSrednio z
definicji 2 wynika, ze relacja Tg jest zwrotna.

V pracy [2] udowodnione sg nastepujace witasnosci relacji
TZ’:
a/ Relacja Tg na wtasnos¢ przechodnosci /tw. 1 pracy 2*

b/ Jezeli C2 T2 Cl i tuk Cl na w ounkcie p(r)] wiasnos¢
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Vrchimedesa3, to CO /tv.2 pracy [2] /.

o Jezeli , to

. ?IPo*P2
lin ) =1

P2-Po ?(Po»P2)

/lemat wpracy [2] [/,

Udov/odnimy obecnie nastepujace:

Twierdzenie *1. Jezeli tuk jest styczny <i° ‘tuku
, to tuk C2 jest 2?2 styczny do tuku , czyli:
°2 Ti “i ~ZT2 C1

Przed podaniem dowodu twierdzenia udowodnimy nastepu-

jacy; lemat 1. Jezeli C2 ™ , to

m»2~*0 N (v p2)

gdzie p~ jest punktem tuku dla ktérego
(2) <@ 1p0, p2) = G(PO, 1) *

Zauwazmy, ze dla kazdego punktu p2 +tuku C2 o odle-
gtosci C (pQ, ?2) dostatecznie matej istnieje na tuku
conajraniej jeden punkt p” , dla ktérego zachodzi (2). O-
bierajgc bowiem na tuku prostym dcvrolny punkt pl(s”)

rézny od punktu pQ, ma;/ G(PO» P~3%) ~ 0»

K/ Krzywa C ma witasnos¢ ARCIEIJSDESA w punkcie Pe je-
zeli stosunek dtugosci tuku p p krzywej G dc odleg-

tosci <»/p p/ dazy do 1 gdy p p po krzywej (.
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Poniewaz funkcja f (PO» P2) (gdzie p2 ft C2) jest ciggta
ze wzgledu na zmienng /t/, wiec istnieje taki prze-
dziat [o,t*] niezerowy, ze dla parametréow z tego prze-

dziatu speiniona jest nier6wnos¢:

O(p0»P2 1t)) - 2 (Po»Pi(si,)(dla

W dalszych rozwazaniach, bedziemy brali pod uwage punkty na
krzywej C2 o parametrach z przedziatu 0,tNJ* Funkcja
9 ( 0#P1Cc))] zmiennej s jest funkcjg ciggta w przedzia-
le doinkhietym [, s.J wieo- posiada wtasnosé DAIIBQUX w

tyra przedziale. Zatem dla dowolnego punktu ?2/t/ /t < /

tuku C2 istnieje na tuku punkt taki, ze
29 < (PO. PAsW») - ?(PO0. P2 W)

2
Punkt (s (t)) oznaczamy krotko przez

Dowdd lematu 1»

Z zatozenia T °1

_ ? + 2 2(r0>P2) FI*. p2)
lim
P2-P 0 2<?(ib.P?)?(P0.P2)

Po uwzglednieniu réwnosci /2/ otrzymujeray;

02 2 .
? Pi- p2
lim (Pi- p2) s 0 Wiec
P2- po 2?72 (% -p2)
. %)
lim =0

P2 -*0 2(P0 » P2)

a to jest /1/, czyli teza lematu.



Przystagpimy do dowodu twierdzenia 1,

Obierzmy na tuku dowolny punkt p2 /t/ o parametrze
t z przedzia’ru‘(o,t’:) , ktory okresliliSmy powyzej, Przez
p’% oznaczymy punkt tuku spetniajgcy réwnos¢ (2). Z
okres$lenia rzutu p2 punktu na tuk otrzymujemy

?2(Pg =« P2 ] *?2(»le P2>
skad z lematu 1 wynika, ze
P2, P2)
lim — -— — « 0

P2-* po <pb» P2 )

Zatem tuk C2 Jest 02 styczny do tuku Cj w punkcie po
a tym samym dowdd twierdzenia 1 zostat zakonczony»

Ze wzgledu na symetrie relacji i udowodnione twier-
dzenie 1 prawdziwe Jest nastepujace twierdzenie: Jezeli
tuk C2 Jest styczny do tuku , to tuk C2 Jest
T2 styczny do tuku i tuk Jest T2 styczny do
tuku 02 czyli:

Cc2+ 01- «+ <°2T2°1 1 h°2’\

Wytania sie teraz pytanie, czy relacja Jest iden-
tyczna z relacja w zbiorze par tukéw» OdpowiedZz na to
pytanie Jest negatywna. Gdyby relacje i T2 byly iden-
tyczne, to ze wzgledu na symetrycznos$é¢ relacji relacja

T2 bytaby takze symetryczna. Relacja T2 nie Jest Jednak
symetryczna, o czym $wiadczy kontrprzyktad podany przy kon-
cu pracy [2] . Podany tam Jest przykitad dviu tukéw pros-
tych prostowalnych spetniajagcych relacje C2 cl  lecz

nie spetniajgcych relacji zatem takze nie spet-



nizacych relacji C, T1 C1 .
V/ dalszym ciggu zajmiemy sie podaniem dodatkowych wa-
runkéw, przy ktézych z Tp stycznos$ci wynika stycz-

nos$¢ tukéw prostych.

Zauwazmy najpierw, iz nie jest prawda, ze jezeli +tuk

O’C jest T(: styczny do tuku C,1 i +![Ik C jest Tc sty -

czny do tuku 0 , to tuk Cgl jest T styczny do tuku C,

b . e 1 1

poniewaz relacja T, nie jest zwrotna, a relacja jest
zy/rotna.

Zat6zmy obecnie, ze tuk Cp jest 1ip styczny do lu-
ku i tuk C1 na witasnos$¢ Archiredesa w punkcie po,
/wtedy takze tuk jest Tp styczny do tuku Cp 2z wias-
nosci b relacji T2/ i zapytajmy, czy takie pary tukéw
spetniajg relacje T7? Odpor/iedz na ostatnie pytanie jest

rowniez nega}cywna, o czym $wiadczy nizej podany przykitad
X

icrzyvlej , ktéra w punkcie = /0,0/ma witasnos¢ ArchL-
nedesa, ale nie jest styczna do siebie samej /wystajv
czy za pare C~Cp przyjac¢ pare G/,

Rozwazrjy krzywa, ktdérej réwnanie vi uktadzie biegunowym nia
postac:
(T sinYflng) + 1, dla 0 <~ ~ —

N Mno , dla <X >» 0,

Napisany rownanie tej krzywej w kartezjsuskim uktadzie pro-

stokgtnym:
x(¢ )=~ cos(ITsinVjlne] + 11 x(G)= 0

mdla O<~<® >61a'a0
Yft ) » Csin (1Tsin~1 + 1] Y(?)= 0,

Pokazemy, ze krzywa ta ma Y/tasno$¢ ARGHIMEDSSA v/ punkcie |0,0].

x/ Przyktad ten podat A.ZAJTZ.



Maty dla ? z przedziatu (o, 5
x'(?) = cos (Yi'sin V]In?]'" + 1) +
+ C[sin (iTsinY]1n?r + 1)] .1Tfcos V]In ?2f

y'(?1 = sin (NiTsinY]In?]'+ 1)- ? [cos [TTsin \[InC]' + 1)«

elTcos VIIn 21 2/1'_;— - » o~
*
INTT

[x'(*)]2 +[ y'(? )]12 o 1 +4r2coB2y T bl ' , w ---

Z ostatniej réwnosci wynika, ze

(3) lim ([x'(?)]2 + [y'(?)]2) S1
?2*>0 + 0

Catka ?e

N~ \jl+ Tcos2 V]In?r ¢« —}- 1d? , dla 0<C<E£.
3V 4é|ln(;l

istnieje, gdyz funkcja pod catkag jest tiieciggta tylko dla
? =0 i ograniczona. Z (3) wynika, ze nieciggtos¢ funkcji
podcatkowej dla ? = 0 jest usuwalna.

Z twierdzenia o wartosci sSredniej dla catek otrzymujemy wiec:

\

(4) cos2V[In?F o ————-- d ? =
4 |In?]

e0 "Y1+ ‘M2 cos2
4 1In?]

gdzie ? jest pewnym punktem przedziatu (0, ?0-]/



Catka

1 +*\\™ cos~flnei' d”~, gdzie

4 1ln

rowna sie diugosci tego kawatka danej krzywej, dla ktérego
parametr f zmienia sie w przedziale tv - % b
Funkcja

* (eO, *)_ 1+ 172 cos2 y(Infl'x

4 |mel

jest przy ustalonym z przedziatu (o,~] wartosci
funkcja zmiennej x ciggtg Vv przedziale [b, 1 . Funkcja
ta podaje diugos$¢ kawatka danej krzywej odpowiadajgcego
zmiennos$ci parametru w przedziale [x, fQ]» gdzie 0 < x —<.
Poniewaz diugos¢ krzywej jest funkcjg ciggtag parametru,dla-
tego tez F /™ 0* 0/ jest diugoscia tego kawatka krzywej,

ktory odpowiada zmiennos$ci parametru w przedziale [o, ~0] -

2 okredlenia funkcji F / fQ*x/ oraz z (3) i (4) wynika,
B e oo k- »
- b * -
’l_]m E(*0,0) — lim 20 11 +1f*cos2YlInsf /1 4
* 0 So < >040 ?0 ~ ’

wiec dana krzywa ma witasnos$¢ ARCICEMEDBgA w punkcie pQ =(0,0).
Udowodnimy obecnie, ze krzywa ta nie jest styczna do sie-
bie. Wezmy na niej dwa ciggi punktdv; dazacych do punktu(0,0)

i odpowiadajacych ciggom parametréw:

= exp ~4 I'IZII’Z

A2 nIT + | )2
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Kiech P o -(*(?£)» »(?£)) dla i» 1,2,
wtedy

w  SE@P) T Im - 4 e

2?2 (v »1) ?2 (v pn)

||m — ~ e . N N BN N .

[exp{-4n27fi]2+[exp™“ (2nB4 “ ) }] - [exp[-tPfl2j + exp[-(2nIf+ pj jm

n-*®» 2 exp(-4n2if ). exp|-"2nif+ Ww }

Z ostatniej rownosci wynika, ze dana krzywa nie jest do

siebie styczna.
Podamy pewien warunek dostateczny symetrii relacji Iw
pracy [2] podany jest inny weiunek-dostateczny - wiasnos¢

/bl relacji T?/,

Twierdzenie 2,
Jezeli tuk C.1 jeszt .TO styczny do tuku Cd i +uck CMjest
Tn styczny do siebie, to ‘tuk jest styczny do
tuku C~, czyl\is

°1T2°2 1 °2T1 C2 °2 T2 V

Przed podaniem dowodu twierdzenia udowodnii-y nastepujacy:

Lemat 2;
Jezeli Cx T2 02 i cz2 ~ Cc2 , to
(5) lim (P27 P1) 0
®-p ?(V @)
gdzie p~ oznacza punkt lezacy na tuku i spetniajacy
rownosci

® ? Ip0. px [/ - hD
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Dowdd lematu 2.

Wuwadze po lemacie 1 pokazaliSmy, ze dla kazdego punktu
P2, dostatecznie bliskiego punktu pQ, istnieje punkt p’8
lezagpy na tuku CL i spetniajagpy (26).

2» 1
Przez p~ oznaczamy rzut punktu na tuk
Z zatozenia S T2 C2 otrzymujemy:
N /p/\» P/\/
(7) lim p =0

Pg-~Po */PO, Pn

Z wtasnos$ci ¢/ relacji T2 wynika, ze

(e) lim w mae E-%,/"i' =1
p2- po ¢/p0, vy

oniewaz CL T. CL, wiec:
2 n L

n2/po, p%} + ’\leo, Pj/ QZ /szt p~

(3) lin
P2 N Po 2 C/PO))Pf/O/PO))PZI
Z (6) (6) i (9) wynika, ze
C2/pE, p©
Qo) lim 0.

P2-"PO ? Ipo, Pt /? J/po, Pg/
Stad otrzymujemy:

1)  tim 7§ VY ?/p0- p» 0

p2 -po ? /po' V ?/p0* Piz
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lia podstawie réwnosci (6), (8) i OD

w (%' p2)

? 0 pr)

Z nierédwnosci trojkata:

@) o p/ "N/ pv P+ 20F p2b

a wiec z (6), (7), (12) i (13) otrzymujemy (5), to

(12) lim =0

Jest teze lematu.
Przystepujemy do dowodu twierdzenia 2.
Obierzemy na tuku dowolny punkt p~ /t/ o parametrzet

z przedziatu (o,t"), ktéiy okresliliSmy w rozwazaniach po

lemacie 1.

Przez p™ oznaczamy punkt tuku spetniajgcy réownosc(6).
Przez p”~ oznaczamy rzut punktu p”~ na tuk *

Ha podstawie definicji rzutu punktu p~ na tuk spet-

niona Jest nieréwnos¢:

o "N e (p2. Pj) * e (p2- pt)

Stad i z lematu 2 wynika, ze

pr-*po” (po' pr)

vy mysl okres$lenia relacji oznacza to, ze tuk Jest
T2 styczny.do tuku . Zatem twierdzenie zostato udowod-

nione .



Zauwazriy, ze alternatywa warunkoéw:

COTj C2 Ilub tuk C2 ma wtasnos¢ ARCKBIEDESA w punkcie
Pg nie jest warunkiem koniecznym symetrii relacji T2,bo
dla dowolnego tuku C zachodzi: C2 T2 C2 i C2 T2 Cc2 ,
a C2 ani nie musi by¢ do siebie styczny ani nie mu
si mie¢ wtasnosci ARCKIMEDESA w punkcie pQ /np« tuk pro-
sty ¢ podany na koncu pracy [2]/.

Udowodnimy twierdzenie, ktére méwi przy jakich dodat-

kowych zatozeniach o tukach i C2 takich,ze T2 C2,
tuki te sag styczne.

Twierdzenie 3. Jezeli tuk jest T2 styczny do ‘tuku
C2 oraz tuki i C2 sg T~ styczne do siebie samych,
to tuk jest styczny do tuku C», czyli:

/01 T2°2 1 QT °1 1 °2 V°1T.I.°2

Dowdd. Obierzmy na tukach i C2 dwa dowolne punkty p*
i p2 rozne od punktu po#

Przypusémy, ze speiniona jest nieréwnos¢:
Q-D ?(V P> - ? (Po* u)

Woéwczas na tuku C2 istnieje taki punkt p2/t2 /t™/, ze

05) e(P,. pi) - ? (Po" p2)

Korzystajac z twierdzenia 2 i lematu 2 otrzymujemy;
2(v 4

? (p="pl)

06) lira
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U (14) i (16) vl/ynika, ze
< (P
a7 lim —
PAPoO P
p2 ™ po

Przejscie graniczne w ostatniej rownosci dotyczyto tych par
punktéw p~, p2 na tukach odpowiednio i C», ktére

spetniajg nieré6wnos¢ (14). Uwaga ta odnosi sie takze do

przejs¢ granicznych w (13), (22) i (23).
Z (15) i (16) otrzymujemy

2 0,
(18) lim  (%m 4) W 0>

P2'PL" Po A(V 4 )

Z zatozenia CL wynika, ze

22(VP2) M rK -4)-»>r:4)

(19) lim 1,

2 ? (po*p2)?1lpl™ply-
Zatem dla punktéw , p~ dostatecznie bliskich pQ zacho-
dzi

C2/p0. p/ + %r /p0. pV - ?22 /p2. pV » °-
Stad po uwzglednieniu (14) i (15) mamy
2 %2 /po, P2/ - f2 /P2, P2/ > O

Z ostatniej nierownosci wynika

© i (24 « ytr .

¢ (po- p2)
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Z nieréwnosci tréjkagta maiay:

I*Iv 4H (4» p2)l -*(V P2) ~(Pv4)+~1p2* p2)

po podniesieniu stronami ostatnich nieréwnosci do kwadra-

tu otrzymujemy:
n 9" (Pvp2)+ ?22(p2»2) “ 2?(PVPR)e (p2»p2) ~?~ (@l ’'p2]

N (pl»p2)+ N (p2'P2) + 2N (PI*4kfp2»p2) *

Korzystajagc z (15), (16), (17), (1G), (19), 120) i (21) o-

trzymujemy:

pl-*po 2?(P0.P2) ?(PO’ P2)

P2 " Po

lim ~N2(PO'P1) + ?22(p0*P2> _<>"(P1*P2)
n ?1"* Po 2* (Po*Pl) ? (Po’'P2)
p2 Po

s2(v p2h~p04 K (pi4)-?y2-p2)t ra»y’ 4K (4'*r)

lim
I SO r“"Po-Pr)? (po*pr)
pr po
Zatem
(23) lim N (PQ*PI) +<?2 (PO*P2)- + (P1>P2)
pl A po 2 C (PQ,P1) ? (PO.P2)

pzZ* Po



Jezeli spedniona jest nierdwnosc
(14°) ? IPO. P2/ < 2?2 [PO* Pil.

to woéwczas na tulcu prostym Cj istnieje punkt (p'% tNty M
taki, ze

(15 2 /PO, P2/ » <?/po. Pt /e

Dalej rozumowanie przebiega zupeinie analogicznie jak r/

przypadku zachodzenia nieré6wnoséci (14 )« Poniewaz kazda pa-

ra punktow ,p~ lezacych odpowiednio na tukach Q@ i
spetnia jedng z nieréwnosci (14) i (14/) wvn.ec
n llo'sil* ~ (Y pr)- ?22%»?r1l 1
P-T po 2. (V Pl)? (Po'P2)
p2"~Po
bez zadnych zastrzezen odnos$nie punktéw p~ i p2 wprzej

§ciu granicznym, cc nalezato udowodni¢.
Udowodnimy zapowiedziang wtasnos¢ relacji , a mi&~
nowieie pokazemy, ze relacja ta jest przechodnia.

Twierdzenie 4.
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y/ —
Dowéd . Obierzmy na 3pak prostym dowolny punkt p~#0.

Poniewaz odlegtos¢ punktéw jest funkcjg ciggtg, zatem ist-
nieje taki niezerowy przedziat [O, sN) /s © 0/, ze dla
punktow pl nalezacych do i p” nalezacych do o]

parametrach z tego przedziatu spetnione sa zwiazki.

(24) N /po, P1L/ * S°/PO» P2 1

(25) C/po. P3/ ~ ?2/PO# P2 /e

Niech teraz i p., beda dowolnymi punktami na ‘tutcact
Cl i C3 0 parametrach z przedziatu (o,sO)E Dla punktu pn

na tuku C | wobec (25) « istnieje punkt na tuku COta-

ki, ze

(26) ? [PO. P/ = ?2/POt P2 /-

Podobnie dla punktu pl na tuku C. wobec (24) istnieje

1 1 o 1
punkt ¢cO0 na tuku C taki, ze

(267) ? (p0. Pt) = ?(p0* A )

x/  A.D. AIENS/1IDR61i w ksigzce [i] str.116 podaje nastepu-
jacy lemat; Jezeli trzy tuki G1, C2 i C3 wychodzg z jed-
nego punktu pQ,to

lim* yiz(s,u) s 1im K (Bj)+1S Y2, (tfu)
s,u-»0 s, t-*0 C t,u-*0 °

gdzie YT13(8*M) oznacza kat trdojkagta /na ptaszczyznie eu-
klidesowej/, ktérego boki sg odpowiednio rovme”~/p~.p~/s/,

? /po»P3 (u)/ 1 P3(u)//, lezacy naprzeciw
boku o odlegtosci C/p~/s/, p /wnll/. Analogiczne znac,zenie
maja symbole vilg /s, t [ i ~~3[t»ul.

Z lematu tego wynika przechodnos¢ relacji T..Podajemy bez-
posredni dowdd symetrii relacji I’ , ktdiy jest prostszy
od dowodu lematu A.D.ALEK5AIIDROITA. 1
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Przypusany, ze jest spetniona nieréwnoéc¢

W 2 IPO. P3 A~ 2/PO» Pn/»
2 zatozenia (26) i z lenatu 1 macy
(28) lira ‘aePE>PA - o
P3-*po ?(P0. P2)
Z ostatniej réwnosci (26) i (27) wynika, ze
e (P3, P2)
(29) lira LU = = O
pl~ po <?(V pl)
p3~ Po

Ostatnie przejscie graniczne dotyczyto tych par punktow
p~, p”, ktére speitniajg nierébwnos¢ (27). Uwaga ta odno-

si sie takze do przejs¢ granicznych w (30), (33) i (34)

Poniewaz O, T. C,, wiec
1 1 2
?2"(Pg»Pi )+ /(P p’'P ~ ?22(%»P2
30) i (Pa»Pi)+ /(Pp'Pp) ~ 22(%»P2) _
_*
Rt R 2 2 (PO'Pl) ? (Po*P2)
P3“*"7g
Z ostatniej rownosci wynika, ze dla punktow i p, do-

statecznie bliskich punktu pQ jest spetniona réwnos¢;

<2 Poi N/ + 22/P0o. W =<2/Pj. Pg/ > 0

Ze wzgledu na ostatnig nieréwnos¢ (26) i (27) many

2 C2/PO*PN/ - IP1»P2 | > 0



@D 2 (%» 4 )

=<K 2
4 Po* M
Z nieréwnosci trojkata
I»/Pn,Pp/ -?2/P2» P3/] — P — f/IP~.Pg/ +?/Po*P3/

po podniesieniu stronami ostatnich nieréwnosci do kwadratu

otrzymujemy;

(B32)r P 2  ? (p2*P3) “ 2~(pl P27~ (P2,P3)~"~ (P *P3):

<?2(Pi 'P2)+ 22(P2'P3)+ 2~ % 'P2)?(P2’'P3)

Z (26), (28), (29), (30), (31) i (32) wynika, ze

?22(V pl) +™M1po'i2)-~N(V p2)- ’\(p2* - 3FPL'PR2Wp?-p3 )

1=1lim ..o N LN
ar po 2<? (V @g> ? ( po-pr)
p3-"po
. ? 2(po'pl) + 72(|00«|03) ?2(pl*p3) n
€ liM e e B R —
pl~ po r?(po-pl)?(po-p3)
p3~Po
win 00PL)*F? | S0 P2 ) N2 p3) T ?2(plop2 Ne 1" p3)
P]-PO 2 @ (PO.pl] ? (PO.p2)

P3 ~ Po



Zatem
i G (Vop)+ ~(Po*p3) " 2 (A-pa)
Vo» . 27 (v)t (o

,3-*po

(34)

lezeli zachodzi nieréwnosé

27*) /P O0*p3/ > < /po,P3/
to woéwczas do punktu p~ dobieramy punkt p,, na tulru C,,
taki, ktory speitnia /2I/ i dalej rozumowanie przebiega

zupeinie analogicznie, jak przy spetnieniu nieréwnosci /27/.

Poniewaz kazda para punktow pN /p™ t CN, p, Tt C_/ spet-
nia jedng z nieréwnosci /27/ i /271 » wiec bez dodatko-
wych zastrzezen co do punktoy; p» i p.,.
2 o]
2 (YU)+ 2 (Y p3) ~
-V 2C(p0,Pr) ? (po,P3)
P3

Tyn saiiym twierdzenie 4 zostato udowodnione.

Twierdzenie 3.

ci u c2 ™ 'V ici 1 &Yy vV

Dowddc Na podstawie symetrii relacji T, oraz twierdzenia

4 ICt ~ C2 i C2 e/ = > Cj

Podobnie dowodzimy, ze C2 ii C2, a zatem twierdzenie 3 zo-

stato udowodnione.
Z twierdzen 4., 3 i 3 v)ynika, ze zachodzi nastepujaca

rownowaznoscé;
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Zatdzmy, ze przestrzen E jest przestrzenig kartezjanska n
wymiarowa ze zwyklg metryka. V geometrii rozniczkowejtakiej
przestrzeni umawiamy sie, ze krzywa ma stycznag w punkcie
konncowym p~, jesli kontingens BOULIGIIKDA tej krzyviej w
punkcie pQ sktada sie z jednej po6itprostej.

Udowodnimy twierdzenie podajace zwigzek miedzy relacjag
T a posiadaniem stycznej przez tulc w jego punkcie konco-
wym.
Twierdzenie 6. Luk w przestrzeni kartezjanskiej [Mr-vy-
miarowej jest T,( styczny do siebie w punkcie koncowym pQ
wtedy i tylko wtedy, gdy tuk ten posiada stycznag w punkcie
\4 -
Oznaczajgc przez L1 odcinek o koncu pQ lezacy na stycz-

nej L1 do tuku C#, mamy w tym przypadku C1 T1

Dowdd. Zatézmy, ze C1 Cn~. Przypusény, ze kontingens
BOULIGARDA tuku sktada sie conajmniej z dwu poéitprostych
L i L tworzacych kat cL ~ 0.
VAN
Wtédy raozeiy na tuku wybraé dwa ciagi punkt(fa’w1 p"2| p”
taicie, ze —» pQ oraz péiproste vyznaczone przez punk-
ty po, ph dazg do po6tprostej L~ dla i = 1,2.
Dla tych ciagow
1 2, 2, 2,1 2
?2(P I (v pn)~ ?

lim ( Pn) (yay = cosoC #0.

" 2 2 (Po-pn )~ (po*pn)
co jest sprzeczne z zalozeniem ™ C~. Zatem tuk po-

siada styczng w punkcie koncowym pQ. Zatézmy, ze tuk
ma styczng w punkcie pQ.
Poniewaz j'e3t czescig stycznej do tuku zatem kgt w

sensie AD.ALEKSANDROWA miedzy tymi tukami jest roéwny ze-
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ro, wiec Q4] . Na podstawie tv/ierdzenia 5 jest
o , co nalezato okazaé,

Udowodnimy w przypadku, gdy E jest przestrzenia karte-
zjanskga R n - wymiarowg ze zwykig metryka twierdzenia 3
przy stabszych zatozeniach,

Twierdzenie 7» Jezeli E jest przestrzenia kartezjanska
n - wyr:iiarowg ze zwyklg metiykg oraz C, i CH,

to C4 ~ C2.

jjowad,

Na mocy twierdzenia 3 wystarczy wykazaé, ze cn, Z
zatozenia GtuTi Gé i twierdzenia 6 istnieje styczna L
do tulcu G~ w punkcie koncowym pQ. i*rzez oznaczamy

odcinek o koncu pQ lezacy na pOtprostej Ig, mamy  woOw-

czas

St3,4 i z twierdzenia \ wynika, ze

°2 *2 V
Na podstawie zatozenia” faktu ze G" LO i witasnosci a

relacji otrzymujemy:
[c, T 02, 02T2Ij => 0 I2L2,

a to oznacza, ze tuk ma styczng. Zatem z twierdzenia 6
wynika, ze , a to konczy dowdd twierdzenia 7,

Z udowodnionego twierdzenia 7 wynika, ze zatozenie
G, T & w twierdzeniu 3 jest w przestrzeni kartezjan-
skiej o dowolnej ilo$sci wymiaréw zalezne od pozostatych za-
tozen tego tv/ierdzenia. Wytania sie pytonie, czy zatozenie

to jest talze zalezne od pozostatych zatozen twierdzenia 3
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w dowolnej przestrzeni metrycznej ?
Analiza dowodéw twierdzen 6 i 7 prowadzi do uwag naste-
pujacych* Rozwazny rodzine U. tukéw prostych w dowolnej

przestrzeni metrycznej o wtasnosciach nastepujacychyj.

lal g [(C Tlc = 2 (C T,l) ]
1 bl

N
bl Q j& (ct21 ¢ 1)

Udowodnimy, ze istnienie w przestrzeni E rodziny oL itukéw
prostych o wtasnosciach /a/ i [/b/ jest réwnowazne za-
leznos$ci zatozenia C. £ C* w twierdzeniu 3 od pozosta-
tych zatozen tego twierdzenia. Przypusémy, ze w przestrze-
ni E istnieje rodzina oC . Z wtasnosci /a/ rodziny oi

wynika, ze

(35) c, 1, 02 - "7 Z 102 % V
i2K

Ha podstawie twierdzenia 1, zatozenia twierdzenia 3 i (35)

otrzymujemy:
(36) c2 €2 12.
Z zalozenia twierdzenia 3 ( T2 C2), (36) i wilasnosci

al/ relacji T2 Tawy:
[0, 12 02 i 02 1™ Lj] 1=~ o 1212
Z ostatniej implikacji i wtasnosci N rodziny oCwynika,ze

CL T2 L2 LA

x/ Okreslenie rodzinyeCi jej wtasnosci podat Z.MOSZNER
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Na mocy ostatniej implikacji i twierdzenia 5 jest 0. ii c..
a zatem wykazaliSmy zaleznos$¢ zatozenia od po-
zostatych zatozen w twierdzeniu 3.

Przypixécrgy, ze zatozenie O jest zalezne od pozo-
statych zatozen twierdzenia4 3. flykazeriy, ,Ze wowczas

istnieje rodzina oc #tulcov/ prostych o witasnosciach /a/ i

/bl. :
Niech
cn = IC) (CT, C)
Pokazemy,ze rodzina” tukéw prostych stycznych do sie-
bie ma wtasno®n /a/ i [/Bb/. Dla dowolnego tuku C jest
Crc e v
UcLo $

a wiec rodzina tukébw o m a wtasnos$¢ /a/.
Z zatozenia [cM T2 C2 i Cg C2j i o-

kreslenia rodziny b~ ‘tukéw otrzymujemyj

to znaczy, ze rodzina tukéw ma takze wtasnosé /b /.Za-
tem réwnowaznos$¢ zostata udowodniona.
Wykazemy, ze warunki /a/ i [/b/ wdefinicji rodziny

od siebie niezalezne w przypadku przestrzeni Kkartezjan-
skiej R ze zwyklg metiyka.
Jes$li za rodzine oL weZmiemy zbiér wszystkich #tukéw przes-
trzeni R, to warunek /a/ jest spetniony, lecz nie jest
spetniony warunek /b/, bowiem w przestrzeni R istniejag

tuki ?2 styczne do siebie, dla ktorych C ~ C nie jest
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prawda.

Ylezny teraz jako rodzine @ zbidér pusty. Przy takiej inter-
pretacji warunek /b / bedzie spetniony /w implikacji
CT» 1=~CT~ L poprzednik jest fatszywy, zaten implika-
cja jest prawdziwal/. Natomiast warunek /a/ nie jest spet-
niony. Wezmy tuk C styczny do siebie, wolwczas w réwno-
waznos$ci C IrC = It~ /C L/ lewy czton ma ocene pra-
wdy, za$ prawy jest falszywy.

Y7 przestrzeni kartezjarskiej K eg zwyklag metryka za
rodzine o mozna wybrac¢ rodzine po6tprostyoh. Rodzina o]
witasnosciach /a/ i /d wdowolnej przestrzeni metry-
cznej /jezeli w tej przestrzeni istnieje taka rodzina/ ma
pewno wtasnosci analogiczne do witasnosci rodziny poéipros-
tych w przestrzeni R, ale nie wszystkie wtasnos$ci rodzi-
ny poOtprostych w przestrzeni R przenoszg sie na dowolng
rodzine o¢ . Zilustrujemy to na przyktadach.

Wiasnos¢ A - przykiad pozytywny.
Dla dowolnej rodziny °¢ o wtasnosciach /a/ i [/b/ w do-
wolnej przestrzeni metrycznej

n (ri 1).

1 1

Y/tasno$¢ ta wynika ze zwrotnosci relacji i witasnosci
/bl rodziny- 0§ /za tuk G przyjmujemy tuk
L:LTKL = > LLl L/

V.tasnos¢ B - przykiad negatywny.
Dla dowolnej rodziny o witasnosciach /a/ i [/b/ wdo-

wolnej przestrzeni metrycznej nie musi by¢ prawda:

il . [l A L2==> * L2>]
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- cho¢ witasnos¢ ta przystuguje rodzinie po6tprostych przes-
trzeni R»

Dla dowodu tej witasnos$ci rozwazny w przestrzeni kartezjan-

skiej R podzbiér Rqg ztozony z dwu tukow i ta-
kich,, ze C,lrﬁh 25L 1| 9_ T2 Cf . Metryka w zbiorze R0 jest
generowana”® przez metryke w zbiorze R. Niech bedzie
zbiorem, ktdérego elementami sg tylko tuki i Ccr. W

przestrzeni metrycznej Rq rodzina d0 ma wtasnosci /a/ i
/b/, ale dla tej rodziny implikacja C
jest fatszywa, zatem wiasnos¢ B zostata udowodniona.

VI przygotowaniu niniejszej pracy korzystalem z wielu cen-
nych uwag Pana Doc.dr Zenona MOSZNERA, za ktére mito jest mi
ztozy¢ Mu serdeczne podziekowanie.

[1] A.AOAnekcaHApoB, BHYTpeHHSS reomeTpusa BbINyK/IbIX
noBepxHocTen, Orma rocygapcTBeHHOe u3gaTenibCTBO
TeEXHUKO" TeopeTMUecKoOW nuTtepapypbl, MockBa-J/lIeHUHrpag

1948*

[2] S.GOt4B et Z.MOSZNER, Sur le contact des courbes dans
les espaces métriques generaux, Colloquium Mathematician,

Vol. X, Pa3e.2,/1963/, Wroctaw, str.305-311.

x/ Odlegtos¢ miedzy punktami p i q ze zbioru Ro jest
rowna odlegtosci tych punktow w przestrzeni R.
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RESUME

Star comparaison des definitions de tangence des ares

simples dans les espaces métriques généraux»

Soit E 1"espace pourvu d'une métrique satisfaisant
aux postulats connus de Frechet. La distance entre les
points p et g sera désignée par <?(p, q) ( p£E, qgfcE).
Se basant sur la définition d'angle entre des ares simples
dans les espaces meétriques généraux adoptée par M,AD.
Aleksandréw dans son livre [I] p»36 1l'auteur de cette
note donne la définition suivante de la taugence de deux
ares simples et CO sortant d'un méme point pQ»
Definition 1» L'arc simple sera dit tangent a 1"arc

simple CL au point po lorsque

@ im 220V Rk u y2(Pip2l

2?2 (V pl)?(po’'p2)

ou p9 est le point variable de l'arc C~», différent de
p0 et p1 est le point variable de 1"arc CII différent
de Py
Nous écrirons (1) briévement comme suit Cn*
M.M»S,,Gotgb et Z.Moszner dans leur note [2] intro-

duisent la définition suivante de la tangence de deux ares
simples et sortant d'un meme point pQ.

Definition 2» L'are simple sera dit tangent a l'arc

simple au point pQ lorsque
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(2) lim —--—--- — « 0,

p2~po 'CTo*
oll P2 est le point variable < ' different de
po. ~ p2 est la projektion sur 1 arc C,
('voir [H]).
Nous écrirons (2 ) brievement comme suit CcH.

Les definitions 1 et

2 ne sont pas équivalantes.

LMauteur établit quelques relation entre ces définitions»

Il démontre notamment les théorémes suivants.

Théoréme 1. C, 1
Théoréme 2» e 1 T2 C2 et T1V o5 T2 °1
N
Theoreme 3» K 1 T8 CO et Cl T1 Cl et C2 »Cl Tl
¢ ) T c t C T c
Théoreme 4 /Cl 16, ¢ 02', c3d 1 1 C3
Theorems 5. /cn T~ CA =>/0i S

et C,W

Théoreme 6. Pour que l'arc simple dans 1 ‘espace carteée-

sien n - dimensionnel avec métrique ordinaire soit tangent
a lui meme au sens de la définition 1 il faut el il suffit
il posséde la tangente a son extrémité p (c'est “a - dire

le contigent de Bouligand d arc au peint extrémité

PQ

ne se compose que d'une demi-droite).

Théoreme 7. Si 1 espace métrique est un espace cartésien

13

n dimensionnel avec la métrique ordinaire et T5 C2

ainsi que (2 T~ Cg, alors T C2»

Dans 1 ”espace cartésien n- dimensionnel avec la métrique

ordinaire la condition ™ dans théoréme 3 n'est pas

essentielle /Th.7/, de plus elle résulte - diaprés ce qui
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precede et d'aprés le théoréme 5 - des autres suppositions
du théoréme 3» l'auteur ne sait pas si le theorems 3 est
vrai dans les espaces métriques généraux 3an3 faire la sup-
position CH.

Dans cette note est encore démontre le théoréme suivant»
Si oC est une famille des ares simples dans l'espace métri-

que arbitraire E qui possede les propriétés suivantes»

@ l@cTics €~ b)] (C- I'arc simple, CC E)

® 1 1 (CT1=>CT 1),

C L*oC
dans ce cas l'existance de la famille dans 1 espace E
est équivalente a la dépendance de la condition

dans le théoréme 3 des autres conditions de ce théoréeme»

Pes3ome

O cpaBHeEHWUU onpeaenieHUs O KacaHUM MNpPsMbIX

Ayr B MPOU3BO/IbHOM METPUYECKOM MNpPOCTPaHCTBE»

MycTb E aABNdAeTCcs nNpocTpaHCTBOM, oO6nagalowmm MeTpu-
KOW, BbINOMHAKOLWEN ycnoBusa dpeweTta. PaccTtossHue wMexay
TouykamMm p U g ob6bo3Hauvaem (Pe€-E, g£E )»

Ha ocHoBe onpepgeneHua yrna mexay npaMbiMyu gyramu

B MPOM3BOJ/IbHOM METPUYECKOM MNpPOCTpPaHCTBE, MPUHSATO-

ro A»J*AnekcaHgpoBbim B KHure [lI] cTp.36, aBTOp
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cthopMynupoBan onpegeneHnMe 0O KacaHUM NpsSMbIX AYyT
Ci n Cg, mncxogawmx wm3 ogHom Touku p0, cneayroM
obpasom;

OnpepeneHne 1.lMpamaa gyra Cg ABNAeTcA KacaTesib-
HoW K npsmoin ayre Ci B Touke p0O, ecnun npm ob6o3Ha-
yeHUn 6Geryweih Todykun ayrm Cg depe3 p? (p~ P q) *

n o6eryuwein Toukm ayrm Ci 4yepes pl (P1ljfP0) s

BbINO/IHEHO creaytollee COOTHOLUEHUE;

lim <R2(V _Pl) + ~ ?2(pl'p2)
*1 g 2~(PO,P1) ~(PO,P2)
P2~kpo

KacaHune payron Cg ayrmu Ci B TOUKe pr B CMbIC/e
onpegeneHna 1 6ygemMm KOpPOTKOo o6o03Ha4vaTb C271C1l*

C.fonom6 wn 3.Mowmep B Tpyae [2} onpegensawtT
MOHATME O KacaHUu MpsiMblIX AYyr B MPOW3BOJ/IbHOM
MeTPUUECKOM MNpOCTpaHCTBe creaylwmmMm obpas3om;

OnpepeneHne 2 «lMpavaa gyra Cg aABnaeTcd KacaTelslb-
HoM K npsamoin ayre Ci B Touyke pQ, ecnu npu o603Ha-
yeHUM Oeryuien Toukum ayru Cg udepes p? (p2”p”) ,
a e*f npoekuyunn Ha ayry C 4yepes p° ([2]) , bypert
BbIMNOJIHEHO crieayoLee COOTHOLUEHUE;

lim -— ——~—— a o0
Po-"PO ~(P0.P2)

KacaHune pyron Cg ayrm Ci 8 TOUKe poi CMbIC/ie
onpepgeneHna 2 6ypet o6o3Ha4aTb

OnpepeneHna 1 un 2 He 3KBUBANEHTHbI. 3 cBoOelk
pab6oTe aBTOp 3aHMMaeTCHd yCTaHOBJ/IEHMEM onpejge-
NIEHHbIX CBSA3el MeXay 3TUMM MOHATMAMMU, AOKa3blBasd

cnegywoume TeopeMbl;
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Teopema 1

°2T1C1 C2T2C1

Teopema 2

f cit2c2 Y certler ! =+ c2T2cC1
Teopema 3
- . n n o .
ClT2°2 Cn ci 2TI V cn °2
Teopema 4
[FCA Cr v or1c3 ! o=* ciTics
Teopema 5
C1T1C2 W cat1ic2 /
Teopema 6. [Ayra B N-MepHOM J[eKapTOoBOM MpocTpaH-

CTBe C OObIKHOBEHHON METPUKON ABNSAeTCcs KacaTes/lbHOW

K camMoii cebe B cMbic/le onpegesieHUsa 1 Torga wm TO/IbKO
Torga, ecnu eta Ayra uMeeT KacaTesibHYH B KOHLEBOM
TOouke po/ TO €CTb KOHTUreHuuna bynuraHpa [yru

B KOHLEBOIN TO4YKE po COCTOUT W3 OAHOW nonynpsamon /.
Teopema 7, Ecnn mMeTpuyeckoe MPOCTPaHCTBO ABNSAET-

Cs a-MepHbIM [eKapTOBbIM MPOCTPAHCTBOM C OObIKHOBEHHOM
MeTpuKkoii a Takke CATACg un CNIYCr, » to CAT~Cg

B a "MepHOM [OeKapTOBOM MpOCTpaHCTBe C OObIKHOBEHHOM
MeTpukoni ycnoue CATACN TeopemMbl 3 3aBUCUT OT oOcTanb-
HbIX YC/TIOBUW TON >e TeopeMbl /c M. Teopemy 7 /.

OpHako aBTOpY He yjanocb BbISCHUTb, 3aBUCUT /M 3TO
ycqioBye OT OCTalibHbIX YC/I0BUW TeopeMbl 3 BO BCAKOM

MEeTPUYECKOM MpPOCTPaHCTBE.
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Ecnu paccmoTpeTb cemMencTso HC npambix ayr
B MNPOU3BOJIbHOM METPUYECKOM NpocTpaHcTBe E

O cnegywLnX CBOWMCTBAaXx;

I al M [¢ T.cs 2 _ (c T.L)] ,
c ! bbl.

I 6 1 N M (¢ .o~ cT.L ) ,
c LW 2 1

TO OKaXeTcs, 4TO CcyuiecTBOBaHMe B MpoOCTpaHCTBEe
E cemelictea oC paBHO3HAYHO 3aBUCUMOCTU YC/IOBUA

CA Ci Teopembl 3 OT OCTa/lbHbIX YC/IOBUU 3TOM
TeopeMbl.



