
Stan isław  uidura

O POROraUlîIU Ü 3FH ÏICJI STYCZNOŚCI ŁUKO"/ PROSTYCH 

V/ OGÓIKYCH PRZESTRZENIACH KBTKYC2NYCK

W pracy S.GOŁ4BA i  Z.H03ZHERA ^2j  podana j e s t  de­

f i n i c j a  s ty c z n o śc i łuków p rostych  w ogólnych przestrzeniach 

m etrycznych. A,D.;JEK3/\HDR0Vi' w  k sią ż ce  [ l j  s t r .3 6  p r z y j­

muje pewno o k re śle n ia  k ąta  między łukami p rostym i, pozwa­

la ją c e  na sformułowanie p on iżej innej d e f i n i c j i  s ty c z n o śc i 

łuków prostych  w ogólnych pprzestrzeniach m etrycznych. De­

f i n i c je  te  n ie  są  równoważne. *7 pracy n in ie js z e j  zajmiemy 

s ię  ustaleniem  pewnych związków między nim i oraz n ie k tó ry ­

mi w łasnościam i s ty c z n o śc i według tych. d e f i n i c j i . X /

N iech 3 oznacza p rze strz e ń  wyposażoną w metrykę od­

leg ło ścio w ą  s p e łn ia ją c ą  znane p o s tu la ty  PRECHETh. Elementy 

p rz e strz e n i 3 oznaczać będziemy małymi l ite r a m i a lfa b e tu  

ła c iń s k ie g o . Dużymi lite r a m i ła c iń sk im i oznaczać będziemy 

łu k i p roste  / zwane krótko łukam i/ w p rz e s trz e n i 3 .  Przez 

( p ,q  ) oznaczamy o d le g ło ść  między punktami p i  q .Łu ­

k i  oznaczone l i te r a m i С , C ^ , 0^ i  Ch będą sparametryzowa- 

ne odpowiednio parametrami r , s , t  i  u,  przy czym każdy 

z parametrów zm ienia sj.ę  w p rze d zia le  domkniętym £ o , l J  • 

Przez p0/ t /  lub krótko p^ oznaczany punkt le ż ą c y  na
ф

y j  Problem porównania obu tych  d e f i n i c j i  p o sta w ił Z .Ilo szn er .
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krzywej G2 odpowiadający parametrowi t  /a n a lo g ic z n ie  o- 

znaczamy przez р/ r / ,  p ^ / s / f p y 'u /  lub  krótko p , p^, p 

punkty krzywych C , i  odpowiadające odpowiednio pa­

rametrom r , s  i  u / .

Załóżmy, że dwa łu k i 0  ̂ i  Cp wychodzą z tego  samego 

punktu po / t z n . ,  że po €C„ i  po £ C .  oraz punkt p od- 

powiada parametrowi 0 na obu tych  łu k a c h /.

A.D.ALEKSiiHDROY/ ( [1 ] s t r ,3 6  ) d e fin iu je  kąt między łukaiai 

i  Cp jako  kąt z p rze d zia łu  (o, fif) sp e łn ia ją c y  rów­

ności
s’

? 2 (Р0 »Р11Ф  ? 2 (p1 ( s ) » P2 l t ) )
cos a. = lira .....................  ................................... .................  >

M - * 0 2 <? ( po * P 1 c s >) ?  (p0 * p2 l t ) )

j e ż e l i  i s t n i e je  gra n ica  w powyższej róy/ności.

W oparciu  o podaną d e f in ic ję  k ą ta  styczn o ść  łuków o - 

kreślamy n a stęp u ją co :

D e f in ic ja  1 .  Łuk p ro sty  Cp j e s t  styczn y  w punkcie no do 

łuku p ro stego  Ĉ  j e ś l i  spełn iony j e s t  zw iązek;

f 2 {p0 , p 1) + ? 2 {p0' , p 2 ) -  ? 2 (p 1 . p 2 )
l im  ■ • ----------------------------- ------------------------------- ----------------  = 1,

p1 ^ Po 2 ?  (po , P l ) ?  (P0 ,P 2 )

P2 ~ * Po

Sty czn o ść  łuku Cp do łuku w punkcie po b ęd zie­

my o zn a cza li krótko Cp , a samą r e la c ję  styczn o ś­

c i  przez . Łuki styczn e y/edług d e f i n i c j i  1 będziemy' na­

zywać T stycznym i.

Podamy pev/ne v /łasn ości r e l a c j i  ,  Z d e f i n i c j i  1 wy­

n ik a , że r e la c ja  j e s t  sym etryczną. Przy końcu p ra cy ^2 j
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podany j e s t  przykład  łuku /ła m a n a /, o którym łatw o udowod­

n i ć ,  że n ie  j e s t  on T  ̂ styczn y do s ie b ie  /z o b .t e ż  tw .6/ .  

Zatem r e la c ja  T n ie  j e s t  zw rotna. Udowodnimy w d a ls z e j 

c z ę ś c i  pracy / t v / .4/ f że r e la c ja  T  ̂ j e s t  przechodnia» 

Przypomnimy (podane w pracy [2 ] )  p o ję c ie  rzutu  punktu a 

na łu k  p ro sty  0 .  Rzutem a' punktu a na łuk C nazy­

wamy punkt р/ r /  łuku C , k tó ry  odpowiada n ajm n ie jsze j 

w artości r  parametru r  (r  6. [o ,l]), sp e łn ia ją ce g o  zwią­

zek

?  ( a ,  p (r ) )  = Ç ( a ,  C ) ,

gdzie ? (a ,C /)  oznacza o d le g ło ść  punktu a od łuku 0 % 

S.GOŁ4B d e fin iu je  p o ję c ie  s ty c z n o ś c i łuków w n a stęp u ją ­

cy spoęób:

D e fin ic ja  2 ,  Łuk p ro sty  C2 j e s t  w punkcie po styczn y 

do łuku p rostego  , j e ś l i  oznaczając przez Pg b ie ż ą -

cy punkt łuku Cg różny od po a przez p 'g je g o  rz u t na 

łuk Ĉ j , mamy

. .  ?  ( p2 .  P ' 2 )lim  .............1........... .. ■

^ г — pó f ( P o . P 2 )

Sty czn ość  łuku C2 do łuku w punkcie pc w sen­

s ie  d e f i n i c j i  2 będzierąy o z n a cz a li krótko Cg Tg C  ̂ a sa ­

mą r e la c ję  s ty c z n o ś c i przez Tg .  Łuki styczno według de­

f i n i c j i  2 będziemy nazywać Tg stycznym i.Bezpośrednio  z 

d e f i n i c j i  2 wynika, że r e la c ja  Tg j e s t  zw rotna.

V/ pracy [2] udowodnione są  n astępu jące  w łasn ości r e l a c j i

T •
2*

a /  R e la c ja  Tg na w łasność przechodności / t w .  1 pracy 2j*

b / J e ż e l i  C_ T C, i  łuk  C. na w ounkcie pn w łasność 
2 2 1 1 '  0
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Vrchimedesa3̂ ,  to  C0 / t v .  2 pracy [2 ] / .

; /  J e ż e l i  , to

l i n
? l P o * P 2 ) = 1

P2- P o  ?(P o»P 2 )

/lem a t w pracy [2 ] / ,

Udov/odnimy obecnie n a stę p u ją ce :

Tw ierdzenie *1. J e ż e l i  łuk  j e s t  s tyczn y <i° łuku 

, to  łuk C2 j e s t  ? 2 styczn y do łuku , c z y l i :

° 2 Ti  ° i ~Z T2 C1 •

Przed podaniem dowodu tw ierdzen ia  udowodnimy następu­

ją c y ; lem at 1 .  J e ż e l i  C2 T  ̂ ,  to

n i
? ( V z )

lim  -------—----------

■ » 2 ~ * o  ^ ( v p2)

gd zie  p  ̂ j e s t  punktem łuku d la  którego

( 2 ) <? I p 0 , p 2 ) = Ç ( P 0 , 1Ц ) *

Zauważmy, że d la  każdego punktu p2 łuku C2 o odle­

g ło ś c i  Ç (pQ , ? 2 ) d o sta te c z n ie  m ałej i s t n i e je  na łuku СЦ 

conajraniej jeden  punkt p^ , d la  którego  zachodzi ( 2 ) .  0 -  

b ie r a ją c  bowiem na łuku prostym dcvrolny punkt p 1( s ^ ) 

różny od punktu pQ, m a;/ Ç ( P 0 » Р ^ 3^ )  ^  0»

к / Krzywa С ma w łasność ARCIŒJSDESA w punkcie p j e -c
ż e l i  stosunek d łu g o śc i łuku p p krzywej G dc odleg­

ło ś c i  <»/p p /  dąży do Л gdy p p po krzywej Ç .
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Ponieważ fu n k cja  f (P0 » P 2) (g d z ie  p 2 fc C2 ) j e s t  c ią g ła  

ze względu na zmienną / t / ,  więc i s t n i e je  ta k i  p rze­

d z ia ł  [ o , t ^ ]  niezerow y, że d la  parametrów z te go  prze­

d z ia łu  spełn iona j e s t  nierów ność:

9 (p 0»P2 l t ) ) -  ? (Po»Pi(s i, )(dla

W d alszych  rozważaniach, będziemy b r a l i  pod uwagę punkty na 

krzywej C2 o parametrach z p rze d zia łu  0 , t ^ J *  Funkcja 

9 ( 0 #P 1 Cc)J zmiennej s  j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w p rzed zia ­

le  doinkhiętym [ф , s . J  więo- posiada w łasność DAIÎBQUX w 

tyra p r z e d z ia le . Zatem d la  dowolnego punktu ? 2/ t /  / t  <  /

łuku C2 i s t n i e je  na łuku punkt t a k i ,  że

(2') <? (P0 . P ^sW ») -  ? ( P 0 . P2 W )
2

Punkt ( s (t )) oznaczamy krótko przez

Dowód lematu 1 » 

Z za łożen ia

lim

P2- P 0

T1 °1

? + ? 2(Po->P2)“ fi*. P2 ) 

2 < ? ( i b . P ? ) ? ( P o . P 2 )

1

Po uwzględnieniu równości

lim

P2 -  po

/ 2 /  otrzymuj eray;

o 2. 2 .
?  ( P i - p2 )

2 ? 2  ( % - p 2 )

s  0 Więc

lim

P2 - * %

% )

? ( P 0 » P2)

a to  j e s t  / 1 / ,  c z y l i  te z a  lem atu.

= 0
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Przystąpim y do dowodu tw ierdzen ia  1 ,

Obierzmy na łuku dowolny punkt p2 / t /  o parametrze

t z p r z e d z ia łu ' ( o , t* ) , k tó ry  o k r e ś liliś m y  pow yżej, Przez 
2 ".

p  ̂ oznaczymy punkt łuku s p e łn ia ją c y  równość ( 2 ) .  Z 

o k re ś le n ia  rzu tu  p'2 punktu na łuk otrzymujemy

? (  Pg • P2 ] * ? ( » ! •  P2 >

skąd z lem atu 1 w ynika, że

(P'2 , P2 )
lim  — ------ —  « 0

P2-* p o <рЬ» P2 )

Zatem łu k  C2 J e s t  0?2 styczn y do łuku Çj w punkcie po 

a tym samym dowód tw ierd zen ia  1 z o s ta ł  zakończony»

Ze względu na sym etrię r e l a c j i  i  udowodnione tw ie r­

dzenie 1 prawdziwe J e s t  n a stęp u ją ce  tw ierd zen ie : J e ż e l i  

łu k  C2 J e s t  s ty cz n y  do łuku , to  łu k  C2 J e s t

T2 sty cz n y  do łuku i  łuk  J e s t  T2 styczn y do

łuku 0 2 c z y l i :

C2  ^  01 = *  < °2  T2 °1  1 C1 h°2 ^

W yłania s ię  te r a z  p y ta n ie , czy  r e la c ja  J e s t  iden­

tyczn a  z r e la c ją  w zb iorze  par łuków» Odpowiedź na to

p yta n ie  J e s t  negatywna. Gdyby r e la c je  i  T2 b yły  iden­

ty cz n e , to  ze względu na sym etryczność r e l a c j i  r e la c ja  

T2 byłaby także sym etryczna. R e la c ja  T2 n ie  J e s t  Jednak 

sym etryczna, o czym świadczy kontrprzykład  podany przy koń­

cu pracy [2] .  Podany tam J e s t  przykład  dv/u łuków pros­

ty ch  prostow alnych sp e łn ia ją cy ch  r e la c ję  C2 СЦ le c z

n ie  sp e łn ia ją c y c h  r e l a c j i  zatem także n ie  s p e ł -
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n iż ą c y c h  r e l a c j i  C„  T1 C1 .

V/ dalszym cią gu  zajmiemy s i ę  podaniem dodatkowych wa­

runków, przy któzych  z Tp s ty c z n o ś c i wynika s ty c z ­

ność łuków p ro sty ch .

Zauważmy n ajp ierw , i ż  n ie  j e s t  prawdą, że j e ż e l i  łuk 

0„ j e s t  T styczny do łuku C,  i  łuk  C ' j e s t  T_ s t y -
c. c. 1 1  c.

czny do łuku 0 , to  łuk Cn j e s t  T styczn y do łuku C ,
ь  Ù. ę I I

ponieważ r e la c ja  T., n ie  j e s t  zw rotna, a r e la c ja  j e s t  

zy/rotna.

Załóżmy ob ecn ie , że łu k  Cp j e s t  ïp  styczn y do lu ­

ku i  łuk C 1 na w łasność A rch iredesa w punkcie po ,

/wtedy także łu k  j e s t  Tp styczn y do łuku Cp z w łas­

n o śc i b r e l a c j i  T ^ / i  zapytajm y, czy ta k ie  pary łuków 

s p e łn ia ją  r e la c ję  T^? Odpor/iedź na o s ta tn ie  p ytan ie j e s t

również negatywna, o czym świadczy n iż e j podany przykład
x /

îcrzyv/ej , k tó ra  w punkcie = /0 ,0 /m a  w łasność ArchL-

nedesa, a le  n ie  j e s t  s ty cz n a  do s ie b ie  samej /w y sta jv

czÿ za parę C ^ C p  p rz y ją ć  parę G ^ / ,

Rozważrjy krzywą, k tó re j równanie V/ u k ła d zie  biegunowym nia 

p o sta ć :

( T  s in Y fln ç ) +  1 , d la  0 <  ^  ^  —

■ ^ П О  ,  d la  <? =» 0 ,

Napisany równanie t e j  krzywej w k a rtez jsu sk im  u k ład zie  pro­

stokątnym:

x (Ç  ) = ^  c o s (lT s in V jln ę |  + 1 l x(Ç) = 0

■dla  0 < ^ < “  > 6 1 a '^я0

У ft ) »  Ç s in  ( I T s i n ^ l  + 1J  У(? )=  0,

Pokażemy, że krzywa ta  ma Y/łasność ARGHIMEDSSA v/ punkcie |0,0|.

x /  Przykład  ten  podał A .Z A JT Z .
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Пату d la  ?  z p rze d zia łu  ( o ,  5

x'(?) = cos ( ‘ii' s in  V | ln ? | ' + 1) +

+  Ç [ s i n  ( i T s i n  Y| 1п?Г + 1)] .1 Г cos V | l n  ? f  • 

y'(?1 = s in  (^iTsin Y|ln?|' + 1) -  ? [cos [TTsin \| ln Ç | ' + 1)]«

• IT co s  V l l n  ? I • ~~ p r : — -  » ~2Viï^TT *
[x'(^ )]2 + [  y'(? )]2 o 1 +ЧГ2сов2 у Т Ы '  , щ - - -

Z o s ta tn ie j  rów ności wynika, że

(3 )

Całka

lim  ( [ x ' ( ? ) ] 2 + [ y ' ( ? ) ] 2 ) 
?-*>0 + 0

?•

^ \ j  1 + T c o s 2 V| l n ? r  • —1---------1 d ?  ,
3 V 4 | ln Ç I

ê

=S 1 •

d la  0 < Ç < £ .

i s t n i e j e ,  gdyż fu n k cja  pod c a łk ą  j e s t  t i ie c ią g ła  ty lk o  d la  

?  = 0 i  ogran iczon a. Z ( 3 )  wynika, że n ie c ią g ło ś ć  fu n k cji 

podcałkowej d la  ?  = 0 j e s t  usuwalna.

Z tw ierdzen ia  o w a rto ści śre d n ie j d la  c a łe k  otrzymuj emy więc :

( 4) cos2V| l n ? Г • —------- - -
4 | ln ? |

\
d ?  =

ę0 " У 1 + “п 2 c o s 2
4 I l n ? |

gd zie  ?  j e s t  pewnym punktem p rzed zia łu  ( 0 ,  ?0 - ] /
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Całka

1 +*\\^ c o s ^ f l n ę i '
4 I In

d ^ ,  gdzie

równa s ię  d łu g o śc i tego kawałka danej krzyw ej, d la  którego  

parametr f  zmienia s i ę  w p rze d zia le  t v -  %  ь  

Funkcja

* (e0, * ) - 1 + 1T2 COS2 ”У( I n f l ' *
4 | m ę|

j e s t  przy ustalonym z p rzed zia łu  ( o ,~ ]  w artości ,

fu n k cją  zmiennej x c ią g łą  v/ p rz e d z ia le  [b , ] .  Funkcja

ta  podaje d łu gość kawałka danej krzywej odpowiadającego 

zmienności parametru w p rz e d z ia le  [ x ,  f Q]» gd zie  0 <  x  — <Ç0 . 

Ponieważ d łu gość krzywej j e s t  fu n k cją  c ią g łą  param etru ,dla­

tego też  F / ^ 0 * 0 /  j e s t  d łu g o śc ią  tego kawałka krzyw ej, 

k tóry  odpowiada zm ienności parametru w p rze d zia le  [o , ^ o ] •

2 o k re ślen ia  fu n k c ji  F /  f Q*x/ oraz z (3 )  i  ( 4 )  wynika,

?<

,  . F ( * o , 0 )ljm '— = lim
-*  o So < >0+0

-.I--------------------- *------------ 1--------- »

? o  1 1 +1f*cos2 Y lln s f  Л 4 -

? o  ~  ’

więc dana krzywa ma w łasność ARCICEMEDBgA w punkcie pQ = ( 0 ,0). 

Udowodnimy obecn ie, że krzywa ta  n ie  j e s t  styczn a  do s i e ­

b ie . Weźmy na n ie j  dwa c ią g i  punktôv; dążących do punktu(0 ,0 ) 

i  odpowiadających ciągom parametrów:

'  n = expФ  ~4 n2<ir 2J

^ 2  n lT  + | ) 2J
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K iech  P o - ( * ( ? £ ) »  » ( ? £ ) ) dla i »  1 , 2 ,

wtedy

lim

2 . 1. L _ 2 . 2 . 2 . 1 2 v
S (po’ pn) + i  lpo> pn) - 4 (pn> pn)

2 ? ( v  » ! )  ? ( v  pn )

[exp{-4n27fi]2+[exp^“ (2nB+ “ ) }] -  [e x p [ - ‘t P f l 2j  + e x p [-(2 n lf +  pj j-— ~-----------------------------------------:---------------- ----------- a1
2 exp(-4n 2lf ) . exp|- ^2nlf + ■“ ■) }

lim  
n-*®»

Z o s ta tn ie j równości wynika, że dana krzywa n ie j e s t  do 

s ie b ie  sty cz n a .

Podamy pewien warunek dostateczny sy m etrii r e l a c j i  /w 

pracy [ 2 ] podany j e s t  inny w eiunek-dostateczny -  własność 

/ Ь /  r e l a c j i  T?/ ,

Twierdzenie 2 ,

J e ż e l i  łuk C. j e s t  . T0 styczny do łuku C . i  łuk C ^ je s t 
1 2  d c

Tn styczny do s ie b ie ,  to  łuk j e s t  styczny do

łuku C ^, c z y \is

° 1 T2 ° 2  1 ° 2 T1 C2 ° 2  T2 V

Przed podaniem dowodu tw ierdzenia udowodnii-y następujący: 

Lemat 2 ;

J e ż e l i  Сх T2 02 i  C2 ^  C2 , to

(5) lim
? (p2* P 1 ) 0  ,

p2 - po ? (V  p2)

gdzie p  ̂ oznacza punkt leżący  na łuku i  sp ełn ia jący

równości

(6) ?  /p 0 . px /  -  Чh0.
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Dowód lematu 2 .

W uwadze po lem acie 1 pokazaliśm y, że d la  każdego punktu
2

P2 , d o sta te cz n ie  b lis k ie g o  punktu pQ, i s t n i e j e  punkt p  ̂ ,

leżąpy na łuku CL i  s p e łn ia j ąpy ( 6 ) .
2» 1 2 

Przez p  ̂ oznaczamy rz u t punktu na łuk

Z za łożen ia
S T2 C2 otrzymujemy:

( 7 )
^  /p^» P ^ /

lim  p = 0 . 
P g - ^ P o  * / P 0 , Pn

Z w łasn ości с / r e l a c j i  T2 wynika, że

(e ) .  . *  / p o- p12 /  
l im ■ ■■■"■ ■ -g,"■" = 1

p2 - po ç / p 0 , у

onieważ CL T. CL, w ięc:
2. л Ł

(3) l i n  

P2 ^ Po

2* 2 2 2
^ 2 /p o, p^/ + ^ /p o, P j /  “ Ç /B jt  P ^

2 Ç / Р 0» P f  /  ? / Р 0» Р 2/

Z (б) (б )  i  (9) wynika, że

(1 0) lim
Ç 2 /p £ , p ^

P2-^ P 0 ?  / p o , Pt  / ?  /p o, P g /

Stąd  otrzymujemy:

? / p 0-  p;»4 2 /  P1 ‘ V
lim  — 7 g  1 ■ ■ 

p2 - po ?  / p o ' V

O .

? / p 0 * Pi  z'
(11)

o
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lia podstawie równości 

(12) l im

( 6 ) ,  (8 ) i

■? (% '•  p2 )

? tp0- рг)

OD

= 0

Z nierów ności tr ó jk ą ta :

(13) o p2/ ^ V/ p v Pi / + ?/?i* p2/»

a więc z ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  (12 ) i  ( 13 ) otrzymujemy ( 5 ) ,  to  

J e s t  te z ę  lem atu .

Przystępujem y do dowodu tw ierdzen ia  2 .

Obierzemy na łuku dowolny punkt p^ / t /  o param etrzet

z p rz e d z ia łu  ( o , t ^ ) ,  k tó iy  o k r e ś liliś m y  w rozważaniach po 

lem acie 1 .

Przez p̂ * oznaczamy punkt łuku sp e łn ia ją c y  rów ność(6).

Przez p^ oznaczamy rzu t punktu p^ na łuk *

Ha podstawie d e f i n i c j i  rzu tu  punktu p^ na łuk s p e ł­

niona J e s t  nierów ność:

o ^  ę ( p 2. Pj ) *  ę  (p2- pt  )

Stą d  i  z lematu 2 wynika, że

. .  < ( p2-  p2> .l im --------------------- = 0

рг- * ро ^ ( ро '  рг )

ÿ  myśl o k re ś le n ia  r e l a c j i  oznacza t o ,  że łuk J e s t  

T2 sty cz n y .d o  łuku . Zatem tw ierdzenie z o s ta ło  udowod­

nione .
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Zauważriy, że altern atyw a warunków:

C0 T,j C2 lub  łuk C2 ma w łasność ARCKBIEDESA w punkcie 

Pq n ie  j e s t  warunkiem koniecznym sy m e tr ii r e l a c j i  T2 ,bo 

d la  dowolnego łuku C zach od zi: C2 T2 C2 i  C2 T2 C2 , 

a C2 an i n ie  musi być do s ie b ie  styczn y an i n ie  mu­

s i  mieć w łasn ości ARCKIMEDESA w punkcie pQ /np« łu k  pro­

s ty  c podany na końcu pracy [ 2 ] / .

Udowodnimy tw ie rd ze n ie , k tó re  mówi przy ja k ic h  dodat­

kowych założen iach  o łukach i  C2 ta k ic h ,ż e  T2 C2,

łu k i te  są  s ty c z n e .

Twierdzenie 3 .  J e ż e l i  łuk  j e s t  T2 styczn y do łuku

C2 oraz łu k i i  C’2 są  T  ̂ styczn e do s ie b ie  samych,

to  łuk j e s t  styczn y  do łuku C^,  c z y l i :

/0 1 T2 °2  1 C1 T1 °1  1 °2  V- °1  T1 °2  •

Dowód. Obierzmy na łukach i  C2 dwa dowolne punkty p̂

i  p2 różne od punktu po#

Przypuśćmy, że spełn iona j e s t  nierów ność:

(H) ? ( V  P1> -  ? ( Po* ч )

Wówczas na łuku C2 i s t n i e je  ta k i  punkt p2 / t 2 / t ^ / ,  że

0 5 )  ę ( P „ .  pi )  -  ? ( Po' p2 )

K o rzy sta ją c  z tw ierdzen ia  2 i  lematu 2 otrzymujemy;

? ( v  4)
о б ) lira 0 .

? ( p= ' pl )
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'ù (14) i  (16) v/ynika, że

<? (P
(17) lim  —

P ^ P o  (P

p2 ^ po

P r z e jś c ie  graniczne w o s ta tn ie j  rów ności d otyczyło  tych  par 

punktów p  ̂ , p2 na łukach odpowiednio i  C ^ , które

s p e łn ia ją  nierówność ( 1 4 ) .  Uwaga ta  odnosi s ię  także do 

p r z e jś ć  granicznych w (1 3 ), (22)  i  ( 2 3 ) .

Z (15) i  (16)  otrzymujemy

(18) l im
? (%■ 4 )  

P2 'P1 "  Po  ̂ ( V  4  )

Z z a ło ż e n ia  CL wynika, że

(19) l im

W 0»

? 2 ( V p2) М г К - 4 ) - » > г ; 4 ) 

2 ? ( р о*р2 ) ? 1 рГ^рГ У -
1 ,

Zatem d la  punktów , p^ d o sta te c z n ie  b l is k ic h  pQ zacho­

d z i

Ç 2 / р 0 . р /  +  %г / р 0 .  pV  -  ? 2 / р 2 . pV  »  ° -

S tą d  po uwzględnieniu (1 4 )  i  (1 5 )  mamy

2 %2 / р о , P2/  -  f 2 / P 2 , P2 /  >  0

Z o s ta tn ie j  nierów ności wynika

(го) i  ( p2* 4) «. y t  .
Ç ( po- p2 )
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Z nierówności tró jk ą ta  maiay:

l * l v  4 Н ( 4 »  p2)l - * ( V P2) ^ ( P v 4 ) + ^ l p2* p2 )

po podniesieniu stronami o sta tn ich  nierówności do kwadra-

tu otrzymuj emy:

И  9 " ( P v p2)+ ? 2 (p2»p2) “ 2?(PvP12)ę  ( p2»p2) ~ ? ~ ( р1 ’ р2]

-  ^ ( p1 » p2 ) + ^ ( p2 ‘ P2 ) + 2 ^ ( P l * 4 k f p2»p2 )  *

K orzystając z (15) ,  (16) ,  (17),  (1G), (19) ,  120) i  (21) o -

trzymujemy:

(?2 (Po*P2) +^ ( Po 'P2 ) " ^ ( PV P2 )“ ^ ( P2 .P2 )"  2^(p1 ‘ p2) ^ ( 4 » p2)'1 l im  - -  r„ .................... ...........  ...................... .. i .......... ». i ..................... ..........................

p1 -* po
P2 ^ Po

lim

^  ?1 "* Po
P2 Po

2? ( P 0.P2) ? ( Po’ P2 )

^ 2(P0 ’ P1 ) + ? 2 (p0 *P2> _ < > " ( P1*P2)

2 *  ( Po*Pl )  ?  ( Po ’ P2 )

lim

l S O
рг po

s 2 ( v p2 h ^ p 0 4 K ( pi 4 ) - ? y 2 - p2 )ł  гя » Ч ' 4 к ( 4 ’*г)

г ^ Р о - Р г ) ?  ( ро*рг )

Zatem

(23) l im

p1 ^ po
p2“* Po

^ ( PQ*Pl )  +<?2 ( P0*P2) -  ł  (P1 >P2)

2 Ç (PQ,P1 ) ?  (P0 .P2 )



Jeżeli spełniona jest nierówność

(14') ?  / P 0 . P2 /  <  ?  / P 0 * P i / .

2
to  wówczas na łulcu prostym  C,j i s t n i e j e  punkt (p^ t ^ / t y M

t a k i ,  że

(15') ?  / Р 0 , P2/  » <?/p o . Pt  / •

D a le j rozumowanie p rzeb iega  zu pełnie  a n a lo g ic z n ie  ja k  r/ 

przypadku zachodzenia n ierów n o ści (14 )« Ponieważ każda pa­

ra  punktów ,р^ le ż ą cy ch  odpowiednio na łukach СЦ i  

s p e łn ia  jedn ą z n ierów ności (1 4 )  i  (14/ ) vn.ęc

ń llo ' i>i l *  ^ ( У рг ) -  ?2 1% » ? г 1 1

Р- Г  po 2 .  ( V Pl )  ?  (Po ’ P2)
p2 ^ P o

bez żadnych z a strz e ż e ń  odnośnie punktów p  ̂ i  p2 w p rzej 

ś c iu  granicznym , cc  n a le ż a ło  udowodnić.

Udowodnimy zapow iedzianą w łasność r e l a c j i  , 

now ieie pokażemy, że r e la c ja  t a  j e s t  przech odn ia . 

Tw ierdzenie 4 .

a mi&~
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у /  ___
Dowód .  Obierzmy na Зраки prostym dowolny punkt p ^ # 0 .

Ponieważ o d le g ło ść  punktów j e s t  fu n k cją  c ią g ł ą ,  zatem i s t ­

n ie je  ta k i  niezerowy p rz e d z ia ł [o, s^) /s ^  Ф 0 / ,  że d la  

punktów p1 n ależących  do i  p^ należących  do o

parametrach z tego  p rzed zia łu  spełn ione s ą  zw ią zk i.

(24) ^ / p o ,  P 1 /  *  S ° /P 0 » P2 1

(25) Ç / p o . P3 /  ^  ? / P 0 # P2 / •

N iech  te ra z

C i  C 
1 3

na łuku C 

k i ,  że

i  p_, będą dowolnymi punktami na łułcach 

o parametrach z p rzed zia łu  ( o ,s  ) £ D la punktu p n
O

, wobec (2 5 ) « i s t n i e j e  punkt na łuku C0 t a -

(26) ?  / Р 0 . P /  = ? / P 0 t P2 / •

Podobnie d la  punktu p1 na łuku C . wobec ( 2 4 )  i s t n i e j e  
1 1 1 

punkt c 0 na łuku C t a k i ,  że

(26') ? ( p0. Pt) = ? ( p0* Ą  )

x / A .D . AI£IvS/1ÎDR6ïï w k sią ż ce  
ją cy  lem at; J e ż e l i  trzy  łu k i  G 
nego punktu pQ, t o

lim" yi 3 ( s , u )  $  lim  
s ,u -» 0  s , t - * 0

[i ] s t r . 1 1 6  podaje n a stęp u - 
1, C2 i  C3 wychodzą z je d -

K (B , t )+ I S  Y2, ( t fu) 
c t ,u-*0 °

gdzie  Утз(8 *и) oznacza k ą t tr ó jk ą ta  /n a  p ła szczy źn ie  e u - 
k lid e s o w e j/, którego boki s ą  odpowiednio r o v m e ^ /p ^ .p ^ /s / ,

?  / р о »Р3 ( u ) /  1 P3( u ) / / ,  le ż ą cy  naprzeciw

boku o o d le g ło ś c i  Ç / p ^ / s / ,  p / и / / .  A nalogiczne znać,zenie 
mają symbole y-|g / s , t  /  i  ^ ^ 3 / t » u / .
Z lematu tego  wynika przechodnosć r e l a c j i  T.,.Podajemy b e z - 
pośredni dowód sy m e tr ii r e l a c j i  I’ , k tó iy  j e s t  p ro stszy  
od dowodu lematu A.D.ALEK5AIIDROÏÏA. 1
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Przypuśany, że j e s t  spełn ion a nierówność

W  ?  /Р 0. Р3/  ^  ? / P 0» Pn/»

2 za ło że n ia  ( 2 6 )  i  z le n a tu  1 macy

(28) ? ( p3 > p2)lira . ■ ■ - *f- — • ■—  = o 
P3- * po ? ( P 0 . P2 )

Z o s ta tn ie j  rów ności (26) i  (27) wynika, że

(29)
ę  (P3 , P2 )

lira ■' -  ............. ■ = O

p l ~ po < ? ( V pl )  
p3 ~  Po

O sta tn ie  p r z e jś c ie  graniczne d oty czy ło  tych  par punktów 

p ^ , p ^ , k tó re  s p e łn ia ją  nierów ność ( 2 7 ) .  Uwaga ta  odno­

s i  s ię  także do p r z e jś ć  granicznych w ( 3 0 ) ,  (33) i  (34)

Ponieważ 0.  T. C„ więc 
1 1 2

(30) lim
P .-*  p
" I  « °  
Рз“*"^о

? ^ ( P q »Pi ) + / ( Р р ’ Рр) ~ ? 2 ( % » P 2 )  

2 ?  (P0 ' Pl )  ?  (Po*P2 )

= 1

Z o s ta tn ie j  rów ności wynika, że d la  punktów i  p„ do­

s ta te c z n ie  b l is k ic h  punktu pQ j e s t  spełn ion a równość;

<?2 / P 0 i ?л/ + ?2 / P 0 . v\ I - <? /Pj_. Pg /  >  0 

Ze względu na o s ta tn ią  nierówność (2 6 )  i  (27 ) many

2 Ç 2 / Р0 *РЛ/  -  /P1»P2 /  >  0



(31)
= < K  2

<? (%» 4  )

Ч Ро* М

z nierówności tró jk ą ta  

| ^ /Рл ,Рр/ - ? / Р 2 »  P3/| — Р3/  — f / P ^ . P g /  +?/Ро*Р3/

po podniesieniu stronami o sta tn ich  nierówności do kwadratu

otrzymujemy;

(32)r (P̂  »p2 ? ( р2*Рз) “ 2^(p1 ,P2 ^ ( Р2,Рз ) ~ ^  (P>j *p3) :

<?2 (Pi ’ P2)+ ? 2(P2’ P3) + 2^ % ’ Р2 ) ? ( Р2 ’ Рз )

Z (26) ,  (2 8 ) ,  (29) ,  ( 3 0 ) ,  (31)  i  (32) wynika, że

?2( V pl)  + ̂ lpo'ï 2 ) - ^ ( V p2 )-^ (p2*,,J- 3*(P1 ' l>2W p?-p3 )1=1 im ...................... .. .................... ..................... .....................  v ---------- ---------------  — ■

a r po 2<? ( V pi> ? ( ро-рг )
рз-^ ро

? 2( po ' pl ) + ? 2 (ро«рз ) ‘  ? 2( р1 *р з) ^
é: lim  .................. ............. .. ■ ......... .........................  '------------- —

p l ^ po г ? ( ро -р1) ? ( ро-рз)
p3 ~ Po

^ ^ о . р1) * ? | <, . рг ) - ^ 1 . р2 ) - ^ >2 ’ рз ) - г ? (р1»р2 № г ’ рз ) „
~  И Г Л  ■ ■ ■ ■ ! ■ « ■  ■ ■ ■!!!■ ■ ■ 111 ■■ 1 ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■  ■■■..................................  ri ■  — ■■■■■ »  И Д — ' j

P ] - P 0 2 <? (P0. pl ]  ?  (P0 . p2)
P3 ~ Po



Zatem

(34)
ç ‘  ( V pl) + ^ (Р о *рз) " ?  (р1 - рз) ,lim  ----------------------------------------------- -------------------------£--------: Л

V » .  2 ? ( v pi)-t (?о-рз)
l,3 -* po

l e ż e l i  zachodzi nierówność

(27* ) / Р 0 *р3/  >  <? / p o ,P>j /

to  wówczas do punktu p  ̂ dobieramy punkt p„ na łulru C„ 

t a k i ,  k tó ry  sp e łn ia  /2 Г /  i  d a le j rozumowanie przebiega 

zupełnie a n a lo g ic z n ie , ja k  przy sp e łn ie n iu  nierów ności /2 7 /. 

Ponieważ każda para punktów ,p^ /p^ t  C.̂  , p , fc C _ /  speł­

n ia  jedn ą z n ierów ności / 2 7 /  i  / 271/ » więc bez dodatko­

wych za strze że ń  co do punk toy; p  ̂ i  p „ .

- V
P3

2 o

? ( У Ч ) + ? ( У рз) ~

2 Ç ( p 0 ,P^) ?  (po , P 3)

Туи saiiym tw ierdzenie 4 z o s ta ło  udowodnione.

Tw ierdzenie 3 .

ci  ч  c 2 ^  ' V i ci  1 CY V V

Dowódc Na podstaw ie sy m e tr ii r e l a c j i  T., oraz tw ierdzenia 

4 /Ct  ^  C2 i  C2 С Ц /  = >  Ĉj .

Podobnie dowodzimy, że C2 i i  C2 , a zatem tw ierdzenie 3 zo­

s ta ło  udowodnione.

Z tw ierdzeń 4., 3 i  3 

równoważność ;

v)ynika, że zachodzi n astępu jąca
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Załóżmy, że p rze strz e ń  E j e s t  p rz e s trz e n ią  k a rtez ja ń sk ą  n 

wymiarową ze zwykłą m etryką. V/ ge o m etrii różniczkowej ta k ie j 

p rz e strz e n i umawiamy s i ę ,  że krzywa ma s ty c z n ą  w punkcie 

końcowym p ^ , j e ś l i  kont ingens BOULIGiiKDA t e j  krzyv/ej w 

punkcie pQ sk ład a s ię  z jed n ej p ó łp r o s te j .

Udowodnimy tw ierdzenie podające związek między r e la c ją  

T  ̂ a posiadaniem sty cz n e j przez łulc w je g o  punkcie końco­

wym.

Twierdzenie 6 .  Łuk w p rz e s trz e n i k a r te z ja ń sk ie j Пг-vy-

miarowej j e s t  T,( styczny do s ie b ie  w punkcie końcowym pQ 

wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy łuk ten  posiada sty cz n ą  w punkcie

V  _
Oznaczając przez L1 odcinek o końcu pQ leżą cy  na s t y c z ­

nej L1 do łuku C ^, mamy w tym przypadku C1 T1 .

Dowód. Załóżmy, że C1 C ^ . Przypuśćny, że kontingens 

BOULIGARDA łuku sk ład a s ię  conajm niej z dwu półprostych

L i  L tworzących k ąt cL ^  0 .
^ , , 1 2  

Wtédy raożeiy na łuku wybrać dwa c ią g i  punktów p^ i  p^

ta icie , że —► pQ oraz p ó łp ro ste  vyznaczone przez punk-

i
ty  po , pn dążą do p ó łp r o ste j L^ d la  i  = 1 , 2 .

Dla tych  ciągów
1. 2 ,  2 , 2 , 1  2

!  ( v pn)~ ? ( у д у

2 ?  (P o -pn ) ^ ( po*pn )

co j e s t  sprzeczne z założeniem  T  ̂ C ^ . Zatem łuk po­

siada sty cz n ą  w punkcie końcowym pQ. Załóżmy, że łuk 

ma styczn ą  w punkcie pQ.

Ponieważ j'e3 t c z ę ś c ią  s ty cz n e j do łuku zatem kąt w

sen sie  A,D.ALEKSANDROWA między tymi łukami j e s t  równy z e -

= cosoC # 0 .lim
? 2(P

n
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r o ,  więc СЦ . Na podstaw ie tv /ierdzen ia  5 j e s t

С , со n a le ż a ło  okazać,

Udowodnimy w przypadku, gdy E j e s t  p rz e strz e n ią  k a r te - 

z jan sk ą  R n -  wymiarową ze zwykłą metryką tw ierdzen ia 3 

przy sła b szy ch  za ło że n ia ch ,

Tw ierdzenie 7 » J e ż e l i  E j e s t  p rz e s trz e n ią  k artez ja ń sk ą  

n -  wyr:iiarową ze zwykłą m etiyką oraz C„ i  C^,

to  C4 ^  C2 .  

jjowód,

Na mocy tw ierdzen ia  3 w ystarczy wykazać, że C ^ , Z

za ło że n ia  G T G i  tw ierdzen ia  6 i s t n i e je  styczn a  L
tu i ć. _

do łulcu G^ vv punkcie końcowym pQ. ï*rzez oznaczamy

odcinek o końcu pQ le ż ą c y  na p ó łp r o ste j I g , mamy wów- 

czas

St3,4 i  z tw ierdzen ia  \  w ynika, że

°2  *2 V

Na podstaw ie założenia^ fa k tu  że G^ L0 i  w łasn ości a 

r e la c j  i  otrzymujemy:

[с, гг 02 , 02 T2 I j  = >  o, I2 L2 ,

a to  oznacza, że łuk ma s ty cz n ą . Zatem z tw ierdzen ia 6

wynika, że , a to  kończy dowód tw ierdzen ia  7 ,

Z udowodnionego tw ierdzen ia  7 wynika, że za łożen ie  

G, T* Ĝ  w tw ierdzeniu  3 j e s t  w p rz e s trz e n i k a r te z ja ń - 

s k ie j  o dowolnej i l o ś c i  wymiarów zależne od p ozo sta ły ch  za­

łożeń  tego  tv /ie rd ze n ia . W yłania s ię  p y to n ie , czy za łożen ie  

to  j e s t  ta l że zależne od p o zo sta ły ch  założeń tw ierdzenia 3
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w dowolnej p rz e s trz e n i m etrycznej ?

A n aliza  dowodów tw ierdzeń 6 i  7 prowadzi do uwag n a stę ­

pujących* Rozważny rod zin ę U. łuków p ro sty ch  w dowolnej
y jp rz e strz e n i m etrycznej o w łasn ościach  następu j ących .

/ а / g  [ ( c  Tlc = 2 _ ,  ( c ï , 1 ) ] 
1 Ы

/ Ь / Q j& ( c t 2 l
C ^  l ) ,

Udowodnimy, że is tn ie n ie  w p rz e s trz e n i E rodziny oL łuków 

prostych  o w łasn ościach  / а /  i  / Ь /  j e s t  równoważne za­

le ż n o ś c i za ło że n ia  C. Ł  C* w tw ierdzeniu 3 od p ozosta - 

ły ch  założeń  tego  tw ierd zen ia . Przypuśćmy, że w p rz e s trz e ­

n i E i s t n i e je  rodzina oC . Z w łasn ości / а /  rodziny o i 

wynika, że

(35 ) C ,  Î ,  0 2 -  " Z Z  / 0 2 %  V
i >2 К

Ha podstawie tw ierdzen ia 1 ,  za ło że n ia  tw ierdzenia 3 i (35 )

otrzymujemy:

(36) c2 t2 l2.

Z założen ia  tw ierdzen ia  3 ( T2 C2 ) ,  (3 6 )  i  w łasn ości 

a /  r e l a c j i  T2 тащу:

[ 0 ,  I 2 0 2 i  0 2 1  ̂ L j ]  l = ^  0t I 2 l 2 

Z o s ta tn ie j im p lik a c ji  i  w łasn ości N  rodziny oC wynika,że

C1. T2 L2 ■* ^  l 2 .

х /  O kreślenie  rod zin yeC i j e j  w łasn ości podał Z.MOSZNER
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Na mocy o s ta tn ie j  im p lik a c ji  i  tw ierdzen ia  5 j e s t  0. i i  c . . 

a zatem wykazaliśmy za leżn o ść  za ło żen ia  od po­

z o sta ły c h  założeń  w tw ierdzeniu  3 .

Przypixécrçy, że za ło że n ie  0  ̂ j e s t  zależne od pozo­

s ta ły c h  założeń  tw ie rd z e n ia 4 3 . f/ykażeriy, ,,że wówczas 

i s t n i e je  rodzina oc łulcóv/ p ro stych  o w łasnościach  / а /  i

/ь /. ;
N iech

cć л =  l С ) ( C T ,  C )

Pokażemy,że r o d z i n a ^  łuków p rostych  stycznych  do s i e ­

b ie  rna własno^л  / а /  i  / Ъ / .  D la dowolnego łuku C j e s t

C Ï -  C 21 ( C ï  L )
UcLo $

a więc rodzina łuków o m a  w łasność / а / .

Z za ło że n ia  [c^ T2 C2 i  Cg C2 j i  o -

k r e ś le n ia  rodziny Ы,  ̂ łuków otrzymujemyj

to  zn aczy, że rodzin a łuków ma także w łasność / Ь / . Za­

tem równoważność z o s ta ła  udowodniona.

Wykażemy, że warunki / а /  i  / b /  w d e f i n i c j i  rodziny 

od s ie b ie  n ieza leżn e  w przypadku p rz e s trz e n i k a r te z ja ń - 

s k ie j  R ze zwykłą m etiyką.

J e ś l i  za rodzinę oL weźmiemy z b ió r  w szystk ich  łuków p rzes­

tr z e n i R , to  warunek / а /  j e s t  sp e łn io n y , le c z  n ie  j e s t  

spełn iony warunek / Ь / ,  bowiem w p rz e s trz e n i R i s t n i e ją  

łu k i  ? 2 styczne do s ie b ie ,  d la  których  С ^  C n ie  je s t
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prawdą.

Y/eźny teraz jak o  rodzinę ot  z b ió r  p u sty . Przy ta k ie j  in te r ­

p r e ta c j i  warunek / Ъ /  będzie spełn iony /w im p lik a c ji  

CT^ 1 = ^ C T ^  L poprzednik j e s t  fa łszyw y, zaten  im plika­

c ja  j e s t  praw dziw a/. N atom iast warunek / а /  n ie  j e s t  s p e ł­

n ion y. Weźmy łuk C styczn y do s i e b i e ,  wówczas w równo­

ważności C Ï^C  =  |Г^ /С  L / lewy cz ło n  ma ocenę pra­

wdy, zaś prawy j e s t  fa łszyw y.

Y7 p rz e s trz e n i k a r te z ja r s k ie j К eg zwykłą metryką za 

rodzinę oś można wybrać rodzinę p ó łp ro sty o h . Rodzina o 

w łasnościach / а /  i  / d/  w dowolnej p rz e s trz e n i metry­

cznej / j e ż e l i  w t e j  p r z e s tr z e n i i s t n i e j e  tak a  ro d z in a / ma 

pewno w łasn ości an alogiczn e do w łasn ości rodziny p ó łp ro s- 

tych  w p rz e strz e n i R , a le  n ie  w szystk ie  w łasn ości ro d z i­

ny p ółp ro stych  w p rz e s trz e n i R przenoszą s ię  na dowolną 

rodzinę oć .  Z ilu stru jem y to  na przykładach .

W łasność A -  przykład  pozytywny.

D la dowolnej rodziny °ć o w łasn ościach  / а /  i  /Ъ /  w do­

wolnej p rz e strz e n i m etrycznej

П  ( l i  l ).
1 1

Y/łasność ta  wynika ze zw rotności r e l a c j i  i  w łasn ości

/ Ь /  rodziny- oś / z a  łuk G przyjmujemy łuk

L : L T L = >  L Ł  L / .
к 1

V.'łasność В -  przykład negatywny.

D la dowolnej rodziny o w łasn ościach  / а /  i  / Ь /  w do­

wolnej p rz e s trz e n i m etrycznej n ie  musi być prawdą:

Д .  [ L1 ^  L2 = = >  * , L2>]
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-  choć własność ta  przysługuje rodzinie półprostych przes­

trzen i R»

Dla dowodu te j w łasności rozważny w p rzestrzeni kartezjań - 

sk ie j R podzbiór Rq złożony z dwu łuków i  ta ­

kich,, że C. =#■ 5L i  CL T. "Ćf_. Metryka w zbiorze R je s t  
' ' ‘1 2 1 1 2  o

generowana^ przez metrykę w zbiorze R. Niech °C0 będzie 

zbiorem, którego elementami są  tylko łu k i i  C^. W

p rzestrzeni metrycznej Rq rodzina o£.0 ma w łasności / а /  i  

/b / ,  a le d la  te j rodziny im plikacja C^
j e s t  fałszyw a, zatem własność В zo sta ła  udowodniona.

V/ przygotowaniu n in ie jsz e j pracy korzystałem z wielu cen­

nych uwag Pana Doc.dr Zenona MOSZNERA, za które miło je s t  mi 

zło żyć Mu serdeczne podziękowanie.

[1] А .Д 0Александров, Внутренняя геометрия выпуклых 

поверхностей, Огиа государственное издательство  

техникО“ теоретической литераруры, Москва-Ленинград 

1 9 4 8 *

[2] S.GOŁ4B et Z.MOSZNER, Sur le  contact des courbes dans

le s  espaces métriques generaux, Colloquium Mathematician, 

V o l.X , Р а зе.2 , /1 9 6 3 / ,  Wrocław, s t r . 305 -311.

х /  O dległość między punktami p i  q ze zbioru Ro je s t  
równa o d legło ści tych punktów w p rzestrzeni R.
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RESUME

Star comparaison des d e f in i t io n s  de tangence des ares 

sim ples dans le s  espaces m étriques généraux»

S o i t  E 1 "'espace pourvu d'une métrique s a t is f a is a n t  

aux p o s tu la ts  connus de F r e c h e t. La d ista n ce  en tre  le s  

p o in ts  p e t  q sera  désignée par <?(p, q )  ( p £ E ,  q f c E ) .  

Se basant su r l a  d é f in i t io n  d 'a n g le  en tre  des ares sim ples 

dans l e s  espaces m étriques généraux adoptée par M ,A ,D . 

Aleksandrów dans son l iv r e  [ l ]  p»36 1 'a u te u r  de c e t t e

note donne l a  d é f in it io n  su ivan te  de l a  taugence de deux 

ares sim ples e t  C0 so r ta n t d 'un même p o in t pQ» 

D e fin it io n  1 » L 'a r c  sim ple sera  d i t  tangent à 1 "arc

sim ple CL au p o in t po lorsqu e

(1)
? 2 ( V  pi ) +  ÿ 2( P i . p 21lim  ■ ■ ■ i,.......... 11 »  1

2 ? ( V p l ) ? ( po ’ p2 )

ou p9 e s t  le  p o in t v a r ia b le  de l 'a r c  C ^ , d if fé r e n t  de

p e t  p, e s t  l e  p o in t v a r ia b le  de 1 ''arc CL d if fé r e n t  
о 1 1 ,

de p .о
Nous é cr iro n s  (1 )  brièvem ent comme s u i t  C^*

M.M»S„Gołąb e t  Z.M oszner dans le u r  n ote [2] in tr o ­

duisen t l a  d é f in it io n  su ivan te  de l a  tangence de deux ares 

sim ples e t  so r ta n t d 'un meme p o in t pQ.

D e fin it io n  2 » L 'a re  sim ple sera  d i t  tangent à l 'a r c

sim ple au p o in t pQ lorsqu e
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(2 ) lim  — -------—

p2 ~ po 'Ç T o*

où P2 e s t le  p o in t v a r ia b le  <

p0 . ^ p2
e s t  l a  p ro je k tio n

( 'v o ir [ H ] ) .

«  О,

' 2 '
d if fe r e n t  de

sur 1 arc C,

Nous é cr iro n s  (2  ) brièvem ent comme s u i t  C ^ .

Les d e f in it io n s  1 e t  2 ne son t pas é q u iv a la n te s . 

L^auteur é t a b l i t  quelques r e la t io n  en tre  ce s  d é fin itio n s »  

I l  démontre notamment le s  théorèmes s u iv a n ts .

Théorème 1 .  C,

Théorème 2»

Theoreme 3»

Thèoreme 4 .

/С  T C 
' 1 2 2

1

e t
T1 V °2  T2 °1

K  T0 C0 e t  C, T, C, e t  C2 ^
1 2

/С T c
1 1 2

1 1 1 

e t

»C T 
1 1

02 I , c3/ C T c 
1 1 3

Theorems 5 .  /C ^  T^ C^ = > / 0 i  S e t  C, W
Théorème 6 . Pour que l 'a r c  sim ple dans 1 ‘’espace c a r té ­

s ie n  n -  dim ensionnel avec m étrique o rd in a ire  s o i t  tangent 

à l u i  meme au sens de l a  d é f in it io n  1 i l  fa u t e l  i l  s u f f i t  

i l  possède l a  tangen te à son extrém ité  p ( c 'e s t  “ à -  d ire  

l e  c o n tig e n t de Bouligand d arc au p e in t extrém ité  pQ 

ne se  compose que d'une d e m i-d r o ite ) .

Théorème 7 .  S i  1 espace m étrique e s t  un espace c a r té s ie n  

n “  dim ensionnel avec l a  m étrique ord in a ire  e t  T 5 C2 

a in s i  que (?2 T^ C g , a lo r s  T^ С2 »

Dans 1 ’’espace c a r té s ie n  n -  dim ensionnel avec l a  métrique 

ord in a ire  l a  co n d itio n  T^ dans théorème 3 n ' e s t  pas 

e s s e n t ie l le  /T h .7 / ,  de p lu s  e l l e  r é s u lte  -  d iap rés ce qui
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precede e t  d 'a p rès  le  théorème 5 -  des a u tre s  su p p o sitio n s  

du théorème 3» l 'a u te u r  ne s a i t  pas s i  le  theorems 3 e s t  

v ra i dans le s  espaces m étriques généraux запз fa ir e  l a  sup­

p o s it io n  C ^ .

Dans c e t t e  note e s t  encore démontre le  théorème suivan t» 

S i  оC e s t  une fa m ille  des a res sim ples dans l 'e s p a c e  m é t r i ­

que a r b itr a ir e  E qui possède l e s  p ro p r ié té s  su ivan tes»

(a) П  [С T1 C =  (C ^  b ) ]  ( C -  l 'a r c  sim p le , С C E)

(Ъ) П  П  (CT1=>CT 1),
C L*oC

dans ce ca s  l 'e x is t a n c e  de l a  fa m ille  dans 1 espace E

e s t  équ ivalen te  a l a  dépendance de l a  c o n d itio n

dans le  théorème 3 des a u tre s  c o n d itio n s  de ce théorème»

Резюме

О сравнении определения о касании прямых 

дуг в произвольном метрическом п ростран стве»

Пусть Е является пространством, обладающим метри­

кой, выполняющей условия фрешета. Расстояние между 

точками р и q обозначаем ( Р € - Е ,  q £ E  )»

На основе определения угла между прямыми дугами 

в произвольном метрическом п ространстве, принято­

го А»Д*Александровым в книге [ l ]  с т р .3 6 ,  автор
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сформулировал определение о касании прямых дуг  

C i и C g , исходящих из одной точки р0, следующим 

образом;

Определение 1 . Прямая дуга  Cg является касател ь- 

ной к прямой дуге C i в точке р0 , если при обозн а- 

чении бегущей точки дуги Cg через р? ( p^ P q) * 

и бегущей точки дуги C i через р 1 (P1j?fcP0 ) s 

выполнено следующее соотношение;

<?2( V P l )  + ~ ? 2 (р1 ’ р2)l im   — —  
*1 *"о
Р2~кро

2^(Р0 , Р 1) ^ ( Р 0 ,Р 2 )

Касание дугой Cg дуги C i в точке рг в смысле 

определения 1 будем коротко обозначать С2 ^ 1 С1* 

С.Голомб и З.Мошмер в труде [2} определяют 

понятие о касании прямых д у г  в произвольном 

метрическом пространстве следующим образом;

Определение 2 «Прямая д у га  Cg является касатель­

ной к прямой дуге C i в точке pQ , если при обозна­

чении бегущей точки дуги Cg через р? ( р2 ^ р ^) , 

a e*f проекции на д у гу  С через р^ ( [2 ]) , будет 

выполнено следующее соотношение;
. ( р 2 . р ^ )

lim  - —— —— —— — — а 0 .
Р о - ^ Р О  ^ ( Р 0 .Р 2 )

Касание дугой Cg дуги C i в  точке р о в  смысле 

определения 2 будет обозначать .

Определения 1 и 2 не эквивалентны. 3  своей 

работе автор занимается установлением опреде­

лённых связей между этими понятиями, доказывая 

следующие теоремы;
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Теорема 1

°2 Т1С1 С2Т2 С1

Теорема 2

f С1Т2С2 И сгт1сг / = *  С2Т2 С1

Теорема 3

' С1Т2 °2 и СЛ С1 И ° 2 Tl V  СЛ ° 2

Теорема 4

/  СА Сг и С2Т1С3 / с=*  С1Т1 С3

Теорема 5 

С1Т1 С2 и С2Т1 С2 /

Теорема 6 . Д уга  в n-мерном декартовом простран­

стве с обыкновенной метрикой является касательной  

к самой себе в смысле определения 1 тогда и только 

тогд а, если ета дуга имеет касательную в концевой 

точке ро /  то есть  контигенция Булиганда дуги  

в концевой точке р о состоит из одной полупрямой / .  

Теорема 7 , Если метрическое пространство являет­

ся a -мерным декартовым пространством с обыкновенной 

метрикой а также C^T^Cg и С̂ Т̂ Сг, » то C^T^Cg .

В а ^мерном декартовом пространстве с обыкновенной 

метрикой условие С^Т^С^ теоремы 3 зависит от осталь­

ных условии той же теоремы / с м .  теорему 7 / .

Однако автору не удалось выяснить, зависит ли это 

условие от остальных условии теоремы 3 во всяком 

метрическом пространстве.
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Если рассмотреть семейство ьС прямых дуг  

в произвольном метрическом пространстве Е 

о следующих свойствах;

/  а / п [ с  Т. C S  2 _ (  С Т. L ) ]  ,
' ь ы .с

/  б / П П  ( с T ,  L ^  С T. L ) , 
L W  2 1с

то окажется, что существование в пространстве  

Е семейства оС равнозначно зависимости условия 

CA C i теоремы 3 от остальных условии этой 

теоремы.


