Zenon Moszner

OGOINE ROZWIAZANIE ROWNANIA F(x,y)*F(y,z)» F (x,z)
PRZY WARUNKU x ¢y <z.

Niniejsza nota poswiecona jest podaniu w prostej po-

staci wszystkich rozwigzan rownania funkcyjnego

(1) F(x,y) -F(y.z)= F(x,z),

gdzie F jest szukanag funkcjg rzeczywistg dwu zmiennych
rzeczywistych, przy czym poszukujemy rozwigzan w zbiorze
(<xy”™) (x ~y), tzn, rozwiazujemy roéwnanie (1) przy
warunku

(2) x4y <z »

Ogélne rozwigzanie réwnania U ) przy warunku (2) po-
dat M.FRECHBT na kornicu pracy [1] . Podane przez niego
rozwigzanie ma jednak forme opisowa, do$¢ nieprzejrzysta
i diugag, nie jest tez zwigzane z nizej podang postacia
rozwigzania*

W zakonczeniu noty podaje wnioski dotyczgce ogélnego
rozwigzania regularnego /klasy Cn , gdzie n jest li-

czbg catkowita nieujemng/ roéwnania (1) przy warunku
m
Twierdzenie

Zbiorem wszystkich rozwigzan réwnania (1) przy warun-

ku (2) jest zbidér funkcji okreslonych nastepujgco
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f(Y)
t A
(3) f(x) 9dy <x»y> o (A) z,

.0 gdy <x,y> t [ (<x)y>)(x$ y)\z ],
gzie
(4) U jest dowolnym ukiadem przedziatéw liniowych /pod
terminem przedziatl rozumiemy dowolny podzbidér spéjny zbio-
ru liczb rzeczywistych/ roztgcznych,
(5) f jest dowolng funkcjg liczbo-liczbowa okreslong i
réznag od zera na zbiorze S(U)- sumie mnogosciowej prze-
dziatow uktadu U f
(6) T M (<x*y>) [xe¢eU .yr*x.yef],d

Dowod
I, Udowodnimy, ze kazda funkcja F postaci (3) spetnia row-
nanie CD przy warunku (2), Wtym celu udowodnimy najpierw,
ze
(7) jezeli zZ»y NMx i <X, y>tZ , to <x,z>tZz
Prapusdy bovian, 22 <»z2>€Z , awiec, 2  istnigje
ki przaziak 1 - Udedl v, iz, Z>fcT(A ) . @,
xta 1 z™"X 1 zE€L . Stad, wdbec nierONCsCE
x4YezZ, TaAly vye [l .z powzszep <x,y>*T(4 )CzZ ,
@ daje gorzecaC z zalazenian,
Wykazemy obecnie, ze

(8) jezeli <x,y>tZ i <y,z*tz , to<x,z>Z.
Dla dowodu wystarczy zauwazyc,ze

® -<Xy>12 = 2Z «y”™x.yell)
oraz Afc U

(10) y,z>tz = r/? YEL-z>y.z6]),
fific U

x/ Powyzszy wynik sygnalizowatem w nocie [2]
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Poniewaz przedziaty fl, i ﬁ,* sg albo identyczne albo roz-
taczne, a yt A4 n O , wiec Jag* , Z (9) i (10) wy-
nika, ze xft[ i z>k i zfc , awiec, ze

<x,z> fe Tﬁ) CZ c.n.o.

Zauwazny wreszcie, ze
(11) jezeli <x,y>fcZz i zNy i <y,z>2Z27Z , to

<X,z>f£ z .

Przypusémy bowiem, ze <x,z> fc Z , tzn., ze istnie

je taki przedziat [ z uktadu U* dla ktérego xep[ i

z ™M X i z € ,ﬁl*« Z zatozenia <x,y> £z « wiec istnieje
taki przedziat ,ﬂ,z uktadu U, dla ktérego xtaQ i yiXi
y £t 4 * Wobec tego, ze przedziaty ukiadu U sg albo iden-
tyczne albo rozigczne, many na podstawie xfc g n Aa* Z€
O » A*. Wtakim jednak przypadku vyt [ i ztUO i /z
zatozenia/ z ™y, a wiec <y,z>tT1(A)c Z »cO jest

sprzeczne z zalozeniem.

Rozwazmy obecnie dowolng tréjke liczb x ,y , z ta-
kg, ze z ~y > x . MV przypadku, gdy <x,y >1 Z na pod-
stawie (7) many <x,z > Z Z .Z okreslenia funkcji P
wynika, iz wtedy P(x,y)=P (x,z)a 0 , a wiec réwnanie (1)

jest spetnione.

Przypusémy, ze <x,y >t Z i rozwazny dwa przypadki na-
stepujace
al <y,zZnz lub b/ <y,z >e Z

W przypadku a/ many na podstawie (0) <x,z >t Z
Stad na podstawie definicji funkcji p r
» p(X’Z) f(X) »

a wiec spetnione jest rownanie (1).
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Wprzypadku b/, wobec (11), <X,z > € 7 « Z okresle-
nia funkcji raamyj F (y,z)= P (x,z)= 0, a vl/iec i w tym
przypadku réwnanie (1) jest tez speinione.

Yfrkazalisny wiec, ze kazda funkcja postaci (3) spetnia

robwnanie (1) w zbiorze (<x*y>) ( x <.y),

Il. Ylykazeray obecnie, ze kazda funkcja P cx.y) okreslona
dla x$ vy i spetniajgca w zbiorze (ux”?y>) ( x™.y) row-
nanie (1) jest postaci (3). Wtym celu udowodnimy naj-
pierw, ze
(12) jezeli F vXQ,yo)= 0 , to p (xQy)= 0

dla Y £Y0 -

Mamy bowiem na podstawie (1)

Y(xo0,y)= PiXQ,yo).p (yQy)= O.p (yQy)= 0.

Potozny, dla dowolnej liczby rzeczywistej x ,
k(x) M inf (y)[y x . p.x,y)= 0],
Wprzypadku, gdy zbiér (y ) [y?x , p(x,y)=* 0] jest pu-
sty przyjmujeny kiIx)= +00 . Many oczywiscie Kk(x)"x. Z(12)
wynika, ze
(13) P (x,y)= 0 dla y i k<x),
(14) P (x,y) *0 dla X<y< K(x).
Wykazeny, ze
(15) funkcja kK (x) jest niematejaca.
Niech bedzie XN < XN oraz k$§x™) > Kk (x2>. Oznaczny
przez z liczbe spetniajaca nastepujacy waruneks
K (X )<z < K~x”). Poniewaz z >k (x2) , wiec z (13)
p (x2,z)= 0, a poniewaz z < K (x*) oraz 1z > X2~ 1

wiec z (14) 7V P (x~,z) ~0, Stad
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P(x1fx2). P(x2,z)= P(x1fx2). 0=0 *F(x1f2),

a wiec funkcja P nie spetnia rownania (1), wbrew zatoze-
niu. Whniosek (15) zostat wiec wykazany.

Rozwazny, dla dowolnego ¢ bedacego liczba rzeczywi-
sta lub + 00 , zbior @ (Q)(k(x): c). Poniewaz Kk(x)
jest funkcja monotoniczng, zbidr ZC jest przedziatem.Po-
nadto zbiory ZC sg roztgczne dla réznych c.

Funkcja ktu) jest stata w przedziale [x, k(x)). Vfy-

kazeny bowiem, ze
(16) k(x)= k(y) dla y z przedziatu [x, k(x)) .

Dla y ~x mary, na podstawie (15), k(y)"k(x). Przy-
pus¢émy, ze k(y)>k(x). Istnieje wtedy taka liczba rzeczy-
wista z, ze ktyj~rz <> k(x). Poniewaz 2z >mk(x),

z (13) otrzymujemy: P (x,z)= 0. Wobec z<k(y) oraz
z >k(x)”™y, mary na podstawie (14): P(y, z) ™~ 0, Ale
X«y<k(x), wiec z (14): F(x,y) 0. Stad

P(x,z)= 0 & F(x,y). F(y.z),
a wiec otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze funkcja F
spetnia réwnanie (1). Whniosek (16) zostat wiec  wykazany.

Yfykazemy obecnie, ze
(17) prawym kraricem przedziatu ZC jest c.

Niech bowiem x E ZC e Stgd K (x) =c¢, a poniewaz
Xx$k (x), wiec x<c ¢ Z drugiej strony w przedziale

[ x , ktx)j, czyli wprzedziale [x,c), funkcja Kk jest
stata, a wiec stale rowna c¢, czyli [x,c C Zq. Z powyz-
szego wynika zachodzenie (17).

Nazwijmy przedziatem typu:
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(A) - kazdy przedziat 2z jedno-punktowy, dla Kktérego
tJ
Fic,c) o0 ,

(B) - kazdy przedziat % niezerowy /tzn. nieredukujg-

cy sie do punktu/» dla ktéorego «c¢ ? Zc’

(C) - kazdy przedziat postaci % \' {c}, gdzie ZC jest
przedziatem niezerowym, dla ktérego c t ZC i

P(,c)y =0
(d) - kazdy przedziat postaci % \ {c gdzie ZC jest

przedziatem niezerowym, dla ktérego ¢ t Zc ,
p(c,c) #0 i F(x,c)=0 dla kazdego punktu

X zbioru Zc ro6znego od c,

(E) - kazdy przedziat postaci [c,c] , gdzie ZC spetnia
warunki pod (.D),

(P) - kazdy przedziat niezerowy Zc taki, ze ¢ 6 Zc ,

p(o,c) ¢ O i w pewnym punkcie wewnetrznym

xq zbioru ZzZQ Tawy pixQ,c) 0

Niech U oznacza rodzine wszystkich przedziatéw typu
od (A) do (P). Zauwazny, ze kazdy przedziat z u zawiera
sie w pewnym przedziale Zc’ przy czym w tym samym prze-
dziale ZC moga by¢ zawarte tylko przedziaty typu (D) lub
(E), a wiec przedziaty roztgczne. Stad, wobec roztgcznosci
zbioréw ZC dla réznych c¢, wynika, ze przedziaty rodzi-
ny u sa rozigczne.

Rozwazmy, zdefiniowany przez (6), uktad trojkgtéow f(A)
dla i tid.

x/  Wprzypadku tym Z * [c,c]- co wynika z (17) -
aﬁ/iec c jest liczbg rzeSzywista, a nie + ®- ,a stad

c,c) ma sens. Podobnie wszedzie tam, gdzie w dalszym
ciggu pracy wystepujg wartosci funkcji p w punktach,kto-
rych conajmniej jedna wspo6trzedna réwna sie prawemu kran-
cowi pewnego zbioru Z , z poczynionych zatozen wynika,

ze c jest liczbg rzeSzywistg,a wiec,ze wartosci te maja
sens.
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Przypuéémy, ze <X,y > tAl\/J T (A) i X ey,Roz-
>
wazymy dwa przypadKki

al x t U 4 lub b/ xt U 4.
AtU af u
Ad a/ lliech x t ZC dla pewnego c¢ . Poniewaz x nie

nalezy do zadnego przedziatu A z ukiadu u » wiec prze-
dziat Zc nie moze spetnia¢ warunkéw natozonych na zbiory
Zc w typach (A), (B), (F). Poniewaz suma przedziatow ty-
pu (D) i (E) utworzonych dla tego samego zbioru zZ
rowna sie Zc . wiec Zc nie moze spetnia¢ warunkow na-
tozonych na zbio6r ZC w (D). Gdyby przedziat ZC- spet-
niat warunki natozone na zbidér ZC w CC), to wtedy mie-
libySmy x » ¢ /bo x nie moze naleze¢ do zbioru ZC_\{c},
wobec tego, ze nie nalezy do zadnego przedziatu z ukiadu

a wiec F¢é¢,c) »F (x,x) =0, a stad na podstawie (12)
F (x,y) =0 dla y ? x . Jezeli zbior Zc nie speinia
zadnego z warunkéw natozonych na zbiory ZC w typach od
(A) do (F), to musi by¢ zbiorem jednopunktowym /pusty
by¢ nie moze, boxéZ-C/ oraz musi zachodzi¢ Fic¢,c)= 0,
Ale wtedy stwierdzany jak poprzednio, ze F (x,y) = 0 dla
y it x « Widzimy wiec, ze w przypadku a/ F (x,y) « O
dla y ™ x ,

Ad b/ X , tzn. istnieje przedziat O =z ukiadu U
taki, ze xt ' . Wtedy wobec tego, ze <X,y> t o)
i y ”~ x mamy wniosek, ze y H * | Przedziat A* zawar-

ty jest w pewnym zbiorze ZO- Stad kK x) = c¢* Rozwazany
przypadek, gdy y * k.x) czyli y =c¢, a wnim dwa pod-

przypadkis

(oi ) c t Zc lub (@) ct ZC
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Ad (ot) = Wtym przypadku wobec tego, ze x t ,ﬂ,* ZC,oraz
y =ct a*, zbior ZO ma punkty wewnetrzne /jest nieze-
rowy/ oraz Xx ~c¢, Stad przedziat O* nie moze by¢ ani ty-
pu (A) /bowiem ¢ € A*/, ani typu IB) /bowiem c¢ e Z /,
ani typu (E) /bowiem <c £ ,Er/, ani wreszcie typu (F) Pbo
dla tego typu A*= Zc , co niemozliwe wobec tego, ze c<ZC
i cf O /. Gdyby przedziat AO* byt typu (C), to Jc,c)aO

a stad F(x,y)= P (x,c)=F (x,c).P (c,c)= 0, Gdyby przedziat

I* byt typu (D), to P (x,c) = P(x,y) =0,

Ad ((i). ™ tym przypadku «kc) f-c, a poniewaz fc(c) s* c,

wiec k(c) >Ce Istnieje wiec taka liczba 1z, ze c<z<k(c),
a stad na podstawie (14) P (C,z)?b0 .Y/obec z>c = k(x) Ta-
wy z (13) P ''x,z)= 0, Poniewaz p (x,c).F (c,z) =p(x,z) wiec

0 = P fx,cy =P (X,y).

Rozumowania przeprowadzone w podprzypadkach (ot) i (A)
przypadku b/ pozwalajga wnosi¢, zep(x,y)=0 dla ye k(x).
Wobec (13) mamy p (x,y) « O dla y > k(x), a wiec

Pu'x,y)e O dla y >k (x), Zdefinicji uktadu U wy-
nika, ze jezeli przedziat ]|* uktadu U zawiera sie w  pew-
nym przedziale ZC , to prawe krance przedziatow A* i
Z sg rowne. Poniewaz prawym krancem przedziatu Z jest
c(,: wiec i prawym kraricem przedziatu Afjest c . P(C)niewai
x ¢ A* oraz Yt A*, wiec gdy x <Y, to cwy « Ale
k(x)e ¢, wiec nier6wnos¢ x ~y pocigga za sobg nierow-
nos¢ y > k(x). Poniewaz w przypadku b/ mamy F(x,y) « O
dla y > Kk (x), wiec v/ykazaliény, ze w tym przypadku
p (x,y)=0 dla y » X, co0 tgcznie z rozumowaniem w
przypadku a/ pozwala wnosi¢, ze gdy <X,y> édLéUT(LI,)

1 x~y , to F(x,y) e 0.
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Pokazemy obecnie, ze jezeli <x,y> £gula'(g) to
p(x,y) ~0 , Z zalozenia istnieje taki przedziat [ z
uktadu U , ze x ft[ i X «y i y£ .10 Hiech

A c Z5'e
,1/. Gdy przedziat A jest typu (A), A4 = [¢,c], a wiec
X =y =c¢, a poniewaz p(c,c) ™~ 0, wiec zachodzi
Pxy =* o

2/ Gdy przedziat ,ﬂ, jest typu (B”™, to c £ ZC- , a wiec
c?,ﬂ,,astad y < ¢ /bo ytA,,CI,CZC. i c
jest prawym krancem przedziatu Zc /* Poniewaz
x 64 C Zc’ wieo K(x)= ¢,, astagd x « y <JJ(x), co
zgodnie z (14) daje F (x,y) ® 0*

3/ Gdy przedziat [ jest typu (C), to O >» z~"\{c\.,a stad
y < ¢ i dowdd w dalszym ciggu przebiega jak w2/

4/ Gdy przedziat O jest typu (D) dowdd przebiega tak sa-
mo jak w 2/»

5/ Gdy przedziat ,ﬂ, jest typu (E) dowdd przebiega tak sa-
mo jak w1/,

6/ Gdy przedziat O jest typu (P), to rozrézniamy pod-
przypadki:

oiy Yy <¢ lub fty y =2.

Podprzypadki te wyczerpuja wszystkie mozliwosci, bowiem

y ¢ ,ﬂ, C ZC , C jest prawym kraricem przedziatu Zc,wi(—;c

y $c

Ad et). pix,y) ® 0 z (14), bowiem x "y < ¢ = Kk(x),

Ad /3). Mamy wykazac¢, ze w tym przypadku F(x,c) d O\-,VYiy-

nika to stad, ze

(18) jezeli F(xa,c) ¢ 0, gdzie x0 jest punktem wsw

netrznym zbioru Zc’ to p(x,c) ® 0 dla dowolnego x ze
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zbioru ZC

Dla dowodu powyzszego przypus¢émy, ze w zbiorze Z
istnieje liczba taka, ze P (x”c)» O,
Rozwazny dwa przypadKki:

i X, > X | ii X, < X .
) 1 o ub ) 1 o

Wprzypadku i) mamy

PIxo,x1). F (x~c)» F (xQ,x) ,0 =0~ F(x0,c),
a wiec otrzymujery sprzecznos$¢ z zatozeniem, ze funkcja
spetnia réwnanie (1).
V/przypadku ii), poniewaz xqg jest wewnetrznym punktem
przedziatu Zc , a ¢ jego prawym krancem, wiec

xg< ¢ a9 k(x”), astail z (14) F (x1,xq) & 0. Stad
P (xIfxo). P (XQ,c) ¢ 0 =P (x1,c),

a wiec tez otrzymujery sprzecznos$¢ z zatozeniem,ze funkcja
F spetnia réwnanie (1), Mf ten sposéb zostato wykazane (18),

Ostatecznie wykazaliscy, ze

P(x,y) ¢ O gdy <x,y> ¢ UT ()
(19)

P(x, » 0 5 <x,y> 1 UT (A)

(x,y) goy AU

Dla zakonczenia dowodu twierdzenia wystarczy pokazac,
ze istnieje taka funkcja jednej zmiennej f(x) okreslona
i rozna od zera na zbiorze U\ , dla ktérej

A*n

(20) Ptx*y )sf S ' edy <X,y>
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Rozwazmy dowolny przedziat [ ze zbioru Ue Niech x»
bedzie nierosngcym ciggiem liczb rzeczywistych nalezacych
do 1 i zbieznych do jego lewego kranca /ktorym moze by¢
- °°/, przy czym gdy ten lewy kraniec a nalezy do A , to
przyjmujemy xn = a. Oznaczmy przez xq prawy kraniec
przedziatu O / xg moze by¢ réwne + o®/. Maky:

€8]
4 a \%1 hxv+ff"xv) U [xIfx

9dzie  yisxoi * [V xcj 99 Xo® A oraz
(V Xoi* [Xlxo) 99 X5 A
Przyjmijmy
f (x) = p(xrx) gdy Xxil[x
(21)
LiVoi-x)
f(x)A- gdy
PV i *Xb x6K+1

/ PIx~"x~) o O wobec (19), bowiem x1éA , Xv+1~/

aaz XHL* Xb» UL * eTN > A
Na podstawie (19) tatwo zauwazany, ze f (x)i”~O w

przedziale A e

Niech <x,y *t T(A). Wtedy x £A i x<vy iyel].
Jezeli x>x1, to F (x1fx).F (x,y) = p/x.,y) , a

1 1 . 1 f(v)

Wiec z (21) f (x).F (x,y) > f (y), czyli F (x,y) = !
Zatézny, ze x <x™ i niech n bedzie takim wskaz-

nikiem, dla ktérego xg "x<xga ~. Mamy wtedy

F (xn,x) . F (x,¥y) » P (Xn,y) , czyli z (21)
f (xX) .p (xn,x1) . P(x,y)« P(xn,y) , Stad
(22) P(x,y) B 9(7Y)

f(x)p(xn,x1)
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Jezeli y » x1 , to z (21) F (*n,y) » F (X"X""F (x1)y) »

aF (xn,x1) - f (y) , a wiec z (22)

P (x rj]v i M Ilirl mlU >
F( *y) ftxUPIx~x,) - (x)
Jezeli y <x1# to istnieje taki wskaznik r dla kto-

rego x < X . * Wobec tego, ze b X mac m n,
g m y . g y Yy e
Witedy

oraz

Uwzgledniajgc powyzsze w (22) mamy

F (X!y)_
f(x)J) (x~x.,)

WykazaliSmy wiec, ze dla
Postepujgc podobnie z kazdym przedziatem [ ukitadu W otrzy-
mamy funkcje f (x) okreslong na zbiorze U [ , dla Kkto-
rej spetniony bodzie zv/igzek (20), Wten spos6b zakorlczy-
liSmy dowdd twierdzenia.

Ha podstawie udowodnionego twierdzenia wykazerry obecnie
nastepujacy

Vinlosek 1

Jedynymi rozwigzaniami rownania (1) przy warunku (pocia-
gtymi dla x $ y sa funkcje
(23) F(x,y) = 0 lub

(24) P (x,y) a ffy)» £dzie f (x) jest dowolng funkcja



ciagta | rézna od zera w przedziale (-*“, + » ),
Dowod»

Funkcje postaci (23) lub (24) sa oczywiscie ciagtymi
rozY/iazaniami rownania (1) przy warunku (2). "fykazemy, ze
sg to jedyne roz\vigzania ciggte. Zatézmy, ze ? (x,y) jest
ciqg’fym rozwigzaniem réwnania (1) przy warunku (2) Zgod-
nie z udowodnionym twierdzeniem F (x,y) jest wtedy po-
staci Udowodnimy, ze uktad U , okresSlony w (4), w
tym wypadku redukuje sie albo do przedziatu pustego albo
do przedziatu (- + w), Gdyby bowiem tak nie byto,to do
uktadu U musiatby naleze¢ przedziat O* niepusty o jednym
krancu skonczonym 'kraniec ten oznaczmy przez a Roz-
wazmy po6tprostga P o rownaniu y « - x + 2 a , gdzie x<a.
Wfkazemy, ze zaden punkt tej pdOiprostej nie moze nalezec
do zbioru ~y~T4A) , cho¢ po6iprosta ta przebiega w zbio-
rze (<x,y:>) (x«y) (bowiem y -x = -2 (x- alJ®o”™Przy-
pusémy bowiem, ze istnieje przedziat A uktadu U taki, ze
dla pewnego x zachodzi x é ,ﬂ' , X < a oraz
y - X+ 2a fn . Liczba a nie je3t punktem wewne-
trznym przedziatu [ , bo A jest krancem przedziatu ﬂ*
a przedziaty n i A* sg albo identyczne albo roztaczne.
Poniewaz dla x< a many y=-x+2a”-a+2a=-a,
wiec liczby x i y nie mogg jednocze$nie nalezec¢ do
przedziatu N , wbrew temu, ze X iy nalezy do i,

Z rozumowania powyzszego “otrzymujemy vmioselc, ze
P (x,y) 0 dla dovrolnej pary <X,y"- nalezacej do po6t-
prostej P , a stagd F (a,a) = 0, bowiem f jest funkcjg
ciggta oraz punkt <a,a> jest poczatkiem poiprostej P.

Wobec ciggtosci funkcji F(x,y) mamy stad
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lim P (x,y)= O, a wieclim F'x,y)= 0, a stad Ilim @]
X -*e a X -* a X -*e al

Y-* a y -»a y-* a

Y& x <X,y>tT (J1*) <X, y>ET(A4%*)

Prayjmujac w powyzszym y = X ““ma otrzymujerry sprzecznos¢,,
WykazaliSmy wiec, ze ukiad U skiada sie albo z prze-
dziatu pustego i wtedy P (x,y) = 0, a wiec zachodzi (23),
albo z przedziatu (-«»*, +«-) i wtedy P (x,y) = * Po-
niewaz funkcja P.x,y) jest ciaggta, wiec f(y)a f(x0'F(x"y)
jest funkcjg eiggta dla y ™ xq przy kazdym xq, a stad f
jest funkcjg ciggtg w calym przedziale (-«e, +«») , c,n«o0,

Njosek, .2

Jedynymi rozwigzaniami rdymania (1) przy warunku (2)
M as On (n a0.) dla x« y sag funkcje postaci (23) lub
(24), gdzie f jest dowolng funkcjg klasy Cn rézng od
zera w przedziale  (-«*>, +«*»).

Dowdd  »

Funkcje (23) Ilub (24) sa rozwigzaniami réwnania (1)
przy warunku (2). Funkcja klasy Cn , bedaca rozwijaniem
réwnania (1) przy warunku (2) jest ciggta, a wiec musi by¢
postaci p (x,y) = 0 lub p (xy) « .. Stad
f (y) wp (xo,y). f(xQ dla y ™ xq, a wiec klasa O fun-
kcji P pocigga za sobg klase Cn funkcji f'x) dla kaz-
dego Xx ~"x" przy kazdy» xq , a wiec w caltym przedziale
I“", +<¢), c¢,n.o,

Whiosek 3

Dotozenie do réwnania (1) warunku (2) nie powieksza
zbioru rozwigzan klasy Cn tego réwnania.

Wynika to stad, ze funkcje postaci (23) lub (24) sg roz-

wigzaniami réwnania (1) bez warunku (2),
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RESUME

Solution générale de 1*équation F(x,y). F(y,z) = F(x,z)

pour X «y « Z.

On donne la solution générale de |I' équation (1) pour
XNy <z , ou F estrone fonction cherchée de deux varia-
bles réelles, définie sur |I' ensemble E = (<x"y>) (X « Yy)
et dont les valeurs sont réelles, sous la forme (3) ou wm
est un systéeme arbitraire d'intervalles (c'est-a-dire de
sous-ensembles conniXBs de l'ensemble de nombres réels) di-
sjoints, f est une fonction réelle d'une variable réelle,
définie et différente de zéro sur I'ensemble UA et T(A
est défini par (6).

De plus chaque solution de classe Cn(n~0) de lI'équa-

tion (1) sous condition (2) sur l'ensemble E est de la

forme F(x,y)= 0 ou de la forme F (x,y) = f(y)/f (x), cu f
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est une fonction réelle d'une variable réelle de classe Cn

et différente de zéro dans l'intervalle (-«>*, +«-)*

Pe3tome
OOTree pelweHne ypaBHEHWUA F(x.y"). Fl,y.z)= F(X%,,2)
npm ycriosBunu XNyNZ
N < m 1

Joka3biBaeTcd, 4TO o06uwlee peweHne ypaBHeHusa (1)
npun ycnosuun(2), rpe Funckomass BelecTBeHHasa QyHKuUMA
OBYX BeELLECTBEHHbIX MepeMeHHbIX, onpefenéHHas
B MHOXecTBe E = (<3cy>) (x"y) paHo B dopme (3),
roe U as/iAN—~— T nooun33on6HOW cUCTeMOIl MHTepBanoB
/| T.e* easi3KbIX TMOAMHOXXECTB MHOXXecTBa ;- CTBe-
HHbIX 4ucen /, ABNAETCA BELWLECTBEHHON QYyHKLMEN
BelLLeCTBEHHOW MepemMeHHON, onpefenéHHom n OT/IMYHOW

OT HYyJ/1IA Ha MHOX>XecCcTBe

a TO« 6o [ xad, y™x -yoi]e
Kpome TOro kKaxkgoe peweHune ypaBHeHus (l)npwu
ycnoeun(2) knacca Cn( ~ )Ha MHoOXecTBe E ecTb
B dopme P(X,y)*Ounnmn  F (X,y) wf (V)
roe f - BewecTBeHHasa (YyHKUMA BeLLeCcTBEHHOW MepCcCeHHOoM
Knacce C»,; HepaBHasa HYJ/ib B WHTepBane +or ).



