
Zenon Moszner

OGÓINE ROZWIĄZANIE RÓWNANIA F ( x , y ) * F ( y , z ) »  F (x ,z )

PRZY WARUNKU x ć  y  < z .

N in ie js z a  n ota  poświęcona j e s t  podaniu w p r o s te j po

s t a c i  w szystk ich  rozwiązań równania funkcyjnego

(1) F ( x , y )  . F ( y , z )  = F ( x , z ) ,

gd zie  F j e s t  szukaną fu n k cją  rzeczy w istą  dwu zmiennych 

rzeczyw isty ch , przy czym poszukujemy rozwiązań w zb iorze  

( < x y ^ )  ( x  ^ y ) ,  tz n , rozwiązujemy równanie (1 ) przy 

warunku

(2 ) x  4  y  <  z »

Ogólne rozw iązanie równania U ) przy warunku ( 2 ) po

d ał M.FRECHBT na końcu pracy [ 1 ] .  Podane przez n iego 

rozw iązanie ma jednak formę opisow ą, dość n ie p r z e jr z y s tą  

i  d łu gą , n ie  j e s t  te ż  związane z n iż e j podaną p o s ta c ią  

rozw iązania*

W zakończeniu noty podaję w nioski dotyczące ogólnego 

rozw iązania regularnego /k la s y  Cn , gd zie  n j e s t  l i 

czbą ca łk o w itą  nieujem ną/ równania (1 ) przy warunku
m

Twierdzenie

Zbiorem w szystk ich  rozwiązań równania (1 ) przy warun

ku (2 )  j e s t  z b ió r  fu n k c ji  określonych  n astępu jąco
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(3 )

gdzie

F

f  ( У ) 
f  ( X )

. 0

gdy

gdy

< x»y> t  (A ) z ,
A t u

< x , y >  t  [  ( < x /) y > ) ( x $  y ) \ z  ],

(4 ) U j e s t  dowolnym układem przedziałów  lin iow ych  /pod  

terminem p rz e d z ia ł rozumiemy dowolny podzbiór spójny zb io 

ru l i c z b  rze cz y w isty ch / rozłą czn ych ,

(5 )  f  j e s t  dowolną fu n k cją  lic z b o -lic z b o w ą  określon ą i  

różną od zera  na zb iorze  S ( U ) -  sumie mnogościowej prze

działów  układu U f

(6 )  T (Д )  M  (< x *y> )  [ x é Û . у ^ х . у е Д ] , 3̂

Dowód

I ,  Udowodnimy, że każda fu n k cja  F p o s ta c i  (3 )  sp e łn ia  rów

nanie CD przy warunku ( 2 ) ,  W tym c e lu  udowodnimy najpierw , 

że

( 7 )  j e ż e l i  z » y  ^ x  i  < x , y >  t  Z ,  to  < x , z > t Z  .

Przypuśćny bowiem, że <X»z>éZ , a więc, że istnieje 
taki przedział Д z układu U ,  iż<x,z>fcT(A ) , tzn, 
x  t A i z^x i z fc Д . Stąd, wobec nierówności 
x 4. y <ę z ,  тащу У e Д . Z  powyższego < х , у > * Т ( Д  ) CZ , 

co daje sprzeczność z założeniem,
Wykażemy o b ecn ie , że

(8 )  j e ż e l i  < x , y > t Z  i  < y , z * t Z  , t o < x , z > Z .  

D la  dowodu w ystarczy zauważyć,że
C9) .. <x,y > 12 = 2Z «у^х.уеД)

Afc Uoraz
r  7 ^

<y,z > t Z = / (y €. Д • z > у . z 6 Д ),
fffc Ù

(10)

x /  Powyższy wynik sygnalizow ałem  w n ocie  [ 2 ]
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A A *Ponieważ p rz e d z ia ły  Д i  Д  s ą  albo  identyczne albo r o z -  

łą cz n e , а у  t  Д П  Û* ,  więc Да Д* ,  Z (9 )  i  (10) wy

n ik a , że x fc Д i  z > k i  z fc Д ,  a w ię c , że 

< x , z >  fe T (Д) C z , c . n . o .

Zauważny w re sz c ie , że

(11) j e ż e l i  < x , y > f c Z  i  z ^ y  i  < y , z  >  Z  Z , to

< x , z > £  z •

Przypuśćmy bowiem, że < x , z >  fc Z ,  t z n . ,  że is tn ie -  

je  ta k i  p rz e d z ia ł Д  z układu u* d la  którego  х e Д i
Л*z ^  x i  z € Д « Z za ło że n ia  <x ,y>  £z • więc i s t n i e j e  

ta k i p rz e d z ia ł Д z układu u, d la  którego  x t û  i  y i X i  

y fc Д * Wobec te g o , że p rz e d z ia ły  układu u s ą  albo iden

tyczne albo ro z łą cz n e , many na podstaw ie xfc Д  П  Д * ,ż e  

Д »  Д * .  W takim  jednak przypadku у  t  Д  i  z t  Ü i  / z  

z a ło ż e n ia / z ^  y ,  a więc <y,z > t  т( Д ) c  Z » c0 j e s t  

sprzeczne z założeniem .

Rozważmy obecnie dowolną tr ó jk ę  l i c z b  x ,  у  , z t a 

k ą , że z ^  y  >  x .  V/ przypadku, gdy < x , y  > I  Z na pod

staw ie ( 7 )  many < x , z  > Z Z . Z  o k re ś le n ia  fu n k c ji  P 

wynika, i ż  wtedy P ( x , y )= P ( x , z ) a  0 ,  a więc równanie (1 )

j e s t  sp e łn io n e .

Przypuśćmy, że < x , y  > t  Z i  rozważny dwa przypadki na

stęp u jące

a /  < y , z n z  lub b /  < y , z  >  e Z

W przypadku a /  many na podstawie ( 0 )  < x , z  > t  Z 

S tą d  na podstawie d e f i n i c j i  fu n k c ji  p г

a więc spełn ione j e s t  równanie ( 1 ) .

» p ( x , z )
f ( x )  »



-  126 -

W przypadku b / ,  wobec (1 1 ) ,  < x , z  > € Z • Z o k re śle 

n ia  fu n k c ji  3? raamyj F  ( y , z ) =  P ( x , z ) =  0 ,  a v/ięc i  w tym 

przypadku równanie ( 1 )  j e s t  te ż  sp e łn io n e .

Yfrkazaliśny w ięc , że każda fu n k cja  p o s ta c i  ( 3 )  sp e łn ia  

równanie (1 ) w zb iorze  ( < x * y > )  ( x  < . y ) ,

I I .  Y/ykażeray o b ecn ie , że każda fu n k cja  P cx.y) określona 

d la  x $  у  i  s p e łn ia ją c a  w zb iorze  (чх^у> ) ( x ^ . y )  rów

nanie (1 ) j e s t  p o s ta c i  ( 3 ) .  W tym c e lu  udowodnimy n a j

p ierw , że

(12)  j e ż e l i  F  vXQ, y o )= 0 , to  p ( x Q, y ) =  0

d la  У £ У 0 •

Mamy bowiem na podstaw ie (1 )

У ( х о , у ) =  P iXQ, y o ) . p  ( y Q, y ) =  O.p ( y Q, y ) =  0 .

Położny, d la  dowolnej l ic z b y  rz e cz y w iste j x , 

k (x )  M  i n f  ( y  ) [y  x .  p . x , y ) =  o ] ,

W przypadku, gdy z b ió r  (y  ) [ y ? x  ,  p (x,y)=* o] j e s t  pu

s ty  przyjmujeny klx)=  + 00 .  Many o czyw iście  k ( x ) ^ x .  Z (12) 

wynika, że

(13)  P ( x , y ) =  0 d la  y  i  k < x ) ,

(14)  P ( x , y )  * 0  d l a  x < y <  к ( x  ).

Wykażeny, że

(15) fu n k cja  к ( x )  j e s t  n iem a łe ją ca .

N iech  będzie x^ <  x^ oraz kśx^) > к (x 2 >. Oznaczny 

przez z l ic z b ę  s p e łn ia ją c ą  n astęp u jący  waruneks 

к (x  ) < z  <  к ^х^) .  Ponieważ z >  к ( x2 ) , więc z (13)  

p (x2 , z ) =  0 ,  a ponieważ z <  к ( x^ ) oraz z >  Х2^Х 1 ’

więc z (14)  ï P ( x ^ , z )  ^ 0 ,  Stąd
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P ( x 1fx2) .  P ( x 2 , z ) =  P ( x 1fx2) .  0 = 0  * F ( x 1fZ) ,

a więc funkcja P nie spełnia równania (1),  wbrew za ło ż e 

niu. Wniosek (15) został więc wykazany.

Rozważny, d la  dowolnego c będącego l ic z b ą  rzeczyw i-
(3Jl л

s t ą  lub + oo , zb ió r  =  ( x ) ( k ( x ) =  c ) .  Ponieważ k ( x )

j e s t  fu n k cją  m onotoniczną, zb ió r  Z j e s t  p rzed zia łem .P o -c
nadto zbiory Z są  rozłączn e  d la  różnych c .  c

Funkcja к tu) je s t  sta ła  w przedziale [x, k(x)). Vfy-

każeny bowiem, że

(16)  k ( x ) =  k (y )  d la  у z p rze d z ia łu  [x , k (x ) )  .

D la у ^ x  mary, na podstaw ie (1 5 ), k ( y ) ^ k ( x ) .  Przy

puśćmy, że k ( y ) > k ( x ) .  I s t n i e je  wtedy tak a  l ic z b a  rzeczy

w ista  z ,  że k t y j ^ z  •> k ( x ) .  Ponieważ z >■ k ( x ) ,  

z (13) otrzymujemy: P ( x , z ) =  0 . Wobec z<k (y )  oraz 

z > k ( x ) ^ y ,  mary na podstaw ie ( 1 4 ) :  P ( y ,  z)  ^  0 ,  Ale 

x « y < k ( x ) ,  więc z (14) :  F (x ,y ) ф 0 .  S tą d  

P ( x , z ) =  0 ф  F ( x , y ) .  F ( y , z ) ,

a więc otrzymujemy sprzeczn ość z założeniem , że fu n k cja  F 

sp e łn ia  równanie (1).  Wniosek (16) z o s ta ł  więc wykazany. 

Yfykażemy o b ecn ie , że

(17) prawym krańcem przedziału Z je s t  c .c

N iech bowiem x Ê- Z • S tą d  к ( x )  = c ,  a ponieważ
c

x $ k  (x) ,  więc x < c  • Z drugiej strony w przedziale 

[_x , ktx)j, c z y li w przedziale [x ,c ), funkcja к je s t  

s t a ł a ,  a więc stale  równa c , c z y li [x,c C  Zq .  Z powyż

szego wynika zachodzenie (17).

Nazwijmy przedziałem  typu:
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(A) -  każdy p rz e d z ia ł Z jedno-punktow y, d la  którego
tJ  c 

F  i c , c  ) Ф 0 ,

(B )  -  każdy p rz e d z ia ł Z niezerowy / t z n .  n ie  redukują-o
cy s ię  do punktu/» d la  którego  c ? Z ,c

(C ) -  każdy p rz e d z ia ł p o s ta c i  Z \  { c } ,  gd zie  Z j e s t
c c

przedziałem  n ie  zerowym, d la  którego c t  Z i
c

P ( C , c )  = 0 ,

( d ) -  każdy p rz e d z ia ł p o s ta c i  Z \  {c  gd zie  Z j e s tc c
przedziałem  niezerowym, d la  k tórego  c t  Z ,

c
p ( c , c )  # 0  i  F ( x , c )  = 0 d la  każdego punktu 

x zb ioru  Zc różnego od c ,

( E )  -  każdy p rz e d z ia ł p o s ta c i  [ c , c ]  ,  gd zie  Z sp e łn ia
c

warunki pod (.D),

(P )  -  każdy p rz e d z ia ł niezerowy Z t a k i ,  że c 6 Z ,
c c

p ( o , c )  ф 0 i  w pewnym punkcie wewnętrznym 

x q zb ioru  ZQ тащу p i x Q, c )  Ф 0 .

N iech  U oznacza rodzinę w szystk ich  przedziałów  typu 

od (A ) do ( P ) .  Zauważny, że każdy p rz e d z ia ł z u zawiera

s ię  w pewnym p rz e d z ia le  Z , przy czym w tym samym p rz e -c
d z ia le  Z mogą być zawarte ty lk o  p rz e d z ia ły  typu (D ) lub c
( E ) ,  a więc p rz e d z ia ły  ro z łą cz n e . S tą d , wobec ro z łą cz n o śc i

zbiorów Z d la  różnych c ,  wynika, że p rz e d z ia ły  r o d z i-  c
ny u są  r o z łą cz n e .

Rozważmy, zdefiniow any przez ( 6 ) ,  układ tró jk ątó w  f ( A )  

d la  i  t ü .

x /  W przypadku tym Z *  [ c , c ] -  co wynika z (1 7 )  -
a więc c j e s t  l i c z b ą  rz e S z y w istą , a n ie  + ®- , a stą d  
P c , c )  ma s e n s . Podobnie w szędzie tam, gd zie  w dalszym 

c ią g u  pracy w ystępują w a rto śc i fu n k c ji  p w pun ktach ,któ
rych conajm niej jedna współrzędna równa s ię  prawemu krań
cowi pewnego zbioru  Z , z poczynionych założeń  wynika, 
że c j e s t  l i c z b ą  rz e S z y w istą ,a  w ię c ,ż e  w a rto ści te  mają 
s e n s .
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Przypuśćmy, że < x , y  > 

ważymy dwa przypadki

t 1 J 
A>V

T (A) i  x  ę  y „R o z-

a /  x  fc U  Д lu b  b /  x t  U Д .
A t U  Д f  U

Ad a /  llie c h  x t  Z d la  pewnego c .  Ponieważ x n ie
c

należy do żadnego p rze d zia łu  A z układu u » w ięc prze

d z ia ł  Z_ n ie  może s p e łn ia ć  warunków nałożonych na zb iory  
c

Z w typach ( A ) ,  ( В ), ( F ) .  Ponieważ suma przedziałów  t y -c
pu (D) i  (E )  utworzonych d la  tego  samego zbioru  Z ,

c
równa s ię  Z , więc Z_ n ie  może s p e łn ia ć  warunków n a - c c
łożonych na z b ió r  Z w ( D ) . Gdyby p rz e d z ia ł Z -  s p e ł -

c c
n ia ł  warunki nałożone na z b ió r  Z w CC),  to  wtedy m ie-

c
libyśm y x » c /b o  x n ie  może n a leżeć  do zb ioru  Z _ \ { c } ,c
wobec te g o , że n ie  n a leży  do żadnego p rze d z ia łu  z układu

a więc F ć , c )  =» F ( x , x )  = 0 ,  a s tą d  na podstawie ( 1 2 )

F (x ,y )  =* 0 d la  y  ?  x .  J e ż e l i  z b ió r  Z_ n ie  sp e łn ia
c

żadnego z warunków nałożonych na zb iory  Z w typach od
c

(A) do ( F ) ,  to  musi być zbiorem jednopunktowym /p u s ty

być n ie może, b o x ć Z - /  oraz musi zachodzić F i ć , c ) =  0 ,
c

Ale wtedy stw ierdzany ja k  poprzednio, że F ( x ,y )  = 0 d la  

y ït x  « Widzimy w ięc , że w przypadku a /  F ( x , y )  « 0 

d la  y  ^  x ,
jft

Ad b /  x  , tz n . i s t n i e j e  p rz e d z ia ł Д z układu U

t a k i ,  że x t  Д' .  Wtedy wobec te g o , że < x ,y >  t  Д ) 

i  y  ^  x  mamy w niosek, że у  H *  ,  P rz e d z ia ł Д* zawar

ty  j e s t  w pewnym zb iorze  Z • S tą d  к x )  = c* Rozważany
O

przypadek, gdy у *  k . x )  c z y l i  y  = c ,  a w nim dwa pod- 

przypadkis

(o i ) c  t  Z
c

( (3 ) c t  Z .
c

lub
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Ad (ot) • W tym przypadku wobec te g o , że x  t  Д* Z ,orazc
y = c t  à* , z b ió r  Z ma punkty wewnętrzne / j e s t  n ie  z e -

O
rowy/ oraz x ^ c ,  S tą d  p rz e d z ia ł Д* n ie  może być ani ty 

pu (A) /bowiem с € Д * / ,  ani typu IB ) /bowiem c e Z / ,
* 0

an i typu (E ) /bowiem с £ Д / ,  an i w reszcie  typu (F )  /b o

d la  tego  typu Д* = Z ,  co niemożliwe wobec te g o , że c<Z
c c

i  c f  Д‘  / .  Gdyby p rz e d z ia ł Д* b y ł typu ( C ) ,  to  J c , c ) a 0  

a s tą d  F ( x , y )  = P ( x , c )  = F  ( x ,c ) .P  ( c , c ) =  0 ,  Gdyby p rz e d z ia ł 

Д *  b y ł typu (D),  to  P ( x ,c )  = P ( x , y )  =* 0 ,

Ad ((i ) .  11ł tym przypadku к c ) f- c , a ponieważ fc (c )  s* c ,  

więc k(c)  > C e  I s t n i e je  więc tak a  l ic z b a  z ,  że c < z < k ( c ) ,  

a s tą d  na podstaw ie (14) P (C,z)?b0 .Y/obec z > с = k(x)  та

щу z (13) P '.x ,z )=  0 ,  Ponieważ p (x ,c ) .F  ( c , z )  = p ( x , z )  więc

0 = P f x , c у = P  ( x , y ) .

Rozumowania przeprowadzone w podprzypadkach (ot) i  (A) 
przypadku b /  pozw alają w nosić, ż e p ( x , y ) = 0  d la  ye k(x). 

Wobec (13) mamy p ( x ,y )  « 0 d l a  y  >  k ( x ) ,  a więc

Рч'х ,у )е  0 d la  у  > k  (x ) ,  Z d e f i n i c j i  układu u wy

n ik a , że j e ż e l i  p rz e d z ia ł Д *  układu U zawiera s ię  w pew

nym p rz e d z ia le  Z ,  to  prawe krańce przedziałów  A* i  
c

Z s ą  równe. Ponieważ prawym krańcem p rzed zia łu  Z j e s t
c , * c 

c ,  więc i  prawym krańcem p rze d zia łu  A j e s t  c .  Ponieważ

x  ć A* oraz у t  Д* ,  więc gdy x < у ,  to  c «s у  « Ale 

k ( x ) e  c ,  więc nierówność x  ^  у  pociąga  za sobą nierów

n ość у  >  k ( x ) .  Ponieważ w przypadku b /  mamy F ( x , y )  «  0 

d l a  у >  к ( x ) , więc v/ykazaliény, że w tym przypadku 

p ( x , y ) =  0 d la  y  »  x ,  co łą c z n ie  z rozumowaniem w

przypadku a/  pozwala w nosić , że gdy < x , y >  é U  Т(Д)
dćU

1 x ^  у  , to  F ( x , y )  e 0 .



131 -

Pokażemy obecn ie , że j e ż e l i  < x , y >  £ дЦ Д '(Д ) , to  

p ( x , y )  ^  0 ,  Z za ło że n ia  i s t n i e j e  t a k i  p rz e d z ia ł Д z 

układu U , że x  fc Д i  x  «  у  i  у  £ Д H iech

A  c  Z5 '•
, 1 / .  Gdy p rz e d z ia ł A j e s t  typu ( А ) ,  Д = [ ć , c ] ,  a więc 

x  = у  = c , a ponieważ p ( c , c )  ^  0 ,  więc zachodzi 

P (X ,y)  *  0 .

2 /  Gdy p rz e d z ia ł Д j e s t  typu ( B ^ ,  to  c £ Z - , a więc
c

с ?  Д ,  a s tą d  у  <  c /b o  у  t A  ,  Д  C  Z .  i  c
c

j e s t  prawym krańcem p rze d zia łu  Z_ / *  Ponieważ
c

x 6 Д C Z _ , więo к ( x ) =  ć , , a s tą d  x « y <  Je ( x ) ,  co 
c

zgodnie z (14) daje  F  (x ,y )  Ф 0*

3 /  Gdy p rz e d z ia ł Д j e s t  typu ( C ) ,  to  Д =» Z ^ \ { c \ . , a  s tą d  

y  < c i  dowód w dalszym c ią gu  p rzeb iega ja k  w 2 / .  

4 /  Gdy p rz e d z ia ł Д j e s t  typu (D) dowód p rzeb iega  ta k  sa 

mo ja k  w 2 /»

5 / Gdy p rz e d z ia ł Д j e s t  typu (E )  dowód przeb iega  tak  sa

mo ja k  w 1 / ,

6 /  Gdy p rz e d z ia ł Д  j e s t  typu ( P ) ,  to  rozróżniamy pod- 

przypadki:

o i)  y  < ć  lub ft) y = 2 .

Podprzypadki te  w yczerpują w szy stk ie  m ożliw ości, bowiem

y ć Д C  Z ,  , c j e s t  prawym krańcem p rzed zia łu  Z_,w ięc 
C •' c

y  $  c .

Ad et). p i x , y )  Ф  0 z ( 1 4 ) ,  bowiem x ^ y <  c = k ( x ) ,  

Ad /3). Mamy wykazać, że w tym przypadku F ( x , c )  ф  0\-,Yły- 

n ika to  s tą d , że

(1 8 )  j e ż e l i  F ( x „ , c )  ф 0 ,  gd zie  x  j e s t  punktem wsw
o o

nętrznym zbioru  Z , to  p ( x , c )  Ф 0 d la  dowolnego x ze 
c
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zb ioru  Z .  
с

D la  dowodu powyższego przypuśćmy, że w zb iorze  Z
c

i s t n i e je  l ic z b a  ta k a , że P ( х ^ с ) »  O ,

Rozważny dwa przypadki:

i )  x . >  x lub i i )  x .  <  x  .
1 o 1 o

W przypadku i)  mamy
«

P l x o , x 1) .  F ( x ^ c ) »  F (xQ, x 1) , 0  = 0 ^  F ( x 0 , c ) ,

a w ięc otrzymuj ery sprzeczn ość z założeniem , że fu nkcja  

s p e łn ia  równanie ( 1 ) .

V /przypadku i i ) ,  ponieważ x q j e s t  wewnętrznym punktem

p rze d zia łu  Z , a c je g o  prawym krańcem, więc c
x q < с я k(x^)  , a s tą il  z (14)  F (x 1 , x q ) Ф 0 .  S tą d

P (xl f xo) .  P ( XQ, c ) ф 0 = P ( x 1 , c ) ,

a więc te ż  otrzym ujery sprzeczn ość z założeniem ,że funkcja 

F sp e łn ia  równanie ( 1 ) ,  Vf ten  sposób z o s ta ło  wykazane (18),

O sta te cz n ie  w y k a za liścy , że
•

P ( x , y ) ф  0 gdy < x , y >  ć U T  ( Л)

(19)

P ( x , y )  » 0 góy < x , y >  l  U T  (A )  
AtU

D la zakończenia dowodu tw ierdzen ia  w ystarczy pokazać, 

że i s t n i e je  taka  fu n k cja  jed n ej zmiennej f ( x )  określona

i  różna od zera na zb iorze  U  \  ,  d la  k tó re j
д * и

(20)  P tx *y ) s f S ’ edy < x , y >
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Rozważmy dowolny p rz e d z ia ł Д  ze zb ioru  u • N iech  x^ 

będzie nierosnącym ciągiem  l i c z b  rzeczyw isty ch  n ależących  

do Д i  zbieżnych do je g o  lewego krańca /którym  może być 

-  ° ° / ,  przy czym gdy ten  lewy kraniec a n a leży  do A , to  

przyjmujemy xn = a . Oznaczmy przez x q prawy kraniec 

p rzed zia łu  Д  / x q może być równe + о®/. Маку:

Д  :
OQ

a U  [x  « ,X  Va1 ц v+1* V ) U  [ x l f x

gdzie CX1>xo i * [ V xc j gdy x fc AO

( V Xo i * [ X1«Xo ) gdy x 5 A 0

Przyjmijmy

f  (x )  = p ( x r x)

! i V i - x) 

P, V i  *X1>

gdy x i  [ x.

(21)

f  (x  ) Я - gdy x 6 K + 1

oraz

/ P l x ^ ^ x ^ )  Ф  0 wobec (19), bowiem x 1 é A , Xv + 1 ^

oraz xv+1 * X1 » <xv+1’ *1 * é T ^  > A
Na podstaw ie (19) łatw o zauważany, że f  ( x ) i ^ O  w 

p rzed zia le  A •

N iech  < x , y  * t  T ( A ) .  Wtedy x fc A i  x  <  y  i  у  e Д.

J e ż e l i  x > x 1 ,  to  F ( x1fx ) . F  (x ,y)  = p / x . , ,y)  , a
1 1  1 f ( v )

Więc z (21) f  ( x ) . F  ( x , y )  > f  ( y ) ,  c z y l i  F ( x ,y )  = '

Załóżny, że x <x^ i  n iech  n będzie takim wskaź

nikiem , d la  k tórego  хд ^ х < х д  ̂.  Mamy wtedy 

F (xn , x )  .  F ( x ,y )  » P (Xn , y )  , c z y l i  z (21)

f  ( x )  .p  (xn , x 1) .  P ( x , y  ) «  P (  xn , y )  ,  S tą d

B g ( ^ , y )  _____

f ( x ) p ( x n , x 1)
( 22 ) P ( x , y )
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J e ż e l i  y  »  x1 , to  z (21) F (*n ,y )  »  F ( x ^ x ^ F  (x1 ,у) =» 

a F (xn ,x 1) - f  ( y )  , a więc z ( 2 2 )

J e ż e l i  y  < x 1# to  i s t n i e je  t a k i  wskaźnik га d la  k tó 

rego x  ^ у  <  x  • Wobec te g o , że у  ;ь x macy m ę  n , 
m m— i

Wtedy

Postępu jąc podobnie z każdym przedziałem  Д układu W o trzy 

mamy fu n k cję  f  ( x )  określon ą na zb iorze  U  Д , d la  k to -  

r e j spełn ion y bodzie zv/iązek ( 2 0 ) ,  W ten  sposób zakorlczy- 

liśm y dowód tw ierd zen ia .

Ha podstaw ie udowodnionego tw ierdzen ia  wykażerry obecnie 

n astęp u jący  

V/nlosek 1

Jedynymi rozwiązaniam i równania (1 )  przy warunku (p o c ią 

głym i d la  x $ у  są  funkcje

(23)  F (x ,y )  =  0 , lub

(24) P (x ,y )  a f  f y)» £d zie  f  ( x ) j e s t  dowolną fu n k cją

P ( x  r | V i M l i r l  m l U >  .
F (  * y) f t x U P l x ^ x , )  -  f  ( x )

oraz

Uw zględniając powyższe w (22) mamy

F ( x , y ) -
f ( x ) J  (x ^ x .,)

Wykazaliśmy w ięc , że d la



c ią g łą  i  różną od zera w p rze d zia le  ( - * “ , + » ) ,

Dowód»

Funkcje p o s ta c i  (23)  lub (24) są  oczyw iście  c ią g łym i 

rozY/iązaniami równania (1 )  przy warunku ( 2 ) .  "fykażemy, że 

są  to  jedyne roz\viązania c ią g ł e .  Załóżmy, że ?  ( x , y )  j e s t  

ciągłym rozwiązaniem równania ( l )  przy warunku (2).  Zgod

n ie  z udowodnionym twierdzeniem  F ( x , y )  j e s t  wtedy po

s t a c i  Udowodnimy, że układ U , określony w ( 4 ) ,  w

tym wypadku redukuje s ię  albo do p rze d zia łu  pustego albo 

do p rzed zia łu  ( -  + w ) , Gdyby bowiem ta k  n ie  b y ło ,to  do

układu U m usiałby n a leżeć  p rz e d z ia ł Д* n ie p u sty  o jednym 

krańcu skończonym ' kran iec ten  oznaczmy przez a • Roz

ważmy p ó łp ro stą  P o równaniu у  « -  x  + 2 a , gd zie  x < a .  

Wfkażemy, że żaden punkt t e j  p ó łp r o ste j n ie  może n a le że ć  

do zbioru  ^ y ^ T 4 A )  , choć p ó łp ro stą  t a  p rzeb iega  w zb io 

rze (< x ,y :> )  ( x « y )  (bowiem y - x  = - 2 ( x -  a J ^ o ^ P r z y -  

puśćmy bowiem, że i s t n i e je  p rz e d z ia ł A układu U t a k i ,  że 

d la  pewnego x zachodzi x è Д , x <  a oraz 

y  - x + 2 a fe ń .  L iczb a  a n ie  je 3 t  punktem wewnę

trznym p rzed zia łu  Д  , bo a j e s t  krańcem p rze d zia łu  Д* 
a p rze d zia ły  Л i  Д *  są  albo identyczne albo rozłączn e. 

Ponieważ d la  x  <  a mamy y = - x + 2 a ^ - a + 2 a = - a ,  

więc l ic z b y  x i  y  n ie  mogą jedn ocześn ie  n a le że ć  do 

p rzed zia łu  Л , wbrew temu, że x i  y  n a leży  do i ,

Z rozumowania powyższego ^otrzymujemy vmioselc, że 

P ( x , y )  i= 0 d la  dovrolnej pary < x , y ^ -  n a le żą ce j do pół- 

p ro ste j P ,  a s tą d  F ( a , a )  = 0 ,  bowiem f  j e s t  fu n k cją  

c ią g łą  oraz punkt < а , а >  j e s t  początkiem  p ó łp ro ste j P.  

Wobec c ią g ło ś c i  fu n k c ji  F ( x , y )  mamy s tą d
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lim  P ( x ,y ) =  O, a więc lim  F 'x ,y )  = O, a s tą d  lim  О
х -*• a х - *  а x -*• a1 '
У - *  а у  -»• а у - *  а
У &  х  < x , y > t T  (Л*) < х , у > £ Т ( Д * )

Prayjmując w powyższym у  = х -*■ a otrzymujerry sprzeczność,, 

Wykazaliśmy w ię c , że układ U sk ład a  s i ę  albo z prze

d z ia łu  pustego i  wtedy P (x ,y )  =  0 ,  a więc zachodzi (23), 

albo z p rze d z ia łu  (-«»*, + « -)  i  wtedy P (x,y)  => • Po

nieważ fu n k cja  P .x , y )  j e s t  c ią g ł a ,  więc f ( y ) a  f ( x o'F(x^y) 

j e s t  fu n k c ją  ę ią g łą  d la  у  ^  x q  przy każdym x q ,  a stą d  f  

j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w całym p rz e d z ia le  ( - « • ,  + «») , c ,n « o ,

№lio se k  2
Ł . ^ g a - i n n .w i w

Jedynymi rozwiązaniam i rdymania (1 ) przy warunku (2 ) 

M a s  0n ( n a O . )  d la  x «  у  są  fu nkcje  p o s ta c i  (23) lub 

( 2 4 ) ,  gd zie  f  j e s t  dowolną fu n k cją  k la sy  Cn różną od 

zera  w p rze d zia le  (-«*>, +«*»).

Dowód »

Funkcje (23) lub  (24) są  rozwiązaniam i równania (1 ) 

przy warunku ( 2 ) .  Funkcja k la sy  Cn , będąca rozwijaniem 
równania (1) przy warunku (2 ) j e s t  c ią g ł a ,  a więc musi być 

p o s ta c i  p (x,y)  =  0 lub p (x ,y ) «= . .  S tąd

f  (y )  w p (xo , y ) .  f ( x Q) d la  у  ^  x q , a więc k la sa  СГ fun

k c j i  P p ociąga  za sobą k la sę  Cn fu n k c ji  f ' x )  d la  każ

dego x  ^x ^  przy każdy» x q  ,  a więc w całym p rzed zia le  

|“ " ,  +  «“ ) ,  c , n . o ,

Wnio se k  3

D ołożenie do równania (1 ) warunku (2 ) n ie  powiększa 

zbioru  rozwiązań k la sy  Cn tego  równania.

Wynika to  s tą d , że fu n kcje  p o s ta c i  (23) lub (24) są  r o z - 

wiązaniami równania (1) bez warunku ( 2 ) ,
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[1 ] M.PIŒCHET , S o lu tio n  continue l a  p lu s  generale 

d'une équation  fo n c tio n n e lle  de l a  th é o rie  des 

p r o b a b ilité s  en ch a in e , B u l l .S o c .M ath . Prance 60 

(1932), s t r .  232-280.

[ 2] Z.Ł10SZNER, S o lu tio n  générale  de Inéquation  

F ( x , y ) .  F ( y , z )  = F ( x , z )  pour x « y  < z ,  Conpt.Rend. 

de 1 'A cad .d es S c ien ce s  /P a r y ż / ,  t .2 6 l / l9 6 5 /s t r .2 8 .

RESUME

S o lu tio n  générale  de 1* équation  F ( x , y ) .  F ( y , z )  = F ( x , z )  

pour x « y  «  z .

On donne l a  s o lu tio n  générale  de l '  équation  (1) pour 

x ^  y <  z , où. F e s t  гопе fo n c tio n  cherchée de deux v a r ia 

b le s  r é e l l e s ,  d é fin ie  su r l '  ensemble E = ( < х ^ у > )  ( x «  y )  

e t  dont le s  v a leu rs  son t r é e l l e s ,  sous l a  forme ( 3 )  où и 

e s t  un système a r b itr a ir e  d 'in t e r v a l le s  ( c 'e s t - à - d i r e  de 

sous-ensem bles connîXBs de l'en sem b le  de nombres r é e ls )  d i 

s j o i n t s ,  f  e s t  une fo n c tio n  r é e l le  d 'une v a r ia b le  r é e l l e ,  

d é fin ie  e t  d if fé r e n te  de zéro su r l'en sem b le  U A  e t  T (A) 

e s t  d é f in i par (6 ) .

De p lus chaque s o lu tio n  de c la s s e  Cn ( n ^ 0 )  de l'é q u a 

tio n  (1) sous co n d itio n  (2 )  sur l'en sem b le  E e s t  de l a  

forme F ( x , y ) =  0 ou de l a  forme F (x ,y) = f ( y ) / f  (x ) ,  cù f
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e s t  une fo n c tio n  r é e l le  d'une v a r ia b le  r é e l le  de c la s s e  Cn 

e t  d if fé r e n te  de zéro dans l ' i n t e r v a l l e  (-«>*•, + « - ) *

Резюме

Обтгее решение уравнения F(x.y'). Fi,y.z)= F(x„z) 

при условии x ^ y ^ Z __________
, I . . •' i. ;■ 1

Доказы вается, что общее решение уравнения ("I ) 

при условии( 2 ) ,  где F искомая вещественная функция 

двух вещественных переменных, определённая 

в множестве Е = (<зс^у>) (х ^у) дано в форме ( 3 ) ,  

где U являп~- т пооиззолбной системой интервалов 

/  т .е *  еаязкых подмножеств множества г ; -  :с т в е -  

нных чисел / ,  является вещественной функцией 

вещественной переменной, определённой и отличной 

от нуля на множестве

а Т (А) « (<х?у̂ [ хаД, у^х • у 6 Д ] •
Кроме того каждое решение уравнения (1)при

условии(2 ) класса Сп ( ^ ) на множестве Е есть
f  (v)

в форме Р(х,у)*Оили F (х,у) **

где f  -  вещественная функция вещественной перссенной 

классе С»„; неравная нуль в интервале +«»- ) .


