2eno» fuoszner

O WM TWIERDZENIU Z ALGEBRY AFIHOR&Y

Wopracy uzupetniono zatozenia pewnego twierdzenia

z algebry afinoréw kowariantnych o 2 i 3 wskaznikach,
podanego w ksigzce JA.SCHOUTENA i D.J.STRUIKA [2],
zilustrowano na przykiadach istotnos¢ tych zatozen*
oraz podano pewne uogodlnienie rozwazanego twierdzenia
na afinory czyste o m wskaznikach i afiinojy mieszane*

JA.SCHOUTSN w ksigzce [2] na str.13 podaje nastepuja-
ce twierdzenie z algebry afinoréw:
I. Jezeli dla afinora v~g- zwigzek
a vAst + b -0
zachodzi w pewnym uktadzie odniesienia, to zachodzi on w ka-
zdym uktadzie odniesienia* Jezeli ponadto v, .7 O, to
a = —b*a

Na tej samej stronicy podaje tez nastepujgce twierdze-

Jezeli dla afinora zwigzek

11) a VXX/EL + b vx/iK+ ¢ =0

zachodzi w pewnym uktadzie odniesienia, to zachodzi on w ka-
zdym uictadzie odniesienia,
oraz stawia pytanie:

Jaka zaleznos$¢ zachodzi miedzy a, b i c

yj SCEOUTEN podaje, ze zaczerpnagt to twierdzenie z ksiag-
zki L.P.LT3ENHARTA [i] str.16.



140 .

x/
say vknn * 07?

Na stronicy 153 daje na powyzsze pytanie odpowiedz
nastepujaca
(2) a+b+c >0 lub a=>b=c,
przy czym pierwszy skiadnik powyzszej alternatywy zachodzi
Gdy

vKV* + VXAX + VXA *ooox
a drugi, gdy
VKA/* + U pa* + v/**A * °»

Podany przez SCHOUTINA dowdd powyzszego ([2] str.153)
nie jest peitny i nie wyjasnia on, czy w powyzszych twier-
dzeniach dopuszcza afinory o wspotrzednych zespolonych i
wspoétczynniki a , b , ¢ zespolone. Nasuwajg sie w zwigz-
ku z tym uwagi nastepujace.

1. Twierdzenie | dotyczgce afinoréw o Walencji (0,2)

prawdziwe jest dla afinorow o wspOirzednych zespolonych s

nika to z rozumowania podanego w [2] str.153.

2. Z zachodzenia zwigzku (1 ) dla wszelkich uktadéw  war-

tosci wskaznikbw X . ™ »J1 » przy zatozeniu, ze afinor

Vy™"XyU. jest niezerowy, wynika (2) przy dodatkowych zato-

zeniach, ze:

(3) afinor ma wspo6trzedne rzeczywiste, lub

(4) wspdiczynniki a , b, ¢ w zwigzku (1) sa liczba-
mi rzeczywistymi, lub

(5) wvxx>1 + VA + VK X ~ 0 dla pewnego ukta-

x/ W oryginale powyzsze twierdzenia i pytanie brzmia:
Gilt die Gleichung far den Affinor vAsr ta VvATf + b =0
in bezug auf irgend ein Koordinatensystem, so gilt sie
allgemein, 1st v~r ® 0, so folgt a » = b.

Gilt die Gleichung far den Affinor ;a +
+ b vXEK + ¢ « 0 in bezug auf irgend ein Koordina-
tensystem, so gilt sie allgemein.

Y/elche Bezichung bestehen zwischen a , b und ¢ wenn
TK,y. & 0 ist?
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du wartosci Wskainiké\r/v X, n, /*I.X/

Z zachodzenia zwigzku (1) dla wszelkich ukladéw  war-

tosci wskaznikow K, X, ju  wynika bowiem, ze

a VKxn * Db tcvacx 30

|
o

a +bvkx + ¢ YKX/
aV kx +bVKX/\ +cwvxMk *0
Dodajgc powyzsze zwigzki stronami do siebie otrzymamy
(a + b+ C) CVKXyu + VX/tK + VaKX) - 0.
Stad wiec jezeli spetnione jest zatozenie (5) otrzymujemy
a+b+c *=0, a wiec zachodzi (2). Vfystarczy wiec w dal-
szym ciggu dowodu ograniczy¢ sie do przypadku gdy
(7) VKX/*- + vV*-* + V4K e O wszystkich ulcta-
dow wartosci wskaznikow K, X,.m.

Zatozmy, ze zarowno wspotrzedne afinora vKX>4. jak i

wspotczynniki a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistymi. Przyj-
mijmy» ze K, X, fm jest takim ukladem wartosci wskazni-
kéw, dla ktoérego X N 0 i rozwazny w przestrzeni eu-

klidesowej trojwymiarowej wektory o wspoétrzednych
(8) » V ka) oraz (vX/tK. VKX »V4X")

Wektory te sa liniowo niezalezne, bowiem na podstawi* (7 )

mamy vA/ X .-Vv KM - VKX ,a stad
2 2
VK " ( vX/o<) 4 vkx™ V kx “IvKX/“- + Vxx) 3
2 2

*7' [(VKX>) +(Vkx) + vkx™ -V kx] 7= 0,

Z uwagi na to, ze VvKXA ~=0 a forma kwadratowa

N
x2 + y2 + Xy jest okreslona dodatnio. Ponadto wektory o

y/  Warunek ten jest spetniony w szczegdélnosci dla nieze-
rowego teneora lub 3-wektora,
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wspotrzednych (8) sa na podstawie dwu pierwszych zwigzkow
(6T oraz na podstawie (7) prostopadie do wektoréw o wspéi-
rzednych (1,1,1) oraz (a,b,c). Yfynika stgd a = b « c, bo-
wiem wektory o wspoOtrzednych (1,1,1) oraz (a,b,c)muszg by¢
liniowo zalezne.

Przypus¢émy obecnie, ze zachodzi (4) i potézmy dla kaz-

dej troéojki wskaznikow K, /1,

. . A . . . .
gdzie ,VP\XM v i sg liczbami rzeczywistymi.

Zwigzek (1) przyjmie v/tedy postac
(a vKX/i + by K- c VAXV) + i (a vVKX>L + b vX/iK+ ¢ % ka)»0 ,
a stgd: a VKXK+ b vAU* + ¢ » a VKX*+ b vAU* + ¢ y*kx= 0.

Na podstawie rozumowania przeprowadzonego powyzej (wobec to-
go, ze a , b, c , VKX/E ,  VvKXix sg liczbami rze-

czywistymi) otrzymujemy a = b = c, a wiec zachodzi (2).

Zatézmy obecnie, ze spetnione jest zatozenie (3) i po-
t6zmy
J— — _ » N
(9) aga +a i, b=Db+bi, c=c+ci ,
/5 —wW #
gdzie a ,a,b ,b,c,c sg liczbami rzeczywistymi.

Podstawiajgc zwigzek (9) do zwigzku (1) otrzymany

* vka> + b vAdk + ¢ VAKA = a VKXt + b va>tk + ¢ » KA» 0 ,
N N N N
astgd a ab=c oraz aab=cf awiec a»b acfc*n.ot

3. Jezeli zatozenia (3), (4) lub (5) nie sa spetnione, to
zachodzenie zwigzku (1) nie pocigga zachodzenia (2) dla kaz-
,dego afinora niezerowego . Swiadczy o tym przyktad
nastepujacy.

Niech w pewnym uktadzie odniesienia w przestrzeni EN

afinor vKX~ ma wspotrzedne nastepujgce
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Vi V222 T 9% Vi om- - 1o VR
¥ g *. > T

Vl]_2 rr: ij 122 == 2. tf211 St V212 1 e y 7 "

Przez rozwazenie wszystkich tcozliwosci na uktady wartotci

wskaznikdw X » A»/*- tatwo stwierdzamy, ze

A~ vKfyu * 1,VA/*K h ) VI*>U =° »
a wiec zachodzi (1), natomiast nie zachodzi (?)(a * - 1 ,
b« i, c» - T i).
it Rozwazny efiner wv» n o wslencjl (O, w)! ,0*6z' >

HE XX
1 a

Ze il a wszelkich i?ktadéw wartoséci wskaznikow

Ale. ATAi * 1,?2,.».,n ila 1 =1, 2 ., zachodzi
(10) a v, i + a W\ >+ a v». > X X teeet
| Vo™ 2 mpeec SR 5 Aje «ertl/v-jn«

+ av « 0
n

dla pewnego uktadu skalariw o m

Przy zatozeniu istnienia uktadu wartosci wskaznikow

n.,, \'r,»e0, dla ktérego

(11) + 900 f V ro2/
A"I'O©'QIX:;1 ' 2000Xm 1 Ar e0 Am-1

dowodzimy, analogicznie jak w punkcie 2, ze

a + a+f,, + aeO
1 2 m

liatomiast juzdla a » 4 z zachodzenia zwigzku (1C) »

nawet przy ograniczeniu cie ze wspoOiczynnikami e ,ee.a i
1 L

wspoOtrzednymi niezerowego afinora v \ % tylko do
al6t Am

liczb rzeczywistych,nie wynika, ze

Warunek ten speiniony jest w szczegdlnosci przez do-
wolny niezercYjy tensor oraz w przypadku n nieparzystego
przez niezeroY.7 m-wektor.
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a + + a=20 a >
9 m 1UD

2y ¢° T

NP ©

(jak to ma miejsce dla m= 3 Ilub m= 2), czego dowodzi

nastepujacy przyktad.

Rozwazmy afinor YN)J12X3X4 * ktéory w pewnym uktadzie od-

niesienia w przestrzeni e_ raa wspo6trzedne

AL v

< Voo Vo121 1MV 1212= V1222 = V112

v -ft- v -ft. v 0 v
2212 2211 1211 * 2221

2122 2112 " Vo1na
Z tatwoscia stwierdzamy, ze

°»

1 . v™M2x3x4+ 2®Wa2x3adxl+ 1,YN3 Y X112+ 2 W/ x4 x1x2Xx3
natomiast zwigzki (12) nie zachodzg (™ “ 1 3 * 2 * N R

4. Reasumujac stwierdzatby, ze prawdziwe jest twierdzenie
nastepujgce: zwigzek (10), =zachodzac przy wszelkich ukita-
dach wartos$ci wskaznikéw A-j» N12,... Am dla niezerowego
afinora o walencji (0,m), pocigga zwigzki (12),
1) gdy m= 2, lub
2) gdy m= 3 , przy dodatkowych zatozeniach (3) Ilub
(4), lub
3) dla dowolnego m >1, jezeli spetnione jest zatoze-
nie (11).
Ponadto podane przykiady sSwiadczg o tym, ze wymienio-
ne w 2) i 3) dodatkowe zalozenia sg istotne.
Poczynione uwagi przenoszg sie na afinory czysto konte-

wariantne jak réwniez na czyste gestosci afinorowe. llie
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trudno zauwazy¢, ze zwigzek (10) i analogiczny do niego
zwiagzek dla czystej gestosci afinorowej jest niezmienni-
kiem pseudogrupy G* 1 (dla afinoréw o walencji (0,2) pro-
sty dowdd przeprowadzony jest w [2] str.153, dla czystych
gestosci afinorowych dowdd niezmienniczos$ci jest ana-
logiczny ),Vfynika stad, ze dodatkowe zatozenia (3) Ilub (5)
mozna ostabi¢ dodajgc do ich sformulowania zwrot "w pewnym
(dopuszczalnym przy pseudogrupie ) ukladzie odniesienia”,

5. Dla gestos$ci afinorowych istotnie mieszanych

zwigzek analogiczny do zwigzku (10) po-

Vol #*Am

staci A) "
-) e @ )
A2e,eAp+l
(13) av + ayv P
1 Ap+1,#,Am 2 Ap+1***AmAl

AN * * x
+ a Am-1"mAl + a VAmAl *p-1 s0,
M1 Ap-1** Am-2 m np..«\l

zachodzacy, przy pewnym uktadzie skalarnych wspdétczynnikow,
dla kazdego ukiadu wartosci wskaznikow nie jest

na ogo6t niezmiennikiem pseudogrupy G ¢ Vtynika to chocby

stad, ze symetria afincsu (a wiec zachodzenie zwiaz-
ku w, - ru=0) nie jest niezmiennikiem tej pseudogrupy
Z4 n

(zob.[4])« Udowodnimy natomiast, ze zwigzek (13) jest niez-
miennikiem grupy podobienstw, tzn. podgrupy pseudogrupy G*,

dla ktorej

x/ Definicja pseudogrupy G podana jest w podreczni-
ku [3] str.19»
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(7)) ‘Q/U AX AX = 0J g IS (’j S ol KRO ECKEPJLco >0 ,
AN M1,

Ustalajac w zwigzkach (14) wskaznik X i traktujac je jako
ukdad réwnan liniowych O niewiadonych A* dla )E=1|'2’fn

otrzwujeny na podstawie wzoréw CRAMERA

gdzie [ jest wyznacznikiem o elementach A~ (wiadomo, ze

O &0 w pseudogrupie G.J a dop (aA] dopetnieniem alge-
x 1 K

braicznym elementu A" w tym wyznaczniku.

Wiadomo, ze ([3] str, 32):

P (AX) X
ﬂl A\ 1

a wiec z (15) otrzymujemy:

AX AX
9, B

Dowdéd niezmienniczosci zwigzku (13), dla Lproszczenia
zz-pisu, przeprowadzimy dla A geatosci afinorowej O Walen-
cji (1,2), tzn. dla gestosci v 1/1"3» d vadze r = D°~
wod w ogélnym przypadku przebiega analogicznie.

Na podstawie zwigzkéw (16) otrzymujemy

Al N2 A3 ~N A3
av yy Yav i o» + Y, j = aA. Ay Ay Vv 4 »e[l~-Ty

a
1 n2x3 2 \A 3 i z 1 qm1 *»2 X3 X2X3

+a£l,FNZAM*Aylﬂ"mn+aﬂ"rA[fﬁ)%ﬁZ§g‘ A[I
2

*2 *3  *1 3'1 3

-1 A1
a <A’ » Ay Ay A \% % Vv +
1 N1 2 *3 n2 ns3

vV “2,X3
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aA"lw ARC AQLA Y | 31
r Xr N3 "1

* * *
a 4-Tib AvS AL ASE v X3, 5

+

6 -TI 3 X3 N X2 S X2
1, 2, ‘3
) X? x4 X) N2 X
= “>ITr Anl A2 AX3(a v \ r,
X \ 12 31 2 3 2 "3~ 3 "1n2
]*fog P
a wiec gdy zachodzi zwigzek (13) to
\i X2 Xo
av r + av j J + av <y = 0 ,
1 n2 A3 2 A3 Al 3 ninz2

co nalezato okazacd.

Z powyzszego wynika, te uwagi poczynione w punkcie 4
przenoszg sie na mieszane gestos$ci afirorowe jezeli gestos-
ci te bedziemy rozpatrywa¢ na gruncie geometrii podobienstw
(tzn. zastgpimy pseudogrupe G jej podgrupg - podobienstwa-

mi ~.Rozszerzenie grupy przeksztatcen jest tu niemozliwe,bo-

wiem, jak to wykazali S.GOL™"B i MKUCHARZEWSKI w pracy [4]
oL . . . . - . X A
juz zrdanie niezmienniezoéci zwigzku WM - r'ro\ =0 orowa-

dzi do zacie$nienia pseudogrupy G do grupy podobienstw
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RESUME

Sur un théoréme d'algébre tensorielle

On démontre que la relation (10), ayant lieu pour un

tenseur covariant v, , non nul pour tous les sys-
Al»,e*»Am

ternes de valeurs des indices X1, /1 2»»»«»™-ra( XY e 1,2,...n
pour v » 1,2,..., m), implique les relations (12)

1/ si mga 2, ou

2/ si m= 3, si 1#on admet que les coordonnées du tenseur

sont réelles ou que les coefficients a, (m = 3) dans

a
1 2

, a
3
la relation (10) sont réels,

3/ pour m arbitraire (m>1), si 1l'inégalité (11) est

remplie pour un certain systéme des valeurs des indices

On montre aussi au moyen des exemples convenables que les
suppositions complémentaires dans 2) et 3) dans le théoreme
précédent sont essentielles. Ce théoréme est vrai aussi pour
les tenseurs contravariants et pour les tenseurs mixtes. Dans
ce dernier cas nous devons nous borner a la géométrie des

similitudes
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Pe3rome

O HeKOTOpoOlW TeopemMe U3 TEH30pPHOW anreépsbl.

Moka3bliBaeTcHaA-, 4TO M3 cooTHoweHua (10) , BbINOSIHAEMO-
ro Ansi HEHyNeBOro KoOBapMaHTHOro TeH30pa VK em R
ONsl BCEX CUCTEM 3HAYeHU WHAEKCOB

cnepyet BNonHAemMocCTb COOTHOLUEHMIN(12)

1/ ecnn w= 2, win

2/ ecnun w = 3, Npu AOMNOJHUTE/IbHOM YC/IOBUU, 4TO
BCE KOOpPAMHAaHTbl TeH30pa BeW,eCTBEHHbl WAMW 4YTO KO3-
dhdrymewrtel  a,a,a(n = 3) B cooTHoweHun (10) BeuwecTBeE-
HHbI,

3/ pna npoussonbHoro T(7>1)F ecnu gna HekoTo-
poVi CUCTeMbl 3HAYEHUI MHAEKCOB BbIMO/IHAETCA Hepa-
BeHCTBO (11) «

C nMoMOLLBHO COOTBETCTBYHLWLUX MPUMEPOB MNOKas3blBaeTCcs
4UTO AOMOJSIHUTE/bHblIe ycnoBus B 2 /m 3 /| saABnawTcA
CyLLecTBEHHbLIMMN B BbllleyKa3aHHOW TeopemMe. 3Ta TeopeMa
Takke cnpasej/iMBa KakK /15 KOHTpaBapuaHTHbIX TeH30-
poB, Tak U AN9 CMellaHHbIX TeH30poB. B nocnegHem
cnydae Mbl OO/DKHbl O4HAKO OrpaHM4YUTbLCA FeomMmeTpueit

noao6uii.



