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О ШИШИ TWIERDZENIU Z ALGEBRY AFIHOR&Y

W pracy uzupełniono za ło że n ia  pewnego tw ierdzen ia  
z algebry afinorów  kowariantnych o 2 i  3 w skaźnikach, 
podanego w k sią żce  J.A.SCHOUTENA i  D .J.STRU IK A  [2  ]  , 
zilustrow ano na przykładach is to tn o ś ć  tych  założeń* 
oraz podano pewne u ogóln ien ie  rozważanego tw ierdzen ia 
na a fin o ry  c z y ste  o m wskaźnikach i  afiinojy mieszane*

J.A.SCHOUTSN w k s ią ż ce  [2]  na s t r .1 3  podaje n a stę p u ją - 

ce tw ierdzenie z a lgebry afinorów :

I .  J e ż e l i  d la  a fin o ra  v^g- związek

a vA<s* + b -  0

zachodzi w pewnym u k ła d zie  o d n ie s ie n ia , to  zachodzi on w ka

żdym u k ład zie  o d n iesien ia *  J e ż e l i  ponadto v, . ^  Ô , to  

a = — b* 4

Na t e j  samej s tro n ic y  podaje te ż  n astępu jące  tw ierdze

n ie :

J e ż e l i  d la  a fin o ra  związek

l 1 ) a vXX/ŁL + b vx /iK + c = 0

zachodzi w pewnym u kład zie  o d n ie s ie n ia , to  zachodzi on w ka

żdym uicładzie o d n ie s ie n ia , 

oraz staw ia p y ta n ie :

Jaka za leżn o ść  zachodzi między a ,  b i  c

y j  SCEOUTEN p o d a je , że zaczerpnął to  tw ierdzenie z k s ią 
żk i L.P.LT3EN HARTA [ i ]  s t r . 1 6 .
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х /
saу  v k л л  *  0 ?

Na s tro n ic y  153 daje  na powyższe p ytanie odpowiedź

n a stęp u ją cą

( 2 )  a + b + c =» 0 lub  a = b = c ,

przy czym pierw szy sk ład n ik  powyższej alternatyw y zachodzi 

Gdy

v K V *  + V X ^ X  + V X A  *  °*
a d ru g i, gdy

V KA/* + Ч л *  + v/* -*A  *  °»
Podany przez SCHOUTINA dowód powyższego ([2] s t r . 1 5 3 )

n ie  j e s t  pełny i  n ie  w yjaśnia  on, czy w powyższych tw ier

dzeniach dopuszcza a fin o ry  o w spółrzędnych zespolonych i  

w spółczynniki a , b , c zesp o lon e . Nasuwają s ię  w związ

ku z tym uwagi n a stę p u ją ce .

1 . Tw ierdzenie I  dotyczące afinorów  o W alen cji ( 0 , 2 )

prawdziwe j e s t  d la  afinorów  o współrzędnych zesp o lon ych .»Т(зг- 

n ik a  to  z rozumowania podanego w [2 ] s t r .1 5 3 .

2 .  Z zachodzenia związku (1 ) d la  w szelk ich  układów war

t o ś c i  wskaźników X . ^ » Л  » przy z a ło ż e n iu , że a fin o r  

Vy^XyU. j e s t  niezerow y, wynika (2 )  przy dodatkowych za ło 

żen ia ch , ż e :

( 3 )  a f in o r  ma współrzędne r z e c z y w iste , lub

(4  ) w spółczynniki a , b ,  c w związku (1 ) są  l ic z b a 

mi rzeczyw istym i, lub

( 5 )  v x x >l + VA + V K X  ^  0 d la  pewnego u k ła -

x /  W o ry gin ale  powyższe tw ierdzen ia  i  p ytan ie brzmią: 
G i l t  d ie  G leichung fû r  den A ffin o r  v A<r t a  vAff + b =0 
in  bezug au f irgend e in  Koordinatensystem , so  g i l t  s ię  
a llg e m e in , 1 s t  v ^ r  Ф  0 ,  so f o l g t  a »  ± b .

G i l t  d ie  G leichung fû r  den A ff in o r  : a +
+ b v X/ŁtK + c «  0 in  bezug au f irgen d e in  Koordina
tensystem , so g i l t  s ię  a llge m e in .

Y/elche Bezichung bestehen zwischen a ,  b und c wenn 
т к , ц .  Ф  0 i s t ?
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* г х /
du w a rto ści wskaźników X , Л ,  /*■ .

Z zachodzenia związku (1 ) d la  w szelk ich  układów war

t o ś c i  wskaźników К , X , ju. wynika bowiem, że

a VK x^ + b + c V/4 < X =s 0

a + b V K X + c YKX/i = 0

a V kx + b VK X ^ + c vx^ k * 0

Dodając powyższe zw iązki stronam i do s ie b ie  otrzymamy

(a +  Ь +  С ) C V KXyu. +  V X / ł K  +  V aK X ) -  0 .

Stą d  więc j e ż e l i  spełn ione j e s t  z a ło że n ie  ( 5 )  otrzymujemy 

a + b + c *= 0 , a więc zachodzi ( 2 ) .  Vfystarczy więc vr d a l

szym c ią gu  dowodu ogran iczyć s ię  do przypadku gdy

(7) VKX/*- + v V * -*  + V/ 4,K^ e 0 w szystk ich  ulcła-

dów w a rto ści wskaźników К , X , . m .

Załóżmy, że zarówno współrzędne a fin o ra  v KX>4. ja k  i  

w spółczynniki a , b , c s ą  liczb a m i rzeczyw istym i. P r z y j

mijmy» że К ,  X ,  /*■ j e s t  takim  układem w a rto ści wskaźni

ków, d la  którego  x ^  0 i  rozważny w p rz e s trz e n i eu -

klidesow ej trójwymiarowej wektory o współrzędnych

(8) » V k à ) oraz (vx/tK. VKX »V4X^)

Wektory te  są  lin iow o n ie z a le ż n e , bowiem na podstaw i* (7  )

mamy v A x . - v KX>M. -  V KX ,a  s tą d
/ 2 2 

VK " ( v X/ o < )  4 v k x^ V k x  “ lv KX/“- + V x x )  3

2 2
* ’  [(V K X >  ) + ( V k x ) + v k x ^ - V k x ]  7= 0 ,

z uwagi na t o ,  że v K X A  ^ = 0  a forma kwadratowa 
2 2 ^

x + y  + xy j e s t  określon a d od atn io . Ponadto wektory o

y/  Warunek ten  j e s t  spełn ion y w sz cz e g ó ln o śc i d la  n ie z e -  
rowego teneora lub 3 -w ektora ,
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współrzędnych (8 ) są  na podstawie dwu pierw szych związków 

(6Ï oraz na podstaw ie (7 )  p rostop adłe do wektorów o współ

rzędnych ( 1 , 1 , 1 )  oraz ( a , b , c ) .  Yfynika s tą d  a = b « c ,  b o- 

wiem wektory o współrzędnych (1 ,1 ,1 )  oraz (a ,b ,c)m u szą  być 

lin iow o z a le ż n e .

Przypuśćmy o b ecn ie , że zachodzi (4 ) i  połóżmy d la  każ

dej t r ó jk i  wskaźników К , Л ,  :

gd zie  ”v „  „ i  v ^ .  u s ą  liczb a m i rzeczyw istym i.
r \ X M  i \ A  У1*-

Związek (1 ) przyjm ie v/tedy p o sta ć

( a v K X / i  + b y K+ c vAXV) + i  (a v KX>Ł + b vX/iK+ с % k a )»0 ,

a s tą d : a vKX/K + b vA/UL*  + c »  a v KX/* +  Ъ vAyul*  + с у^кх = 0 .

Na podstaw ie rozumowania przeprowadzonego powyżej (wobec to 

g o , że a ,  b ,  c ,  vKX/Ł , vKXłx są  liczb am i rze 

czyw istym i) otrzymujemy a = b = c ,  a w ięc zachodzi ( 2 ) .

Załóżmy o b ecn ie , że spełn ione j e s t  za ło żen ie  (3 )  i  po

łóżmy
— --- — »  ^

(9 ) а я а  + а i ,  b = b + b i  ,  c = c + c i  ,
5̂5 —w  #

gd z ie  a , a , b , b , c , c  s ą  liczb a m i rzeczyw istym i. 

Podstaw iając związek (9 ) do związku (1 ) otrzymany

*  v k a .> . + b v A /ł K  +  c vAK A  = a vKX/Ł + b v a > łK  + c ^ KA » 0  ,

^ ^  ^  ^
a s tą d  а я b = c oraz a a b = c f a więc a » b я c f c * n . o t

3 .  J e ż e l i  za ło że n ia  ( 3 ) ,  (4) lu b  ( 5 )  n ie  są  sp e łn io n e , to  

zachodzenie związku (1) n ie  p ocią ga  zachodzenia (2) d la  k a ż - 

,dego a fin o ra  niezerowego .  Świadczy o tym przykład

następuj ą cy .

N iech  w pewnym u k ła d zie  o d n ie s ie n ia  w p rz e strz e n i E^ 

a fin o r  v KX ^  ma współrzędne n astępu jące
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V  rr:  ij = =  2 .  tf Ś Ł  V  1 . > у 7 т
112 122 211 21? + *

Przez rozważenie w szystk ich  tcożliw ości na układy w a rto tc i 

wskaźników X  » A » /* - łatwo stwierdzamy, że

^  v Kfyu * 1 ,V À/*K h ) V/* > U  = °  »

a więc zachodzi (1 ) ,  natom iast n ie  zachodzi ( ? ) ( a  * -  1 ,

ъ «  i , c »  -  Tf7  i  ) .

i t  Rozważny ef in e r  v» л о w slencj 1 (О , w) ! „o*óż' >.
i * * * a

że i l  a w sz e lk ich  i?kładćw w a rto śc i wskaźników 

A 1e . , À Tri(Ai * 1 , ? , . » . , n  i l  a 1 = 1 , 2 , zachodzi

(10) a v ,  i + a V\ ,  > + a v» > x x + • • • +
-] л, * « «o^. 2 лр • • • Л-.Л-] -s A-j • « •rt-I /v-jл «

+ a v
n

« 0

ci
dla  pewnego układu skala riw  „ , „ ,

Przy za łożen iu  i s t n ie n ia  układu w a rto ści wskaźników 

Л.,, \ r , » • o, dl a którego

(11)
À .  О © О X  O O O X

+ 9 0 0 f  V
A r e0 Am-1

ro2/

' Г  " Та  ' 2 m 1

dowodzimy, a n a lo g iczn ie  ja k  w punkcie 2 , że

a + a + f , ,  + a e O
1 2  m

liatom iast j u ż d l a  a  » 4 z zachodzenia związku (1C ) »

nawet przy ogran iczen iu  c ię  ze współczynnikami e , ee. a  i
1 ш

współrzędnymi niezerowego a fin o ra  v \ % ty lk o  do
a 1,6Ł A m

lic z b  rzeczy w is ty ch , n ie  wynika, że_________________________________

Warunek ten spełn ion y je s t  w sz cz e g ó ln o śc i przez do
wolny niezercYjy ten so r oraz w przypadku n n iep arzystego  
przez niezeroY.7 m -wektor.
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(12 ) a + a + + a = 0 a => a = = a
1 о  •  •  •  ~  1UD  л  0  •  •  •  .2 m i 2 m

( j a k  to  ma m ie jsce  d la  m = 3 lub  m = 2 ) ,  czego dowodzi 

n astęp u jący  p rzy k ła d .

Rozważmy a f in o r  УЛ-]Л2 Х3 Х4 * k tó ry  w pewnym u k ła d zie  od

n ie s ie n ia  w p r z e s tr z e n i e _ raa współrzędne

. *  v  *  v  -ÏL v  *  v  ^  v
“  2222 —  2121 -  1212=  1222 =  1122

v  -ft- v  -ft. v  0  v
2212 2211 1211 * 2221

*

*

2122 2112 r= v,2111
-1

Z ła tw o śc ią  stwierdzam y, że

1 .  v ^ ^ 2 x3 x4+ 2 *V a2 x3 a4 x1+ 1,УЛЗ Ч Х1Л2+ 2 *Vx4 x1x2 x3 = °»

natom iast zw iązki (12) n ie  zachodzą ( ^ “  1 3 * 2 *  ^ **4’)

4. Reasumując stwierdzałby, że prawdziwe j e s t  tw ierdzenie 

n a stę p u ją ce : związek ( 1 0 ) ,  zachodząc przy w szelk ich  ukła

dach w a rto ści wskaźników А -j» Л2 , . . .  Am d la  niezęrowego 

a fin o ra  o w a le n cji ( 0 , m ) ,  p ociąga  zw iązki (12) ,

1) gdy m = 2 , lub

2) gdy m = 3 ,  przy dodatkowych założen iach  (3 ) lub

( 4 ) ,  lub

3) d la  dowolnego m > 1 ,  j e ż e l i  spełn ione j e s t  założe

n ie  ( 1 1 ) .

Ponadto podane przykłady św iadczą o tym, że wymienio

ne w 2) i  3) dodatkowe z a ło ż e n ia  są  i s t o t n e .

Poczynione uwagi przenoszą s i ę  na a fin o ry  c z y s to  k o n te - 

wariantne ja k  również na c z y s te  g ę s t o ś c i  afinorow e. IIie
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trudno zauważyć, że związek (10 ) i  an alogiczny do n iego  

związek d la  c z y s te j g ę s t o ś c i  afinorow ej j e s t  n iezm ien n i- 

kiem pseudogrupy G  ̂ 1 (d la  afinorćw  o w a le n c ji ( 0 , 2 )  pro

s ty  dowód przeprowadzony j e s t  w [2 ] s t r . 1 5 3 ,  d la  c z y sty ch  

g ę s to ś c i  afinorow ych dowód n iezm ien n iczości j e s t  ana

lo g icz n y  ),Vfynika s tą d , że dodatkowe z a ło ż e n ia  (3 ) lu b  (5 )  

można o s ła b ić  dodając do ic h  sformułowania zwrot "w pewnym 

(dopuszczalnym przy pseudogrupie ) u k ła d zie  o d n ie s ie n ia ”,

5 . D la g ę s to ś c i  afinorow ych i s t o t n ie  mieszanych

V l ‘ #*Am

związek an alogiczny do związku (10) po

s t a c i

(13) a v 
1

A.-) • • »X

Ap+1, # ,A m
+ a v 

2

A 2 e,eAp+1

Ap+1* * *AmA1

+ a
пь-1

Am-1^mA1

A-p-1 **,Am-

A m A 1 * * * + a v
2 m

*p-1
л р . . « V

sO,

zachodzący, przy pewnym u k ład zie  skalarn ych  współczynników,

d la  każdego układu w a rto śc i wskaźników n ie  j e s t

na ogół niezm iennikiem  pseudogrupy G  ̂ • Vtynika to  choćby

s tą d , że sym etria a fin csu  (a  więc zachodzenie zw iąz-

ku w,, -  ru = 0 ) n ie  j e s t  niezm iennikiem  t e j  pseudogrupy 
Z 4, л

(zo b .[4 ])«  Udowodnimy n a to m ia st, że związek (13) j e s t  n ie z 

miennikiem grupy podobieństw , t z n . podgrupy pseudogrupy G^, 

d la  k tó re j

x /  D e f in ic ja  pseudogrupy G podana j e s t  w p odręczni
ku [3 ]  s t r . 1 9 »
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(14)
JU X X ç , *
У  A A = OJ Ô | U ( v symbol KRONECKEPJLco > 0 ,

A ^ ^  A/i» 1,2,..., n)
U s ta la ją c  w związkach (14) wskaźnik X i  tra k tu ją c  je  jako

f i iukład równań lin iow ych  о niewiadonych A* d la  Х=1',2*, . . . , n *  

otrzymujemy na podstaw ie wzorów CRAMERA

gd zie  Д j e s t  wyznacznikiem o elem entach A^ (wiadomo, że 

Д  Ф 0  w pseudogrupie G .J  a dop ( a A ] dopełnieniem  a lg e -
X1 1 K

braicznym elementu A^ w tym wyznaczniku.

Wiadomo, że ([з] s t r ,  3 2 ) :

A \' 1
d°P (AxX ) .X 

Д

a więc z (15) otrzymujemy:

(26)
Dowód niezmienniczości związku ( 1 3 ) ,  d la  uproszczenia 

zapisu, przeprowadzimy d la  A gęątości afinorowej o Walen

c j i  ( 1 , 2 ) ,  tzn. dla gęstości v 1 Л ^ з »  d v-’adze r • D°~

wód w ogólnym przypadku przebiega analogicznie.

Na podstaw ie związków (16)  otrzymujemy

AX’ AX
AA = “ aa' •

A 1 ^2 A3 ^1 A3
a v у у Ч- a v  i' »» +  a v j  = a A . А у Ay v ч » •
1 Л2Х3 2 V l  3 i z 1 Л1 *2 X3 X2X3

Д~Гч

+ а Д ~Г A, Ay Ay' v"лд_ л + а Д""г А /  А у' А у̂  vЦ 2 АуГ* Ау1 Л
*2 *3 *1 3 '1  3

. Х 1 , Х 2 , Х 3 . - г  А 1

-  / 3 *1 .Х2 Л3
л ЛХ л х‘
3 1 2

АЛ
1 2

V “2,X 3

а «A.» Ay Ay A v % v +
,  1 Л1 2 *3 Л 2 Л3
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♦ j z z\  xo л
1, 2 ,  3

^ p ^  ̂ X 1 X *
a Д” 1 ш А к* c A o"1 A

X X X  г Х г Л з  "1
л Л',  “ X'„ v \ 3 A 1

* 3  , *1 , * 2  X3
+  а Д ~ Г й> А V , "  А V  A %Г v » л

6 - Г З  x 3 N  x 2 S X 2
1 , 2 , ‘ 3

Х-) X? x-ł/ Х-) Л 2 x
r ,

3 2 " З ^  3 "1^2
= “ >lTr  Ал1 AXX2 AX,3 (a v \

X X„ \  1 2 3 1  2
1 O *5* f *- 9 J

a więc gdy zachodzi związek (13)  to

\ l  Х2 Xo
a v J  r +  a v j  J  + a v .< у  = 0 ,
1 Л2 A3 2 A3 A 1 3 Л1 Л 2

co n a le ża ło  okazać.

Z powyższego wynika, te  uwagi poczynione w punkcie 4 

przenoszą s ię  na mieszane g ę s to ś c i  afirorow e j e ż e l i  g ę s to ś 

c i  te  będziemy rozpatrywać na gru n ćie  ge o m etrii podobieństw 

( t z n .  zastąpimy pseudogrupę G  ̂ j e j  podgrupą -  podobieństwa

mi ^.Rozszerzenie grupy p rz e k sz ta łce ń  j e s t  tu niem ożliw e,bo

wiem, ja k  to  w ykazali S.GOŁ^B i  M .KUCHARZE WSKI w pracy [ 4]
X A

ju ż  żrdanie n iezm ien n iezoćci związku w -  rr = 0  orowa-
M- A

d zi do z a c ie śn ie n ia  pseudogrupy G  ̂ do grupy podobieństw .
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RESUME

Sur un théorème d 'a lg è b re  te n s o r ie l le

On démontre que l a  r e la t io n  ( 1 0 ) ,  ayant l ie u  pour un

ten seur co v a ria n t v ,  ,  non nul pour tou s le s  s y s -
A1» , e *»Am

ternes de va leu rs des in d ic e s  X1 ,  Л 2 »»»«»^ -га ( X Y e 1 , 2 , . . . n

pour v » 1 , 2 , . . . ,  m),  im plique le s  r e la t io n s  (12)

1 /  s i  m я 2 ,  ou

2 /  s i  m = 3 ,  s i  1# on admet que le s  coordonnées du tenseur

so n t r é e l le s  ou que l e s  c o e f f ic ie n t s  a ,  a , a (m = 3 )  dans
1 2 3

l a  r e la t io n  (10) sont r é e l s ,

3 /  pour m a r b itr a ir e  ( m > l ) ,  s i  1 'in é g a l i t é  (1 1 )  e s t  

rem plie pour un c e r ta in  système des v a leu rs  des in d ice s

On montre a u ss i au moyen des exemples convenables que le s  

su p p o sitio n s  com plémentaires dans 2) e t  3) dans le  théorème 

précédent sont e s s e n t i e l l e s .  Ce théorème e s t  v r a i a u ss i pour 

le s  ten seu rs c o n tra v a ria n ts  e t  pour l e s  tenseurs m ix te s . Dans 

ce d ern ier  c a s  nous devons nous borner à l a  géom étrie des

s im ilitu d e s
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Резюме

О некоторой теореме из тензорной алгебры.

Показывается-, что из соотношения (10) , выполняемо

го для ненулевого ковариантного тензора v > »
А,. е м  А

для всех систем значений индексов

следует вИполняемость соотношений(12)
1 /  если ш = 2 ,  или

2 /  если ш = 3 ,  при дополнительном условии, что 

все координанты тензора вещественны или что к о э -  

ффициешты а,а,а(и = 3) в соотношении (10) веществе

нны,

3 /  для произвольного т (т >1)f если для некото

рой системы значений индексов выполняется нера

венство (11) •

С помощью соответствующих примеров показывается  

что дополнительные условия в 2 /и  3 /  являются 

существенными в вышеуказанной теореме. Эта теорема 

также справедлива как для контравариантных тензо

ров, так и для смешанных тензоров. В последнем 

случае мы должны однако ограничиться геометрией 

подобий.


